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Abstract

Olfaction is based on an array of a few hundred different types of sensory neurons, each
expressing one or a few types of molecular receptors. Together, this neuronal ensemble
is capable of recognizing all odorants and measuring their concentrations. Recently wos
proposed a probabilistic receptor affinity distribution model, which describes the statistical
properties of receptor ensembles such as the one expressed in the olfactory system. This
model introduces an affinity distribution p(q) for the values of binding constant q between
an arbitrary ligand (odorant ) and a collection of receptors. Since a given sensory neuron is
likely to possess receptors of a single kind, the magnitudes of responses of different sensory
neurons to a given odorant p is determined by the affinities of their receptors, and hence
can be inferred from p(q).

The first step in information processing in the olfactory pathway is known to take place
in the olfactory bulb. The axons of the sensory neurons project to this target and form
synapses on secondary neurons ( mitral and tufted-cells). Inter-neurons of two major
types (periglomerular and granule cells) are believed to play role in computing the pattern
transmitted from the olfactory bulb to higher brain centers. In this thesis we address some
of the potential computational characteristics of the olfactory bulb.

The model we introduce is also interesting from a mathematical point of view since
it generalizes the problem of Linear Separability (LS) of points in N dimensional space
to that of separability of strings or curves which are parametrized continuously by the
odorant concentration. We restrict ourselves to a numerical analysis of the capacity of his
neural network, related to the number of odorants the can be distinguished. The model,
based on a single layer perceptron, is introduced and discussed in detail in chapter 2 in
chapter 3 we present the method to determine numerically the capacity. This is based on
a learning algorithm by Nabutovsky and Domany which is capable of, not only finding the
separation plane-when it exists- but also of signaling the fact that a sample of examples is
not LS.

Although this problem lacks a characteristic length scale, it is possible to carry out a
finite size scaling (FSS) analysis of the data. The main results are presented as curves of
capacity as a function of odorant concentration in the thermodynamic limit, where we let

the number of receptor units N to infinity via FSS..



Resumo

O sistema olfativo esté baseado num arranjo de algumas centenas de neurdnios sensores de
diferentes classes. Cada neur6nio representa um ou muitos tipos de receptores moleculares.
Juntos, esses neurdnios podem reconhecer todos os odorantes e medir suas concentracoes.
Recentemente, foi proposto um modelo probabilistico de distribuigao de afinidades em
receptores, descrevendo as propriedades estatisticas do conjunto destes que caracterizam o
sistema olfativo. Esse modelo introduz uma distribui¢ao de afinidades p(q), que relaciona
uma constante ¢ a um odorante arbitrario e a uma cole¢do de receptores. Desde que é
provavel que um neurénio sensor tenha um s6 tipo de receptores, a magnitude de saida do
neurénio sensor é diferente para cada odor pu, sendo determinada pela afinidade de seus
receptores e pode-se inferir de p(q).

O primeiro passo no processamento da informacao, no processo de percepc¢ao de odores,
acontece no vulvo olfativo. Os ax6nios dos neurénios sensoriais sao projetados formando as
sinapses dos neurénios secundarios ( “mitral” e “tufted cells”). Inter-neurdnios de 2 tipos
principais (periglomerular e granule cells), acredita-se, tém a fungao de transmitir os dados
do vulvo olfativo as regioes mais altas do cérebro. Nesta dissertacao, estudaremos algumas
das caracteristicas computacionais do vulvo olfativo, por meio de um modelo bastante
simples.

O modelo introduzido nesta dissertacao também é importante do ponto de vista mate-
mético, desde que generaliza o problema de separacéo linear (LS) de pontos no espago de N
dimensoes ao problema de separar curvas que sao continuamente parametrizadas pela con-
centracao de odorantes. Restringiremo-nos a analise numérica da capacidade desta Rede
Neural, que diz do ntimero de odorantes que podem ser separados. O modelo baseado no
percéptron sim camada escondida é introduzido no capitulo 2. No capitulo 3, apresentamos
o método para determinar numericamente a capacidade. Tal método estd baseado no algo-
ritmo de Nabutovsky e Domany, que é capaz nao s6 de descobrir se um plano de separagao
existe, como também é capaz de determinar se um conjunto de exemplos é linearmente
nao-separavel.

Dado que este problema nao tem uma escala de comprimento caracteristica, é possivel
fazer um analise de dados “finite size scaling (FSS)“ Os resultados principais sdo apresen-
tados em forma de curvas de capacidade em funcao da concentracao do odorante no limite

termodindmico, onde levamos o ntimero de receptores N ao infinito via FSS.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Historico

As primeiras tentativas de modelar redes neurais (RN) surgiram na década do 40,

com o trabalho seminal de McCulloch e Pitts[1]. Este trabalho ¢ importante por

muitas razoes, além do fato consistente de que foi o primeiro em tratar o cérebro

como um sistema computacional. A teoria de McCulloch e Pitts estda basicamente

fundamentada em 5 suposicoes:

1.

A atividade de um neur6nio é um processo booleano.

E preciso que um nimero fixo de sinapses sejam excitadas dentro de um periodo

de tempo para que um neurédnio seja excitado.

O tnico retardo significativo dentro do sistema nervoso é o retardo sinaptico.

. A atividade de quaisquer sindpses de inibi¢cao impede a excitacao do neuronio.

. A arquitetura da rede nao é modificada com o tempo.

A teoria de McCulloch-Pitts ndo é um modelo preciso da atividade cerebral, entre-

tanto a importancia desse trabalho esta em ele ser um dos primeiros que levaram aos

modelos de RN. Em 1949 Hebb|2| em seu livro “Organization of Behaviour” sugeria

uma resposta a pergunta: como aprendemos? Dado que as conexoes entre neurd-

nios sao feitas através da sinapses, para Hebb, era razoavel supor que quaisquer

10
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modificacao que pudesse acontecer durante a aprendizagen deveria acontecer nelas.
Hebb defendia a teoria de que assim a area da uniao sinaptica aumentava. Teorias
mais recentes afirmam que o responsével e um incremento na velocidade com que
se libera o neurotransmisor em a célula sinaptica. Do mesmo modo que o modelo
de McCulloch e Pitts, o modelo de Hebb nao é completo. Nao entanto, aparece de
muitas formas nos modelos de redes neurais que existem na atualidade.

Em 1959 o psicologo Frank Rosenblatt|3] inventou o percéptron, num intento de
tratar algumas das propriedades fundamentais dos sistemas inteligentes, Rosenblatt
poss demonstrar que o percéptron era capaz de classificar padroes corretamente, no
que ele chamava de entorno diferenciado, o percéptron de rosenblatt também era
capaz de responder de maneira congruente frente a tramas aleatorias.

Em 1969 o livro do Marvin Minsky e Seymour Paper[4], ambos do MIT, cha-
mado “Percéptron: An Introduction to Computational Geometry”, mostrava uma
detalhada anéalise do percéptron em termos de suas capacidades e limitacoes. O per-
céptron booleano, a versao mas conhecida desta maquina, s6 implementa funcgoes
linearmente separaveis, como muitas fungoes de importancia pratica nao o sao, o
iteres por RN diminuiu até quase desaparecer, no final da década do 60. Sabia-se
que redes com camadas intermedidrias podiam implementar fungoes mais complica-
das, mas neste caso o problema era a inexisténcia de um algoritmo para treinar a
rede.

Na década do 80 estes problemas foram superados quando surgiu o algoritmo de
retro-propagacao de Rumelhart, Hinton e Willians[5] “blackpropagation”, aplicavel
a RNCs (redes com arquitetura de acoplamentos unidirecionais e organizadas em
camadas “feedforward”) com fungoes de transferéncia derivaveis. Nesta mesma
década Hopfield|6] relacionou as RNs conhecidas como redes de atratores aos vidros
de spin. A proposta de Hopfield, que generaliza o modelo de Little[7], envolvia um
tipo de modelo composto por neurdnios com dois estados S; € {41, —1} interagindo
de maneira simétrica através de acoplamentos sindpticos w;; modulados segundo a
proposta de Hebb.

As diversas possibilidades de aplicacao pratica das RNCs, como o aperfeigoa-
mento dos métodos de Mecanica Estatistica no estudo das redes, propiciaram um
grande crescimento desta area.

No final da década do 80 o trabalho de Gardner e Derridal8] teve grande re-
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percussao. A idéia de Gardner consistia em estudar as propriedades estatisticas
do espaco dos acoplamentos sindpticos w;; ao invés do espaco das configuracoes de
atividade S;. Isto possibilitou o estudo de diversas situacoes novas, entre estas o

problema de generalizagao no cenario professor-aluno.

Redes de atratores Redes Feedforward

Figura 1.1

1.2 Percéptron

O percéptron é uma RNCs de uma camada com N neurénios de entrada conectados

através de sinapses w;, e somente uma saida O, cujo estado é dado por:
O = (5, @), (1.1)

O percéptron realiza um mapeamento de entrada — saida ; neste trabalho trata-
remos do caso em que a entrada é um vetor X € {+R}Y e a saida e uma variavel
booleana O = +1.

O vetor @ é um vetor N, — dimensional com w; € X, + = 1,...,N,,, W é cha-

mado de vetor sinaptico ou de conexoes, e parametriza a fungao implementada pelo
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percéptron. A funcdo de transferéncia f(x) usada neste trabalho ¢ f(x) = sign(x).
No entanto, varias funcoes de transferéncia sao usadas nos estudos e aplicacoes de

RNs, por exemplo:
e funcao de transferéncia linear f(z) =z
e funcado de transferéncia analogica f(z) = tan(x)
e funcao de transferéncia booleana f(z) = sign(x)

e fungao de transferéncia analogica f(x) = (1 —e™*)7!

Figura 1.2: Percéptron booleano de entradas S; e saida escalar O =

sign(S - ).

Uma vez que fixamos a funcao de transferéncia, a funcao implementada pelo percép-
tron (que para f(z) = sign(z) é chamado de percéptron booleano) é completamente
definida por w. Cada componente w; do vetor sindptico pode ser compreendida como
uma variavel que multiplica a componente S; do vetor de entrada, na composi¢ao
do chamado campo poés-sinaptico h = S que determina a saida da rede, figura
1.2. Dado um particular vetor ou padrao de entrada 5“, a saida correspondente

O" do percéptron booleano pode ser compreendida como uma classificacao deste
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padrao entre duas categorias distintas que ficam definidas a partir do vetor sinap-
tico . Este define um hiperplano de N, — 1 dimensoes que divide o espago de N,
dimensoes em duas regioes, uma das quais contém o vetor .

Dado um par (g, O) com O € {—1, +1}, sempre existe um vetor w tal que
O = O(S). Dado um conjunto de P pares aleatérios {(S*,O")}, u = 1, ..., P, existe
algum w para o qual O* = O(g“), para todo 1 < u < P? Esta pergunta diz respeito
a capacidade do percéptron de reproduzir pares entrada-saida, através da obtencao
do vetor w apropriado (caso este exista). De maneira geral, o problema de obtencao

de w a partir de um conjunto de pares entrada-saida é chamado de aprendizagem.

1.2.1 Problemas Linearmente separaveis

A estrutura de um percéptron é completamente determinada por o conjunto de si-
napses w;, ¢ = 1,..., N, onde N é o nimero de entradas da RN, dada uma func¢ao
Booleana definida por o conjunto ¢ = {& O*}, com &' € {—1,41} e 2 possiveis
estados de saida O = sign(3 N, w; ). A funcdo Booleana que pode ser implemen-
tada por um percéptron simples de N entradas e uma saida de um subconjunto de

todas as possiveis func¢oes Booleanas sao chamadas funcoes linearmente separaveis.
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(-1.-1) i)

Figura 1.3 A fungdo XOR ¢é linearmente nao separavel. Nao é possivel

encontrar uma linha reta que separa os pontos pretos dos brancos.

A funcao XOR por exemplo nao pode ser implementada por um percéptron com
N = 2, o que diz que a funcao XOR é linearmente nao separavel. Isto é devido ao

campo do percéptron é dado por:

h* = w &y + wah + 0,

esta é a equacdo de uma linha reta no plano (£, &) de parametros wy, we € 6. O
problema é encontrar um conjunto de parametros que separem os pontos (+1, +1) e
(—1, —1) dos pontos (+1, —1) e (—1, +1) (ver figura 1.3). Nao existe um conjunto
de parametros que possa separar estes pontos, portanto a funcao XOR nao pode ser

implementada no percéptron.
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Figura 1.4 O percéptron de saida binéria realiza uma classificacao li-

nearmente separavel. esquerda: todas as entradas a cima do hiperplano
definidas por w - 5: 0 sd@o mapeadas por +1(—1) ; +1 é representado
por e, -1 por o. Direita: O percéptron com pesos w aprende a mapear

um problema linearmente separavel representado por o professor J.

1.2.2 Aprendizado Supervisionado

Dado uma rede professor e uma outra rede aluno, chamamos de aprendizado su-
pervisionado o processo através do qual o aluno tenta implementar a classificagao
do professor a partir de exemplos gerados por este. o objetivo deste processo é que
a rede aluno de alguma maneira se aproxime da rede professor, fornecendo entao
o maximo de respostas iguais as do professor. Uma formulagao mais precisa desta
proximidade envolve grandezas que sao chamadas de medidas de desempenho, como
a capacidade de generalizacao e memorizacao. Definimos o conjunto de aprendizado
¢ como sendo o conjunto dos P exemplos gerados pelo professor que forem usados
pelo aluno durante o aprendizado, ¢ = {(5‘“,0“)}, @ = 1,...,P. Duas grandezas

podem ser definidas:

e O erro de generalizagao consiste na probabilidade de que a rede aluno

classifique erroneamente um exemplo aleatoério, totalmente descorrelacionado



1.3 Dinémica de Aprendizagem 17

dos exemplos do conjunto de treinamento.

e O erro de memorizacao consiste na probabilidade de que a rede aluno clas-
sifique erroneamente um exemplo totalmente correlacionado com os exemplos

do conjunto de treinamento.

1.3 Dinamica de Aprendizagem

1.3.1 DinAmica offline

Nesse processo, as sindpses evoluem segundo uma dinamica caracterizada por uma
energia, que deve ser minimizada globalmente no processo de aprendizagem. Essa
energia depende do conjunto total de exemplos (os exemplos sdo usados de forma
paralela). Tal problema pode ser tratado como um sistema em equilibrio termo-
din&mico, através dos métodos da Mecanica Estatistica. A dinamica referida é

caracterizada basicamente por:

e A energia de treinamento que define a dindmica envolve contribui¢oes dos N

exemplos.

e Toda a informacao dos N exemplos é usada ao longo da dinamica, até que o

minimo da energia livre tenha sido atingido.

1.3.2 Dinamica Online

Na aprendizagem online, cada exemplo é sorteado do conjunto de treinamento e
apresentado na rede. Isto induz uma mudanca nas sinapses do aluno uma tnica
vez. A din&mica online apresenta um maior desempenho em tempo computacional
(online é mais barato computacionalmente); entretanto, trata-se de um sistema fora

do equilibrio. Essa dinamica é caracterizada basicamente por:

e A dinamica de aprendizagen da rede aluno se baseia, em cada instante, na

informacgao de um tnico exemplo.

e A informacdo de um dado exemplo é usada em um tnico passo da dinamica,

apo6s o que um novo exemplo é usado para o préoximo passo.
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1.4 O Sistema Biolbégico de Percepcao de Odores

No que segue, pretende-se expor de maneira muito resumida o mecanismo de percep-
¢ao de odores em vertebrados, e identificar elementos comuns nos sistemas biologicos
de percepcao de odores e o modelo que estudaremos com detalhe no capitulo 2.

O Sistema de percepc¢ao de Odores (SPO), que sente e processa odores, ¢ uma das
mais velhas e mais importantes partes do cérebro. Para muitos animais este é o mais
importante modo de comunicacao e tem influéncia em muitas funcées importantes,

incluindo a reproducao.

1.4.1 Descricao

Recentemente foi identificada uma larga familia de genes|9], que se acredita estao
associados a receptores de odores?. A informacdo em padrdes de exitacido destes
receptores é organizada em padroes que o cérebro pode interpretar como diferentes
odores.

O SPO contém células sensoriais especializadas, o neuronios, que tém fibras
chamadas de “cilios” e uma tnica fibra nervosa chamada de ax6nio. Os cilios contém
receptores especificos para cada molécula de odor. Diferentes neurénios de odor
respondem a diferentes odores, e odores especificos estimulam partes especificas no
SPO.

Descobriram-se, até agora, 500 a 1000 tipos diferentes de receptores. Esses recep-
tores sao programados para reconhecer odores especificos, por uma das mais longas
familias de genes descoberta. Cada receptor tem codificada uma informacao pre-
cisa para reagir a um odor especifico. Esta informacao ¢ codificada mediante genes

associadas a receptores.

'E importante notar que a descricdo que fazemos dos sismemas biologicos de percep¢io é uma
visdo simplificada .A neurobiologia e area muito mais complexa que o aprensentado neste trabalho.
2De algum modo receptores de odores sdo codificados nesses genes
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Glumeroli

Figura 1.4: Esquema do SPO. Moléculas de odor sao ligadas nos cilios
do neurdnio transdutor. Neurdnios com receptores especificos sao distri-
buidas aleatoriamente dentro de zonas na membrana sensorial. Sinais de
neurdnios com os mesmos receptores convergem a estruturas chamadas

de glomeruli no bulbo olfatorio.

1.4.2 Mecanismo

A membrana sensorial nos vertebrados esta dividida em zonas, cada zona contendo
tipos de receptores especificos. Associados a esses receptores, cada zona apresenta o
mesmo tipo de genes; os genes dentro de cada zona sao distribuidos aleatoriamente.
Fibras sensoriais de neurdnios com o mesmo tipo de receptor convergem a uma zona
particular do glumeroli.?

Moléculas individuais de odor estimulam muitos tipos de receptores cada um dos
quais responde por uma parte de sua estrutura molécular. Técnicas de mapeamento
do cérebro mostram que partes diferentes do glumeroli sao ativados por odores di-
ferentes, formando um mapa sensorial que codifica, no glumeroli, o que o cérebro

pode reconhecer como um tnico odor.

3Glumeroli : Estrutura especializada na qual neurdnios receptores de odor se conectam com
outros tipos de neurdnios.
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Odores = - < i =

\4%“ v

Receptores

Neuronios
Transdutores

Glumeroli

Figura 1.5: Esquema idealizado SPO. Cada célula sensora (Si) parece ter
s6 um tipo de receptores (Ri). Cada tipo de receptor pode reconhecer
muitos odores, e vice-versa. o axoénio das células sensoriais sao conecta-
dos as sindpses de neuronios especiais no cérebro, chamados de glomeruli

(Gi)

1.5 Justificacao

Esta dissertacao pretende contribuir na compreensao do mecanismo computacional
que permite a percepc¢ao de odores em vertebrados, mais especificamente no homem.
O sistema de percepcao de odores é um topico complexo, fora do alcance de uma
s6 dissertacao, portanto nao pretendemos abarcar todos os aspectos relacionados
com o SPO. Centraremos nossos esforcos no mecanismo de percepcao, estudando
um modelo simplificado baseado na distribui¢ao de probabilidade de afinidades (em
receptores) e concentragoes de moléculas de odor. Nesta dessertacdo este modelo
¢ estudado pela primeira vez. Ele foi proposto em colaboracao com E. Domany,
D.Lancet e N. Caticha. Esperamos encontrar a capacidade maxima de um Percép-
tron (neur6nio) para separar odores; pretendemos com isto responder a pergunta:
Quantos odores podem ser apresentados a um percéptron(neuronio) de modo

que este possa distinguir um odor do resto?
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Dado que Neuronios biologicos tém um ntimero enorme de sindpses, é correto
dizer que tem uma certa quantidade de odores que o neurdnio podera distinguir
com probabilidade 1; passada esta quantidade, o neuronio nao podera mais separar
um odor do resto.

Existe muito interesse em estudar os mecanismos pelos quais somos capazes de
reconhecer odores. Entender como os odores sao transferidos para a membrana das
células sensoriais e como estes sao reconhecidos pelo cérebro ¢ importante em areas
distintas do conhecimento como a engenharia, biologia, medicina, etc. Estudar os

mecanismos de percepgao de odores contribui por exemplo em:
e Entender muitas deficiéncias genéticas de percepcao de odores.
e Como a percepcao de odores afeta as emocoes e o comportamento Humano

e Feromonas! tém importantes funcoes sociais em animais, e possivelmente em

humanos.
e Construir sistemas artificiais de reconhecimento de odores.

e [laborar estratégias para ajudar pessoas com problemas de percepcao de odo-

res.

1.6 Organizacao da tese

O interesse central desta tese é estudar computacionalmente um modelo probabi-
lista de odores baseado na distribuicao de afinidades e concentracoes. Pretendemos
encontrar a maxima capacidade de um percéptron para separar odores.

No capitulo 2, apresentamos o modelo de percepcao de odorantes e construimos
o conjunto de treinamento da RN. Definimos também as representacao do conjunto
de treinamento.

No capitulo 3, escolhemos e estudamos o algoritmo apropriado para treinar a

rede e testamos o algoritmo com o conjunto de treinamento dado no capitulo 2.

4Moléculas especiais de odor que regulam func¢oes hormonais
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No capitulo 4, escolhemos os parametros de treinamento, construimos as curvas
de estado, e encontramos a méxima capacidade de um percéptron para separar
odores.

No capitulo 5, resumimos os principais resultado e apresentamos as conclusoes.



Capitulo 2

O Conjunto de treinamento

2.1 O Modelo

O objetivo deste trabalho é estudar um modelo simples de rede neural (RN) e simular
as propriedades de classificacao de diferentes odorantes por um sistema olfativo. Este
sistema estd composto por N células receptoras R; e um sistema de classificagao
(neste caso, um percéptron). As saidas das células transdutoras sdo conectadas as
entradas do percéptron, figura 2.1. Cada célula receptora é caracterizada por um
conjunto de afinidades ¢/'( o indice ¢ indica a célula transdutora, enquanto o indice
p indica o odorante), de modo que a resposta da mesma célula transdutora seré
diferente para diferentes odorantes.

Chamaremos indistintamente a R; de célula receptora, célula transdutora, ou
simplesmente de transdutor.

Dado que temos N células receptoras e um valor de afinidade por odorante p
para cada uma das células receptoras, podemos construir um vetor de afinidades

que chamaremos de K*:

K =g gty oo, e (2.1)

onde a componente ¢! é a afinidade do transdutor R; para o odor p que consideramos

conhecido.!

IAfinidade é uma caracteristica intrinseca do transdutor, que depende basicamente de sua
estrutura molecular.

23
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Figura 2.1: Um percéptron de N entradas e uma saida. Cada uma das en-
tradas estd conectado um transdutor R;. A saida do transdutor R; é SZ“C,
a entrada do percéptron é o vetor S*¢ de componentes S* {i =1...N}
a saida do percéptron é o#<; ¢ é o indice da concentracdo e u o indice do

odorante.

O sistema de classificacdo de odores proposto é mostrado na figura 2.1. Este sistema
esta composto por N células receptoras R; de saidas S C, as saidas de cada uma das
células transdutoras e conectada a uma das entradas de um percéptron, usado como
classificador. Apos um processo de treinamento, o percéptron deve ter a capacidade
de distinguir um odorante em particular de qualquer outro independentemente de
sua concentracao. A saida do percéptron é 1, se o odorante for reconhecido, e -1, se

nao for reconhecido.

Quando um odor p é apresentado a um transdutor R;, de afinidade ¢! para este

odor, sendo H* a concentracao de moléculas do odor u, a resposta de R; sera:

HEH
Silat' H') = "

R (2.2)

onde H* esta entre H,,; < H < Hppe
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S(a.H)

0] 20 40 60 80 100

Figura 2.2: A equagao (2.2) em func¢ao de q e H. Note que para baixas

e altas concentragoes as curvas se confundem.

Da equagao (2.2) é claro que a resposta de uma célula transdutor R; s6 depende da
concentracao do odorante e da afinidade do transdutor a este odorante. Note que
a altas concentracoes todas as células transdutoras apresentam a mesma resposta
Si(¢f', H*) = 1 para qualquer odorante; em tal caso diremos que as células trans-
dutoras estao saturadas. Células diferentes saturam a diferentes concentragoes, e
isto obviamente depende da afinidade de cada célula transdutora. Por outro lado a
concentragdo minima deve ser diferente que 0, (obviamente uma concentragao 0 nao
tem sentido?) portanto é preciso estabelecer um valor minimo da concentragao.

De tudo isto é razoavel supor que a capacidade critica do percéptron deve ser
uma funcao dos valores da concentracao maxima H,,,, e concentracao minima H,,;,.

O objetivo deste trabalho é estudar esta funcao.

2concentracio 0 significa que ndo existe odorante algum



2.2 O Conjunto de treinamento 26

2.2 O Conjunto de treinamento

2.2.1 Construindo os vetores de afinidade

Consideraremos um conjunto de vetores K* onde suas componentes serao geradas
de acordo com o procedimento que segue:

Seja £ um conjunto de vetores que escreveremos como:

11 1
£:{ A1y Qs QN

GQ, .G
7P S I

Onde chamaremos a £ conjunto de afinidades de p odores diferentes. Em forma

compacta escrevemos.

£={K"}, (2.3)

Consideraremos £ um conjunto de vetores cujas componentes dependem das
caracteristicas (afinidade ) dos transdutores. A afinidade ¢* de um transdutor para
um odor p s6 depende das caracteristicas intrinsecas deste transdutor.

O modelo de percepcao de odores baseado na distribuicao de afinidades que
apresentamos neste trabalho é proposto originalmente por Lancet et. al.[10].

De acordo com Lancet as afinidades de cada neuronio para cada odorante sao
variaveis aleatorias independentes. Elas determinam experimentalmente a forma

desta distribuicao que pode ser aproximada por:
q
pi(q) = e 2, (2.4)
o
onde cada componente ¢! do vetor K*"é uma variavel aleatoria independente com

distribui¢gao dada para (2.4). Note que se fazemos qualquer escolha para < ¢ >ou
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o em (2.4), as unidades para a concentragao do nosso modelo sao fixadas. Para
obter, numericamente, afinidades distribuidas de acordo com (2.4) introduzimos uma
variavel auxiliar p e procedemos da seguinte forma: Seja p uma varidvel aleatoria
independente, com distribui¢ao ps(p) uniforme. De acordo com (2.4) e de p;(q)dg =
pa(p)dp segue que:

2

p= /%e(_#)dp—l—fl = A— T2,
o

q= \/202 in(A —p)|.

E das condi¢des 0 < p < 1e 0 < ¢ < oo determinamos a constante de integracao A.

g = /202 |In(1 - p)|. (2.5)

De modo que podemos construir o conjunto de vetores de afinidades da forma se-
guinte:
Geramos um numero aleatério independente p, com distribuigao ps(p) uniforme,
e de (2.5) obtemos ¢, uma variavel aleatoria independente com distribui¢do dada
por (2.4). Finalmente identificamos cada valor ¢ deste modo gerado, com uma
n

componente ¢! do vetor K“; deste modo: ¢ = gq.

0.5

0.4 [l e e

0.3 [frrsrn s e

p(a)

0.2 [ R N e

R A— A DN B —
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figura 2.3: A funcao de distribui¢do 2.4 com o =1y < g >= @

2.2.2 Construindo o conjunto de treinamento

Construimos o conjunto de treinamento £, usando o conjunto de afinidades dado
por (2.3) e a equacao (2.2).
Para cada odor p geramos M ntmeros aleatorio Hé‘ independentes e com distri-

buicao dada por pQ(Hf) = ﬁ onde: H,p < Hg <Hpwel=1..... M.

Tendo em conta isso, escrevemos a equagao (2.2) de forma compacta:

ug qll_‘HuC

vetorialmente fica: SHC = {S{‘C ............... Sé‘c}, Onde os valores de O*¢ serao:
1 para p =1,

-1 para p # 1.

2.2.3 Analise do Conjunto de Treinamento e Mudancga da

representacao

Como ¢' e H* sdo varidveis aleatorias independentes e com distribuicao dada por

q _d
p1(q) = 2 o2,
¢ 1
H=—
102< ) Hmaac_Hmin7

respectivamente, podemos calcular a distribuicao ps(S**) = p4(9).
O primeiro é calcular a distribuigdo p3(y) onde y = ¢H, e donde §(z) é a fungao

delta de Dirac temos:

p3(y) = /OOO /Him 6(y — Hq) pi(q) p2(H) dH dg, (2.7)

fazendo v = Hq, integrado em 3, multiplicando e dividindo por /7 temos:
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VT Tmim 2 _d
p3(y) = = / —=e 2dg,
o (Hmam - Hmm) H,rgaw ﬁ
usando a representacao Erfc(z) = % [ et dt para a funcao erro complementar

obtemos a relacao desejada

VT
U(Hmax - Hmm)

) —erfe(

)| . (2.8)

p3(y) = [erfc(

Y
Hma:va

Hming

A equagao (2.8) é a densidade de probabilidade de y, que tem as propriedades:

/Ooopg(y) dy =1

p3(y) > 0.

Como S(q, H) = 5 = ¥, podemos agora encontrar a distribuiao p(S) dada por:

p(8) = [ 8(S = T2 Joalu)do, (29)

fazendo a mudanca ﬁ =5 e aplicando:

JEOUCORENIEEDS ‘ZZ(Q >
dr | ly(z)=z,
temos:
_S_
p(S) = ff’(_l‘ﬁ))Q- (210

De (2.8) em (2.10), finalmente obtemos a distribui¢ao desejada:

p(S) = U(ﬁj 1__2:“) [Erf ¢ (Hmaxasgl - S)> b <Hm¢”af1 - S)Zl i1)
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A equagao (2.11) é a densidade de probabilidade de S, que tem as propriedades:

0<p(S) <1, (2.12)
/01 p(S)d(S) = 1. (2.13)

15

o——o Hmax=0.2
o< Hmax=0.5
: : Hmax=1.5 :
10 |- s~ Hmax=15 | —

‘ Hmax=40 ‘

p(S

Figura 2.4: A funcao de distribui¢ao 3.11, com ¢ = 1, para H,,;,, = 0.1

e b H,,,. diferentes

Na figura 2.4 e mostrada a fun¢ao de distribuicao p(S), vs. a saida dos transdutores,
para diferentes valores da concentracao maxima H,,.,. Note que o valor esperado

< S > e a variancia de S sao funcao da concentracao maxima, no limite de altas
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concentracoes S = 1 com probabilidade 1. Isto sugere fortemente que a capacidade
critica do percéptron (classificador) deve ser uma fungao da concentragdo maxima.

Para simplificar o problema de treinamento é conveniente mudar nossa represen-
tagao do conjunto de treinamento, Isto é: mudaremos a representacao do conjunto
de treinamento por razoes técnicas vinculadas ao algoritmo de aprendizado®. De

(2.6) podemos definir nosso conjunto de treinamento como:

£= {5 0m}. (2.14)

Onde O & definido pela natureza do problema que nés estamos considerando. De

acordo com isso temos:

1 pr—
OM:{—lZ%l’ (2.15)
p=1..P, (=1..M

E preciso normalizar nossos vetores de entrada?.

. Gh¢
Xrm = (2.16)
VIR, (51)
e de (2.14) nosso conjunto de treinamento é:
£={xXr 0}, (2.17)

Para cada vetor X* apresentado ao percéptron, calculamos o campo sinaptico

Jue =N Xfcwi = XnKe. w, e a saida do percéptron sera:

ot = sgn(JH), (2.18)

onde sgn(0) é:

3A necessidade dessa mudanca na representacio ficara clara no capitulo 4
“Esta normalizac¢do é necessaria, dada a natureza do algoritmo de treinamento (capitulo 4)
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1 >0

om0 0%

E conveniente trocar esta representacao por: [X*OM].ai > 0, e por simplicidade

fazemos [X*<O"] = £de modo que (2.14) fica finalmente como:

- €4 > 0. (2.19)

Em adiante chamaremos de h#¢ = J*SOM ao campo, definido como h*¢ = 7 - 5“4.
Note que se para todo u, o campo h > 0, entao w é o vetor de pesos que resolve
o problema, Isto &, se encontro um vetor o que satisfaz a condigao (2.19) para todo
i, C, a este vetor chamaremos de w*.
Ao percéptron serao apresentados os vetores 5#4, todos elos membros de nosso
conjunto de treinamento. O problema de aprendizado consiste em encontrar um
vetor de pesos wW* que satisfaca a desigualdade (2.19), ou estabelecer que o dito

vetor nao existe para este especifico conjunto de treinamento.



Capitulo 3

O algoritmo de treinamento

3.1 Introducao

No percéptron de Rasenblatt|3] os vetor de pesos @ sao modificados de acordo com

a regra:
Whew = W + 9(—hu)§u, (3.1)
R 1 x>0
onde h,, = 0 - e O(z)= ’
i 3 (z) 0. <0

Um teorema de convergéncia pode ser provado para esta regra de treina-
mento. Se existe uma solucao, o percéptron encontrard o correto vetor de pesos w
em um finito nimero de passos. Existem muitas versoes do algoritmo de Rasen-
blatt (Abbott e Kepler 1989; Kruath e Mezard 1987; Anlauf e Biehl 1989; Kinzel
and Rujan 1990). Todos esses métodos convergem se uma solucao existe, mas nao
detectam a auséncia de solucao.

Existem outros tipos de algoritmos que detectam a auséncia de uma solugao (Ho
e Kashyap 1965), mas nao sao locais e ndo posem ser realizados por neurénios.

Nabutovsky e Domany|11] encontraram um algoritmo local que indica se uma
solucao nao existe, em um processo normal de treinamento do percéptron. O algo-
ritmo é inicializado em: @ = %, &, eBY, p=1.p B={-1,1} d= ﬁ
Este parametro novo, d, serd conservado e modificado no transcurso do processo de
treinamento. Os exemplos sao apresentados ciclicamente, e um erro é encontrado se

Jy, = 1,551 < 0 para algum parametro . O procedimento de aprendizagem consiste

33
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em modificar os pesos w e o parametro d de acordo com:

e — o (3.2)
]w + néu
d
Ao = 0 7 (3.3)
1+ 20k, + 172N
—h, +1/d
=+l /= 3.4

O processo de treinamento termina quando se haja aprendido todos os exemplos,

ou quando o parametro d alcance seu valor critico:

(%)

3.2 O Algoritmo

O algoritmo apresentado neste trabalho é uma extensao do algoritmo de Nabutovsky
¢ Domany[11] para: &< € {+R}.

O parametro d e o vetor de pesos w, sao primeiramente inicializados a:

d=1, @=¢" (3.6)

Apresentamos os exemplos ciclica e repetidamente, um erro é encontrado se:

- < 0. (3.7)

Neste caso modificamos os pesos w e o parametro d de acordo com:

54 éid
o= U (3.8)
‘w + 775“(‘
d
oy = A/ (3.9)

1+ 20k 42

onde
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1 — dh*
n=-——. (3.10)
(d — h#<)
E processo de aprendizado é terminado quando a condi¢ao (2.19) é satisfeita, o que
significa que uma solucao foi encontrada. Alternativamente o processo é abortado

se o parametro d excede o valor critico dado por:

d>d, = VN[N G |det B, (3.11)

Onde
Gmaz = mazx [Z(Sﬁ)ﬂ , (3.12)

1

e B = [by]{;_, é uma matriz N x N, construida da escolha de N linhas da matriz

X#S, Neste caso o problema nio tem soluco.!

3.3 Analises do algoritmo

Desejamos Provar que se ndo existe uma solugao, a condicao (3.11) é satisfeita. Para

ver isto, provaremos que:

I
d< ——— < — <d. (3.13)

Primeiro assumimos que uma solu¢ao existe, e de (2.19) devemos ter:

Wt >0, (3.14)

onde w* é uma solugao de (2.19)
De (2.16) os vetores de entrada do percéptron )EM\ = 1 sao normalizados, e
da condicgo (3.6) o vetor de pesos serd inicialmente @ = €', de forma que || =
fil (wi)2 = 1. Esta normalizagao sera preservada no processo de aprendizagem
equagao (3.8).

O primeiro passo é notar que se uma solucao existe devemos ter que:

1O conjuto de treinamento nio é linearmente separavel.



3.3 Analises do algoritmo 36

(wsw}) = cos(y) < 1. (3.15)

=1

O segundo passo ¢ provar que a condigao ﬁmwn > d é satisfeita, onde A}, =

min{h’,. = w* - EMC}. E o terceiro passo é provar que se (2.19) tem solucdo, en-

3.3.1 Prova de f,;w* >d

min

De (3.6), comegamos o processo de aprendizagem com d = 1, e segue que:

N
S wiw; =@ & =3y > R = hid, (3.16)
=1

U,;;w > d. (3.17)

Para algum estado intermeédio, e depois de um passo de treinamento, temos:

n FuC L Tk = o *
wnew~w*: (w+n€ ) v = v +nhu< )
(i +nehe)> T+ 2D+’

e da equagdo (3.17)

\/1 + 2nhye + 7727

wneu) : lU Z

onde fazemos

d+n
= dnew,
1+ 20l + 0
Finalmente noés concluimos que:
Whew - W > Ry o dpery. (3.18)
Isto prova 2% > d para todo @ e d, no transcurso do processo de treinamento.

nr.,

mn
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3.3.2 Provade h*. > L

min = d,
Se (2.19) tem uma solugdo, o sistema:
g .U > 1, (3.19)

tem também uma solugao, onde U nao estd normalizado. Por definicao, ao menos N

desigualdades linearmente independentes de (3.19) serao satisfeitas como igualdades:

U =1i=1... N. (3.20)
Da regra de Cramer’s a solugao de (3.20) esta dada por:

. det A
© det A

i=1...N, (3.21)

onde A = é“cé obviamente uma matriz N x N, e A® ¢ a matriz obtida do processo
de subtituicao de todos os elementos da coluna ¢ por 1.

Para qualquer matriz quadrada A = [a;;]);_;, pode-se mostrar a partir da desi-

ij=1>
gualdade de Cauchy-Schwartz que:

N N
det AP < TT 3 [ayl’] (3.22)
i=1 j=1

conhecida como a desigualdade de Hadamard’s [12]
Aplicando (37) a (37)

N |=

\det A

<

N N N
I3 |ayl?| <Nz (3.23)
i=1 j=1

Notemos que a matriz A em (3.21) tem a forma:

b1y bin
[Gl]l/z . . [G1]1/2
A= ,
b1 by
[GN}1/2 . . [GN}1/2
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G = i b P] i=1..N, (3.24)

Jj=1

de modo que podemos escrever o determinante de A como:

|det B|
onde B = [b;];_;. De (3.22) escreve-se (3.25) como:
|det A| > LB’N. (3.26)
[max G;|z
Da equacao (3.21), (3.23) e (3.26) escrevemos:
7] < [N mazx Gi]%
YT JdetB|
e entao:
] ¢ YU oo
- |det B| ’ '

onde o |det B| pode ser obtido computacionalmente. A figura 3.1 mostra o com-
portamento tipico do modulo do determinante de B para o tipo de dados de nosso

conjunto de treinamento.
N
|det B| =~ exp [—5]

Finalmente fazendo w* = -, ¢ usando (3.19) com (3.27), e da defini¢ao (3.11)

*

G

podemos ver que:

@ > L _ L (3.28)
~ VN[N maz G;]N/2|det B| ~ d.
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0
5 oo In|det(B)|=-1-N/2
-5 Q n|det(B)|=—1- .
O
5 r O % il
3 -10 - Xy -
= ol
I Sou. |
@\O
-15 ~eg
_20 | | | |

Figura 3.1: Gréfico do In|det B|, como fun¢ao do nimero de linhas ou
colunas. Os elementos de B sao gerados aleatoriamente e com distri-

bui¢ao dada por (2.11). O grafico mostra a média do In|det B| de 100

matrizes B.

3.4 Teorema de Convergéncia

Desejamos mostrar que o algoritmo termina o processo de treinamento depois de
um finito nimero de passos.
Escrevemos dnewy = dnew [Mopt (Ruc), huc] onde g, € o valor 6timo de n que faz

= 0. Disso obtemos
TNopt

com que dye, seja maximo, o que fazemos tomando (‘M@%)

1—dh
Nopt (M) = (d—hlf)’
!

para h,c < 0 (ver figura 3.2), teremos:

1
dnew = dnew [UOPt(h#C)v huC] > dnew(gv huC)a
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1 d+ 2
> dnew ) = ——4 = d? 17
> (d 0) e +
a2, > d*+ 1. (3.29)

Se iteramos a equac¢ao (3.29) podemos ver que depois de d? passos, d poderia

exceder a d..

19 10

500

400

300

200

100

UW )

) 08

08 y 1
-04 1 0 07 06 08
[ 77 04 08 03 n 020f Tz 0 02

n 04950B1 Toa 02 5 0BT 04 8

7506

figura 3.2: O parametro d,., em funcao de n e o campo h,¢, para 4
diferentes d



3.5 O crescimento exponencial de d 41

A figura 3.2 mostra como, se existe uma solucdo, o campo é confinado a um
intervalo cada vez mais estreito em torno de h = 0, enquanto que o parametro d fica
crescendo linearmente. Se nao existe solu¢ao, o campo nao podera ser confinado, e
como se computa 1 de modo que se maximize o parametro d, este ficard crescendo

exponencialmente.

3.5 O crescimento exponencial de d

Estudemos agora o caso mais significante, em que a equagao (2.19) nio tem solugao.
Neste caso, o parametro d crescera exponencialmente. A prova de elo serd mostrada
nesta secao.

Definicao:

- _ i . £pe
h, |I(51|8§mumU gre. (3.30)

Se o sistema W - £#¢ > 0 nao tem solucao, h, > 0.

Da defini¢ao de h,, min, W - £&#¢ < —h,. Deste modo, iniciando o processo de
aprendizado existe um parametro v para o qual h, < —h,.

Os passos de treinamento dados por (3.8) sdo tais que depois de processar o
parametro v temos h, > 0. Denotemos por h; = h, quando h, < h, e por hy = h,
quando h, > h,. Agora estabelecemos um limite no incremento de d durante os
processos de aprendizado entre os instantes ¢ e f. Para isto notemos primeiro que

depois de qualquer aplicacao de 3.7,
dnew = dnew[nopt(huf)7 hu(] Z dnew (_huCa huC) ) (331)

d

onde a fungao dye, € o sa0 definidos por (3.9) e (3.10). Substituindo-se (3.9) em
> Ji Esta desigualdade se pode

(3.31) e usando h,c < 0, obteremos d,

escrever coIno:

h2
I dpew > In d + 7“4 (3.32)

somando essa desigualdade sobre todos os passos de treinamento, desde i até f,

obtemos
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h?
Ind; —Ind; > 27“4, (3.33)

’5e
essa soma corre sobre todos os e ¢ nos instantes ¢ e f, nos quais os passo de
treinamento nao sao triviais. Concentremos agora no valor de h, durante esses

passos de treinamento. De (3.8) e (3.9):

P <h”+n,
d new_ d+77

h, h, 1 1 n —hyn n

- (2 <|—== < =, 3.34

(d)new <d>_(d+n d>+d+n_ P (3:34)

Notemos que entre i e f teremos h; < h, < 0, e que d > d;. Usando isto em

(3.34) temos:
h'y hu _hzT/ 77
vl ) < 7 ]
(5),-(3),=# i 559

por definicao de f e i,

(6,22

somamos agora todos os passos nao triviais entre i e f, e usando (3.36), conseguimos:

—h; 1 —h;
u 7 2 7

Usando d; > 1 e 0 < —h; <1, conseguimos:

—h;
D e Z 5 (3.37)
j7’e
pela defini¢ao (3.10), a soma esta dada por
—huc +1/dy¢ 1
Nue = Y ————=2 <Y [—hye+ =], (3.38)
%g: g Z 1= hyuc/dyg %g: g d;

combinando (3.37) e (3.38) temos
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—h P. _h P,
—N hye > M e s o e 3.39
2t 2 — &~ 2 4 (3:39)
e
onde P, < P é o nimero de termos na soma. Consideremos agora 2 casos.
Primeiro quando d; > ‘;L—P, usamos (3.39) para estabelecer um limite inferior em

-2 2 %. Isto gera um limite inferior em

2

h
h, > P 4P,)? > —©
%C: uC — e(h'o/ e) - 16P7

usando (3.33)

h2
Ind; —Ind; > —=. 3.40
n f n = 39p ( )
. 2 . ~
Portanto, em qualquer passo, Ind se incrementa num fator de 3};‘}3, e da condicao
d > 1 concluimos que depois de
32P

passos, a condic¢do (3.11) sera alcancada.

No segundo caso, 1 < d; < 4P/h,, é facil ver, da condicdo (3.29), que depois de
[%]2 o parametro d se incrementa até alcancar a condi¢ao em que o caso prévio é
aplicavel. Conseqiientemente, este ntimero de passos tem que ser somado ao nimero

acima calculado.

3.6 Simulacao

Testamos o algoritmo com o conjunto do treinamento dado por (2.19), com N = 10,
Hypar = 50 e P = 25. Este valor a = p/N esta na regido considerada como “dificil”
de aprender?. Os resultados obtidos sdo apresentados na figura 3.3. O caso em que
uma solugao é encontrada é mostrado em la figura 3.3-A, e o casos em que nao existe

solugao ¢ mostrado na figura 3.3-B.

2Isto nao é exatamente certo, posto que niao conhecemos a capacidade critica do percéptron
neste problema. No entanto é razoavel pois a capacidade critica do percéptron simples é 2.
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Quando a solu¢ao existe d* incrementa-se linearmente de acordo com (3.29).
Cada linha coresponde a um conjunto de treinamento particular. O processo termina
quando uma solugao é encontrada.

A figura 3.3b mostra o parametro d. Quando o problema nao é linearmente
separavel, o parametro d se incrementa exponecialmente de acordo com (3.41). Cada
linha coresponde a um conjunto de treinamento particular. O processo termina

quando d alcanca d..
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0 20000 40000 60000 80000 100000
N. I

5e+12

4e+12

3e+12

2e+12
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0 2e+05 4e+05 6e+05 8e+05
N. I.

Figura 3.3: Parametro b vs. o niimero de passos de treinamento onde
N=10 e P=25, (a ) Caso linearmente separavel (b) caso linearmente nao
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separavel. Cada linha corresponde a um experimento.

Se o conjunto de treinamento nao é linearmente separavel e a = £ > «., 0 processo
do treinamento nao é demorado, contrariamente se o conjunto de treinamento é
linearmente separdvel e o = £ < «, entao, o algoritmo encontra rapidamente
uma solucao. Na regiao em que o =~ «,, 0 processo de treinamento ¢ muito mais
demorado. (O nimero de passos de treinamento para alcangar quaisquer das duas
condigoes depende do quao perto do a. estejamos.)

E interessante comparar o valor do parametro d quando o percéptron aprende
e quando nao aprende. A diferenca entre dyprende € dy.aprende ¢ €xtremamente alta.
daprende €M todos os casos testados ¢ sempre da ordem de: dgprenge < 1000 para
N < 10. No entanto, dy, aprende ¢ de ordem de: d,, gprende = 1 x 10'2. Isso sugere
claramente que nao é preciso chegar tao longe do valor de d para deter o processo,

quando o problema é nao linearmente separavel.

Figura 3.4-A: Histograma de @ - £ = h#, todos os vetores foram corre-

tamente classificados, o conjunto de treinamento é linearmente separavel.
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200
y =70 J R o .
00 | —— -
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Figura 3.4-B: Histograma de w0 - 5#4 = h#. A maioria dos vetores foram
corretamente classificados, no entanto o problema nao tem solucao. O

conjunto de treinamento é linearmente nao-separavel

A figura 3.4 mostra o histograma do w - E = W, depois de terminado o pro-
cesso de aprendizado (o processo de treinamento e terminado quando d > d. ou
a condigdo (3.7) e satisfeita) onde o conjunto de treinamento é construido com
M, = 100, M¢x = 100, N = 10, p = 30, dai a conclucao de que o conjunto de
treinamento tem 3000 vetores. A figura 3.4-A mostra o problema linearmente se-
parével. Todos os vetores foram classificados corretamente. A figura 3.4-B mostra
o problema linearmente nao separavel. Note que uma fracao dos vetores nao foram
classificados corretamente. O problema nao tem solucao: Nao importa o ntimero de
passos de treinamento, o nimero de vetores mal classificados nao podera ser muito

menor.

3.6.1 Caso Linearmente Separavel

Chamemos de X, aqueles vetores que nao foram classificados corretamente em al-

gum passo no processo de treinamento. Entao hy, = W - X, é o campo devido aqueles
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vetores que ainda nao foram corretamente classificados.

0 50000 100000 150000 0 50000 100000

Figura 3.5: O campo h. e o parametro 1 quando o conjunto de treina-
mento é linearmente separavel. (a) O campo devido aos exemplos que
ainda nao foram corretamente classificados vs. o niamero de passos. (b)

O parametro 7 vs. o numero de passos.
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Figura 3.6: O parametro d, vs. o nimero de passos de treinamento
quando o conjunto ¢é linearmente separavel.Note que d se incrementa li-

nearmente.

Quando o algoritmo é capaz de “aprender” o conjunto de treinamento, é preciso um
ntimero exponencialmente grande de passos para atingir d.. A razao disto é que
o campo fica decrescendo, enquanto que o parametro 1 decresce também figura?
(3.5-A  3.5-B). E interessante notar que o parametro d traca uma curva que sempre
¢ convexa quando o algoritmo é capaz de encontrar uma solucao. Este importante
fato pode ser usado na pratica como critério para parar o processo de treinamento

antes de atingir o valor de d..

3.6.2 Caso Linearmente Nao separavel

Quando o algoritmo nao é capaz de encontrar uma solucao, o campo hy, depois de

um nimero de passos de treinamento, nao pode ser mais modificado (figura 3.7-A).

3Notemos que o parametro 1 é um reflexo do campo h
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1 : :
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Figura 3.7: O campo e o parametro n quando o conjunto de treinamento
é linearmente nao separavel. (a) O campo devido aos exemplos que ainda
nao foram corretamente classificados vs. o ntimero de passos. (b) O pa-

rametro 7 vs. o nimero de passos.

Enquanto em cada passo de treinamento o parametro d fica aumentando, e aquela
regiao no plano n — h em que o parametro d cresce linearmente fica cada vez mais
estreita, eventualmente o parametro d crescera exponencialmente (figura 3.8), de-

vido a que computamos o valor de n de modo que maximize o parametro d.
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Figura 3.8: O parametro d, vs. o ntmero de passos de treinamento
quando o conjunto de treinamento é linearmente separavel. Note que d

cresce exponenciamente

Note o comportamento do campo h, em ambos casos. A diferenca é 6bvia: quando
o problema tem solucao o campo hy fica decrescendo em cada iteracao relevante do
algoritmo; quando o problema nao tem solugao, h. decresce também, mas s6 ate um
ponto bem definido, apartir do qual nao decresce mais. Neste ponto, (ver figura 3.7 )
o algoritmo “percebe” que o campo nao cresce mais e o parametro d comeca a crescer
exponencialmente. Issou acontece na figura 3.8 ao redor da iteracao relevante igual
a 50000. Note na figura 3.7 que o campo para de decrescer quado se atinge mais ou

menos 50000 iteracoes relevantes.

3.7 Conclusao

Em todas as simulagoes feitas, observamos que quando o problema é linearmente
separavel, d, nunca excede a 1000 (d. < 1000, para N < 10), enquanto que, quando
o problema é nao separavel, estamos considerando um d,. extremamente grande.

Isto nos permite garantir que os resultados estdao certos. Ouseja: Isto significa que
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um conjunto de treinamento linearmente separavel sera classificado como aprendivel
praticamente em todos os casos, e do mesmo modo, um conjunto de treinamento
nao linearmente separavel sera classificado como nao aprendivel praticamente em
todos os casos.

Na préatica, o valor de d. dado pela equacao (3.11) nao pode ser usado como
critério para parar o processo de treinamento quando o valor de N ¢ grande?. A razao
disto é que para valores grandes de N, d. é exponencialmente grande, e o niimero
de passos de treinamento para atingir este valor é computacionalmente irrealizavel,
pelo tempo de processamento envolvido.

E preciso considerar alternativas para deter o processo de aprendizado quando
o problema nao tem solucao. Uma possibilidade é estudar a curvatura das curvas
tragadas pelo parametro d.

Note que quando o problema nao é linearmente separavel, o parametro d desenha
uma linha que é sempre concava. Por outro lado (figura 3.8), depois das primeiras
25000 iteracoes, o campo devido aos exemplos ainda nao classificados corretamente
nao sofre mudanca. Depois de observar o campo nas proximas 25000 iteragoes,
concluimos que o campo nao poderd ser mais ajustado de modo que o niimero de
erros decresca, portanto poderiamos terminar aqui o processo. Como vemos, nao é
preciso fazer mais de 50 mil iteracoes; no entanto, no grafico sao mostradas 150 mil
iteracoes, sem ainda d alcancar d..

Neste trabalho, estudamos percéptron de dimensao restrita a N < 30, de modo

que podemos ainda usar o d. estabelecido no capitulo 3.

*Chamamos N > 30 de grade neste trablho



Capitulo 4
Simulacao

Trataremos, neste capitulo, do problema da capacidade de um percéptron para se-
parar odores.

O problema da capacidade no percéptron para valores de entrada aleatorios e
continuos esta resumido na pergunta:

Quantos pares de entrada-saida podem confidvelmente ser armazenados num
percéptron de dimensoes dadas?

A resposta a esta pergunta para entradas aleatoérias continuas que foi derivada
por Cover|[13], é simples. P, = 2NN, onde N é o nimero de entradas do percép-
tron e é supostamente grande; p,,.. € 0 nimero de vetores que o percéptron pode
armazenar.

O célculo de Cover da maxima capacidade de armazenamento de um percéptron
¢ interessante, mas é de dificil generalizacdo. E. Gardner|[14]| estabeleceu uma nova
abordagem para o estudo de redes neurais, que diz respeito a dinamica das conexoes
sindpticas em detrimento do tradicional enfoque sobre a dinamica dos neurénios.
Deste ponto de vista, busca-se calcular o volume do conjunto de conexoes sinap-
ticas, no espaco de conexodes, que classificaria corretamente um certo conjunto de
padroes utilizados no treinamento da rede. Essa medida é definida como a capaci-
dade de armazenamento ou capacidade de memorizacao de um percéptron. Gardner

introduziu uma energia da forma:

Hlw) = Y 3 0(x = 3£ ful), (1.1
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associada ao niimero de erros cometidos pela rede na classificagdo, onde ~/'[w] =
SEYN wi St |Jwil] > & |Jwi|| = /3w A fungdo de particao no ensemble

candnico se pode escrever como:

Z = [(Migduwg)p(w)e 1, (4.2)

onde § = % e p(w) é a densidade de estados no espago de conexoes sinapticas. Uma
grandeza interessante ¢ a energia livte F' = —37'In Z. A energia média pode ser
calculada de E = dlanﬁz No limite de 7" — 0, E é o nimero minimo de erros de
classificacdo cometidos por um percéptron. Neste limite, a funcao de particao fica

CcOomo:

Z = [ dw)p(w)IY 00 — ) (43)

A entropia e o nimero de estados com energia zero, estd dado pela formula do

ensemble microcandnico

s = g:ln Q;, (4.4)
Q= [ duwsy)plu]IT,_ O+ ] - ), (45)

usando réplicas ((In€)) = lim,,_o {01 egpecificando a geometria do espaco
5O w2 —N)

J Y
J(Wdwij)s(Y w?—N

Anderson ¢, = % Z;V:l wfjwfj e introduzindo as representacoes para a funcao de

de interacoes p[w] = )(modelo esférico), o parametro de Edwards-

passo e delta de Dirac:

O(v [w] — k) = / d ALO(; [w] = AL), (4.6)
1 b o dFab ZNF (g Z @ b )
- E @l = ab\dab™ N 25 Wi i 4.
5(qab N wzjwzj) / 27T/N ( 7)

5(2M%V—N):[md&4&@””ﬂ”* (48)

; 21

Essas integrais sao manejaveis no limite termodinamico N — oo, usando o mé-

todo do ponto de sela e impondo a condicao de réplicas simétricas:
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Gab = 4 Fab:F Ea:a7

finalmente conseguimos o valor esperado da entropia:

() = N? (o [~ Dy B + 50— )+ 5 L], (4.9)
. 2 21— ¢
onde Dy = fle™v"l%, 7 = Y3F, H() =} Brfe(;.
No limite de ¢ —1, o resultado para a. = a.(¢ = 1, k) é:
at = Dy(y — k)*. (4.10)

—K
Para parametros de estabilidade aceitavel pequenos, k = 0, a integral é analitica-
mente soluvel com a. = 2, precisamente o resultado obtido por Cover.

Formulagoes similares podem ser propostas para o problema de determinar a
maxima capacidade de um percéptron em separar odores. A pergunta neste caso
seria:

Quantos odores poden ser apresentados a um percéptron de modo que este possa
distinguir um odor do resto, sendo que a discriminacao deve ocorrer independente
da concentracao do odorante?

A determinacao analitica deste limite deveria ser abordada com as técnicas de
espaco de interacoes desenvolvidas por Gardner. No entanto, o problema da solu-
¢ao analitica se mostra extremamente complexo pelo alto grau de correlacao que o
conjunto de treinamento exibe.

Dado este panorama uma abordagem computacional é relevante, nao s6 do ponto
de vista biologico como do ponto devista de engenharia. Acreditamos que possa

mostrar a direcao de uma possivel solucao analitica.

4.1 Escolha dos parametros de treinamento

Uma vez que o problema de construir o conjunto de treinamento e de estabelecer o
algoritmo ficam resolvidos, o proximo passo é estabelecer as condicoes apropriadas

da simulacao. Dois parametros sao especialmente importantes:
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1. Escolher uma concentracao minima, H,,;,
2. Estabelecer o ntimero apropriado de concentracoes por odorante, M.

O ponto 2 é especialmente relevante e serd estudado mais detalhadamente na se-
¢do (3.1.1). No ponto 1, a escolha de uma concentracdo minima pode ser feita
estudando-se a equagdo de resposta dos transdutores S(q, H). Para baixas concen-
tragoes S, é linear, portanto pode ser feita qualquer escolha de H,,;, contanto que
essa seja razodvelmente pequena(esteja na regido linear ) e seja diferente que zero.
Nao se pode escolher um H,,;, = 0, posto que isso nao tem sentido no contexto do

problema.! Neste trabalho uma escolha de H,,;,, > 0.5 é considerada razoavel.

4.1.1 O ntmero de concentragoes por odorante

E preciso estabelecer um critério para determinar o nimero apropriado de concentra-
¢oes M por odorante p que serao usadas na construcao do conjunto de treinamento.
Quando fazemos h = 1..M em 5“4 temos M vetores, cada vetor ser visto como
um ponto numa curva embebida no espaco de N dimensoes e parametrizada pela
equagao de S(q, H); Como cada uma das concentragoes entre Hj, é escolhida alea-
tériamente no intervalo H,,........ H,,u:, com distribuicao uniforme; esperamos que

os intervalos H{ — Hf,, entre pontos sejam da ordem de:

H max ~ H min

0H =
M

(4.11)

A pergunta que pretendemos responder é:

De que ordem deve ser 0H de modo que possamos esperar que os resultados
fiquem independentes de M?

Note que um dH muito pequeno resultaria num tempo de treinamento muito
longo, enquanto que um 0H muito grande faria com que a baixa definicdo das
curvas, nao garanta que elas sejam realmente separadas.

Chamemos de conjuntos de treinamento equivalentes aqueles que tém o mesmo
numero de exemplos p, para diferentes niimeros de concentracoes por odor M, e

escolhamos uma arquitetura para o percéptron.

'H,,in = 0 significa que ndo existe odorante; nio se pode clasificar odorantes que ndo existem.
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Esperamos que conjuntos de treinamento equivalentes tenham probabilidade

iguais de serem aprendidos em percéptron de arquitetura idéntica.

1 T T i i
4 o—o H,_..=20 N=5
= H,__,=50 N=5
o— H,__. =10 N=10
0.8 o s—=a H_,.=50 N=10

Figura 4.1: Probabilidade de um conjunto de treinamento ser “apren-

dido” vs. M/N?, onde fixamos o nimero de odorantes p = 25.

A figura (4.1 ) mostra os resultados do processo de treinamento, com uma arqui-
tetura dada e o numero de odorantes constante p = 25; o ntimero méaximo de
concentragoes por odorantes é o iinico parametro que muda. Se o aprendizado deve
ser independente do niimero de concentragoes por odor, para estas caracteristicas
do percéptron e do conjunto de treinamento, espera-se que as curvas P(h, ) sejam
constantes (linhas retas). A figura 4.1 mostra que isto ndo acontece para pequenos
valores de M. No entanto, notamos que se M é ao menos igual ao quadrado do ni-
mero de entradas do percéptron, a probabilidade pode-se considerar independente
do ntimero de concentracoes por odorante.

Dada tal evidéncia experimental, assumiremos neste trabalho M = N2,
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4.2 Construindo as curvas P(h,p/N) vs. p/N

Uma maneira de se computar experimentalmente o alpha critico é construindo as

curvas de probabilidade de que um conjunto seja aprendido vs. p/N, onde p é

o nimero de exemplos. Neste caso, p é o nimero de odores e N a dimensao do

percéptron. Primeiro, vamos definir o que é um conjunto de treinamento aprendivel.

1.

2.

Conjunto aprendivel: é aprendivel se é linearmente separavel, No contexto
do algoritmo, o conjunto é aprendivel se a condicdo 1w - £#¢ > 0 é satisfeita

para todo memebro do conjunto.

Conjunto nao aprendivel: é nao aprendivel se é linearmente nao separavel.
No contexto do algoritmo, ¢ nao aprendivel o conjunto se no processo de

treinamento a condicao d > d. é satisfeita.

A probabilidade de que um conjunto de treinamento seja aprendivel para um H,,,,

e computada como:

1.

Escolhemos a arquitetura do percéptron. Neste caso, a escolha de N determina

sua arquitetura.

Geramos p vetores de afinidade de componentes ¢; e de dimensao N. As
componentes ¢; sao computadas de acordo com a distribuigao o(q) de média

< o(q) >=1 e variancia 0 = 1

Por cada odorante sao gerados M [H,,;, = 0.5, Hpae] vetores de concentracio,
onde M = N2, de modo que finalmente tenhamos um conjunto de treinamento

composto por p - M vetores, de dimensao V.

Os vetores deste conjunto de treinamento serao apresentados ao percéptron

aleatoriamente, até que uma das duas condicoes de aprendizado seja satisfeita.

Deste modo sao gerados ® conjuntos de treinamento, é a probabilidade e

Numero de cunjuntos de treinamento aprendidos
Numero de conjuntos de treinamento apresentados”

computada como: P(h, %) =

Os passos de 1 a b se repetem trocando cada vez o valor de p.
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5, H, . =0.5}

{P(h,p/N) N

Figura 4.2-A: Probabilidade vs. p/N. Cada curva corresponde a uma

concentracao diferente. O nimero de entradas do percéptron é N = 5.

=0.5)
o
(o]

o
o

10’ Hmin

o©
~

o
N

{P(h,p/N) N

Figura 4.2-B: Probabilidade vs. p/N. Cada curva corresponde a uma

concentracao diferente. O nimero de entradas do percéptron é N = 10.
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20, H_ =0.5}

{P(h,p/N) N

Figura 4.2-C: Probabilidade vs. p/N. Cada curva corresponde a uma

concentracao diferente. O numero de entradas do percéptron é N = 20.
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Figura 4.2-D: Probabilidade vs. p/N. Cada curva corresponde a uma

concentracao diferente. O nimero de entradas do percéptron é N = 30.
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As figuras 4.2-A, 4.2-B, 4.2-C, 4.2-D mostram as curvas de probabilidade para per-
céptrons de 5, 10, 20 e 30 entradas respectivamente. Cada uma das curvas nas
figuras, corespondem a um valor de H,,,,. Cada ponto nas curvas é gerado ao se
fazer a média aritmética de 100 ralizacoes. Isto é, para cada ponto nas curvas sao
gerados e apresentados ao percéptron 100 conjuntos de treinamento. Por exemplo,

se todos os 100 foram aprendidos, P = 1, se 10 foram aprendidos, P = 10/100, etc.

4.3 Capacidade critico no problema de odorantes .

Definimos o parametro a da seguinte forma: « = £, que chamamos de carga do per-
céptron, onde p é o nimero de odorantes e N é o nimero de entradas do percéptron.
Dado que s6 faz sentido falar de capacidade maxima no limite termodinamico, defi-
nimos um alpha critico «., que chamamos de capacidade critica do percéptron (ou
carga maxima do percéptron ) no limite de N grande, definido da seguinte forma:
a. = limy_ & Dado que as simulagoes sdo restringidas a N < 30, é preciso

estabelecer um método que nos permita determinar a, no limite N — oo.

4.3.1 Analise FFS

O método de tratamento de dados “Finite Size Scaling” (FSS)[15] provou ser uma
ferramenta fundamental na andlise de transi¢oes de fase, as quais ocorrem rigo-
rosamente no limite termodinamico. FSS é usado em simulagoes de sistemas de
tamanhos finitos.

Transicoes de fase sao comuns em percolacao e matéria condensada, no entanto,
elas também ocorrem em graficos aleatorios, RNs e algoritmos de busqueda. Kirkpa-
trick e Selman [16] mostrarom que FSS pode ser eficiente em problemas sim escala
de comprimento intrinseca. RNs sao sistemas sem escala de comprimento intrin-
seca. Nesta dissertacao proporemos um analises FSS como método de tratamento
de dados, para determinar a capacidade no limite termodinamico.

Nas figuras 4.2-A, 4.2-B, 4.2-C e 4.2-D é possivel perceber que a queda das curvas
P(h,p/N) se faz mais acentuada para valores de N mais grades (note o cambio da
escala nas figuras). Para valores iguais de H,,;, € Hpae, curvas para diferentes

valores de N se cruzam aproximadamente no mesmo valor de de a = p/N (figuras
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4.3-A ... 4.9-A), isto é analogo a resultado de Cover de parametros aleatorios.
Observe no entanto, que o cruzamento nao é para P(h, p/N) = 1/2 mas para
um valor diferente (menor). Um fenémeno similar com um cruzamento o cima da
probabilidade 1/2 & observado em outras arquiteturas, como em maquina comité e
maquina paridade[17|. Esperamos que no limite termodinamico as curvas mostrem
uma transicao aguda, a qual poderia indicar que a.(Hpnin, Hmaz), onde um conjunto
de treinamento serdo aprendido com probabilidade 1 se o < e(Hpmin, Himas) € um
conjunto serdao aprendido com probabilidade 0 se « > a.(Hmin, Himaz). Mesmo na
auséncia de um comprimento de correlacao tipica, é razoavel abordar o problema
com um andlise F'SS.

Neste trabalho proporemos uma simples reescala da variavel «,, com 2 parametros

y = (o — )N, (4.12)

As figuras 4.3-B...4.9-B mostram a reescada de dados. O colapso das curvas
permite concluir que o sistema apresenta uma transicao de primeira orden em
ac(Hminy Hmaw)-

4.3.2 Simulacoes

As figuras 4.3-A .... 4.9-A mostram as curvas de probabilidade vs. p/N. Em cada
grafico sao tragadas 4 curvas; cada curva corresponde a um percéptron de arquitetura
diferente. A dimensdo do cada percéptron é N=5 N=10, N=20 e N=30. Note-se
que as curvas se interceptam aproximadamente no mesmo valor de %, alpha critico
deve se encontrar precisamente no ponto de intersecgao das curvas. As figuras 4.3-
B ... 4.9-B, mostram as curvas reescaladas, de acordo com a equagao (4.12). As
curvas nas figuras x-A nao se cruzam exatamente no mesmo ponto, de modo que
temos certa liberdade de escolha em «., e o parametro v foi escolhido de modo que
o colapso seja o melhor possivel. A andlise de dados FSS e o bom colapso das curvas
nos permite garantir que o a, encontrado em cada caso corresponde a capacidade
do percéptron no limite termodinamico N — oo.
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Figura 4.3-A Probabilidade de aprendizado vs. p/N para H,,., = 20
para o percéptron de 5, 10, 20 e 30 entradas. O cruzamento das curvas
de probabilidade ocorre aproximadamente em: a. = 6.9. As curvas de
4.3-B foram reescaladas de acordo com a equacao (4.12), onde v = 10.0.

P(h,p/N)




4.3 Capacidade critico no problema de odorantes a

64

0.8

0.6

P(a,N)

0.4

0.2

Figura 4.4-A Probabilidade de aprendizado vs. p/N para H,,.,. = 30,
para o percéptron de 5, 10, 20 e 30 entradas. O cruzamento das curvas
das curvas probabilidade ocorre aproximadamente em: «. = 4.0. As

curvas de 4.4-B foram reescaladas de acordo com a equagcdo (4.12), onde
v =6.0.
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Figura 4.5-A Probabilidade de aprendizado vs. p/N para H,,., = 50,
para os percéptrons de 5, 10, 20 e 30 entradas. O cruzamento das
curvas de probabilidade ocorre aproximadamente em: a. = 2.8. As

curvas de 4.5-B foram reescaladas de acordo com a equagao (4.12),
onde v =4.5
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P(h,p/N)

Figura 4.6-A: Probabilidade vs. p/N para H,,,, = 70, para os percép-
tron de 5, 10 20 e 30 entradas. O cruzamento das curvas de probabilidade
ocorre aproximadamente em: «a, = 2.3. As curvas de 4.6-B foram rees-
caladas de acordo com a equagao (4.12), onde v = 2.85
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Figura 4.7-A: Probabilidade vs. p/N para H,,,, = 100, para os percép-
tron de 5, 10, 20, e 30 entradas. O cruzamento das curvas de probabili-
dade ocorre aproximadamente em: a. = 2.2. As curvas de 4.7-B foram
reescaladas de acordo com a equagao (4.12), onde v = 2.75
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Figura 4.8-A: Probabilidade vs. p/N para H,,,, = 200, para os percép-
tron de 5, 10, 20, e 30 entradas. O cruzamento das curvas de probabili-
dade ocorre aproximadamente em: a. = 2.1. As curvas de 4.8-B foram
reescaladas de acordo com a equacao (4.12), onde v = 2.7
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Figura 4.9-A: Probabilidade vs. p/N para H,,,, = 300, para o percép-
trons de 5, 10, 20 e 30 entradas. O cruzamento das curvas de probabili-
dade ocorre aproximadamente em: a. = 2.1. As curvas de 4.9-B foram
reescaladas de acordo com a equacao (4.12), onde v = 2.7



4.3 Capacidade critico no problema de odorantes a

Hoz Q. v
5) 21.0 | 15.0
10 12.0 | 12.0
20 6.90 | 10.0
30 4.00 | 6.00
50 2.80 | 4.50
70 2.25 | 2.85
100 2.15 | 2.75
200 2.00 | 2.70

300 2.00 | 2.70

Tabela 4.1: Valores de H,,q., @ € v extraidos dos pontos de interseccao

nas figuras 4.3 ... 4.9.

ac(HMax)

300

Figura 4.12: Capacidade critica vs. concentracao maxima. Para altas

concentracoes, a capacidade do percéptron vai para 2.
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A figura 4.12 mostra a, vs. H,,... Cada ponto na curva coresponde a . nas curvas
das figuras 4.3 .. 4.9. No limite de altas concentracoes, a capacidade critica vai para
2. E interessante notar que a capacidade critica do percéptron simples para padroes

aleatorios é precisamente 2.

Figura 4.13: O parametro v vs. concentracao maxima. Para altas con-

centracoes, v val para 2.7.



Capitulo 5

Conclusoes

5.1 Interpretacao geométrica

Separar pontos de 2 espécies diferentes num espaco de N dimensoes é um problema
largamente estudado. RNs podem encontrar planos que separem o espaco em duas
regides, de modo que pontos de espécies iguais fiquem numa mesma regiao do es-
paco. O problema proposto neste trabalho pode ser visto como sendo a separagao
de 2 espécies diferentes de linhas por hiperplanos num espaco de N dimensoes. In-
terpretamos o problema de odorantes como:

Para cada odor p temos M vetores; cada vetor pode-se entender como um ponto
num espaco de N dimensoes, de coordenadas {S......... S]“VC}; todos esse pontos
desenham uma curva no espaco, que corresponde ao odor u, parametrizado pela
concentragao.

Devido a p = 1.....p, teremos p curvas embebidas neste espaco, cada uma delas
correspondendo a um odor diferente. Essas curvas podem ser melhor entendidas
fazendo projecoes dos vetores no plano (Sf<, w - 5"4), e dado que w*pode ser inter-
pretado como sendo perpendicular ao plano que separa a curva do odorante correto
dos demais, se olharmos na direcao de w* veremos a curva que corresponde a odor
que queremos classificar separada das demais. Numa direcao qualquer w, todas as

curvas ficam confundidas.

72
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Figura 5.1: Projecao das curvas de odor no plano - X#. Nos graficos,
cada curva corresponde a um odor e cada ponto na curva corresponde a
uma concentracao diferente, onde N = 20 H,,.. = 30 p =45 M = 400.
As curvas em [A] foram projetadas numa dire¢ao qualquer, enquanto que
as curvas em |B] foram projetadas na direcdo do vetor w*. A curva de

traco continuo corresponde ao odor que pretendemos separar.

Asg figuras 5.1, 5.2, e 5.3 mostram a projecao das curvas de odorantes no plano

(@ - X)) onde X+ = —S3“____ Cada curva nas figuras coresponde a um odor.

S (see)?
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Uma curva no espaco de N dimensiones é desenhada pelos vetores {X“l ..... X“M},
de modo que quando p = 1..p temos p curvas desenhadas neste espaco. Apren-
der no contexto de odorantes significa separar a curva desenhada pelos vetores
{X1. XM} das curvas {X* .. XtM} 1 = 2.p; Se ¢ possivel separar as cur-
vas, o problema é linearmente separavel.

Na figura 5.1-A, mostramos o conjunto de treinamento de pardmetros: N =
20 Hyae =30 p =45 M =400. As curvas foram projetadas no plano (X1 . X#<),
onde as curvas ficam todas confundidas. A curva que corresponde ao odor que
queremos separar estd marcada com uma seta. Na figura 5.1-B mostramos o mesmo
conjunto de curvas que em 5.1-A depois de executar o algoritmo de treinamento e
encontrar o vetor w*, que satisfaz a condicdo W - £#¢ > 0, projetamos as curvas no
plano w*- X KC as curvas foram classificadas corretamente (o problema é linearmente
separavel), portanto o vetor w* é perpendicular ao plano de separacdo das curvas.

A figura 5.2 mostra o mesmo conjunto de curvas que 5.1 depois de se mudar
o conjunto de treinamento de £{N = 20, H,,., = 30, p = 45 M = 400} para
L{N = 20, Hyu, = 300, p = 45 M = 400}. Note que a concentracdo maxima
foi de H,,u, = 30 para H,,,., = 300. Agora, muitas das curvas cruzam o plano
de separacao (figura 5.2-B) encontrado em 5.1-B. Resta assim tratar de aprender
um novo plano que possa separar este novo conjunto de treinamento. A figura 5.3
mostra a mesma figura 5.2-B depois de executado o algoritmo de treinamento. A
curva que pretendemos separa estd marcada por uma seta; neste caso nao é possivel
tragar um plano que separe o conjunto, o que nos permite concluir que o problema

¢ linearmente nao separavel.
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Figura 5.2: Mostra as mesmas curvas que 5.1-A, e 5.1-B projetadas
no plano w* - )Z'“C, depois de modificado o conjunto de treinamento.
N =20 Hpor = 300 p =45 M = 400. A figura [B] é uma ampliagio

de [A].Os vetores w*em 5.1-B e 5.2 sao idénticos.
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Figura 5.3: Mostra uma ampliacao das curvas em 5.1, projetadas na
direcao obtida apds de tentar aprender o conjunto modificado em 5.2.
Neste caso, a mudanca nos valores de concentragao méaxima fazem com

que um problema linearmente separavel fique linearmente nao separavel.

5.2 Conclusoes

Estudamos computacionalmente um modelo probabilista de odores baseado na dis-
tribuicao de afinidades e concentracoes, com o objetivo principal de calcular o .
nesse modelo. O calculo de a, pretende contribuir na compreensao do mecanismo
de percepgao de odores, embora na sua relevancia biol6gica possa estar seu major
mérito, o trabalho também contribui na apresentacao de um algoritmo claro e geral
para o calculo numeérico de «..

Os resultados podem ser resumidos basicamente nas seguintes assertivas:

1. A capacidade critica é uma funcao da concentracao maxima o, =
a(Hpaz)- Isto € uma conseqiiéncia natural do modelo, dado que a altas con-
centragoes os transdutores se saturam (a concentra¢do em que um transdutor
entard no regime de saturacao depende do grau de afinidade do transdutor

para o odor em questao). A medida em que a concentracao maxima aumenta,
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a resposta dos transdutores ficam todas perto de 1, isto faz com que a capaci-
dade do percéptron de reconhecer odores fique comprometida, isto é, diminui

com o0 aumento da concentragao maxima.

2. Para altas concentracoes, a capacidade critica vai para 2. a.(H ) —
2se H,,.: > 1. A capacidade critica de um percéptron para padroes completa-
mente descorrelacionados é 2, e dado que o modelo estudado nesta dissertacao
exibe um alto grau de correlacao, ao menos para pequenas concentragoes, a
capacidade critica deve ser maior que 2.

A razdo pela qual a.(Hpep > 1) — 2 estd em que a escolha de uma concen-
tracao é aleatoria com distribuicao continua entre H,,;, ¢ Hynae-

Lembre-se que, na secao 4.1.1, provamos que se M ¢ pelo menos igual que o
quadrado do ntimero de entradas do percéptron, a capacidade critica é consi-
derada independente do niimero de concentracoes M por odorante. Aumentos
na concentragao significan aumentar a densidade de pontos e o compri-
mento das curvas de odores nos extremos de alta concentracao.
Aumentos na densidade de pontos nao sao relevantes dado que a definicao das
curvas estd garantida desde que M = N2, Qualquer aumento na densidade
acima de N? nao modifica os resultados; assim, aumentos na concentracao sao
s6 relevantes para o problema na medida em que aumentam o comprimento
das curvas nos extremos de alta concentracao.

Esses aumentos no comprimento das curvas fazem com que as curvas de odo-
rantes fiquem cada vez mais proximas em seus extremos de alta concentracao.
E claro que a capacidade do percéptron para separar curvas cada vez mais
proximas deve decair.

Se impusermos a condi¢ao de que as curvas adotem o valor de concentracao
maxima, dependendo da afinidade dos transdutores e H,,,., 0s transdutores
ficarao em regime de saturacao. Isto fard com que todas as curvas de odores
tenham um ponto comum, de modo que a capacidade a.(H,pq = 00) = 0.
Para responder a pergunta: “porque «. tende a um valor fixo para H,,q; > 17”7
construimos a figura 5.4-A, onde graficamos os pontos dos extremos de concen-
tracao maxima nas curvas de odor Vs. H,,... Notemos também que as curvas

de odorantes sdo lineares em seus extremos de alta concentracao (figura 5.4-B)
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e se aceitamos o fato de que a. depende de que tao proximas estejam as curvas
em seus extremos de alta concentracao, é 6bvio ao se analisar a grafica que a,

deve tender a um valor fixo pelo menos para Hmax > 200.

A B

Figura 5.4: O grafico 5.4-A mostra quao proximos estao os transdutores
da saturacao & medida que a concentracao maxima do odorante aumenta.
O grafica 5.4-B mostra a linearidade das curvas de odor, Nos extremos

de alta concentragao.
1. E importante também observar que:

e O método estudado nesta dissertacao para calcular o a., baseado no célculo
das curvas de estado P(h, p/N) vs. p/N e na aplicagao do tratamento de dados
F'SS, é um método importante. Ele nos permite calcular numericamente a, em

qualquer situacao, sempre que o problema seja computacionalmente acessivel.

e O problema de se separar curvas em espacos de N dimensoes, por hiperplanos,
é¢ um problema matematico interessante. Nao temos conhecimento de traba-
lhos prévios nesse topico. No entanto, ha muitos trabalhos sobre separacao de

pontos em espacos de N dimensoes.

Embora o trabalho[19] seja importante como um algoritmo numeérico para o calculo
de a., o trabalho nao pode ser completado sem uma interpretacao cuidadosa da

importancia dos resultado no mecanismo de percepcao de odores biolégicos.
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