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II1

Resumo

Seja © um tubo deformado em R e —A% o operador Laplaciano de Diri-
chlet em €. Neste trabalho, vamos estudar o espectro o(—A$%) do operador
—A%. Mais precisamente, vamos analisar como as caracteristicas geométricas
de © podem influenciar no conjunto o(—A%). Primeiramente, vamos mostrar
que, sob certas condigdes, o espectro essencial ge(—A$) de —A$ é 0 mesmo,
independente se o tubo é reto, curvado ou torcido. Com relagdo ao espectro
discreto ogis(—AP) de —A$, vamos mostrar que se 2 é um tubo apenas cur-
vado, entdo o conjunto ogis(—A%$) é nio vazio. Por outro lado, se  é um tubo
apenas torcido, entdo ogis(—A%) é vazio. No caso em que  é simultaneamente

torcido e levemente curvado, veremos que o espectro discreto permanece vazio.

Palavras chaves: Operador Laplaciano, Formas Quadraticas, Espectro,

Tubos Deformados.
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Abstract

Let Q be a deformed tube in R? and —A$ the Dirichlet Laplacian operator
in Q. In this work, we are going to study the spectrum o(—A%) of the operator
—A%. More precisely, we are going to analize how the geometrical characteris-
tics of 2 can influence in the set o(—A$%). Firstly, we are going to show that,
under certain conditions, the essential spectrum oo (—A%) of —A is the same,
independent if the tube is straight, curved or twisted. In regard to the discrete
spectrum ogi(—A$%) of —A%, we are going to show that if  is a curved tube,
then ogis(—AP) is a non empty set. Furthermore, if Q is a twisted tube, then
ogis(—AP) is a empty set. In the case where Q is lightly curved and twisted

simultaneously, we are going to see that the discrete spectrum remains empty.

Key words: Laplacian Operator, Quadratic Forms, Spectrum, Deformed
Tubes.



I [
Sumario
Resumo 111
Abstract v
Introducao 1
1 Preliminares 5
1.1 Espectro de operadores autoadjuntos . . . . . . .. .. ... .. 5
1.2 Espectro de operadores compactos . . . . . . . ... .. ... .. 7
1.3 Formas sesquilineares . . . . . .. ... ... oo 8
1.4 Operadores associados a formas quadraticas . . . . ... .. .. 11
1.5 Principio Minimax . . . . . . . . ... oo 14
1.6 Critério de Weyl para formas quadraticas . . . . . . ... .. .. 15
1.7 Desigualdades de Hardy . . . . ... .. ... ... ... .... 16
2 Laplaciano de Dirichlet em tubos deformados 19
2.1 Geometriado tubo . . . .. ..o 19
2.2 Mudanga de varidveis . . . . .. ..o 21
2.3 Um pouco sobre a secao transversal do tubo . . . . . . ... .. 24
3 Estudo do espectro 25
3.1 Estabilidade do espectro essencial . . . . . . .. ... ... ... 25
3.2 Efeito da curvatura sobre o espectro discreto . . . . . . .. . .. 31
4 Desigualdades de Hardy 35

4.1 Desigualdade do tipo Poincaré . . . . . . . ... ... ... ... 35



4.2 Desigualdades local e global de Hardy . . . . . . .. .. ... .. 39

4.3 Efeito de torgao sobre o espectro . . . . . ... ... 43
Apéndice 46
.1 Comportamento assintotico de autovalores . . . . . .. ... .. 47
.2 Estimativas do Teorema 3.1 . . . . . . ... ... ... ..... 48

VI



Introducao

Seja Q um dominio tubular em R?® como, por exemplo, mostra a Figura

1. Neste trabalho, 2 também é chamado de tubo deformado, o qual pode ser

curvado ou torcido.

Figura 1: Exemplo de um tubo com se¢ao transversal eliptica. O lado esquerdo
da figura representa um tubo torcido e o lado direito um tubo curvado.

De uma forma mais simples, tubos curvados ou tubos torcidos podem ser
vistos como deformagoes independentes de um tubo reto.

Uma situagao de grande interesse nos tltimos anos é o estudo do Hamil-
toniano quantico de uma particula livre confinada em . O “Laplaciano de
Dirichlet” em € é um dos modelos mais simples para este estudo [6].

O assunto comecou a chamar a atencao no trabalho de Goldstone e Jaffe
[7]. Os autores mostraram a existéncia de “estados limitados” do Laplaciano de
Dirichlet em tubos curvados. A partir de entdo, uma das principais questoes era
saber se essa existéncia estaria relacionada com as caracteristicas geométricas
de Q.

Do ponto de vista matematico, o problema pode ser tratado da seguinte
forma. Seja w um subconjunto aberto, limitado, simplesmente conexo e nao

vazio de R%. Um tubo deformado pode ser obtido transladando-se w ao longo de



uma curva parametrizada por comprimento de arco I' em R3. Este movimento é
de acordo com um Frenet Frame apropriado e por razoes técnicas exigimos que I
seja de classe C® (veja Secao 2.1 do Capitulo 2 para mais detalhes). Denotamos
por k(s) e 7(s) a curvatura e a torgdo de I' no ponto s, respectivamente. Se
a curvatura é nao nula, obtemos um tubo curvado e dizemos que ) possui um
efeito da curvatura. Por outro lado, a regiao w pode se mover ao longo de I' e ao
mesmo tempo realizar uma rotagao de angulo 6(s) em cada ponto I'(s). Neste
caso, se w nao é um disco centrado em I e 7+6 # 0, obtemos um tubo torcido e
dizemos que §2 possui um efeito de torcdo. Como um exemplo destas situagoes,

podemos observar a Figura 1. Agora, consideremos a forma quadratica

a() = | (VP e, domq="H}(©). 1)

em que V denota o gradiente de 1 nas coordenadas usuais de R? e H} () denota
o completamento de C§°(€2) no espago de Sobolev H!(€). Observemos que, se
P € HY(Q), entdo ¥]sq = 0 no sentido do Teorema do traco [5].

A escolha do dominio da forma quadratica ¢(¢)) surge de uma questao na-
tural quando se restringe o Hamiltoniano de uma particula livre em €2. De
fato, existe a necessidade de uma condicao de contorno em 0f2. Este assunto é
discutido em [6] e os autores mostram que sob certo ponto de vista a condigao
de Dirichlet em 0f2 é a mais natural a ser considerada.

E conhecido que q(¢) é uma forma quadrética fechada e limitada inferior-
mente [10]. Chamamos de operador Laplaciano de Dirichlet em 2 como sendo
o operador autoadjunto associado a (1). Denotamos este operador por —A% e
o seu espectro por o(—A%). Os estados limitados mencionados no inicio desta
introducao se referem aos valores do espectro discreto ogqi(—A%) de —A$.

Dentre os primeiros resultados espectrais relacionados a este assunto cita-
mos o trabalho de Goldstone e Jaffe [7]. Os autores mostraram que se €2 é um
tubo curvado, entdo o espectro discreto ogi(—A%) é nio vazio. No entanto, eles
assumem que a curvatura k(s) da curva I' tem suporte compacto e w é um disco
centrado em I'. Mais tarde, Duclos e Exner [3] mostraram o mesmo resultado

enfraquecendo a hipétese sobre k(s). Por outro lado, os autores exigem condi-



gOes para o comportamento de £'(s) e k”(s), quando |s| — co. A generalizagao
para tubos curvados com secao transversal w geral foi realizada por Chenoud,
Freitas e Krej¢itAk [1]. Neste trabalho, a condigao que os autores exigem é que
k(s) — 0, quando |s| — o0, e que o tubo nao possua efeito de tor¢ao. Esta
ultima versdo serd apresentada neste trabalho (veja Segdo 3.2 do Capitulo 3).
Assim, dizemos que o efeito da curvatura k(s) atua como uma iteragao atrativa,
no sentido de que o espectro discreto ogi(—AY) é nio vazio.

O comportamento do espectro o(—A%) também estd relacionado com a
existéncia de desigualdades do tipo Hardy para —A$. Por exemplo, se Q é um

tubo reto e localmente torcido, entao
O-ess(_A%) = [Eh OO)» (2)

em que F; é o primeiro autovalor do Laplaciano de Dirichlet em w (veja Segao

3.1 do Capitulo 3). Neste caso, também vale a desigualdade do tipo Hardy

[ (190 = B )de > [ plelofar, e H©)

em que p(x) é uma fungao positiva satisfazendo determinadas propriedades (veja
Secao 4.2 do Capitulo 4). Veremos ao longo do texto que esta desigualdade e

as caracteristicas de p(z) implicam que
inf o(—AD) > E;. (3)

Assim, (2) e (3) mostram que o espectro discreto ogis(—A%) é vazio. Por este
motivo, dizemos que o efeito de tor¢ao atua como uma iteragao repulsiva, no
sentido de que ogi5(—A$) é vazio.

O objetivo geral deste trabalho é estudar o espectro do operador Laplaci-
ano de Dirichlet —A% em tubos deformados. Mais precisamente, vamos in-
vestigar como as caracteristicas geométricas de 2 podem influenciar no con-
junto o(—A%$). A principal referéncia usada ao longo do texto é o trabalho de
Krej¢itAk [10]. No entanto, detalhes de algumas demonstracoes sdo provenien-
tes de [1, 4].



Este trabalho estd dividido da seguinte forma. No Capitulo 1 apresentamos
os conceitos e as ferramentas necessarias para a leitura do texto. O Capitulo 2
¢é dedicado a uma definicdo detalhada de tubo deformado e propriedades gerais.
No Capitulo 3 fazemos um estudo do espectro essencial oq(—A%) do operador
—A%. Vamos mostrar que sobre certas condicdes ele permanece o mesmo,
independente se o tubo é reto, curvado ou torcido. Neste mesmo capitulo,
veremos que se o tubo € é apenas curvado, entdo o espectro discreto ogis(—AP)
é nao vazio. No Capitulo 4 trabalhamos com tubos torcidos. Mostramos a
existéncia de uma desigualdade do tipo Poincaré, uma desigualdade local e
uma global de Hardy. Como uma aplicacdo, veremos que estas desigualdades
implicam que o espectro discreto do operador —A% ¢ vazio. Como uma outra,
consequéncia, também vamos mostrar que se ) é simultaneamente torcido e

“levemente” curvado, entdo o espectro discreto ogis(—AP) é vazio.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo reunimos defini¢oes, estabelecemos notacoes e apresentamos
resultados que serao utilizados ao longo de todo o texto. Alguns deles sdo enun-
ciados sem demonstragoes, mas uma referéncia sempre é indicada. Comecamos
com alguns topicos da teoria de operadores autoadjuntos, formas sesquilineares
e operadores compactos. Em seguida, enunciamos alguns resultados relaciona-
dos ao espectro de operadores autoadjuntos. Finalmente, apresentamos algumas
das desigualdades classicas de Hardy.

Ao longo deste capitulo, H sempre denota um espaco de Hilbert. O produto
interno de dois elementos 7,& € ‘H é denotado por (n,§). Por convengao, este
produto interno é linear na segunda varidavel e antilinear na primeira. Seja X
um subespaco vetorial de H, usamos a notacao X T H para indicar que X é

denso em H. O operador identidade ¢ denotado por 1.

1.1 Espectro de operadores autoadjuntos

Seja dom T um subespaco vetorial de H. Um operador linear 7' : dom T C

H — H é simétrico se

(Tf,’f]) - (€7Tn)7 Vf,n € domT.

Dizemos que T' é hermitiano se T é simétrico e dom T C H.



A partir de um operador linear 7' : domT' C H — H, definimos dom 7™

como o espago vetorial dos elementos 1 € H de forma que o funcional linear
= (,T¢), ¢ €domT,

pode ser representado por ( € H, ou seja,

(n, 7€) = (¢,§), V& edomT.

O adjunto de T é o operador linear 7%, com dominio dom 7™ definido acima, e,

para n € domT*, T*n := (. Assim,
(n, T¢) = (T™n,&), VE¢edomT, Vn e domT™.

Dizemos que T é autoadjunto se T = T™.
Dado um operador linear 7' : domT C ‘H — H, o conjunto resolvente de T,
denotado por p(T), é o conjunto dos valores A € C para os quais o operador

resolvente de T em A,
RA\(T) : H — domT, RA\(T) := (T — \1)7,

existe e é limitado. O espectro de T ¢é o conjunto o(T') := C\p(T).

Teorema 1.1. p(T') é um subconjunto aberto e o(T) é um subconjunto fechado

de C.

Uma das vantagens em se trabalhar com operadores autoadjuntos é o se-

guinte teorema.

Teorema 1.2. Se T é autoadjunto, entao o espectro de T' é um subconjunto

nao vazio de R.
Outro resultado interessante é o teorema abaixo.

Teorema 1.3. Se T' € autoadjunto e X\ é um ponto isolado de o(T), entio \ é

um autovalor de T'.



Este ultimo teorema motiva a seguinte decomposicao espectral. Seja T um
operador autoadjunto. O espectro essencial de T' é o conjunto oes(7") dos pon-
tos de acumulacao de o(7') junto com os autovalores de T" de multiplicidade
infinita. O espectro discreto de T é o conjunto oais(T) := 0 (T)\oess(T), Ou seja,
o conjunto dos autovalores isolados de T' (cada um com multiplicidade finita).
Se 0ess(T) = (), dizemos que T tem espectro puramente discreto; se oqis(T) = 0,

dizemos que T tem espectro puramente essencial.

Teorema 1.4. Se T é autoadjunto, entao oess(T) é um subconjunto fechado de

R.

Dizemos que um operador linear T' : domT C H — H é limitado infe-
riormente se existe § € R de forma que T > 3, ou seja, (T€,&) > B(&,€),

V¢ € domT'. Neste caso, 5 é chamado de um limite inferior para T.
Teorema 1.5. Se T ¢ autoadjunto e T > (3, entao o(T) C [3,00).

Exemplo 1.6. Seja H?(R") o espago vetorial de todas as funcoes ¢ € L*(R"™)
tais que, para todos i, j € {1,--- ,n}, as derivadas (no sentido das distribuicoes)
o /0x;, 0% | Dx;0x; pertencem a L?(R™). Definimos o operador linear, o qual

também é chamado de operador Laplaciano,

82

€T

<

, domT = H*(R").

Q
o

~

(T9)@) = ~(A)(z) =~ 3

T é autoadjunto e o seu espectro é o conjunto o(7") = [0, 00), ou seja, é pura-

mente essencial.

As demonstragoes dos resultados enunciados nesta secido, assim como os

detalhes do Exemplo 1.6, podem ser encontrados em [2].

1.2 Espectro de operadores compactos

Um operador linear T': domT T H — H é compacto se a imagem T'(A), de

cada subconjunto limitado A C dom T, tem fecho compacto .



O teorema abaixo mostra uma caracterizagdo dos operadores autoadjuntos
com espectro essencial vazio. Devido a essa caracterizagao, tais operadores sao

chamados de operadores com resolvente compacto.

Teorema 1.7. Seja T' : domT T H — H um operador autoadjunto e H
um espaco de Hilbert de dimensdo infinita. Entdo, as sequintes condigcoes sdo

equivalentes:
(i) oess(T) = 0.

(ii) Eziste uma base ortonormal {&;}32, de H formada por autovetores de
T, T, = N\i&;, com autovalores reais \;, contando a sua multiplicidade,
satisfazendo lim |\;| = oo (e assim, cada um deles possui multiplicidade

Jj—00

finita).

(iii) R.(T) é um operador compacto para algum z € p(T) (e, portanto, para
todo z € p(T)).

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [2].

1.3 Formas sesquilineares

Seja dom b um subespago denso de um espaco de Hilbert H. Uma forma

sesquilinear em H ¢ uma aplicacao
b: dombx domb — C

que ¢ linear na segunda variavel e antilinear na primeira. Em algumas situacoes
denotamos dom b X dom b simplesmente por dom b. Dizemos que b é hermitiana
seb(¢p, 1) = by, @), Vo, 9 € domb. A aplicacao ¥ — b()) := b(1),¢) é chamada

de forma quadrdtica associado a b.

Para cada ¢, € dom b, se verifica a equagao

4b(,¥) = b(¢ + ) = b(¢p — ) —ib(¢ + i) + 1b(p — ir)), (1.1)



chamada de identidade de polarizacao para formas sesquilineares. Com esta
identidade é possivel mostrar que b é hermitiana se, e somente se, a sua forma
quadratica associada é real.

Uma forma sesquilinear b é limitada se a sua norma

b(¢,

o= sup AN
e RN 1 72
0# % € domb

¢ finita, ou seja, [|b]| < oo.

Proposicao 1.8. Seb: H x H — C é uma forma sesquilinear limitada, entao

existe um unico operador limitado T, : H — H satisfazendo

b(o, ) = (0, Ty)), Vo,¢ € H.

Ainda mais, ||Ty|| = ||b|| e se b € hermitiana, entdo Ty, é autoadjunto.

A demonstragao desta proposi¢ao pode ser encontrada em [2].

Ao longo deste texto trabalhamos com formas sesquilineares nao limitadas.
No que segue, vamos adaptar a proposi¢ao acima para “formas sesquilineares
fechadas”. Abaixo, algumas defini¢oes.

Seja b uma forma sesquilinear hermitiana. Dizemos que

(1) b é positiva se a sua forma quadratica associada é positiva, ou seja, b(§) >
0, V¢ € dom b.

(2) b é limitada inferiormente se existe 3 € R de forma que b(£) > B[],
V¢ € domb. Neste caso, usamos a notacdo b > [ e [ é chamado de um

limite inferior para b. Observemos que b— (3 define uma forma sesquilinear

pOSitiV& dada por (b - 5)(57 77) = b(gu 77) - 5(57 77)

Novamente, seja b uma forma sesquilinear hermitiana e {1, },en C domb.

(3) {Wn}tnen é chamada de sequéncia de Cauchy com respeito & b (ou em

(domb,b)) se b(v,, — ¥y,) — 0, quando m,n — oo.



(4) {Wn}nen converge a 1 com respeito a b (ou em (domb, b)) se ¢ € domb
e b(y, — 1) — 0, quando n — 0.

Dizemos que uma forma sesquilinear b é fechada se para cada sequéncia

de Cauchy {¢,}neny em (domb,b), com v, — ¥ em H, tem-se ¢ € domb e

Seja 8 um limite inferior da forma sesquilinear b (b > ). Definimos o

seguinte produto interno (-, )y em dom b:
(@, )+ = b(0, %) + (1 = B)(&,7).

Obtemos assim a norma ||¢||+ = /(¢, ).

Lema 1.9. Seja b uma forma sesquilinear hermitiana e limitada inferiormente.

Sao equivalentes:
(i) (domb, | - ||+) € um espago de Hilbert.
(ii) b € fechada.

Demonstragao. (i)= (ii) Suponhamos que (dom b, ||-||+) é um espago de Hilbert.
Seja {&,} € domb, &, — & em H e b(&, — &) — 0. Nestas condigdes,

n,Mm—00

Assim, {&,} é uma sequéncia de Cauchy em (domb, || - ||). Logo, £ € domb e
1€, — €]|32 — 0. Consequentemente, b(&, — &) — 0.

(ii)=-(i) Suponhamos que b é uma forma fechada. Seja {{,} uma sequéncia
de Cauchy em (domb, || - ||+) . Assim, §, é uma sequéncia de Cauchy em H e
em (domb, b). Seja & := nh_}rg) &, em H. Como b é fechada, segue que £ € dom b
e b(&, — &) — 0. Portanto, [|&, — &[]2 — 0. O

Exemplo 1.10. Seja T : dom T C ‘H — H um operador hermitiano. Definimos

a forma sesquilinear b7 por
v'(&,m) = (&, Tn), domb” =domT.

10



Assim definida, b” é hermitiana . Ainda mais, b7 ¢ limitada inferiormente se, e

somente se, T" é limitado inferiormente.

A forma sesquilinear b? definida no exemplo acima é chamada de forma

sesquilinear gerada por T.

1.4 Operadores associados a formas quadrati-

cas

Seja b uma forma sesquilinear hermitiana. O operador T;, associado a b é

definido por

domT, := {£€domb:3I( e H, tal queb(n,&) = (n,(), Vn € domb},
Tb£ = C, fEdome.

Nestas condigoes, b(n, &) = (n, T,€), Vn € domb, V¢ € dom Ty,. Observemos que
T}, estd bem definido pois domb C H. Ainda mais, como b é hermitiana segue
que Ty é simétrico.

O teorema abaixo pode ser visto como uma representacao de formas sesqui-

lineares.

Teorema 1.11. Seja domb = H e b uma forma sesquilinear fechada com limite
inferior B € R (ou seja, b > (). Entdo, o operador T, associado a b € o inico

operator autoadjunto com dom T, C domb e de forma que
b(n,€) = (1, T§), Vn € domb, V¢ € dom T, (1.2)

Ainda mais, T, > e dom T, é denso em domb com a norma || - ||+.

Antes de apresentarmos a demonstracao deste teorema, vamos ver uma de

suas aplicagoes.

Exemplo 1.12. Seja domb = H'(R") C L?(R"). Definimos a forma sesquili-

near b por

b6, 1) == /Rn(w, Vi) de, ¢, € domb,

11



Desde que b(¢) = ||V¢||%2(Rn), podemos observar que b é hermitiana e positiva.
Seja {¢,} C domb uma sequéncia de Cauchy com respeito a b e ¢, — ¢
em L%(R"). Como H'(R™) é um espaco de Hilbert (cuja norma induzida pelo
correspondente produto interno é [|¢[|3: gy = 9l72@n) + VEl72@ny), segue
que ¢ € HY(R") e ¢, — ¢ em H'(R"). Assim, b é fechada e dom b é um espaco
Hilbert com o produto interno (¢, ) = b(¢, 1) + (¢,1) (o qual coincide com
o de H1(R")). Nestas condi¢oes, o Teorema 1.11 garante que existe um tinico
operador autoadjunto T}, associado a b, de forma que a relagao (1.2) é satisfeita.
Por outro lado, sabemos que o operador T = —Ay, domT = H*(R"), é
autoadjunto. Ainda mais, H*(R") T H'(R") e uma integragdo por partes

mostra que

b(o, ) = /Rn(vcb, V) dr = (¢, —=AY)i2@n), V¢ € domb, Vo) € domT.

A unicidade do Teorema 1.11 implica que T, = T'.

Demonstragdo do Teorema 1.11: Definimos H,;, := (domb, || - ||;) o qual é

um espacgo de Hilbert pelo Lema 1.9. Como ja observado, Ty é simétrico e
(€, To€) = b(&,€) = BlIE)*, V€ € dom T, C domd,

ou seja, T, > .

Antes de continuar a demonstragao, destacamos que, para cada n € H,,
temos a desigualdade [|n[3 = (b(n) — Bllnll?) + Il = [[n]l*.

Para cada ¢ € H, definimos a aplicacao linear f, : H, — C por fu(n) =
(¢,n). Observemos que

[fo(m| = [(@,ml <ol [nll < lolllnll+, Vi€ He.

Isto mostra que fy ¢ limitada. Pelo Teorema de representacao de Riesz, existe

oy € Hyp, de forma que

fo(n) = (o,n) = (v, )4, Vn € Hy,
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e [|foll = llsll+

Definimos a aplicacao linear M : ‘H — H;, por M¢ = ¢,. Inicialmente,

observemos que

Mol = llgell+ = llfoll < l0ll, Vo € H,

mostrando que M ¢ limitado.

Se M¢ = 0, entao (¢,n) = 0, Vn € Hp. Como domb é denso em H, segue
que ¢ = 0. Portanto, M é invertivel e para M~! : dom M~! = imgM — H
escrevemos M ~'¢, = ¢ (observemos que img M~ = H).

Agora, vamos verificar que o subespaco img M é denso em H. De fato, como
imgM Cdombel | <[ -]+, ¢ suficiente mostrarmos que img M é denso em
H,. Tomemos n € Hy, de forma que (ME,n)y =0, V€ € H. Assim,

0= (valr])-F = (fbﬂl)Jr - (5777)7 \V/£ € H?

o que implica que n = 0. Isto demonstra a densidade.
Por outro lado, M~! esta diretamente relacionado com 7;. De fato, se
& € dom M _1,

(n, M) = (0,8) = (1,&%)+ =b(n,&) + (1 — B)(n.&), Vn € domb,

ou seja,

b(n,&) = (. M7'&) — (1= B)(0.&) = (1,Q&%), Vn € domb,

em que Q == M~' — (1 —-3)1, dom@Q = dom M. Assim, & € domTj e
Tyé, = Q&. Concluimos que Q C Ty,. Esta relagdo também mostra que T,
é densamente definido (dom @ = img M C H). Portanto, T, é hermitiano e,
consequentemente, () também é.

Notando que M~ = Q + (1 — )1, conseguimos observar que M ! é hermi-
tiano. Agora, para n,¢ € H,

(M, n) = (¢p, M mp) = (M, mp) = (¢, M),

13



mostrando que M ¢é autoadjunto. Logo, M~! é autoadjunto e o mesmo vale
para ). Finalmente, como Q nao possui extensoes hermitianas proprias, segue
que @ =Ty e T}, é autoadjunto.

Para a unicidade, suponhamos que S seja um operador autoadjunto com

dom S C domb e
b(n,&) = (n,S¢) ¥n € domb, V¢ € dom S.

Pela definicao de Ty, , £ € dom Ty, e Tp¢ = SE. Assim, S C Ty,. Como T e S sdo

autoadjuntos segue que S = T;.

1.5 Principio Minimax

Se n € N, denotamos por P,, um subespaco de H gerado por n vetores
(ndo necessariamente linearmente independentes). Usamos a notagio P para

indicar o complemento ortogonal de P, em H.

Teorema 1.13. (Principio Minimaz) Seja T um operador autoadjunto e limi-
tado inferiormente. Seja {\,}nen uma sequéncia nao decrescente de nimeros

reais definida por

T
Ap i= sup inf (&, §),
P | cer €l
¢ € domb

Entao, para cada n € N, ou

(i) ezistem n autovalores (contando, para autovalores degenerados, wm ni-
mero de vezes igual a sua multiplicidade) abaizo do infimo de espectro

essencial e A\, € 0 n-ésimo autovalor contando a multiplicidade,
ou

(ii) A, € o infimo do espectro essencial, ou seja, A, = inf{\ € oe(T)}. Neste
caso, A\p = Apr1 = Apuo = ... e existe no mdazrimo n — 1 autovalores

(contando a multiplicidade) abaizo de A, .
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Corolario 1.14. (Rayleigh-Ritz) Seja T um operador linear autoadjunto e li-

mitado inferiormente. Entao,

T
info(T)= in (&, §)
0#£€dom T ||§||2
O teorema abaixo permite uma reformulagao do Principio Minimax a partir

de formas sesquilineares.

Teorema 1.15. Seja b uma forma sesquilinear positiva, fechada e com domb C
H. Seja T o operador autoadjunto associado a ela. Entdo, a sequéncia (\,)nen

do Principio Minimax pode ser substituida por

b
Ap = sup inf <§>2;
P | cer. [
£ € domb

As demonstragoes dos teoremas e do corolario acima podem ser encontradas
em [12].

1.6 Critério de Weyl para formas quadraticas

Seja b uma forma sesquilinear positiva, fechada e com dom b C H. Denota-
mos por H o espago de Hilbert (domb, || - ||5). Seja H_ o espago dual de H.
A aplicacao

ji M = H_ j(n): domb — C

) , em que
n = jn) & = (1,9

¢é continua. Essa continuidade motiva a seguinte nocao de convergéncia em H _.

Seja {&,} € H. Dizemos que &, — 0 em H_ se

Hé’LHdomb* = sup |<¢7 én)’

#edom b\{0} |l n—=e

Teorema 1.16. (Critério de Weyl para formas quadrdticas) Seja b uma forma
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sesquilinear positiva, fechada e com domb E H. Seja T o operador autoadjunto
associado a ela. Um ponto X\ pertence ao espectro de T (A € o(T)) se, e somente

se, existe uma sequéncia {&, }nen satisfazendo as sequintes propriedades:
(1) l&nlle =1, VneN;

Além disso, N € 0.55(T) se, e somente se, além das propriedades acima, a

sequéncia {&, }nen satisfaz
(iii) &, ML(X; 0 em H.

Uma sequéncia {¢,} satisfazendo as condigoes (i), (ii) e (iii) do Teorema
1.16 é chamada de sequéncia de Weyl para T em .

A demonstragao do Teorema 1.16 pode ser encontrada em [9].

1.7 Desigualdades de Hardy

Desigualdades de Hardy sao um dos assuntos discutidos neste trabalho.
Nesta secao, apresentamos algumas das desigualdades classicas.

Seja €2 um subconjunto aberto, conexo e nao vazio de R™. Consideremos
o espaco de Hilbert L?(Q). Seja b uma forma quadratica positiva, fechada e
com dom b C L?(Q). Denotamos por T o operador autoadjunto associado a ela.
Dizemos que b (ou T') satisfaz uma desigualdade de Hardy (ou do tipo Hardy)

Se
b(w) = inf o(T) [Vl = | p(@)UfPde, Vo edomb,  (L3)

para alguma fungao mensuravel p # 0, ndo negativa e de forma que [y, p(z) dz #
0 em algum subconjunto mensuravel M C €. Neste caso, a funcao p(z) é

chamada de peso de Hardy.
Teorema 1.17. (Desigualdade de Hardy em trés dimensoes) Para toda fungdo

¥ € HY(R?), tem-se

L @)

4 Jes |z

/RB V()2 de > dz. (1.4)
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Demonstracio. Considerando as partes reais e imagiarias de uma funcao, po-
demos restringir a demonstracao a funcoes ) com valores reais.

Para = (71,72, 23) € R usamos a notacio r = \/z? + 23 + 23 e, relem-
brando coordenadas esféricas (7,0, @), temos dx = r? sen  drdfdp. Considere-
mos inicialmente ¢ € C$°(R?) (¢ real). Seja ¢ = r'/%). Assim,

1 o¢*) |

(Vo)) = VP = 520 4 @),

Desde que ¢(0) = 0 e existe R > 0 de forma que ¢(x) = 0 se r > R, segue que

/Rgéagf)dx _ /%/ sen@d@dgp/Ra
= 7 (¢(R)* = $(0)*) =0

[vepdr 2 [ oo =1 [ et

e a desigualdade (1.4) é védlida para toda funcio ¢ € C$°(R3). Agora, o resultado
segue da densidade de C§°(R?) em H'(R?). O

Portanto,

O Teorema 1.17 se estende a dimensoes maiores. Mais precisamente, para
n > 3,

e A ]

|z
Para mais detalhes sobre esta generalizacao indicamos [8, 13].

Teorema 1.18. (Desigualdade de Hardy em uma dimensdo) Para toda fungdo
P € H{(0,00), tem-se

[T =t [ (15

Demonstracao. Novamente, vamos restringir a demonstragao a fungoes 1) com

valores reais. Consideremos inicialmente ¢ € C§°(0,00) (¢ real). Uma integra-
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¢ao por partes e a desigualdade de Holder implicam que

[l - L
= 2/ fw
< 5[ W s

Portanto, a desigualdade (1.5) vale para toda fungao ¢ € C§°(0,00). Agora, o
resultado segue da densidade de C§°(0, 00) em HJ (0, 00). O

De forma mais geral, é possivel mostrar que o Teorema 1.18 vale para toda
fungdo 1 € H'(R) satisfazendo ¥(0) = 0.

Observagao 1.19. Uma desigualdade de Hardy pode dizer muito a respeito do
espectro de um operador. Por exemplo, consideremos uma fungdo mensuravel
0 < V(x) € L>(R?) e suponhamos que V(z) < 1/4|z|*, Vo € R3. O operador

(Tyy)(@) == —(A¢)(x) = V(@)(z), domTy =H*(R?),

é autoadjunto e seu o espectro essencial é o conjunto oess(7y) = [0,00) (veja [2]
para mais detalhes). Agora, suponhamos que exista A € og;s(Ty) C (—00,0).

Entao, existe uma funcao ¥, € dom Ty de forma que Ty ¢, = Ay, ou melhor,

L, (90 = V@)laf?) do = (@, Tywa) = Aln|* < 0.

Por outro lado, o Teorema 1.17 garante que

L (VP =v@lr)dr > | <4‘i|2 - V(ﬂf)) Pz >0, Vi e H(RD).

Concluimos que tal A nao existe e o espectro discreto de T) é vazio.
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Capitulo 2

Laplaciano de Dirichlet em

tubos deformados

Na parte inicial deste capitulo, apresentamos a construcao da regiao €2 na
qual vamos restringir o operador Laplaciano —A. Seja w um subconjunto
aberto, limitado, simplesmente conexo e nao vazio de R?. Inicialmente, po-
demos pensar em €2 como sendo R X w, ou seja, um tubo reto. De forma mais
geral, vamos trabalhar com tubos curvados e tubos torcidos, os quais também
sdo chamados de tubos deformados. Estas definigoes sdo apresentadas com
detalhes nas duas primeiras segoes.

Com o tubo deformado €2 bem definido, o préoximo passo ¢ considerar o ope-
rador Laplaciano restrito a ele. Na sua fronteira 02 vamos impor a condigao
de Dirichlet. Mais precisamente, vamos trabalhar com a forma quadratica as-
sociada a este problema. Este assunto também é abordado nas duas primeiras
secoes.

A terceira e ultima secdo é dedicada a algumas particularidades que serao

uteis ao longo do texto.

2.1 Geometria do tubo

Seja I' : R — R? uma curva simples de classe C® em R? e parametrizada

pelo comprimento de arco s. A curvatura de I' no ponto s é denotada por k(s).



Os vetores

T(s)=T(s), N(s)= /f(ls)T(S)’ B(s) =T(s) x N(s), (2.1)
denotam, respectivamente, os vetores tangente, normal e binormal a curva no
ponto I'(s).

Para justificar a constru¢ao (2.1), assumimos que x > 0. Por outro lado,
se uma parte de I' é um pedago de uma linha reta (ou seja, a curvatura x é
identicamente nula nesse pedaco), podemos escolher um Frenet frame constante.
Assim, é possivel combinar Frenet frames constantes com (2.1).

Em cada uma das situagoes acima, quando um Frenet frame global existe,
dizemos que a curva possui um Frenet frame apropriado. Este, por sua vez, se

desenvolve ao logo da curva satisfazendo as equagoes de Serret-Frenet:

T 0 x 0 T
Nl|l=| -« 0 7 N |, (2.2)
B 0 —7 0 B

em que 7 denota a torgao de I', a qual é definida por (2.2).

Ao longo deste trabalho, vamos assumir que a curva [ possui um Frenet
frame apropriado.

Seja w um subconjunto aberto, limitado, simplesmente conexo e nao vazio

de R2. Definimos a regidao
A={rcR®: 2 =T(5)+ 1 N(s) + 12B(s),s € R, (y1,1) € w}.

A é obtida transladando-se w ao longo de I' (este movimeto é com relagao a

(2.2)).
Agora, seja 6 : R — R uma fungao de classe C'* e de forma que 6(0) = 0. Em
cada ponto I'(s) da curva permitimos uma rotagao de dngulo 6(s) de w. Assim,

obtemos uma nova regiao

Q={z eR’: 2 =T(s) + y1No(s) + v2B4(s), s €R, (y1,10) € w}, (2.3)
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em que

Ny(s) :=cosO(s) N(s) + senf(s) B(s),

(2.4)
By(s) := —senf(s) N(s) + cosf(s) B(s).
Chamamos €2 de tubo deformado.
Consideremos agora a forma quadratica
a(9) = [ [Veldr,  domq=Hi(), (25)

em que V denota o gradiente de ¢ nas coordenadas usuais de R3. A forma ¢ é
positiva e fechada [10]. Denotamos por —A% o operador autoadjunto associado
a ela. Como ja comentado na introdugdo deste trabalho, o nosso objetivo é

analisar o espectro do operador —A$.

2.2 Mudanca de variaveis

Nesta secao, vamos fazer uma mudanga de variaveis de forma que a regiao
de integragao em (2.5) seja mais simples.

Consideremos a aplicacao

f: Rxw — Q
(s;91,92) = I'(s) + 11 No(s) + y2Ba(s).

Seja a :=sup |y|, em que y := (y1,y2). Vamos supor que
Yyew
k€ L®R) e allkllrem < 1. (2.6)

Estas condigoes garantem que f é um difeomorfismo. De fato, a matriz jacobi-

ana de f é

B —(T—|—9)<29l,y> (T+9)<ze,y>
J=10 cos 0 sen 6 ; (2.7)

—senf cos
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em que

B(s,y) =1 —k(s)(z0,y), 29:= (cosf,—senf), z; := (senf,cosh).

A matriz inversa de J é

1/8 (1+0)ys/B —(T+0)/8

J1=10 cos —senf

0 sen 6 cos

(2.8)

e det J = B(s,y). Observemos também que

0<1-— aHFJHLOO(IR) < B(s,y) <1+ a||l<d||Loo(R), V(s,y) € R x w. (2.9)

Desde que k satisfaz a condigao (2.6), podemos ver que 3 nao se anula em R X w.
Assim, § > 0 e f é um difeomorfismo local. Exigindo que f seja injetora (ou
seja, que o tubo nao se auto-intercepta), obtemos um difeomorfismo global.

A forma quadréatica (2.5), apés a mudanca de varidveis acima, se torna

b)) = /Rxw\rlw(s,y)y%(s,y) dsdy

= /Rw (;W + (1 4+ 0)(Vy0, Ry)|* + |vy¢|25) dsdy, (2.10)

em que domb = H}(R x w). Aqui, ¥ denota a derivada de ¢ em relagdo A s,

V., o gradiente de 1) em relagdo & y = (y1,¥2) e R denota a matriz de rotagao

()

Observemos que agora domb = H}(R x w) é um subespago do espago de

Hilbert H := L*(R x w, 3), o qual é dotado com o produto interno

(.= [ s 5)0(s.y)B(sy) dsdy. (2.11)

Rxw
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Consideremos o operador unitario

U: L}Q) — L*Rxw,pj)
v o= of

Denotamos por H o operador autoadjunto associada a forma quadratica b.
Nestas condigoes, H = U(—=A$)U~!, ou seja, H e —A% sio unitariamente
equivalentes e, portanto, possuem o mesmo espectro. Por este motivo, a partir
de agora vamos estudar a forma quadratica (2.10).

Terminamos esta secao com defini¢des que serdo citadas ao longo de todo o
texto.

Dizemos que w ¢é invariante por rotagdo com respeito a origem se
wy = {(y1 cos ¥ —ya send, yy sen I+ya cos¥) : (y1,y2) € w} =w, VI € (0,2m),

ou seja, se w é um disco centrado na origem de R2.

Dizemos que o tubo 2 é curvado (ou possui um efeito da curvatura) se a
curva [’ ndo é uma reta, ou seja, k # 0. Dizemos que o tubo 2 é torcido (ou
possui um efeito de torA§A£o) se w nao € invariante por rotagao com respeito

A4 origem e 7+ 0 # 0.

Observagao 2.1. Pensando geometricamente, a definicao de tubo curvado é clara:
a curva [' deve ter curvatura nao nula para dar origem a um tubo curvado. Por
outro lado, a exigéncia 746 # 0, na definicao de tubo torcido, é menos intuitiva.

Neste caso, apontamos a equivaléncia das seguintes afirmacoes:

(i) 74 6 = 0. Considerando esta identidade como uma equacio diferencial
para 6, sua solucao leva a uma escolha especial do movimento da secao

transversal w.

(ii) Auséncia de rotagdes transversais. Consideremos a curva paralela
s+ I%(s) := f(s,a,0) como o caminho de um viajante no espaco. Cal-

culando o seu vetor tangente, obtemos
I = (1 —akcos®)T + (1 + 6)By.
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Podemos observar que o movimento é nao inercial a menos que I' seja
uma linha reta e 6 seja constante. Também podemos observar que a
componente da velocidade angular de I'?, que corresponde as rotacoes de

'Y sobre o vetor tangente T, é precisamente 7 + 0.

Uma discussao mais detalhada sobre a equivaléncia acima pode ser encon-
trada na Segao 2.6 de [10].

2.3 Um pouco sobre a secao transversal do tubo

Denotamos por —A¢%, o operador Laplaciano restrito a w e com condigoes de
Dirichlet na fronteira dw. Nesta se¢ao, vamos apresentar algumas caracteristicas
deste operador que serao usadas ao longo do texto.

O espectro de —AY, é puramente discreto. Mais precisamente,
o(—A%) ={FE, :n e N},

—AN Ty = EnTny, T € Hpw),
O<E1<E2§E3§""

As caracteristicas geométricas de w garantem que o primeiro autovalor F; é

simples. O Principio Minimax também garante que
IVfliEew) = Eillfl2), V€ Holw). (2.12)

Os detalhes sobre estas afirmagoes podem ser encontrados em [5].

Definimos a constante
Cw) = [ (Y41, Ry)ldy = 0, (2.13)

em que J; é a autofungdo associada ao autovalor E;. Observemos que C'(w)
depende somente das caracteristicas geométricas de w. Ainda mais, C'(w) = 0

se, e somente se, w é um disco (neste caso, J; é radial).
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Capitulo 3
Estudo do espectro

Neste capitulo, vamos iniciar o estudo a respeito do espectro do operador
—A%. A primeira se¢io é dedicada ao estudo do seu espectro essencial. Vamos
mostar que, sobre certas condigoes, ele ¢ o mesmo, independentemente se o
tubo é reto, curvado ou torcido. Na segunda se¢do, vamos discutir sobre quais
condigoes o seu espectro discreto é nao vazio. Veremos que este fato acorre se o
tubo possui um efeito apropriado da curvatura e 7+ 6 = 0. Os resultados deste

capitulo sdo provenientes de [1] e [10].

3.1 Estabilidade do espectro essencial

Se o tubo é reto, ou seja , K = 0 = 7+86, o operador —ARX“ & unitariamente
equivalente ao operador —AR @ I + I @ (=A%), o qual é densamente definido
em L}(R) @ L?(w). Aqui, —AF denota o operador Laplaciano em L?*(R) e, como
antes, —A%, denota o operador Laplaciano de Dirichlet na se¢ao transversal w.
Sabemos que o(—AR) = [0,00) e o espectro do operador —A% ¢é puramente

discreto (veja Secao 2.3 do Capitulo 2). Assim,

J(H) = O-(_AHL{)XM> = O'ess(_Aﬂéxw) - U(_AR) + U(—A%) = [El, OO)

Lembremos que E; é o primeiro autovalor de —A$,.

De forma mais geral, ao trabalharmos com tubos deformados, temos o se-



guinte resultado.

Teorema 3.1. Suponhamos que

lim x(s)=0 e lim (7 +6)(s) =0. (3.1)

|s]—o00 |s| =00
Entao, 0es(—A%) = [E1, 00).

O Teorema 3.1 mostra que independente se o tubo é curvado ou torcido,
mas se “comporta” como um tubo reto, quando |s| — 00, 0 espectro essencial

do operador —A$ permanece sendo [E}, 00).

Demonstracao do Teorema 3.1. A demonstracio consiste em duas etapas.
1. infoe(H) > E.

Fixado sy € R, sy > 0, definimos ;s := (—S0,50) € Lear := (—00, —5¢) U

(S0, +00). Consideremos as formas quadréticas a seguir. Primeiro, definimos

bin() = |

Lint Xw

(;w b (4 0V Ry) + mwr?) dsdy,

em que dom b,y := {¥ [, ,xw; ¥ € domb}. Similarmente, definimos b,; em que
dom byt == {¥ 1., xw; ¥ € domb} e by (1)) tem mesma agao que b. Denotamos
por H;,; e H.,; os operadores autoadjuntos associados a b;,; € b, respectiva-
mente. H;,; é um operador com resolvente compacto [12] e, portanto, o seu

espectro é puramente discreto. Assim, desde que
Hint S¥ Hext S H;

o espectro essencial de H é estimado inferiormente pelo infimo do espectro
essencial de H.,; (veja Apéndice .1).

Relembrando a estimativa (2.12), para 1 € dom by,

IV (s, NItz = Ealleo(s, iz, atp.[s). (3.2)
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Logo,

bewt(w) Z |Vy¢|2 6 dey

Tegt Xw

> inf 3 / IV, 0|2 dsdy
Iezt Xw

> Biinfg [ |uPdsdy
Tezt Xw
inf 8

! Sup B Jicpexw
inf 5
! sup 3

> E W[ B dsdy

_FB [Py

Vi € dom b.,;. O infimo e o supremo acima sao tomados em I.,; X w. Com esta

desigualdade, concluimos que inf oo (Heyr) = E1(inf 5/ sup ). Logo,
inf 5
"sup 8°
As condigoes em (3.1) garantem que (inf 5/sup 8) — 1, quando |so| — .

inf oess(H) > inf 0oss(Hext) > F

Desde que sy pode ser tomado suficientemente grande e oo (H) é um conjunto

fechado, segue que inf oo (H) > Fj.
2. 0us(H) D [FY, 00).

Dado m > 0, vamos mostrar que m? + E) € 0e(H). Para isso, aplicamos o
critério de Weyl para formas quadraticas (veja Secao 1.6 do Capitulo 1).

Seja J; a autofun¢do normalizada associada ao autovalor Ej. Definimos

Un(s,y) = pn(s)e™ Ti(y),

em que ¢,(s) := o(n~'s —n) e ¢ é uma fungao nio nula, de classe C* e com
suporte compacto no intervalo (—1,1). Seja &, := 1,||1,]/5'. Vamos mostrar
que {&,} satisfaz as condigdes (i), (ii) e (iii) do Teorema 1.16.

A condigao (i) é claramente satisfeita. Agora, vamos mostrar (ii), ou seja,

verificar que |[(H — (m? + FE1))&ulldome- — 0, quando n — oo. Para isso,
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utilizamos a seguinte estimativa:

+

| (H —(m* — El)fn) [l dom b+
[ (&, (H — (m* + E1))&n)y, |

sup

$cdom b\ {0} oll+

sup ’b((ba fn) _ (m2 + El)(¢7 571)7-['
$edom b\ {0} 9l +

sup |b(¢, gn) - (V¢7 Vgn)LQ(Rxwﬂ (33)
$edom b\ {0} 9]+

sup [(Vd, V&) L2Rxw) — (M? + E1)(, &) 12Rxw)| (3.4)
sedom b\ {0} o]+
(mQ + El) Sup |<¢7 én)'H - (¢, fn)L2(R><w)| ' (35>

$cdom b\ {0} 91+

Vamos analisar (3.3), (3.4) e (3.5) separadamente.

Seguem algumas observagoes que serao uteis. Fazendo uma mudanca de

variavel, podemos observar que

lenliLz®) = vVrllellLzm),

1
|fnllLz®) = %HSb”L?(R),

. L.
[&nllL2@) = —5 |€llL2m)-
n2

Também temos

alld = [ lns. ) P85, y) dsdy
>inff [ [ou(s,y)|* dsdy
= inf 8 [ lou(s)|*ds

= inf Bllonllf2(m)
= n(inf 5)|| ]2 m)-
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Seja C' := (inf 3)~/2. Obtemos as seguintes estimativas:

H%HL?(R)

Walle = ©

Enllz  _ Cllélliee .
[nll2e = nllellzg e
|@nllL2®) < C ||@llew)
[ully = n?ll@llLew) nee

(3.6)
(3.7)

(3.8)

Além disso, lembremos que, para ¢ € domb, 6]+ = 1/b(¢) + [|¢||3, e entdo

V@12 xw) <M,
9]+

em que M := C(sup |J])*/2. Ainda temos

Iohem _
]

Analise de (3.5). Pelas estimativas acima,

(6, )t — (¢, wn)LzRM—\ [ (5= 13w dsdy
< [ (6ol dsdy

< cnl| Dl L2 o) | ¥n |12 (R xw)

= Cnl|@llL2®xw) [|OnllL2@m),

em que ¢, :=a sup |k —— 0. Consequentemente, por (3.6) e (3.10),
suppen

|(¢7 gn)H - (¢7 €n>L2(R><w)‘ ’(¢7 wn)H - (¢> wn)LQ(RXw)|

|oll+ B D1+ 1 |2
< Cn||¢||L2(Rw) lenll2w)
o+ |l
< C?%, —— 0,
n—oo

Vo € domb.
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Analise de (3.4). Uma integragdo por partes e alguns céalculos mostram

que

(V¢, vwn)LQ(Rxw) = - Rxngwn dey €

A, = (m? + B, — (2ime, + ¢n)e™ T
Assim,
|(v¢7 V¢n)L2(RXw) - (m2 + El)(¢7 ¢n)L2(RXw)|
/ 3 (~ A — (m* + E1)) dsdy‘
Rxw

< [ lol (2impn + Gl |2) dsdy

< (2mllénllizm + IBallzm ) [l @xw.
Por (3.10), (3.7) e (3.8),

|(v¢7 an)LQ(Rxw) - <m2 + El)(¢7 £n>L2(R><w)‘

o]+
< <2m\lsanLz<R> + HsanLz(R>> <H¢HL2<RXw)>
B (R 9]+
<C <2mH¢nHL2(R) 4 H%HL%R)) s 0,
[l [nllag ) oo

V¢ € dom b.
Andlise de (3.3). Utilizando a identidade de polarizagao para formas
sesquilineares (veja Segao 1.3 do Capitulo 1), podemos encontrar uma expressao

para a forma sesquilinear b(¢, 1) associada & forma quadrética b. De fato, temos

o) = [ (I7V(s.y), T V(s,p)) Bls,y) dsdy.

Rxw
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Assim,

(6, tn) — (Y, Vibo)12 @y | < /]R 0,708 — (96, V)| dsdy

< [ BT = 1] |V [Vl dsdy

Rxw

< bn||v¢||L2(R><w)||¢n“H7

em que b, — 0 (a defini¢ao exata de b, aparece no Apéndice .2). Agora, por
(3.9), temos

6(0,&n) — (V&, VE )2 (Rxw)| < <||V¢||L2(RXw)>
[ - 91+

< Mb, —— 0,
n—oo

V¢ € domb.

Com as estimativas acima, concluimos que ||(H—(m*+FE1))&u |l dom b+ — 0
Assim, a condigao (ii) do Teorema 1.16 é satisfeita.

Finalmente, observando que
(¢, 6)n ——0, Vo e CF(R xw),

e desde que C§°(R x w) é denso em H, a condigao (iii) do Teorema 1.16 também

¢é satisfeita.

3.2 Efeito da curvatura sobre o espectro dis-

creto

Nesta se¢ao, vamos mostrar como o efeito da curvatura pode influenciar no

espectro discreto do operador —A$. Comecamos com o seguinte resultado.

Teorema 3.2. Suponhamos que k # 0 e T4 6 = 0. Entdo, inf o(—~A%) < F).
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Demonstracdo. Consideremos a forma quadratica
b () := b(v) — By ||[¢])3, domb; = domb. (3.11)

Vamos mostrar que existe uma fungdo 1» € domb de forma que b;(v)) < 0.
Assim, pelo Principio Minimax, inf o(—A%) < E;. Abaixo, segue a estratégia
para obtermos 1 satisfazendo a condicao desejada.

Seja {1, }nen uma sequéncia de fungdes reais em dom b e fixemos uma fungao

real ® € domb. Definimos
Une =1, +e®, paracada (n,e) € NxR. (3.12)
Podemos escrever

by (Yne) = by () + 2 by (P, ) + 201 (D). (3.13)

O préximo passo é escolher {1, },en € @ de forma que as seguintes condigdes
sejam satisfeitas:

(i) lim by(eb,) = O;

(i) lim by(®, 15,) # 0.

Se mostrarmos que essa construcao é possivel, basta escolhermos, de acordo
com (3.13), ¥ = 1), -, para algum n suficientemente grande e ¢ € R adequado.
Com isso, terminamos a demonstragao. Abaixo, segue a construgao de v,, de ®
satisfazendo (i) e (ii).

Lembrando que J; denota a autofuncao associada ao autovalor Fy, definimos
Un(8,y) = () T1(y), em que {©p, }nen ¢ uma sequéncia de fungoes em H'(R)

satisfazendo:
(a) 0<p, <1, VneN;

(b) ¢n(s) —— 1, para quase todo s € R;

n— o0

(©) [I@nll2@ =2 0 -

n—oo

32



Sob estas condigoes e que b é dada por (2.10),

1. .
il = | (510 + BT = Bl asi
1 .
< ; |90n!2\j1!2dsdy+supﬂ/ \¢n|2‘\vyj1]2—El|ﬂ\2‘ dsdy
inf f Jrxw Rxw

1 12 2
< @”@TLHLQ(R)HleLQ(w) —0.

Assim, a condigao (i) é satisfeita.
Agora, definimos ®(s,y) := ¢(s) ypJ1(y), em que yp = y1cosl — yasend e ¢ é
uma fung¢ao com suporte compacto contido num intervalo em que x ndao muda

de sinal. Utilizando a identidade de polarizagao para formas quadraticas, temos

bl(q>7¢n) = /Rxw (;cbd)n + B(qu)a vy¢n) - EICI) Q;Dn ﬂ) dey

Vamos verificar que lim b1 (®,4,) # 0. De fato,

1. . 1 . <
| Ogadsdy| = | [ = (wdnt () 00¢0) 15[ dsdy
Rxw 6 Rxw 6

a . )
< ; .
~ inff3 </IR< ‘¢90n| ds + sup ’9’ /R ‘¢ gpn’ d3>

a . ) '
< ot (181w + (up 01 lollae) 6o

A condigao (c) garante que esta tltima expressdo converge a zero, quando n —
o0o. Assim,

1.

Rxw

33



Por outro lado,

_ 00 ¢ | ;0P Oy
/}R BV, @, V,0) dsdy = /R N (5 5. 90 o, 8y2> dsdy

= / BoonTi (cosé’aj1 — 367108'71) dsdy
Rxw Oy 0y

oA\ | (0
L ((@) ! (ay> ) o
= /]R KO YnYs J1 <005>’98j1 — sem@?) dsdy

Oy Y2

= /R _ BOGunni () dsdy

1
:—*//{QSQOndS—FEl/ B DY, dsdy.
2 Jr Rxw

Logo,
1
/ B(V,®, Vi) dsdy — Ey / B, dsdy — —= K ds.
Rxw Rxw n—eo supp¢
Finalmente, .
lim by (@, ¢) = — | d
dim by (P, 1) 5 supp¢%¢ s#0
e a condicao (ii) é satisfeita. O

Em [10], o autor apresenta apenas uma ideia da demonstra¢ao do Teorema
3.2. Os detalhes apresentados acima podem ser encontrados em [1].

Como uma consequéncia do Teorema 3.2, segue o seguinte corolario.

Corolario 3.3. Sobre as hipoteses dos Teoremas 3.1 e 3.2, temos
oais(—AY) # 2.

Demonstragio. Do Teorema 3.1, segue que inf o..(—A$) = E;. O Teorema 3.2
garante que inf o(—A%) < E;. Agora, basta aplicarmos o Principio Minimax.
]

Deste corolario, resulta que o efeito da curvatura atua como uma “interagao

atrativa”, no sentido de que o espectro discreto do operador —A$ é nio vazio.
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Capitulo 4
Desigualdades de Hardy

Na parte inicial deste capitulo, vamos supor que I', a curva que da origem
ao tubo €2, é uma linha reta. Vamos mostrar que esta condicao, associada a
um efeito de torcao apropriado, da origem a uma desigualdade de Hardy para a
forma quadratica (2.10). Comegamos o estudo provando algumas desigualdades
locais: uma desigualdade do tipo Poincaré e uma desigualdade local de Hardy.
Logo apos, estendemos os resultados a uma desigualdade global de Hardy. Estes
assuntos sao tratados nas duas primeiras secoes. Na terceira e ultima secao,
vamos considerar um tubo 2 simultaneamente curvado e torcido e analisar o
espectro do operador —A$ neste caso. Os resultados deste capitulo podem ser

encontrados em [10].

4.1 Desigualdade do tipo Poincaré

Relembrando a construcao do tubo deformado 2 (veja Segao 2.1 do Capitulo
2), ao longo desta secao vamos supor que I' é uma linha reta. Assim, a sua
curvatura s é nula e, consequentemente, a sua tor¢ao 7 também é nula. Nestas
condigoes, B =1 — r(zp,y) = 1 e o espago de Hilbert H se reduz a L2(R x w).

Agora, seja I um intervalo aberto de R e o : I — R uma funcao real. Definimos

) = [ (1 a(Tyu Ry + V0] dsdy, (4.1)

Xw

domb! = {¢ [(rxw); ¥ € Hy(R x w)}.



Denotamos por H! o operador autoadjunto associado & bZ. Observemos que a
forma quadrética (2.10) pode ser identificada com a de (4.1) tomando-se o = 6
el =R

Definimos também

, OL(¥) — Erl[Y]F2 (1xw)
inf 3
pedombl,\ {0} 1%z (1

Mo, I) = (4.2)

Supondo que I é um intervalo limitado, o espectro de H. é puramente

discreto e A(a, I) é o primeiro autovalor de H! — E;. Desde que
IV lE2w) = BllfllEow)  Yf € Holw), (4.3)

podemos concluir que A(a, I) > 0.
Lembrando que [J; denota a autofuncao associada ao autovalor Fy, definimos
o conjunto Ly := {uJ; : u € L*(I)}. Lo é um espago vetorial fechado de

L%(I x w) e, portanto, podemos considerar a decomposi¢ao
L2(I x w) = Lo ® Ly (4.4)

Assim, se ¢ € dom b, podemos reescrevé-la na forma (s, y) = u(s)J1(y) +

n(s,y), em que n € Ej N dom bé. Esta ultima condigao implica que
/wn(s,y) Ji(y)dy =0, q.t.p.[s].

Uma integragdo por partes também mostra que
L(Vyn, V,Ji)dy =0, q.t.p.[s].

A decomposicao (4.4) é utilizada na demonstracao do lema abaixo.

Lema 4.1. Seja I C R um intervalo aberto e limitado. Suponhamos que w nao

¢ invariante por rota¢io com respeito d origem. Seja o € L*°(I) uma fungao

36



real e que nao se anula em um subconjunto de I de medida positiva. Entao,
Ma, I) > A,

em que \g € uma constante estritamente positiva dependendo somente de ||a||2(p

e da regiao w.

Demonstracio. A demonstracao deste lema é por contradicdo. Suponhamos
que Ao, I) = 0. Como o espectro de H. é puramente discreto, o infimo em

(4.2) é atingido por uma fungao v € dom b}, satisfazendo:
(i) v+ (Vi Ryl sy = 0
(1) IV Tz (rw) = Bl (10w = 0.

Podemos escrever 1(s,y) = ©(s)J1(y) + ¢(s,5), em que ¢ € L3 N dom b,

Com essa caracterizacao, a condigdo (ii) fica da forma

1oVyTilE2(rxwy + 2Rel(9, (VyT1, Vi) 2 rxw)] + Vo @l
_EngOleiQ(IXw) - 2E1Re[(<ﬁ~71,¢)L2(1xw)] - ElH(z)HIQP(wa) =0,

ou melhor, se reduz a

IVylIE2 1wy — Brlloll2(rxw) = O- (4.5)

Esta tiltima igualdade segue do fato de que [V, Jilf2(rxw) = EilloT1 7210y =

0, (%.71, ¢)L2(1xw) =0e (80, (vyjb Vy¢))L2(1xw) = 0.
Como FE; é um autovalor simples do operador —A%), (4.5) implica que ¢ =0

q.t.p..
Por outro lado, a condigao (i) implica

H@H%Q(I)Hjl"%z(w) + 2(907 OéQD)LQ([)(jl, (vyjla Ry))LQ(w) +

HlaplE2) | (Vo Tr, By) Lz = 0-

Desde que (J1, (VyJi, Ry))12(w) = 0, da igualdade acima, tem-se ¢ = 0 q.t.p..
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Assim, ¢ = cte q.t.p.. Concluimos que
ledlzy =0 ou [[(VyJ1, Ry)llLew) = 0. (4.6)

Chegamos a uma contradicao com as hipéteses. De fato, ||a|iz2) = 0 se, e
somente se, &« = 0 q.t.p. em [ e ||(V,J, Ry)|[12w) = 0 se, e somente se, w é

invariante por rotacdo com respeito a origem. L]

Observacao 4.2. Desigualdades do tipo Poincaré sao aquelas que permitem a
majoragdo de uma fungao por uma estimativa de suas derivadas (no sentido
fraco) e pela geometria do dominio em questao. Esse nome é em homenagem
ao matematico francés Henri Poincaré (1854-1912). Por este motivo, a desi-
gualdade do Lema 4.1 pode ser mencionada como uma desigualdade do tipo

Poincaré.

Observagao 4.3. Se I nao é limitado, a conclusdo do Lema 4.1 pode nao ser
verdade. De fato, consideremos I = R , o = 6 satisfazendo as hipGteses do

lema e lim 6(s) = 0. O Teorema 3.1 implica que A(a, R) = 0.

|s| =00
Observagao 4.4. (Um limite superior para A(«,I)) Seja ag = ||a||re(r).

Consideremos o operador B,,, agindo em L?(w), associado & forma quadrética

bao (f) == oa%H(%f, RQ)H%%) + HvnyiQ(w) - El”f“?ﬁ(wy dom by, = Hé(w).

Denotamos por A(ap) o seu primeiro autovalor e f,, a autofuncdo correspon-

dente. Independente se o tubo é torcido ou nao, vale a estimativa
AMa, I) < May). (4.7)

De fato, seja 1, (s,v) := ©n(S) fao (¥), em que @, é a restrigdo no intervalo I da
fungdo que aparece na demonstracdo do Teorema 3.2 (também denotada por

©n). Substituindo ¥, em (4.2) e fazendo n — oo, segue (4.7).

Observagao 4.5. Seja o € L*°(R) e suponhamos que lim «(s) = 0. Conside-

|s| =00
remos uma sequéncia {/;};en de intervalos abertos, disjuntos, limitados e de
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forma que R = int (UjeN Tj). Por exemplo, podemos tomar

j (J,7+2) sej €10,2,4,...}
U (i - L4 seje{1,3,5,..)

Com a mesma notacao da observacao anterior, alguns calculos mostram que

0 < Mo, Ij) < A(|lef|Lee(r;)) — 0, quando j — oo. (4.8)

4.2 Desigualdades local e global de Hardy

O Lema 4.1 é o que motiva o método para estabelecer a existéncia de desi-
gualdades de Hardy em tubos torcidos. Por exemplo, seja I C R um intervalo
aberto e nao necessariamente limitado. O teorema abaixo mostra uma desigual-
dade nao trivial, uma vez que o Lema 4.1 pode ser aplicado em subintervalos
limitados de I.

Teorema 4.6. Seja o € L>°(1) uma fungdo real e I C R um intervalo aberto.
Seja {I;}jex, K C N, uma colecio qualquer de subintervalos disjuntos de I.
Entao,

bl — Er > Y Ma, 1)1y, (4.9)

JjEK
em que 1y, denota o operador multiplicagio pela fungdo caracteristica do con-

Junto I; X w.

Demonstragio. Para cada 1) € dom b!, temos

0L (W) — Ex vl (rxw 2/1 (I + a (Yo, Ry)|? + [V 02 = Ey[¢]?) dsdy
>3 [ (0 (S Ry V0 — Bafuf) dsdy

JEK

= > (8 W) = BulldllEar, )
JeEK

> Z )\(Oé, Ij)HwH%ﬁ(Iij)'
jeK
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A primeira desigualdade segue do Teorema de Fubini e da inclusao U;ex I; C
I. A segunda segue de (4.2) e do fato de que a restricio de uma funcdo em

dom bl pertence a dom b . O

Consideremos o caso particular em que I = R. Seja {I;};en uma sequéncia
de intervalos abertos, disjuntos, limitados e de forma que R = int(U;jcg I;)
(como, por exemplo, aquela da Observacdo 4.5). Suponhamos que af(s) se
anula quando |s| — oco. Entao, E; é o infimo do espectro essencial de HX
(veja Teorema 3.1). Suponhamos também que a ndo muda de sinal em R e que
w nao é invariante por rota¢do com respeito a origem. Assim, (4.9) pode ser
vista como uma desigualdade de Hardy para b%. Mais precisamente, dizemos
que (4.9) é global, no sentido de que o seu lado direito representa um peso
de Hardy positivo se anulando somente no infinito (veja Observagao 4.5). Por
outro lado, se « se anula fora de um intervalo limitado, entao (4.9) é local, uma
vez que o peso de Hardy também se anula fora desse intervalo.

O teorema abaixo também pode ser visto como uma desigualdade global de
Hardy.

Teorema 4.7. Seja I C R um intervalo aberto. Suponhamos que w ndo €
invariante por rotag¢ao com respeito d origem. Seja o € L®(I) uma fungdo real,

nao nula e com suporte compacto em I. Entado,

(s y)|2

0

B () = Balle ey 2 C [

em que sy € o ponto médio do intervalo J = (inf {supp a},sup {supp a}) e C ¢

uma constante positiva que depende de o e de w.

Demonstragcio. Sem perda de generalidade, vamos assumir que so = 0, J =

(—c,¢) C I (em que ¢ > 0) e mostrar que

be (V) — Ex vl (rxw >O/ i)‘dsdy, Vi) € dom bL. (4.11)
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Inicialmente, consideremos a funcao f : I — R definida por

f(s):{ 1 se |s|>c'

cs] se |s| <c

Para cada y € w fixado e cada ¢ € domb!, temos f(-)¢(,y) € H'(I) e
£(0)4(0,y) = 0. Pela desigualdade de Hardy em uma dimensao,

2 . .
dsdy <4 [ |F(sYb(s,y) + F()(s,p) dsdy

52 Ixw

/ £ (s)¥(s, 9)|

<8(5 [ Wls)Pdsdy+ [ ity dsdy).

Agora, escrevendo ¢ = fi + (1 — f)1, obtemos

[ WU o HOREIP

1+ s2 - Ixw 52

+ 2 |(1= f()e(s,y)|* dsdy

Ixw

16 .
= | sy dsdy+16 [ [id(s,y) dsdy
C JXw Ixw

+ 2 (s, y)]? dsdy

JXw

16
- (+2)

IN

91122y + 1611801 F2 (1)

Portanto,
L )P L1y -
o S dsdy — (54 2) Wl < Wl (412)

Por outro lado, para € € (0,1),

. . 2
[V + o (Vyh, RY) Rz 1wy = (IWHLz(wa) — [[a(Vyi, Ry)”L%“w))
: €
> el YlF2 ) — :Ha (Vytb, RY) I 2 (1)
: €
> e[Vl 2 ) — 17_6aQHO'/H%OO(I)||vyw||%2(l><w)'
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Tomando € < (1 +a*||al[f~(;)) ™", segue que

€
1_¢ a’ ||04||ioo(1) ||vy¢||%ﬂ([><w)

> 6||¢||i?(1xw) -1

+ ||Vy¢Hi2(1xw) - ElHQ/JHi?(wa)

— el + (1= T2 lallEen ) 1958 Re i
- B ||@/)||i2(1m)

> elldlfZa 1y — a2 B ol 190221

1—ce¢
a’Eylalfe 19 2w (413)

DL (¥) — ExllvllE2(rxw

€

= €||¢||i2(1xw) Tl

Além disso, pelo Teorema 4.6, temos

ba (V) = El¥lEo 1y = Ma, DGlE2ssy, Vo0 € dom by, (4.14)

e o Lema 4.1 garante que A(«, J) > 0.
Finalmente, por (4.13) e (4.14), temos

€

1
(W) = Bilélain = 5 (Mawd) = - Billalfen ) 91

€ .
+ 9B

— €

Esta desigualdade e (4.12) implicam que

1 2 € |¢(37y)|2
ba<¢)—E1H¢HL2(1Xw) > 32 ]wadsdy

1 € € € o 9 9
+ 5 (e - 5 -5 - Tat Bl ) 1612

[\

Vi) € dom bL.
Agora, escolhendo € suficientemente pequeno, a expressao entre parénteses

acima é um valor positivo, pois A(a, J) > 0. Tomando C' = ¢/32, temos

b (1) — ElH’l/JHiQ([Xw) > C/wa Mds dy,

1+ s2

Vi) € dom b!. Observemos que C depende de € o qual também depende de a e
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de w. O

Em [10] os autores apresentam os principais passos da demonstracao do Te-
orema 4.7. Alguns dos detalhes apresentados acima foram obtidos do Teorema

3 de [4]. Na se¢ao que segue, veremos as consequéncias do Teorema 4.7.

4.3 Efeito de torcao sobre o espectro

Se o tubo €2 nao é torcido, segue do Teorema 3.2 que qualquer efeito da
curvatura, ndo importa o quao pequeno seja, implica que o espetro do operador
—A% possui valores menores do que F;. Como uma aplicacdo do Teorema 4.7,
vamos mostrar que se {2 é simultaneamente torcido e “suavemente” curvado, o

espectro o(—A%) nio possui valores menores do que F.

Teorema 4.8. Suponhamos que w nao € invariante por rotacao com respeito a
origem. Suponhamos também que T+ 0 € uma funcdo nao nula e com suporte

compacto. Assumimos que, para todo s € R,

|k(s)| < e(s) := %, com €y > 0.

Entao, eziste um nimero positivo € de forma que €y < € implica
info(—A%) > By

Aqui, €} depende de T +0 e de w.

Demonstracio. A demonstracao deste teorema é baseada em uma comparacao
entre as formas b(¢)) — Ei[[¢[3; e b (1) — Eil[¢f2 (g, € também uma con-
sequéncia do Teorema 4.7.

Comegamos notando que
h_(s) :==1—alk(s)| < B(s,y) < 1+4a|k(s)| =: hi(s), V(s,y) € Rxw. (4.15)

Agora, para todo ¢y > 0 suficientemente pequeno, temos algumas propriedades

enunciadas a seguir. Primeiramente, a desigualdade do lado direito em (4.15) e
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alguns calculos mostram que 1/ > h_/h3. Temos também que

(- ) _ AN ) 5 e

ols) = ot ()

Podemos ver que ¢(s) <0, Vs € R.

Com as estimativas acima, temos a seguite sequéncia de desigualdades:

b(v) — Exlll%
= /M (;W + (14 0)(Vy, Ry))* + BV, — E16|¢|2> dsdy

v

ho . .
Lo (Gl o 0T R 4 119,02 = Bl ) sy
Xw +

v

h_ . .
/]R 7T (I + (7 + 0)(Vyb, Ry)* + |V, = Eaf[?) dsdy
Xw +
h h_

+ /ﬂw (h_ - hg) IV, 02 dsdy + E /Rxw <hi - h+> 0|2 dsdy

1 —al|x[|L=(r) R )
bro(¥) — E W) +E / dsd
(1+ a||’f||Loo(R))2 ( T+9(¢) 1”¢||L2(Rx )) + £ Rxwg(s)|¢| sdy

1 — a||s[|L~®) C )
+E dsdy.
/Rx“; ((1 + a”’fHLOO(R))Q 1+ (8 _ 80)2 1g(s> |¢‘ say

A dltima desigualdade é uma consequéncia do Teorema 4.7 (o valor sg é o
ponto médio do intervalo (inf{supp(r + 0)},sup{supp(r + 6)}).
Agora, basta observarmos que a tultima expressao acima é nao negativa para

todo €, suficientemente pequeno. De fato, alguns calculos mostram que

ooy
(14 ac(s))?
= —ae(s) r +(31€$)z;(sa)2)€;<s>]
[4 —(i—fjoat;je%] 1 iOSQ'

9(s) — (1 +ae(s))
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Da condicao sobre k(s) e tomando €} adequado (o qual também depende de

740 e de w), segue o resultado. ]

Como uma consequéncia direta dos Teoremas 3.1 e 4.8, enunciamos o se-

guinte resultado.

Corolario 4.9. Assumindo as hipdteses do Teorema 4.8, para todo €y < €,
o(=A%) = [E, ).

Deste corolério, resulta que o efeito de torcdo atua como uma “iteragao

repulsiva”. no sentido de que o espectro discreto do operador —A$ é vazio.
) D
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Apéndice

.1 Comportamento assintético de autovalores

Sejam H, e Hs espagos de Hilbert e H = H1@®Hs. Lembremos que Hi®Hy =
{(p,0) : ¢ € H1 et € Ha} é um espago de Hilbert em que o produto interno
¢ dado por ((¢,v), (¢, O))sen, = (0, O)u + (¥, ()n,. Sejam by e by formas
sesquilineares com dominios domb; C H; e domby, T H,, respectivamente.
Definimos a forma quadrética by @ by, em que dom (by @ by) = dom by & dom by

(b1 ® b2)((p,90)) = bu(@) + b2(), (0, %) € dom by @ dom b,.

Exemplo .10. Sejam €); e {25 subconjuntos abertos e disjuntos de R™ de forma
que L2(Q; U Q) = L2()) @ L*(Qy). Consideremos as formas quadrAjticas
bi(v) = ||V¢”i2(9i)7 domb; = Hg(:), i =1,2,eb(¢)) = ||V¢H12J2(Qlu92)’ domb =

H (2, UQy). Temos a seguinte decomposicio
b= by @ bs.

De fato, para f € C§°(2; U Qy), seja fi = f lq,, i = 1,2. Assim, f; € C§°(£),
1=1,2, e

o (V1Y = [ (V. Vg)de+ [ (Vf.Vg)da.

Desde que esta relagao se estende aos espagos Hy(Q;), i = 1,2, e H () U Qy),
segue o resultado. A mesma decomposicao vale se considerarmos domb; =
Hl(Qi)7 1= 1, 2, e domb = Hl(Ql U Qg)



Agora, sejam b e b formas sesquilineares fechadas, positivas e com dominios
densos no espaco de Hilbert #. Sejam B e B os operadores auto-adjuntos

associados a b e 5, respectivamente. Dizemos que 0 < B < B se
(i) domb C dom b;

(i) para cada ¢ € dom b, tem-se

0 < b(e) <b(y).

Lema .11. Se 0 < B < B, entA£o An(B) < )\n(é), para todo n € N, em que

cada N\, € dado pelo Principio Minimaz.

A demonstracao deste lema e mais detalhes sobre as decomposig¢oes apre-

sentadas acima podem ser encontradas em [12].

.2 Estimativas do Teorema 3.1

Primeiro vamos mostrar que existem constantes C,Cy > 0 de forma que
18T T = 1| < Cullill oo ) + CallT + 6| ooy (16)

De fato, alguns calculos mostram que

—1\t 7-1 (T‘f’é) y2- —1{1
BT -1 = 5 | (T+€)yz —(T+Q)y1y2
1 —(T+ 0y (T+O)uy
“1/8 0 0
+ B-1D] o 10| (17)
0 0 1
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Desde que k e 7 + 0 sdo funcoes limitadas, existem constantes Cy, Cy > 0 tais

que
—~1/8 0 0
a 0 10 <G
0 01
1 0 Y2 —U1
lnfﬂ Yo <T+9)y2 _<7+‘9)9192 SC?

—y —(r+ Dy, T+ 0y

Consequentemente, aplicando a desigualdade triangular em (17), obtemos (16).
Agora, seja {U,(s,y)} a sequéncia de fungoes que aparece na demonstragao

do Teorema 3.1. Alguns cédlculos mostram que

Veu(t,9)* = (In(t) + imen(®)]® + Exlon(®)]?) |71 ()

Assim, de (16),

BT = DVl

[ IBET T = 1 V[ dsdy

[ (Calkl + Calr + 82 (19(s) + impa(s)[* + Exlia(s)?) [ dsdy

[ (Calrl+ Calr + 02 (@u(s) + imeu(s) + Ealeu()]?) ds

[ (Culrl+ Colr + 0112 (1£n() + 2mla(s)] lpa(s)] + (m? + E)leu(s)]?) ds

C3 (IlnllEe @) + 2mllénllizm lnliz@) + dallonllfeg),

IN I IN - IA

IN

em que

O = sup(C1 || + Ca|7 + 6])
R

dy, = (m* + Exr) sup (Ci|s| + Co|r +60]) —— 0. (18)
Supp ¢n e
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Por outro lado, de (3.6),

|‘B((J_1>t=]_1 - 1)V¢nHL2(R><w)

9 H‘ani?(R) [fn |2 ) ||90n||L2(Rxw) H('D”HiQ(RXW
C3 |~ 42 e
[¥nll3 [l Nl [¢nll3
. 2 .
< [o(trlbm ol | ooy, s,
[¥nll3, [¥n |2
Portanto,
18((J T = 1) Vllie@xw) < bnlltnlls,
em que

by = [02 (”9@””%2“&) —|—2mCH¢”HL2(R)> +C%d ]
P\ el 1l

L 12,

Agora, de (3.7) e (18), podemos observar que b, — 0, quando n — oo.
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