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RESUMO

BEDIA, E. CH. Modelos de sobrevivéncia bivariados induzidos por fragilidade. 2022. 116 p.
Tese (Doutorado em Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduagdo em Estatistica) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2022.

Modelos de fragilidade foram desenvolvidos para quantificar tanto a heterogeneidade quanto
a associacdo em dados multivariados de tempos de eventos. As distribui¢des de fragilidade
utilizadas em muitos estudos incluem as distribui¢cdes gama, Inversa Gaussiana (IG), ou a Positiva
estavel (PE). Estas distribui¢cdes geralmente sao escolhidos devido a simplicidade analitica e
computacional ou por alguma propriedade atrativa do modelo. A escolha da distribui¢cdo da
fragilidade € de fundamental importincia para assim chegar a uma boa descri¢do da estrutura
de dependéncia presente nos dados. Uma alternativa para o problema da escolha do modelo
de fragilidade seria escolher apenas uma familia de distribuicdes de fragilidade e usd-la como
modelo geral. Neste trabalho, estudamos dados de sobrevivéncia bivariados com estrutura de
riscos semicompetitivos (FINE; JIANG; CHAPPELL, 2001) e dados bivariados de longa duracao.
Para incorporar uma estrutura de dependéncia entre os tempos de eventos propomos a familia de
distribui¢des Power variance function (PVF) como modelo de fragilidade compartilhada a qual
inclui as distribui¢des antes mencionadas. Dados com estrutura de riscos semicompetitivos surge
como uma variante da estrutura de riscos competitivos. Na estrutura de riscos semicompetitivos,
usualmente, dois eventos sao considerados, a saber, um terminal e um nio terminal. Sendo
que, o evento terminal censura o evento nio terminal, mas nio vice-versa. Geralmente, os
dois eventos estdo correlacionados. Entdo a dependéncia entre o tempo de falha do evento
terminal e o ndo terminal € incorporada através da fragilidade PVF compartilhada entre as
taxas de transi¢do condicional do modelo de doenca-morte que é equivalente a um problema
de riscos semicompetitivos (XU; KALBFLEISCH; TAI, 2010). Para os dados bivariados de
longa duragdo, que caracterizam-se por possuir uma fracao de individuos ndo suscetiveis ao
evento de interesse apds um longo tempo, foram consideradas situacdes em que existem dois
tipos de causas ndo observdveis, onde cada causa estd relacionada com tempos de ocorréncia
de um evento de interesse. Para modelar a dependéncia entre os dois tempos introduzimos uma
varidvel de fragilidade PVF. Para ambos os modelos, um estudo de simulagdo é apresentado
para avaliar o desempenho do método de maxima verossimilhanca na estimativa de parametros.
Finalmente, dados de cancer de c6lon sdo usados na aplicagao do modelo com estrutura de riscos
semicompetitivos e dados de churn de clientes brasileiros em uma institui¢do financeira sdo

usados na aplicacdo do modelos de longa duracao.

Palavras-chave: Modelo de fragilidade compartilhada, Riscos semicompetitivos, Processos de

doenca-morte, Modelos de longa duracdo, Modelos de fragilidade discreta..






ABSTRACT

BEDIA, E. CH. Bivariate survival models induced by frailty. 2022. 116 p. Tese (Doutorado em
Estatistica — Programa Interinstitucional de P6s-Graduacdo em Estatistica) — Instituto de Ci€ncias
Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2022.

Frailty models have been developed to quantify both heterogeneity as well as association in
multivariate time-to-event data. The frailty distributions used in many studies include the
gamma, inverse Gaussian (IG) or stable positive (SP) distributions. These distributions are
usually chosen due to analytical and computational simplicity or due to some attractive property
of the model. The choice of the frailty distribution is of fundamental importance in order to
arrive at a good description of the dependence structure present in the data. An alternative
to the problem of choosing the frailty model would be to choose only one family of frailty
distributions and use it as a general model. In this work, we studied bivariate survival data with
a semicompetiting risk structure (FINE; JIANG; CHAPPELL, 2001), and long-term bivariate
data. In order to incorporate a dependence structure between the times of events, we propose
the family of distributions Power variance function (PVF) as a shared frailty model which
includes the above mentioned distributions. Data with a semicompeting risk structure arises
as a variant of the competing risk structure. In the semicompeting risk framework, usually,
two events are considered, namely, a terminal and a non-terminal. The terminal event censors
the non-terminal event, but not vice versa. Generally, the two events are correlated. So the
dependence between the terminal and non-terminal failure time is incorporated through the
PVF shared frailty between the conditional transition rates of the illness-death model (XU;
KALBFLEISCH; TAI, 2010), that is equivalent to a semicompeting risks problem. For long-term
bivariate data, which are characterized by having a fraction of individuals non-susceptible to
the event of interest after a long time, were considered situations in which there are two types
of unobservable causes, where each cause is related to occurrence times of an event of interest.
To model the dependence between the two times we introduce a PVF frailty variable. For both
models, a simulation study is presented to evaluate the performance of the maximum likelihood
method in the parameters estimation. Finally, colon cancer data are used in the application of
the model with a semicompeting risk structure and Brazilian customer churn data in a financial

institution are used in the application of the long-term models.

Keywords: Shared frailty model, Semicompeting risks, Illness-death process, Long-term model,

Discrete fragility models..
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CAPITULO

INTRODUCAO

Na anélise de sobrevivéncia, o objetivo € modelar o tempo até a ocorréncia de um evento
de interesse, chamado de tempo de falha. Existem situacdes em que hd mais de um tempo de falha
€ em muitos casos existe uma correlacao ndo observavel entre os tempos de falha de interesse.
Por exemplo, para um caso bivariado, se os eventos de interesse s@o a recidiva de uma doenca e
a morte de um paciente, ndo podemos afirmar que esses eventos sejam independentes, ja que a
recidiva da doenca pode influenciar no 6bito do paciente. Além disso, fatores como estilo de vida,
tabagismo, ocupacao e fatores de risco genético podem influenciar na ocorréncia dos eventos
de interesse, tais fatores muitas vezes sdo desconhecidos e, portanto, ndo podem ser incluidos
explicitamente na anélise. Esses fatores variam em cada individuo o que implica que existe uma
heterogeneidade ndao observada nos individuos da populacdo. Nestes casos, uma possibilidade é
usar modelos de fragilidade que se caracterizam pela introdu¢ao de uma varidvel aleatéria nao
observada na modelagem a qual fornece informacdes sobre a variabilidade no tempo de vida e a
correlacdo ou associagdo entre os tempos de eventos multivariados. Dessa forma, os modelos de
fragilidade permitem a modelagem de risco em populacdes heterogéneas considerando efeitos
aleatorios tanto de associacdo quanto de variabilidade, de modo que individuos com maior
fragilidade ou vulnerabilidade tendem a apresentar o evento mais rapidamente do que outros.
Estes efeitos aleatdrios, denominados de fragilidade, representam as informacdes que ndo podem
ou nao foram observadas e também tém o objetivo de explicar a correlacdo entre os tempos
multivariados. Os modelos de fragilidade foram inicialmente investigados por Vaupel, Manton
e Stallard (1979), e seus trabalhos aplicados em bioestatistica foram estendidos por Hougaard
e Hougaard (2000), Duchateau e Janssen (2008), e Wienke (2010). Em muitas aplicac¢des, os
modelos de fragilidade assumem um modelo de risco proporcional condicionado a fragilidade,
que atua de forma multiplicativa na funcdo de risco de base (ou basal), assim, esta abordagem
€ considerada como uma extensao do conhecido modelo de Cox (COX, 1972), o qual assume

implicitamente uma populacdo homogénea a ser estudada.
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Na literatura, as distribui¢des de fragilidade utilizadas em muitos estudos incluem as
distribui¢des gama (VAUPEL; MANTON; STALLARD, 1979), inversa Gaussiana (IG) (HOU-
GAARD, 1984) log-normal (SANTOS; DAVIES; FRANCIS, 1995) ou a positiva estavel (PE)
(HOUGAARD, 1986b). Um problema importante na drea de modelos de fragilidade € a escolha
da distribui¢do de fragilidade. O motivo das escolhas destas distribuicdes muitas vezes se deve
a simplicidade analitica e computacional, como € o caso da distribuicdo gama, que pode ser
conveniente para o estudo. Outra razdo frequente se deve a propriedades especificas do modelo
proposto, que podem ser atrativas, como € o caso da distribuicdo Positiva estdvel. No entanto,
essas propriedades s6 sdo uma vantagem desde que sejam suportadas pelas informacgdes dos
dados, pois sdo os dados que devem orientar a escolha da distribuicao de fragilidade e nao
uma propriedade atrativa do modelo matematico (DUCHATEAU; JANSSEN, 2008). A escolha
da distribuicdo da fragilidade é de importancia crucial para se chegar a uma boa descricao da
estrutura de dependéncia presente nos dados além disso a fragilidade especificada incorretamente
pode levar a resultados tendenciosos. Nos modelos de fragilidade, a dependéncia entre observa-
coes correlacionadas muda ao longo do tempo e a distribui¢io da fragilidade determina como a
dependéncia se modifica (DUCHATEAU; JANSSEN, 2008). Uma alternativa para o problema
da escolha do modelo de fragilidade seria escolher apenas uma familia de distribui¢des de fragili-
dade e usi-la como modelo geral. Como apontado por Wienke (2010) uma familia generalizada
de distribui¢cdes de fragilidade que inclui as distribui¢des anteriores € a familia de distribui¢ao
“power variance function” (PVF) introduzida por Tweedie (1984) e derivada independentemente
por Hougaard (1986a). De acordo com Wienke (2010), por um lado, a familia triparamétrica
PVF com parametros 1t >0, 0 > 0e 0 < y < 1, € facilmente trativel uma vez que se tem a
transformada de Laplace de forma fechada e consequentemente nao € dificil obter as fungdes de
risco e sobrevivéncia. Por outro lado, o modelo € flexivel no sentido de que contém os modelos
de fragilidade gama, IG e PE como casos particulares e, portanto, pode ser usado para julgar
se o ajuste desses modelos € satisfatorio. A distribuicao Poisson composta (Pc) foi introduzida
por Aalen (1988) como uma distribuicao de fragilidade. Essa distribui¢ao pode ser construida
como soma de varidveis aleatorias independente e identicamente com distribuicdo gama, em
que o numero de termos da soma € uma variavel aleatéria Poisson. Fazendo una conveniente
parametriza¢ao no modelo Pc Wienke (2010) mostra que sua transformada de Laplace é a mesma
do modelo PVF com excecao do intervalo do parametro Y, que pode ser negativo no modelo
Pc. Esta familia de distribui¢des PVF € apresentada também em Hougaard e Hougaard (2000),
onde a transformada de Laplace depende apenas do pardmetro de especificacao de distribuicao,
¥, € consequentemente a variancia corresponde a 1 — 7, isto sob a suposi¢do usada para evitar o

problema de identificabilidade.
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Figura 1 — A figura ilustra possiveis observagdes em dados bivariados (painel esquerdo), dados de riscos
semicompetitivos (painel central) e dados de riscos concorrentes (painel direito). Um ponto
indica que 77 e T, foram observados e uma seta indica a censura do tempo de sobrevivéncia na
direcdo apontada.

Na tese consideramos a andlise de dados de sobrevivéncia bivariados com estruturas
diferentes. A primeira, corresponde a dados com estrutura de riscos semicompetitivos introduzido
inicialmente por Fine, Jiang e Chappell (2001), sendo considerada uma extensdao de dados com
estrutura de riscos competitivos como mostrado na Figura 1 (painel direito). Este tipo de dados
sdo comuns em muitos estudos médicos, por exemplo, a morte pode ser o evento de interesse,
o evento pode acontecer devido ao tratamento, devido a prépria doenca ou devido a outra
causa. Desta forma, cada observacao consiste em tempo de falha e causa de falha, ver por
exemplo (HOUGAARD, 2012). No entanto, nos dltimos anos, com o avan¢o da medicina, os
tratamentos para varios tipos de cancer evoluiram bastante, o que ocasionou uma diminuicao na
mortalidade de pacientes e um aumento na proporc¢ao de pacientes com recidiva ou recorréncia
da doenca. Desse modo, surge o interesse no estudo dos dois eventos: a morte e a recidiva, essa
estrutura de dados € de riscos semicompetitivos como mostrada na Figura 1 (painel central). Mais
especificamente, a estrutura de riscos semicompetitivos € caracterizada quando o interesse € o
estudo da ocorréncia de dois eventos, sendo um deles néo terminal ou intermedidrio (recorréncia)
e outro terminal (6bito). Notar que o evento terminal impede a ocorréncia do evento ndo terminal,
porém, este ultimo ndo impede a ocorréncia do evento terminal. Assim, tem-se um par de
variaveis aleatdrias observadas no mesmo paciente, e é razodavel considerar de uma estrutura de
dependéncia entre as varidveis. Desta forma, modelamos os dados de riscos semicompetitivos
através de processos de doenca-morte com fragilidade compartilhada introduzidos por Xu,
Kalbfleisch e Tai (2010), onde consideramos a familia de distribuicdes PVF, proposta por Wienke
(2010) e descrita na Se¢do 3.4.4, como nosso modelo de fragilidade a qual € incorporada para
poder estudar a dependéncia ndo observada entre os tempos de falha e a heterogeneidade nao

observada dos individuos em estudo.

A segunda, dados bivariados com estrutura de longa duracdo (BERKSON; GAGE, 1952;
YAKOVLEV; TSODIKOV; ASSELAIN, 1996; TSODIKOV; IBRAHIM; YAKOVLEYV, 2003;

RODRIGUES et al., 2009), a qual é caracterizada por ter unidades amostrais com fator de risco
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zero, implicado que existe uma proporcdo de unidades amostrais ndo suscetiveis ao evento de
interesse. Em modelos de sobrevivéncia cldssicos ndo toma em consideragdo essa propor¢ao,
mas nem sempre acontece que todas as unidades experimentais falharam em algum momento.
Se consideramos, por exemplo, dados de clientes de uma determinada empresa, onde o evento
de interesse € o cancelamento ou abandono de clientes, existe uma propor¢ao de clientes que
nao abandonaram os produtos oferecidos pela empresa mesmo apés um longo tempo. Isso
ocorre porque para as empresas € importante manter seus clientes, pois pode ser mais caro atrair
novos clientes do que fideliza-los. Nestas situagdes € melhor considerar um modelo que leva
em conta esta propor¢ao de clientes fiéis a empresa. Na literatura, varias extensoes de modelos
de sobrevivéncia univariados de longa durac@o foram desenvolvidos na literatura. No entanto,
pouca atencdo tem sido dada a pesquisa em modelos de sobrevivéncia multivariada de longa
duracgdo. Nesta tese € proposto um modelo de sobrevivéncia bivariado de longa duracao, cujo
nimero de causas de risco para k diferentes tipos de eventos de interesse € modelado através de
um modelo de fragilidade discreta Poisson(p;®), sendo p > 0 e @ uma variavel de fragilidade
PVF (proposta por Hougaard e Hougaard (2000) e descrita na Secao 3.4.5), sendo esta ultima a

responsdvel de incorporar um estrutura de dependéncia entre os k tipos de eventos.

Em ambos casos estudaremos as suas propriedades estatisticas e observaremos a fle-
xibilidade do modelo, assim como a estrutura de dependéncia para cada submodelo (gama,
IG e Pc). Consideramos a modelagem dos tempos de falha desde a perspectiva paramétrica,
considerando as taxas de risco de base a partir da distribuicdo Weibull. Para a inferéncia, a
estimativa de mdxima verossimilhanca € realizada para ajustar o modelo a um conjunto de
dados. Primeiro, é fornecido um estudo de simulagdo para avaliar o desempenho do método de
maéxima verossimilhanga na estimativa de parametros. Em seguida, veremos a aplicabilidade dos
modelos primeiro ao conjunto de dados de cancer de célon a qual tem uma estrutura de riscos
semicompetitivos e segundo a um conjunto de dados de clientes de um sistema financeiro cuja

estrutura de dados € do tipo longa duracao.

O trabalho esté organizado da seguinte forma: No Capitulo 2, € apresentado conceitos
basicos onde descrevemos brevemente riscos competitivos e semicompetitivos. Algumas fungoes
de copulas sdo apresentadas com fins de comparagao aos modelos de fragilidade associados. No
Capitulo 3 apresentamos uma revisao teérica de modelos de fragilidade univariados, discreta e
multivariada onde incluimos também as principais distribui¢des usadas na literatura. No Capitulo
4 apresentamos o modelo de dados de riscos semicompetitivos vista como um processo de
doenca-morte onde a dependéncia € incorporada atravéz modelos de fragilidade compartilhada
entre as taxas de risco em cada individuo. Em seguida, na Secdo 4.4 apresentamos um estudo de
simulacao para o modelo com estrutura de dados semicompetitivos, para avaliar o desempenho
das estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo de doenca—morte. A
seguir, na Se¢do 4.5 € exibida a aplicagdo do modelo a um conjunto de dados reais de um ensaio

clinico de cancer de célon. No Capitulo 5, apresentamos o modelo bivariado de longa duragao
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induzida por fragilidade discreta onde € descrita as suas principais propriedades. Na Secao 5.3
€ apresentado procedimentos inferenciais para o modelo proposto. Em seguida, um estudo de
simulacgao € apresentado na Secao 5.4 e para finalizar o capitulo, na Se¢do 5.5 apresentamos a
aplicacdo do modelos a um conjunto de dados de clientes de um sistema financeiro. Finalmente,
Capitulo 6 sdo discutidas algumas conclusdes sobre o desenvolvimento dos modelos de dados de

risco semicompetitivos. Também sdo apresentados algumas propostas para trabalhos futuros.
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CAPITULO

CONCEITOS PRELIMINARES

Nesta secdo apresentamos defini¢des e ferramentas fundamentais para o desenvolvimento
ao longo desde trabalho. Na Secdo 2.1 sdo apresentadas os principais conceitos basico em riscos
competitivos. Em seguida, na Secdo 2.2 € explicada a estrutura dos riscos semicompetitivos.
Finalmente, na Secao 2.3 € feita uma revisdo da definicao de copula, incluindo as cépulas

Arquimedianas para dados de sobrevivéncia bivariados.

2.1 Riscos competitivos

Em riscos competitivos, observa-se o par (7,K), onde T é o tempo de falha e K é a causa
da falha. A estrutura bésica de probabilidade €, portanto, uma distribuicao bivariada na qual
uma componente, K, é discreta e a outra, T, € continua. Ao estudar o tempo até a falha de uma
causa especifica, as falhas de outras causas sdo eventos competitivos. Como pode haver muitas
causas de falha, pode-se considerar a observacdo 7T como o menor de varios tempos de falha
latentes 71,1, ..., Ty, isto é, T = min{T},T>,...,In} e K=jse T =Tj,com j€ 1,2,....N. A
distribui¢d@o conjunta de (T,K) é especificada por funcdes de sub-distribuicdo ou fungdes de

incidéncia acumulada (CROWDER, 2012), como também siao chamadas,
Fi(t)=P(T <t,K=j), t>0, je{l,..,N} (2.1)

Por diferenciacao, as funcoes de sub-densidade tornam-se

d

10 = SFi(0)

A distribuicdo marginal de T € dada por
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Assim, a fungdo de sobrevivéncia é dada por, S(t) = 1 — F(t), e pode ser interpretada

como a probabilidade de ndo ter falhado por qualquer causa até o tempo z.

A distribuicdo de (7, K) também pode ser especificada pela fungédes de risco de causa

especifica, que € dado por

e PE<T<t+AK=jIT>1 _ fi(t)
At = Jiny A S

(2.2)

A interpretacdo da funcdo de risco de causa especifica € a taxa de falha de causa j no instante
t na presenga de outras causas de falha, considerando que o tempo de vida 7' € maior que 7. A

funcgdo geral de risco de T torna-se entdo
N
Aty =Y A;(1)
j=1

Podemos escrever funcao de incidéncia cumulativa em termos do risco de causa especifica, isto
€,
t
A1) = /0 2;(5)S(s)ds. 2.3)

As fungdes de risco de causa especifica acumulada s@o definidas como
t
Ajt) = / A;(s)ds.
0

Desta forma, usando este resultado, a fungdo de risco acumuladode 7 é A(t) = ]}’:1 Aj(t),

logo temos a seguinte relagdo

S(t) = e M0 = ¢~ T A (2.4)

2.2 Risco semicompetitivos

O problema dos riscos semicompetitivos foi introduzido pela primeira vez por Fine,
Jiang e Chappell (2001) como uma variacdo de riscos competitivos. O problema refere-se a
uma situagdo em que um individuo pode experimentar dois tipos de eventos, um ndo terminal
e outro terminal. Assim, o evento terminal é considerado uma censura ao evento ndo terminal,
isto €, o evento ndo terminal ndo pode ocorrer depois que o evento terminal ocorreu. No entanto,
se o evento ndo terminal ocorreu primeiro, o evento terminal ainda pode ocorrer. Essa ultima
afirmacdo difere no caso de riscos competitivos, pois, por exemplo, no caso bivariado, o primeiro
tempo de falha que ocorre primeiro censura o outro (ver Figura 2). Um evento ndo terminal pode,
por exemplo, ser recaida ou recorréncia de alguma doenca, enquanto um evento terminal pode
ser morte. Um paciente que apresenta uma recaida apds o tratamento pode morrer, enquanto um

paciente que estd morrendo ndo pode ter uma recaida apds a morte. Uma censura independente
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dos tempos de falha geralmente € incluida no problema de riscos semicompetitivos, nesta tese

sera considerado a censura a direita.

Figura 2 — Representacdo de riscos semicompetitivos (esquerda) e riscos competitivos (direita).

Sejam Ty e T, os tempos até a ocorréncia dos eventos nao terminal e terminal, respecti-
vamente. Note que, para dados de risco semicompetitivos (77, 7>) podem ser observados sempre
que 77 é observado antes de 7>, desta forma as observagdes estio restritas a 0 < t; < fp, assim
como se mostra na figura 1 (painel central). Seja também C o tempo de censura para um individuo

especifico. A observagdo para cada individuo serd (Y1,Y2, 61, 8,), o que pode ser descrito como

1, H<C
Y, = min{7>,C}, = L
2 Bl & 0, Th>C

1, T) <Y
lemin{Tl,Yz}e&: ’ b= 2,

0, T >Y,

em que Y refere-se ao primeiro tempo de evento observado e 8, indica se este foi 77 ou ndo. Y,
refere-se ao tempo que foi observado apds Y; que também pode ser o mesmo que Y; e &, indica
se T, foi censurado ou ndo. Existem 4 possiveis casos de observacdes que sdo apresentadas na

Tabela 1.

Tabela 1 — Possiveis observagdes para dados de riscos semicompetitivos.

Cendrio (Y1,Y2) (61,8)
Recorréncia e censura antes da morte ~ (77,C)  (1,0)

Morte depois da recorréncia ( ) (1,1)
Morte sem recorréncia (T»,T») (0,1)
Censura antes da recorréncia e a Morte  (C,C)  (0,0)

2.3 Funcoes de cépula

Nesta se¢do apresentamos alguns conceitos basicos sobre copulas e algumas funcdes
de cépulas mais usadas na literatura. Informag¢des complementares podem ser encontradas por
exemplo em Nelsen (2007), Trivedi, Zimmer et al. (2007), Durante e Sempi (2010)

Definicao 2.3.1 (Cépula). Uma cépula € uma distribui¢do multivariada cujas marginais seguem

uma distribui¢do Uniforme(0, 1). Considere o vetor aleatério U = (Uy,...,U,) € I" com cépula
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n-dimensional dada por
Cfg(ul, ,Mn) = ]P)[Ul < ul,...,Ugun; 9], (ul, ...,uk) S ]In, (2.5)
onde 6 é o pardmetro associado a fungdo cépulae I = [0, 1].

Teorema 2.3.2 (Teorema de Sklar). Seja F uma funcao de distribuicdo conjunta com marginais
Fi(t1),...,Fy(t,). Entdo, existe uma cpula n-dimensional tal que

F(tl,...,tn;e):%(Fl(tl),...,Fn(tn);G) (2.6)

Se Fi(t1),...,Fy(t,) sdo todas continuas, entdo ¢ € unica.

A prova deste teorema pode ser encontrado em Nelsen (2007). No Teorema 2.3.2 podemos
ver que a cOpula conecta as distribui¢des univariadas formando uma distribui¢do multivariada ou
também que uma distribuicao multivariada pode ser descomposta nas marginais univariadas e na
estrutura de dependéncia dada pela cépula. Uma importante classe de cpulas conhecida como
cOpulas Arquimedianas encontram uma ampla gama de aplica¢des devido a facilidade com que
elas podem ser construidas e a grande variedade de familias de copulas que pertencem a essa

classe.

Definic¢ao 2.3.3 (Cépula Arquimediana). A copula Gy (-) € dita Arquimediana se
(1’7&9(”7‘)) = ¢6_1[¢9(u) +¢9(V)]7 u,ve [07 1]7 0 cO.

Em que ¢g(+) : [0,1] — [0,00) é uma funcdo continua, estritamente decrescente e convexa, tal

que Pg(1) =0, p(-) <0e ¢y (-) > 0. A funcio @g(-) é chamada de fungdo geradora de cépula.

A seguir apresentamos as copulas Arquimedianas bivariadas de Clayton e de Gumbel ou
positiva estavel.

2.3.1 Copula de Clayton

A copula de Clayton (CLAYTON, 1978) € uma copula arquimediana simétrica com

funcio geradora de cépula ¢g (1) = 0! (r~% — 1). Da Defini¢do 2.3.3, a cépula de Clayton tem a
forma

Go(uy) = O+v9—1)70, geR" (2.7)

Veja que 8 — 0 implica independéncia, isto € 6 (u,v) = uv. Mas 0 — oo indica dependéncia
positiva. A copula de Clayton ndo contempla dependéncia negativa. No contexto de andlise
de sobrevivéncia, suponha que 77 e 75 sdo tempos de falha e que suas respectivas fungdes de
sobrevivéncia marginal sdo dadas por u = S; (1) e v = S»(12), entdo a fungdo de sobrevivéncia
conjunta € dada por

So(t1,12) = (S1(1) 0 +S2(1) 0 — 1) %. (2.8)
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2.3.2 Copula de Gumbel ou positiva estavel

A coépula positiva estavel, também conhecida como familia de Gumbel-Hougaard, foi

considerada por Hougaard (1986a), Hougaard (1986b). Tem a forma
0
Co(u,v) = exp{— [(—log(u))_e + (—log(v))_e} } , 6€(0,1), (2.9)

e fungio geradora dada por ¢g(¢) = (—log(t)) 9. Veja que quando 6 — 1 implica independén-
cia. Como a cépula de Clayton a cépula de Gumbel nao permite dependéncia negativa, mas
em contraste a de Clayton, apresenta uma forte dependéncia na cauda direita e dependéncia
relativamente fraca na cauda esquerda. No contexto de andlise de sobrevivéncia, suponha que 7T}
e T» sdo tempos de falha e que suas respectivas funcdes de sobrevivéncia marginal sdo dadas por

u=_S(t1) e v=_52(rp), entdo a funcdo de sobrevivéncia conjunta é dada por

So(t1,12) = exp {— [(—log(Sl(tl)))—e L (—log(Sz(tz)))—e] "} L 0e(0,1), (210

Estas func¢des de copula foram apresentadas com finalidades comparativas com os modelos de

fragilidade apresentadas na Secao 3, a continuagao.
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CAPITULO

MODELOS DE FRAGILIDADE

Iniciamos esta sec¢do coletando alguns resultados cujo foco € a transformada de Laplace
da fragilidade, uma vez que as func¢des de sobrevivéncia e de risco ndo condicional podem ser
facilmente obtidas usando essa transformada. Desta forma, a func¢do de verossimilhanca também
pode ser obtida através da transformada de Laplace. Esses resultados sdo apresentados em um
contexto univariado e multivariado e também sdo validos para todas as distribui¢des especificas

que serdo descritas no final desta secdo.

3.1 Modelo de fragilidade univariado

Em andlise de sobrevivéncia, tal como apontado por Wienke (2007, cap. 3), é impossivel
incluir todos os fatores de risco associados a ocorréncia do evento de interesse, talvez porque
tenhamos pouca ou nenhuma informacao no nivel individual. Esses fatores de risco desconhecidos
levam a uma heterogeneidade na populacao em estudo, que pode ser descrita por uma varidvel
que € chamada de fragilidade. O modelo de fragilidade cldssico e aplicado com mais frequéncia
assume uma estrutura de riscos proporcionais, condicionada ao efeito aleatério (fragilidade).
Mais especificamente, a funcao de risco de um individuo depende de uma varidvel aleatéria Z
nao observdvel e independente do tempo. Na estrutura de riscos multiplicativos que focaremos

ao longo desta tese, Z atua multiplicativamente na fun¢do de risco de base, isto é

A(t1Z) = ZXo (1) 3.1)

Aqui, Z é considerado uma varidvel aleatéria ndo negativa, Ao() é o risco de base comum
a todos os individuos. Para garantir que o modelo seja identificavel, as distribui¢des de fragilidade
sdo padronizadas para E[Z] = 1, se o valor esperado da distribui¢do de fragilidade existir. A
varidncia Var[Z] = 6 > 0 (se existir) € interpretdvel como uma medida de heterogeneidade entre

a populacao no risco de base (WIENKE, 2010). Quando 6 é pequeno, os valores de Z estiao
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localizados perto de um. Se 6 € grande, entdo os valores de Z sdo mais dispersos, induzindo
maior heterogeneidade nos riscos individuais ZA(¢). As covaridveis podem ser incorporadas ao

modelo (3.1) da seguinte forma
A(1)1Z,x) = ZAo(t) exp (@'x), (3.2)

sendo x = (x1,...,xp) € @ = (@1,...,9,)" as covaridveis e pardmetros de regressdo, respectiva-
mente. Consequentemente, um modelo de fragilidade € uma generaliza¢ao do conhecido modelo
de riscos proporcionais, ou modelo de Cox (COX, 1972). O modelo de riscos proporcionais é
obtido se a distribui¢do da fragilidade é degenerada em Z = 1 para todos os individuos (WI-
ENKE, 2010). Note que, de modo interpretativo, individuos com maior fragilidade podem ser
considerados mais frageis e, portanto, espera-se que eles experimentem o evento de interesse
mais precocemente do que outros individuos semelhantes em relacdo as covaridveis observadas.
Por motivos de simplicidade, os resultados abaixo sdo restritos ao modelo (3.1). Seja S(¢|Z) a

funcdo de sobrevivéncia de um individuo condicional 2 fragilidade Z. E f4cil mostrar que
S(t|Z) = e~ oA wlZ)du — g=ZAo(r) (3.3)

onde Ag(t) = [y Ao(u)du, denota a fungio de risco de base acumulada. Desde que Z é uma
variavel aleatoria latente, os dados para este modelo condicional (3.3) (ou individual) ndo sdo
observdveis, portanto, € necessario considerar o0 modelo marginal (ou populacional), em que o
termo fragilidade estd integrado. A funcao de sobrevivéncia da populacdo € obtida a partir da

fun¢do de sobrevivéncia condicional S(¢|Z), integrando a fragilidade, isto é,
S(1) = / S(1|2)2(2)dz = / o Z000) g 2)dz = Efe~ 70
0 0

em que g(z) é a fungdo densidade da fragilidade Z. Note que a dltima expressdo ¢é a
transformada de Laplace de Z, .#%(s) = E[e~%*], avaliado em s = Ag(t), de modo que podemos

escrever

S(1) = Z2(Ao(t)). (3.4)

A conexdo com a transformada de Laplace foi primeiramente apontada e explorada por Hougaard
(1984), Hougaard (1986b). A transformada de Laplace tem um papel importante no estudo de
modelos de fragilidade. As derivadas da transformada de Laplace podem ser usadas para obter
resultados gerais sobre a distribuicdo de sobrevivéncia ndo condicional. A derivada r-ésima da

transformada de Laplace é dada por
L(s) = (~1)E[Z7e ), (3.5)
e portanto o r-ésimo momento da fragilidade é dado por

E[Z7] = (=1)"2"(0). (3.6)
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A funcdo densidade do tempo de falha é dada por

_dsS(1)

— = (D) Zz(Ao(1)). (3.7)

ft) =

A funcio de risco € entdo obtida como a razao entre a densidade e a funcao de sobrevivéncia

Z7(Ao(1))
At) = —Ao(t) =4 (3.8)
0 =200 7, (hot0)
De (3.6), a esperanca e a variancia também podem ser caracterizadas pela transformada de
Laplace da fragilidade
E[Z] = —£'(0) (3.9)
Var|z) = £"(0) — (—£(0)) (3.10)

assumindo a existéncia das expressdes anteriores. Por exemplo, no caso de uma distribui¢ao
positiva estdvel, os momentos ndo existem. Aqui, .Z’ e .#” denotam a primeira e a segunda

derivada da transformada de Laplace.

A distribuic@o da fragilidade descreve a fragilidade da popula¢do no inicio do seguimento.
Supde-se que a fragilidade seja fixa para cada individuo ao longo do tempo, mas a composicao
da populagd@o muda com o passar do tempo. Em média, os individuos mais frageis experimentam
o evento de interesse em um tempo relativamente menor. Devido a este fato, a distribui¢cdo da
fragilidade na populacdo de risco muda ao longo do tempo. O teorema a seguir aponta para esse

fato e estabelece a ligacdo entre o modelo condicional e o ndo condicional.

Teorema 3.1.1 (Vaupel, Manton e Stallard (1979)). Assuma o modelo de fragilidade dada por
(3.1). a funcdo de risco populacional, A (1) = % ¢ geralmente A (1) = E[A(¢|Z)|T > t], ou mais

especificamente,
Ar) = /Ooo/l(t|Z)g(z|T > 1)dz
= Ao(1) /wzg(le > 1)dz (3.11)
0

onde g(z|T > t) representa a fungdo densidade de fragilidade dos sobreviventes por um periodo

de tempo ¢.

O risco da populagdo € assim interpretado como a média ponderada dos riscos individuais
entre os sobreviventes (ver (3.11)). Os pesos sdo determinados pela distribui¢do da fragilidade.
Individuos frageis com altos valores de Z tendem a morrer primeiro. A prova deste teorema nao
serd apresentada neste trabalho mas pode ser encontrada em Wienke (2010, cap. 3). No entanto,

apresentamos a fun¢@o densidade de fragilidade dos sobreviventes até o tempo ¢, que € dada por

S(t|1Z)g(z)  exp{—ZAo(t)}g(z)

SO Zalho) G-12)

gET >1) =
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Da mesma forma, usando (3.7), podemos derivar a densidade de fragilidade para individuos que
morrem no momento ¢
_ f(t|Z2)g(z) _ —Zexp{—ZAo(1)}g(z)

) B 7/ M) 19

onde f(t|Z) = _%ﬂz) ¢ a funcdo densidade condicional do tempo de falha. Considerando
covariaveis no estudo, sob o modelo (3.2), a funcao de risco ndo condicional pode ser expressa
como a esperanca da fungdo de risco condicionada a estar em risco no instante # € o vetor de

covariaveis Xx, isto €,

A(t)x) = Ao(t) exp (@'x) E[Z|T > 1,x]. (3.14)

3.2 Modelo de fragilidade discreta

Em geral as distribui¢cdes de fragilidade continua ndo permitem assumir risco zero, in-
dicando que existe um subgrupo de individuos ndo suscetiveis ao evento de interesse mesmo
ap6s um longo periodo de observacgao, isto devido a que a varidvel ndo assume valor igual a
zero. A fragilidade Pc, € 1til para a modelagem de dados de sobrevivéncia que contenha uma
propor¢do de unidades experimentais para os quais o evento de interesse ndo ocorre mesmo
ap6s um periodo longo de observagdao (WIENKE, 2010). Outra abordagem, sao os modelos de

fragilidade discreta, cuja massa de probabilidade é definida nos inteiros ndo negativos {0, 1,--- }.

Suponha que a distribui¢do de probabilidade de Z € especificada por P[Z = z] = p,, para
z=0,1,...com } p, = 1 a funcdo de sobrevivéncia ndo condicional pode ser obtida somando
na Equacao (3.3) sobre o suporte da distribuicdo de Z. Assim, o fun¢do de sobrevivéncia nao

condicional é dado por

(o) [e55)

S(t) =Y. S(t1Z)p: =} [So(t)]" p- = E[[So(1)["] = wz(So(r)), (3.15)

z=0 z=0

onde yz(-) é a funcdo geradora de probabilidade da varidvel de fragilidade Z e Sy(t) =
exp (—Ao(?)) é a fungdo de sobrevivéncia de base. O modelo em (3.15), é o mesmo modelo
de sobrevivéncia com fracdo de cura obtido nos cendrios de riscos competitivos proposto por
Tsodikov, Ibrahim e Yakovlev (2003) e Rodrigues er al. (2009). Desde que P[Z = 0] > 0 a fungéo

de sobrevivéncia em (3.15) € impropria, isto é

lim S(t) = P[Z = 0] = yz(0) = po > 0 (3.16)

t—o0

Este resultado significa que apds um longo periodo de tempo existe uma probabilidade py > 0

de que uma unidade experimental ndo seja susceptivel ao evento de interesse.
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3.3 Modelo de fragilidade multivariada

Na andlise de dados de sobrevivéncia, implicitamente, a maioria dos modelos e métodos
estatisticos, especialmente o modelo de riscos proporcionais de Cox, foram desenvolvidos sob a
suposicdo de que as observacgdes de diferentes sujeitos sdo estatisticamente independentes umas
das outras. Embora isso seja sensato em muitas aplicacdes, tornou-se 6bvio que essa suposicao
ndo se aplica a certas situacdes (WIENKE, 2010). Por exemplo, algumas vezes os dados de so-
brevivéncia sdo observados em grupos de individuos, assim como, individuos da mesma familia,
pacientes tratados no mesmo hospital ou dentes restaurados de um mesmo individuo. Em tais
situacgdes, € esperado que os tempos observados dentro de cada grupo apresentem certas seme-
lhancas que ndo seriam observadas entre os diferentes grupos. Para um dnico individuo podemos
observar o mesmo evento varias vezes. O nimero de repeticdes da medida pode ser aleatéria
em um periodo de acompanhamento (eventos recorrentes) ou previamente prefixada (medidas
repetidas). Para uma mesma unidade experimental podemos observar mais de um evento de
interesse. Nas situacdes dadas anteriormente, € razodvel supor a existéncia de associacdo entre
os tempos de sobrevivéncia, os quais caracterizam os dados de sobrevivéncia multivariados. A
abordagem mais popular sdo os modelos de fragilidade em que um ou mais efeitos aleatorios s@o

incluidos na func¢do de risco, para levar em conta a dependéncia entre as observagdes.

A primeira abordagem importante € o conceito de fragilidade compartilhada. Neste
modelo a funcdo risco para cada individuo no mesmo grupo, é exatamente 0 mesmo que no

modelo padrio de fragilidade univariada, isto é

A(t|Zi) = Zido(1). (3.17)

onde Z; € a fragilidade comum para todos os individuos no grupo k e Ay(z) é a fung@o de risco de
base comum para todos os individuos. Este modelo induz correlacio entre os tempos de eventos
dos individuos no mesmo grupo, isto €, o modelo assume que todos os tempos de eventos no
mesmo grupo k sdo independentes dadas as varidveis de fragilidade Z;. Em outras palavras,
trata-se de um modelo de independéncia condicional onde a fragilidade Z; é comum a todos
os individuos de um grupo k e, portanto, responsavel por criar dependéncia entre os tempos
dos eventos. Se Var(Z;) = 0 isso implica independéncia entre os tempos de eventos no grupo k;
caso contrdrio, ha dependéncia positiva eles (WIENKE, 2010). Por outro lado, assume-se que
ha independéncia entre as observacodes de diferentes grupos. Para mais detalhes veja o livro de
Duchateau e Janssen (2008, Cap. 4)

Suponha que j = 1,2,...n; em que ny é o numero de individuos no grupo k, logo a fun¢do

de sobrevivéncia condicional conjunta (dado Z;) para o grupo k € dado por

T
Sty -stn | Zk) = exp | —=Z Y Ao(t)) |, (3.18)

J=1
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com Ag(t) = J§ Ao(u)du é a fungdo de risco de base acumulada. O valor da fragilidade Z; é
constante ao longo do tempo. A func¢do de sobrevivéncia conjunta ndo condicional € obtida a
partir da fung¢do de sobrevivéncia condicional conjunta integrando a fragilidade em relacdo a

distribui¢do da fragilidade, isto é

S(l‘], ...,tnk) = /0°°exp (—Zk % A()(tj)) g(Zk)de = ng (% Ao(tj)> s (3.19)

j=1 j=1
onde g(zx) e Z7(-) sao a fungdo densidade de probabilidade e a transformada de Laplace
associada a fragilidade Z; do grupo k. Usando a propriedade da transformada de Laplace em

(3.5) e a func¢do de sobrevivéncia conjunta (3.19), podemos obter a fun¢do densidade conjunta

para um grupo k de tamanho ny, isto é

ank
— e~
f(t17'7t”k)_( 1) atlatnks(tl,.,tnk>

= (-1 T Aaley) 24 ()f Ao<r,->) (3.20)
J=1 j=1

Supondo que os tempos de sobrevivéncia estdo sujeitos a censura a direita e ndo infor-

mativa, a funcdo de verossimilhanga completa para o k-ésimo grupo de tamanha ny, € dada por

(In_kI [lo(tkj)}‘s”> zk eXp{—Zk %Ao(rj)} (3.21)

J Jj=1
onde d; = Z;f": 1 O e O;j € o indicador de censura do j-ésimo individuo no k-ésimo grupo. A
funcdo de verossimilhanca marginal para o k-ésimo grupo resulta integrando a verossimilhanca

completa em relacdo a fragilidade, isto é

Tk
(H [Ao(tx)] 8kj> (~1)hgyh (Z Aot ) (3.22)
J

As fungdes de sobrevivéncia ndo condicionais univariadas também sdo de interesse, pois
mostram como a fung¢@o de sobrevivéncia evolui ao longo do tempo para um individuo escolhido
aleatoriamente, sem levar em consideracdo o agrupamento dos dados. Obviamente, como os
individuos mais frageis morrem mais cedo, a populacdo muda automaticamente com o tempo,
e 1sso tem um impacto importante na funcdo de sobrevivéncia da populacdo (DUCHATEAU;
JANSSEN, 2008). A fun¢do de sobrevivéncia nao condicionais do j—ésimo individuo no grupo

k pode ser expressa em termos da transformada de Laplace (WIENKE, 2010), isto é

S(ti) = L2, (Moltjx)) (3.23)

Alternativamente, a funcdo de sobrevivéncia conjunta também pode ser dada em termos

das fun¢des de sobrevivéncia marginal dos individuos no grupo k de tamanho n;. Logo, de (3.4)
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segue a relacdo
Ao(tj) = gz;1<Sj(tjk))a J=1,.n (3.24)

A funcdo de sobrevivéncia conjunta ndo condicional (3.19) pode ser reescrita como

S(t1,.estn,) = L5, (zzj(sl (t1) +- +$Z;1(Snk(tnk))> . (3.25)

Esta € a representacdo de copula da fungdo de sobrevivéncia conjunta com base no
modelo de fragilidade, uma vez que vincula a fun¢do de sobrevivéncia conjunta as fungdes
de sobrevivéncia marginais. Observe que as fungdes de sobrevivéncia das marginais nesta
representacao de cépula (3.25) sdo derivadas do modelo de fragilidade e, portanto, sdo uma
funcido da distribuicdo de fragilidade (ver (3.4)). Nos modelos de copula discutidos na Se¢do 2.3,
as funcdes de sobrevivéncia marginais também sdo estimadas marginalmente, o que leva a uma
fungdo de sobrevivéncia conjunta diferente da funcdo de sobrevivéncia conjunta obtida a partir
do modelo de fragilidade Duchateau e Janssen (2008, Cap. 4).

3.3.1 Medida de dependéncia local

Uma medida de associacdo local entre os tempos 77 e 75 foi introduzido por Clayton

(1978) e sugerido por Oakes (1982), que denotamos por ¥*(¢1,#,) e é definida como

82
T, = S(t1,02) 5775-S(t1,12
e e (.20

(T > 1) (%S(tl,tz)) (a%s(zl,rz))

Esta medida nos permite investigar como a dependéncia muda com o tempo. De acordo com

Clayton (1978), ¥*(t1,t;) = 1, implica independéncia e ¥*(¢1,#;) > 1 associagdo positiva entre
os tempos 77 e 7.

3.4 Principais modelos de fragilidade

Nesta secdo descrevemos as principais distribui¢des utilizadas em modelos de fragili-
dade como Gama, Inversa Gaussiana (IG), Positiva Estavel (PE) e Poisson Composta. Essas
distribui¢des por sua vez pertencem a uma familia de distribuicdes denominada PVF (Power
Variance Function) que também serd descrita nesta se¢do na versao proposta por (HOUGAARD:;
HOUGAARD, 2000) e na versao proposta por (WIENKE, 2010).

3.4.1 Modelo de fragilidade Gama

A distribuicdo gama tem sido amplamente aplicada como modelo de fragilidade, por

exemplo, Vaupel, Manton e Stallard (1979), Santos, Davies e Francis (1995), Hougaard e
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Hougaard (2000), Duchateau e Janssen (2008), Hougaard (2012). E facil derivar de forma
fechada as expressoes de sobrevivéncia ndo condicional, densidade e fungdo de risco, devido a
simplicidade da transformacao de Laplace. Essa também € a razao pela qual esta distribui¢ao
foi usada na maioria das aplicagdes publicadas até o momento. A densidade de uma varidvel

aleatdria Z com distribui¢cao gama é dada por:

1
g(z) = mc;'fz'<—1e—‘”, z>0 (3.27)

com parametro de forma k > 0 e parametro de escala o > 0. A transformada de Laplace ¢

Ly(s) = (1+%)*’<. (3.28)

Usando (3.9) e (3.10) e considerando o Laplaciano em (3.28) pode ser mostrado que E[Z] = g

e Var[Z] = %. Para garantir que o modelo seja identificavel, a restricdo Kk = ¢ € usada para
1
o

fragilidade. Assim Z ~T'(1/6,1/6), desta forma o correspondente Laplaciano da fragilidade

a distribui¢do gama, o que resulta em E[Z] = 1. Denote por 6 := — a varilncia da varidvel

pode ser reescrita como
Zo(s) = (1+6s)79. (3.29)

Isso implica que a fun¢do sobrevivéncia e a funcdo de risco ndo condicional no modelo de

fragilidade gama sdao dados por

1

S(t) = (14+6Ag(r)) 77 . (3.30)
A(t) = Hﬂg—iz(t) (3.31)

A densidade da distribuicao de fragilidade entre os sobreviventes no momento ¢ pode ser escrita

a partir de (3.12), na seguinte forma

1 0
g(z|T >1t)= %zél exp{—z (é +Ao(t)> } (3.32)

que € a densidade de uma varidvel de fragilidade com distribuicdo gama com parametro de
forma % e parametro de escala %—i— Ao(t). A media e varidncia da fragilidade entre os so-
breviventes no momento ¢, sdo dadas por E[Z|T > t] = (1 +0A¢(t))~! e Var[Z|T > ] =
0(1+0)(1+6Aq(t)) 2, respectivamente. Para mais detalhe veja Wienke (2010, Secio 3.3)

A funcdo de sobrevivéncia conjunta pode ser reescrita como uma cépula, considerando o
caso bivariado, (T1,T»), desde que ,,%Z_l (s)=06"" (s_e — 1), logo a partir de (3.25), temos que

_1
0

S(er,t) = ((S1(0) "0+ (52(2) 0 =1) ° (3:33)
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onde Si(71) e S2(r2), sdo as fungdes de sobrevivéncia marginal dos tempos de falha 7; e T3,
respectivamente. Essa expressao € a copula Arquimediana que corresponde a uma distribui¢dao
de fragilidade gama e é chamada c6pula de Clayton (CLAYTON, 1978), que € dada em (2.8).
Embora a forma funcional da copula em (2.8) e (3.33) seja a mesma, hd uma diferenca na maneira
como as fung¢des de sobrevivéncia da populagdo sdo modeladas (DUCHATEAU; JANSSEN,
2008).

Por outro lado, considerando a fragilidade gama, a medida de dependéncia local 9*(¢,1,)
definida em (3.26), ndo depende de (1,1,), ou seja, a dependéncia é constante ao longo do tempo,

isto é
ﬁ*(tl,lz) =1+6 (3.34)

Entdo, para valores grandes do parametro da fragilidade, maior € a associacdo entre 77 e T5. Para

maior informacao veja Duchateau e Janssen (2008, Secdo 4.2).

3.4.2 Modelo de fragilidade Inversa Gaussiana (IG)

A distribui¢do Inversa Gaussiana (IG) foi introduzida como uma alternativa a distribuicao
gama por Hougaard (1984). Semelhante ao modelo de fragilidade gama, existem expressoes
simples de forma fechada para as funcdes incondicionais de sobrevivéncia e risco, o que torna
o modelo atraente. A fun¢do densidade de probabilidade de uma varidvel aleatdria distribuida

gaussiana inversa com parametros ( > 0 e o > 0 é dada por

g(z) = ,/%exp (—ﬁ(z—uf), 2>0 (3.35)

A transformada de Laplace é dada por

2
Zy(5) = exp {3 (1 _Jie 2t S) } (3.36)
i} o

Logo de (3.9) e (3.10) obtemos E[Z] = u e Var[Z] = %3 :=0.Tomando E[Z] =u=1eVar[Z] =

1
I

resulta na seguinte transformada Laplace simplificada:

Zs(5) = exp {% (1 - \/W) } (3.37)

Isso implica que a fun¢do sobrevivéncia e a funcdo de risco ndo condicional no modelo de

fragilidade IG sdo dados por

S(t) :exp{% (1 —\/H—T/\o(t)>} (3.38)

Alt) = (3.39)
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A densidade da distribuicao de fragilidade entre os sobreviventes no instante ¢ pode ser escrita a

partir de (3.12), na seguinte forma

—_

2

. (2= (1+2600(0)) ) a0
exp | — 55 .

V2m?z? _1+2_BZAZ_0(t)

8T >1) =

que € a densidade de uma varidvel de fragilidade com distribui¢do IG com uma media e variancia
da fragilidade entre os sobreviventes no instante ¢, dado por E[Z|T >1¢] = (1 + 29Ao(t))_% e
Var[Z|T > t] = 6(1+260A(t)) 2, respectivamente. Para mais detalhe veja Wienke (2010, Segio
3.5).

A funcdo de sobrevivéncia conjunta pode ser reescrita como uma c6pula, considerando
logs

o caso bivariado, (T}, T»), desde que .Z, ! (s) = >~ (0logs —2), logo a partir de (3.25), temos

que

S(t1,02) = 27 (L5 1 (S1 (1)) + .25 (S2(12)))

1 2 2 112
—expq — — {m +1logS;(t1)(log Sy (t1) — 5) +1og > (1) (log Sa(t2) — 5)} ,
(3.41)

onde Si(t1) e S»(72), sdo as fungdes de sobrevivéncia marginal dos tempos de falha Tj e T3,
respectivamente. Note que esta copula pertence a familia de cpulas Arquimedianas com fungdo
geradora de cépulas @g(s) = .2, ! (s) = 10% (Blogs—2),0 > 0.

A medida de dependéncia local ©*(¢1,,) em (3.26), pode ser obtido usando (3.41), isto

0
1-— 910gS(Z‘1,l‘2)

O valor mais alto € obtido no inicio e € igual a 1 + 6 e vai para 1 quando a fun¢ao de sobrevivéncia

ﬁ*(ll,tz) =14+

(3.42)

vai para zero. Para maior informacdo veja Duchateau e Janssen (2008, Secdo 4.3).

3.4.3 Modelo de fragilidade Positiva estavel (PE)

O uso de distribuicdes positivas estdveis na andlise de dados de sobrevivéncia multivari-
ada remonta a (HOUGAARD, 1986a). Uma distribui¢do € positiva estavel se a soma normalizada
de n varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d) tiver a mesma dis-
tribuicdo que um fator de escala multiplicado por uma tnica varidvel aleatéria. Em termos
matematicos, uma distribui¢do estavel tem a propriedade de que, para Zy,- - - , Z, varidveis aleato-
rias independentes e identicamente distribuidas e para cada n existe uma constante normalizadora
¢(n) de modo que

c(n)Zl 2 2+ 2y,
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onde 2 denota “tem a mesma distribui¢ao que”. A constante ¢(n) toma a forma nly onde o
pardmetro Y ¢ do intervalo (0,2] e denominado expoente caracteristico. Para y = 2, a distribui¢do
normal é obtida. Para garantir uma distribuicdo nos nimeros positivos, restringimos aqui 0 caso
emque ¥ € (0,1). A func@o densidade de probabilidade de uma varidvel aleatéria uniparamétrica

com distribuicdo estdvel positiva € dada por Feller (1971)

1 & F 1
e k“k%ﬂz_k”_lsin(kyﬂ), 220, 0<y>1.  (343)

;]

Essa expressao € uma série de poténcias, convergindo rapidamente para grandes valores de z e
para valores pequenos de z. No caso especial de Y = 1, a distribui¢io da fragilidade se degenera
na massa pontual Z = 1 (WIENKE, 2010). Embora a func¢do densidade de probabilidade possa
ser representada apenas por séries infinitas, a transformada de Laplace tem uma forma muito

simples e € dado por

Z7(s) =exp{—s"} (3.44)

Todos os momentos dessa distribui¢do sao infinitos. Consequentemente, a esperanca da fragili-
dade € infinita e a variancia nao existe. Como apontado por Duchateau e Janssen (2008), este
fato tornou esta distribuicdo atrativa, pois, apenas funcdes de densidade com média infinita tém a
propriedade de que o parametro de heterogeneidade é independente da informacao da covaridvel
como mostrado por Hougaard (1986a). Usando a transformada de Laplace (3.44), a funcao de

sobrevivéncia e a fun¢do de risco ndo condicional sdo dadas por

S(r) = exp{—(Ao(r))"} (3.45)

A(t) = y20(t)(Ao(2))"! (3.46)

A funcgéo de sobrevivéncia conjunta bivariada de (77, 73), pode ser reescrita como uma

cépula, desde que .2, ! (s) = —(logs)!/7. Logo, a partir de (3.25), temos que

S(t1,12) = exp{ — [(~1og (1)) /7 + (~ Tog(52())) 7]} (3.47)

Essa expressdo é a copula Arquimediana que corresponde a uma distribuicao de fragilidade

positiva estavel e é chamada cépula de Gumbel, que é dada em (2.10).

Por outro lado, a medida de dependéncia local ¥*(¢1,#,) definida em (3.26), para o

modelo PE, é dada por

y—1

Y (,n)=1+—"———
<17 2> +’)/10gS(t1,t2)

(3.48)

Para maior informacao veja o livro de Duchateau e Janssen (2008, Secao 4.4).



46 Capitulo 3. Modelos de fragilidade

3.4.4 Modelo de fragilidade PVF: Versao (WIENKE, 2010)

Nesta secao apresentamos a familia das distribuicdes PVF (Power variance function) na
versao apresentada por Wienke (2010) no livro intitulado “Frailty models in survival analysis”.
Esta familia de distribuicdes que inclui as distribui¢des Gama, IG e PE foi sugerida por Tweedie
(1984) e derivada independentemente por Hougaard (1986b). A familia triparamétrica denotada
por PVF(y,u,0) com u > 0,0 >0e 0 < v <1 tem fungdo densidade de probabilidade dada

por

—o(1-9)(i-1)

”: i sin(kyrm). (3.49)

al-

s = U e (S I
k=1

A transformada de Laplace é dada por

Z5(s) :exp{$ [1— (1+ﬁﬂ}. (3.50)

A esperanca e variancia da varidvel aleatoria Z com distribuicdo PVF sdo obtidas com a ajuda da
primeira e da segunda derivadas da transformacio de Laplace, isto é, E[Z] = u e Var[Z] = u?/o,
respectivamente. A distribui¢do PVF se reduz a distribui¢do gama quando y — 0 e a distribui¢ao
IG quando y = 0.5. A distribui¢do PE pode ser obtida como um caso especial da distribui¢io
PVF. Para mostrar esse fato, sdo necessdrias algumas consideragdes assintoticas. Reescrevemos
o logaritmo da transformada de Laplace (3.50), para mais detalhes veja Wienke (2010). Para o
caso em que ¥ < 0, a distribu¢do PC pode ser obtida, isto serd visto na Secao 3.4.6.

Para garantir a identificabilidade do modelo, assumimos E[Z] = u = 1 e considerando

Var(Z) = L := 6, a transformada de Laplace (3.50) se torna

PRI (L ) O 1S asn

Isso implica que a fun¢do sobrevivéncia e a funcdo de risco ndo condicional no modelo de

fragilidade PVF sdo dados respectivamente por

e I G = 352
e =t (1+2292) s

Para calcular a densidade da distribuic@o de fragilidade entre os sobreviventes num momento
especifico, restringimos novamente ao caso U = 1 e eliminamos as covaridveis observadas para

manter as férmulas simples:

—(1—7/)( z l)
Q(2|T > 1) = e 04

Ar-177
hd _MAkY(r=1)
e (=D N
X%I;(—I)J“ (BA—Y)k(1=7) 9k P " sin(kyr). (3.55)

(3.54)

f—
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que € a densidade de uma varidvel de fragilidade com distribuicdo PVF com parametros A =

1+ OIATO(;) (em vez de u), DA™Y (em vezde O) e 7.

A func¢do de sobrevivéncia conjunta pode ser reescrita como uma cépula, considerando o

caso bivariado, (71,73). A partir de (3.25), temos que

_ (1=7) Uy v !
S(t1,1) = exp{ 5 1= (0 n T =1) ] ps (3.56)
onde by =1+6 (l - ﬁ,) log(Si(#;)), i = 1,2. A medida de dependéncia local ¥*(¢1,%,) em
(3.26), pode ser obtida usando (3.56), isto &,

-1

O (t1,12) = 14 0 (1+9 (1—1%» log(S(tl,tz))) (3.57)

3.4.5 Modelo de fragilidade PVF: Versao (HOUGAARD; HOUGA-
ARD, 2000)

Nesta secao apresentamos a familia das distribui¢des PVF (Power variance function) na
versdo apresentada por Hougaard e Hougaard (2000) no livro intitulado “Analysis of multivariate
survival data”. Nesta versdo da familia de distribuicdes PVF denotado por PVF(y,u,0), a
variancia da varidvel aleatdria € uma funcao de poténcia da sua média. Sob essa parametrizagao,
a familia de distribui¢des PVF inclui como casos especiais as distribui¢des gamma para y = 0,
PE para o0 =0e u = ye IG para y = 0.5, entre outros. O espaco paramétrico da distribui¢ao
PVF consisteem Yy < 1,u >0com o >0paray>0e o >0 paray <O0.

Para y > 0 a distribuicdo PVF estd concentrada nos nimeros positivos e sua funcao de
densidade € dada por (veja Hougaard e Hougaard (2000, Pag. 504))

- k
::—m+ﬁy_ﬂl) E@£19<}7E> in(ykm), y>0 3.58
g(z)=e (am g% k! oy sin(ykm), y> 0. (3.58)

Para y < 0 a distribuigcdo PVF estd concentrada nos nimeros positivos ou zero, isto
implica que alguns grupos tém risco zero. O termo I' na densidade ndo € necessariamente
definido e, portanto, podemos usar a expressao alternativa para a funcao densidade da PVF como
(veja Hougaard e Hougaard (2000, Pag. 504))

ozl 1 & (—pa?/y)*

, ¥y>0. (3.59)
z = k'T(—ky)

gz)=e
Essa expressdo € vélida para todos os valores de 7, exceto 0 e 1, com a convencdo de que quando
a funcdo I' no denominador € indefinida (o que acontece quando k7Y € um inteiro positivo), o

termo inteiro na soma € zero.
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A transformada de Laplace é dada por
Z(s) :exp{_—;‘ [(a+s)7—cﬂ}. (3.60)

Seja Z ~PVF(y,u,0),onde y <1, u >0e o > 0, entdo
E[Z] = uc” ! e Var[Z] = u(1—7y)6" 2.

Quando ¢ > 0, todos os momentos positivos da distribuicao existem. Para evitar problema
de identificabilidade, assumimos que 4 = ¢ = 1 assim E[Z] =1 e Var(Z) =1 —7y. Logo a

transformada de Laplace da distribuicdo de PVF com essa restri¢do €

Z(s) =exp{—%/ [(1+5)"—1] } (3.61)

Este modelo estende os modelos IG, PE e, portanto, € ttil para testar qualquer um dos modelos.

Também pode ser usado como uma maneira flexivel de descrever a dependéncia.

3.4.6 Modelo de fragilidade Poisson composta (Pc)

A distribui¢ao composta de Poisson foi introduzida por Aalen (1988), Aalen et al. (1992)
como uma distribui¢do de fragilidade. Uma propriedade interessante do modelo é que ele permite
um subgrupo de fragilidade zero, que nunca experimenta o evento de interesse. Esse modelo é
relevante para a medicina e a demografia, por exemplo, ao considerar a mortalidade por causa
especifica ou a ocorréncia de uma doenca. Apesar do fato de que a densidade da parte continua
¢ dada apenas como uma série infinita que deve ser calculada numericamente, a distribuicao é
matematicamente conveniente. Também pode ser visto como uma escolha natural. A distribui¢cdo
pode ser construida da seguinte forma: A fragilidade Z dos individuos da populag¢do em estudo é

Xi+Xo+...+Xy, se N>O0;
Z= (3.62)
0, se N=0
onde N ~Poisson(p) com p > 0 e as varidveis Xj,Xp, ... s3o i.i.d. com X; ~I'(k,v), k >0e
v > 0. Alem disso, N € tomado para ser independente de X1,X>,.... Usando o laplaciano da
distribuicdo gama Zx(s) = (14 §)~* e a fungdo geradora de probabilidades da distribui¢ao
Poisson, yy(s) = e P(1=¢"") pode ser mostrado que

Zy(s) :exp{—p [1— <1+%)K]}. (3.63)

3.4.6.1 Modelo Pc a partir do modelo PVF: Versdo (WIENKE, 2010)

kv?
5

Z7(s) = exp{—K—;y [1 - (1 + %)y} } . (3.64)

Fazendo a parametrizacdo p = vV =V e K = —7%, o Laplaciano é dado por
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A partir de (3.64) pode se mostrar que E[Z] = kv?~! e Var[Z] = k(1 — y)vY~2. Logo, para
E[Z] =1e Var[Z] =6 = 1%7 o Laplaciano da distribui¢do Pc se torna em (3.51), que ¢ igual ao
Laplaciano da distribuicdo PVF. Portanto, como as transformadas de Laplace da distribui¢ao PVF
e adistribuicao Pc sdo iguais (exceto para a faixa do pardmetro 7y, que pode ser negativo no modelo
Pc), as propriedades obtidas da transformacdo de Laplace sdo as mesmas. Consequentemente,
a funcdo de sobrevivéncia da populacio e as fungdes de risco do modelo de fragilidade Pc
coincidem com as respectivas fun¢des no modelo de fragilidade do PVF. Assim, a funcao de
risco para a distribui¢do Pc, A (), corresponde a expressdo (3.53). Deve-se notar que a integral de
(3.53) em [0, o) € finita se ¥ < 0. Consequentemente, a fungio de sobrevivéncia dada em (3.52)
¢ impropria dado que uma fragdo dos individuos tem fragilidade Z e nunca experimentardo o
evento em estudo. O tamanho da proporcdo ndo susceptivel ao evento de interesse, pg, € dado

por

po = lim S(1) = limexp{ (16_;’) (1 . (1 + GAO(I))Y) } — exp{ a _w} (3.65)

t—yoo t—voo

3.4.6.2 Modelo Pc a partir do modelo PVF: Versdo (HOUGAARD; HOUGAARD, 2000)

Quando y < 0 em (3.60) a distribui¢do € também chamada de Poisson composta. Consi-
derando a parametrizacdo K = —Y,V=0¢ep = —”—37 em (3.63) podemos obter a transformada
de Laplace da distribui¢io PVF dada em (3.60). Aqui, para ¥ < 0 ha uma probabilidade py da

varidvel aleatoria ser zero, e € dada por

wﬂ)
po=exp| ——
’ ( Y
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CAPITULO

MODELO DE FRAGILIDADE PARA DADOS
DE RISCOS SEMICOMPETITIVOS

4.1 Introducao

Em algumas situagdes, os sujeitos em estudo podem vivenciar um dos vérios eventos
denominados ‘terminais’, e onde a ocorréncia de um evento impossibilita a ocorréncia posterior
de qualquer outro (HANEUSE; LEE, 2016). Esta € a estrutura cldssica de “riscos competitivos”
(LAU; COLE; GANGE, 2009), onde o tempo até o evento de falha e a causa da falha/indicador
de censura sdo registrados para cada observagdo. No entanto, em muitos ensaios clinicos de
cancer, a ocorréncia de um evento intermediario nao terminal, como a recorréncia do tumor, é
frequentemente o evento de interesse. Essa recorréncia do tumor (evento nao terminal) pode ndo
impedir a morte do sujeito (evento terminal), com o evento terminal censurando dependentemente
0 evento ndo terminal, mas nio vice-versa. Este € o cendrio de riscos semicompetitivos (FINE;
JIANG; CHAPPELL, 2001).

Para fins motivacionais, considere nosso conjunto de dados gerado a partir de um ensaio
clinico randomizado, multicéntrico e controlado simultaneamente (MOERTEL et al., 1990;
MOERTEL et al., 1995) para determinar a eficicia de dois regimes de terapia adjuvante (somente
levamisol e levamisol mais fluorouracil) na melhoria das taxas de cura cirtrgica para o cancer
de célon em estdgio III. Do ponto de vista clinico, é necessaria uma avaliagdo adequada da
distribui¢do de sobrevida de pacientes com recorréncia tumoral intermedidria apds um regime de
tratamento especifico pds-ressecdo para uma previsao informada do risco de recorréncia para
outros pacientes e estratégias de tratamento adaptativas subsequentes. No entanto, isso € um
desafio, dada a forte correlagdo positiva (veja a Figura 3, painel esquerdo) entre 77 (tempo até a
recorréncia do tumor) e 7> (tempo até a morte), com 77 < 7> (dados observados apenas acima
da diagonal), o que torna invalidas as suposi¢des tipicas de censura independente em andlise de

sobrevivéncia (OAKES, 1993) e riscos competitivos (consistindo apenas em eventos terminais).
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Estado 1:
Doenca

Ari(tr) A2 (n2]tr)
Estado O: Estado 2:
Saudavel Morte

Figura 3 — Diagrama de dispersdo de 7} e 7> para o conjunto de dados de cancer de célon (panel esquerdo).
Modelo de Doenga-Morte para dados com estrutura de riscos semicompetitivos (panel direito).

Tempo do evento terminal

T T T T T
0 2 4 6 8

Tempo do evento nao terminal

Existem duas abordagens principais para analisar dados de riscos semicompetitivos. A
primeira abordagem considera uma distribui¢do conjunta para (71, 7>) especificada por meio
de um modelo de cépula na parte superior da diagonal. Dentro da estrutura de cépula, Fine,
Jiang e Chappell (2001) considerou uma cépula de Clayton (CLAYTON, 1978), Wang (2003)
considerou uma configuracdo de cépula mais geral, enquanto Lakhal, Rivest e Abdous (2008)
consideraram uma cépula Arquimediana para estimar o parametro de dependéncia. A formulagdo
relacionada considerando os efeitos variantes no tempo de um tratamento na distribui¢do margi-
nal de um evento nao terminal foi considerada em Peng e Fine (2007) e Hsieh e Huang (2012).
Além dos modelos de transformagao semiparamétricos (CHEN, 2012), abordagens mais recentes
(ZHOU et al., 2016) abordam a censura dependente selecionando primeiro um modelo de cépula
adequado por meio de uma abordagem de diagndstico exploratéria (BANDEEN-ROCHE ez al.,
2005) e em seguida, desenvolver um procedimento de inferéncia para estimar simultaneamente
a funcdo de sobrevivéncia marginal da recorréncia do cancer e um parametro de associa¢io
no modelo de copula. Recentemente, Peng, Xiang e Wang (2018) consideraram uma extensao
semiparamétrica para lidar com dados de riscos semicompetitivos agrupados. Esta formulacao
de varidvel latente através de uma estrutura conjunta (cépula) leva a uma interpretacao hipotética
da distribui¢do marginal dos eventos ndo terminais, € também complica a andlise de covariancia
(XU; KALBFLEISCH; TAI, 2010). A segunda abordagem traz o problema de riscos semicom-
petitivos na estrutura classica do compartimento doenca-morte (HANEUSE; LEE, 2016), que,
na realidade, é um caso especial de modelos multiestado (ANDERSEN; KEIDING, 2002). O
conceito de avaliacdo de riscos semicompetitivos se encaixa naturalmente no paradigma doenca-
morte bem estabelecido (XU; KALBFLEISCH; TAI, 2010), onde um paciente pode transitar
para o evento terminal diretamente ou via evento ndo terminal, com o modelo completamente
especificado através das funcdes de intensidade de transi¢ao para as trés transi¢des distintas.
Aqui, a dependéncia entre 77 e 7> € introduzida por meio de uma fragilidade compartilhada ou

termo de efeitos aleatérios. Enquanto Xu, Kalbfleisch e Tai (2010) consideraram uma fragilidade
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Gamma, Jiang e Haneuse (2017) estenderam isso para uma classe de modelos de fragilidade
de transformacdo, permitindo uma gama mais ampla de possiveis distribui¢des de fragilidade.
Dentro desse quadro doenga-morte, existem outros cldssicos (KIM; KIM; KIM, 2019; HA et al.,
2020; LEE; GILSANZ; HANEUSE, 2021) e Bayesianos (HAN et al., 2014; LEE et al., 2015;
LEE et al., 2016) sendo estas formulacdes baseadas em fragilidade de riscos semicompetitivos
que lidam com varias complicacdes de dados, como censura de intervalo, falha intermediéria,

reducdo de viés, etc.

Nesta tese, estudamos dados de riscos semicompetitivos sob a formulacao de doenca-
morte com fragilidade compartilhada. Consideramos como nossa escolha de fragilidade a distri-
bui¢do PVF, proposta por Wienke (2010), a qual € descrita na Secdo 3.4.4. Esta distribuicdo é
facilmente tratavel devido as expressdes de forma fechada da fun¢do de sobrevivéncia marginal e
taxa de risco marginal. Além disso, ¢ um modelo flexivel no sentido de que contém as densidades
gama, IG e PE como casos especificos. Desta forma ao considerar a familia de fragilidade PVF

podemos verificar se o ajuste dos submodelos (que sdo membros da familia) € satisfatorio.

4.2 Modelo de riscos semicompetitivos

Como mencionamos anteriormente, dados de riscos semicompetitivos podem ser con-
venientemente modelados usando modelos de doenca-morte, que € um modelo multi-estado
(MEIRA-MACHADO et al., 2009). No contexto de nosso estudo do cancer de célon, ele pode
modelar uma situac¢ao na qual o individuo pode estar num estado inicial (apds a resse¢ao do
tumor) “Saudavel” (estado 0) do qual ele pode transitar diretamente para o estado de “morte”
(estado 2) ou pode transitar para um “estado de recorréncia da doenga” (estado 1) primeiro e
depois para estado de “morte” (estado 2). Essa situagdo pode ser observada na Figura 3 (painel
direito). O modelo de doenca-morte é completamente especificado pelas fungdes de transi¢ao
ou risco para as trés transi¢des possiveis: risco de causa especifica da recorréncia da doenca,
A1(11); risco de causa especifica da morte, A (#,); e risco de morte condicional a um periodo de
recorréncia da doenga, A1(52[t1), 0 < t; < t,. Como em Xu, Kalbfleisch e Tai (2010), as taxas

de transicdo sdo definidas da seguinte forma:

Definicao 4.2.1. As taxas de risco ou de transi¢@o entre os estados 0 (sauddvel), 1 (recorréncia)

e 2 (morte) sdo definido por

P[T) € [t1,11 + A

~—

Ty >11,T> > 1]

)bl(tl):iig%) A , 1>0 (4.1)
 PBeEhn+AT >0, >t

2a(t2) = lim AR i‘l SLEEL I 4.2)
P|IT, €lth,tr +A)|T1 =11, 15 > ¢

l1z(f2|f1)=ii£% Bl t i' L h2= 2], 0<t <ty (4.3)

Na Definigdo 4.2.1, A5 (1) e A»(t2) representam as taxas de transi¢do do estado 0 (sau-
davel) para o estado 1 (recorréncia) e taxa de transi¢do do estado O (sauddvel) para o estado 2
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(morte), respectivamente, A2 (12|t ) representa a taxa de transi¢do do estado 1 (recorréncia) para
o estado 2 (morte). Observe que a taxa de transi¢do para o evento terminal apds a ocorréncia
do evento ndo terminal no instante, 7} = 1, A12(f2|t1), em geral pode depender de ¢, e t;. No
entanto,em um modelo de Markov, A15(#;|f1), depende apenas de t,, devido a propriedade de
Markov , que faz com que A1 (%2|t;) = A12(#2) .O modelo de Markov € usado com mais frequén-
cia devido a sua simplicidade (MEIRA-MACHADO et al., 2009).

As taxas (4.1)-(4.3), desempenham um papel muito importante pois definem a distribui-
¢do conjunta no quadrante superior do suporte de (77,73). De acordo com Xu, Kalbfleisch e Tai
(2010), para o modelo de probabilidade de (77, 7>) considere uma fun¢do de densidade conjunta

f(t1,1,) absolutamente continua no quadrante superior f, > 1, de modo que

/ / f(tl,tz)dl‘zdt] :P[Tl < 00] <1
0 51

Se um sujeito experimenta o evento terminal antes do evento ndo terminal acontecer, definimos
T\ = oo. Assim, o evento ndo terminal estd sempre definido mesmo que o evento terminal tenha
acontecido antes. Desta forma, o complemento da probabilidade € distribuido ao longo da linha

em f; = oo com densidade continua f.(f;), #, > 0 e de modo que

/0°° /tlwf(n,tz)dtzdtl +/0wfoo(t2)dt2 —1

Note que, nesta formulagdo ndo estd sendo especificada qualquer probabilidade positiva no

quadrante #; < t; < oo, 0 que é razodvel dado o processo considerado.

Observe que o evento ndo terminal, que pode ser a recorréncia da doenca, pode ocorrer
antes do evento terminal, como a morte, mas nao vice-versa. Entdo, é claro que a recorréncia da
doenca pode influenciar na ocorréncia da morte do paciente observado, ou seja, um sujeito com
recorréncia da doenca pode morrer mais rapido do que outro sem recorréncia. Isto significa que
existe uma dependéncia ndo observada entre os tempos 77 e T, associados a esses eventos. Uma
maneira de incorporar uma estrutura de dependéncia entre os eventos ndo terminal e terminal é
usar o modelo de fragilidade compartilhada (ou efeito aleatério) descrita na Secao 3.3 e que pode
ser encontrada em Wienke (2010), no qual os tempos 77 e 7> sdao considerados condicionalmente
independentes (dada a varidvel fragilidade ). Na seguinte sec¢do € descrito o modelo de fragilidade

no contexto de modelos de doenga-morte.

4.2.1 Uma abordagem de fragilidade

Seja Z > 0 uma varidvel aleatéria que denota a fragilidade compartilhada com E[Z] = 1.

Definimos fungdes de transi¢do condicionais andlogas a A1 (1), A2(t2) e A12(f2t1) da seguinte
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forma:

7Ll (l‘1|Z) = Z)Lm (1‘1), > 0, (4.4)
M (t|Z) =ZAp (1), >0, (4.5)
Ma(lt1,Z) =ZAn (1), 0<t1 <1y, (4.6)

em que Ao;(+), i = 1,2,3 sdo as fungdes de risco base (ou basal), que podem ser consideradas de
forma paramétrica ou ndo paramétrica, e Z é o efeito aleatdrio ou fragilidade de um individuo
especifico. Neste modelo, as trés taxas de transi¢do condicionais em cada individuo tém a mesma
fragilidade. No entanto, dado que os individuos sob observagdo ndo t€ém a mesma predisposi¢cao
para a ocorréncia do evento de interesse (heterogeneidade), a fragilidade é diferente para cada

sujeito.

A taxa de transi¢do condicional para o evento terminal, dado que ocorreu um evento niao
terminal, A12(f2|t1,Z), em (4.6), é assumida como um modelo de Markov, ou seja, Ap3(-), que
nao depende de #;. Deste modo, a razdo de risco explicativo condicional (CLAYTON, 1978; XU,
KALBFLEISCH; TAI, 2010), que é uma caracterizacdo da dependéncia entre 77 e 7>, é dada por

_ Antlh,Z)  As(n)
TR0 T A

h>1.

Assim, para Ay (t2) # Ao3(f2) (modelo geral), a recorréncia da doenga afeta o risco de
morte. Portanto, a dependéncia de 7, em 77 € descrita tanto pela razdo de risco explicativa
condicional (dado Z), Ag3(%2)/A02(72), bem como pela fragilidade Z, através do seu pardme-
tro desconhecido, que denotamos por 6 > 0. Quando Agy(t2) = Ag3(f2), (modelo restrito), a

dependéncia de T, e T é completamente especificada por Z.

A partir de (4.4)-(4.6) € possivel encontrar as respectivas fungdes de sobrevivéncia
condicionais. No contexto do modelo de Doenga-Morte, S(7|Z) pode ser interpretada como “ a
probabilidade de permanecer no estado 0 até o tempo ¢, dada a fragilidade Z”. Da mesma forma
como em riscos competitivos, equivalente a (2.4), podemos derivar a fun¢do de sobrevivéncia
condicional geral, S(z|Z), para riscos semicompetitivos no modelo de doenga-morte, usando as

taxas de transi¢ao condicionais definidas em (4.4) e (4.5), isto €, para 0 < t] <;
S(t|Z) =P[T1 > 1,1, > t|Z]

= [P[Permanecer no estado 0 até o tempo t|Z]
= ¢ 2o () +An (1)) 4.7

Se existe uma transi¢ao para o estado 1, a probabilidade condicional de permanecer no
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estado 1 até o tempo #, € dado por
Sp(k|t,Z2) =P > 6Ty =t,Z]
- e—Zfztlz Aoz (s)ds
_ 252 Aas(s)ds—Jg! Ao (s)ds)

_ e—ZA03(t1 ,tz), (48)

onde Ag;(t) = J§ Aoi(s)ds parai=1,2,3, sio as fungdes de risco de base acumulado e Ag3 (u,1) =
Ao3(t) — Ap3(u). Os resultados (4.7) e (4.8) serdo tteis para o estudo de simulagdo, apresentados
posteriormente na Secdo 4.4.

Por outro lado, a funcao de sobrevivéncia bivariada condicional, dado Z, pode ser obtida

da seguinte forma.

S(Z‘l,lz‘Z) :]P)[Tl > tl,Tz > l‘2’Z] :]P)[Tz > t2’T1 > tl,Z]P[Tl > 1 ’Z]
:P[Tz >N |Z]IED[T2 > t2|T1 = l‘],Z]P[T} > 1 ’Z]

Observe que, a P[T, > 1,|Ty > t1,Z] é diferente se t; <1, out; > f,, este dltimo associado com a
transicao direta para o estado do evento terminal , sem ocorréncia do evento intermedidrio ndao
terminal). Assim, pode-se verificar que,

PIT, > |Z|P[T, > t,|Th =11, ZIP[Ty > 1|Z], t1 <t

S(l‘],t2|Z) =
P[Tz > tz‘Tl = W,Z]P[Tl >h |Z], H>n

Note que, no caso t| >y, P[Th > t|T} = 0, Z] = P[T> > 1,]Z]. Logo,

$2(t1|12)S12(12]t1,2)S1(t111Z2), t1 <tr

S(tl,l‘2|Z) =
Sz(l‘2|Z)Sl (l‘1|Z), Hh>n

Assim, considerando as func¢des de transi¢do (4.4)-(4.6), temos que
o 25t Hanto)s) -2 (02 dsts1as) 2 (1! D))
e_Z< (;2 loz(s)ds) e—Z(, (;l Aot (S)ds)

Hh<t
S(tlat2|Z) =

; h>n
ou equivalentemente
e~ 2ot () +Ao () +Aos(2) Ao () 4 < ¢,

S0z — 4.9
(11,12|12) efZ(/\Ol(tl)+AO2([l)), n>n Y

A transformada de Laplace da distribui¢do associada a varidvel de fragilidade € crucial

para a inferéncia, dado que as fun¢des de sobrevivéncia e as taxas de transi¢do nao condicionais,
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podem ser facilmente obtidas usando a transformada de Laplace. Portanto, a funcdo de veros-
similhan¢a também pode ser obtida por meio da transformacao de Laplace (WIENKE, 2010).
No contexto de riscos semicompetitivos, a partir do modelo Doenga-Morte com fragilidade
compartilhada, é possivel escrever as taxas de transi¢do marginais e as func¢des de sobrevivéncia
marginais em func¢do da transformada de Laplace associadas a fragilidade, .7 (s), a partir das
taxas de transi¢do condicionais (dado Z) nas equacdes (4.4)-(4.6). Este resultado € apresentado

no Teorema 4.2.2 a seguir.

Teorema 4.2.2. Sejam as taxas de transi¢do A;(t1|2), A2(2|Z) e A12(f2|t1,Z), definidas em
(4.4),(4.5) e (4.6), respectivamente, onde Z € uma varidvel aleatéria continua (fragilidade) com
suporte positivo, média 1 e variancias finita. Se a distribui¢do Z tem transformada de Laplace,
Z7(s), entdo

1. Para 0 < t; <1y, temos as seguintes funcdes de sobrevivéncia marginais
(La) Sip(t2lt) = ZLz(Ao3(t1,12)).
(1.b) S(l‘],tz) = gZ(AOI (tl) +A02(t1) —|—A()3(l‘1,t2)).
2. As taxas de transicdo marginais sao dadas por
(2.a) /l,‘([,') = —%i(ti)%log(.iﬂz(s)), s = Ao (l‘,‘) +A02(ti), i=1,2e
@2.b) Aia(t2|t) = —203(12) £ 1og (£ L5 (s)), s = Ao (1) + Aoz (t1) + Aoz (t1,12), 0 < 1 < 2.

onde Ag3(t1,12) = Aoz (t2) — Aos(t1) € Agi(t;) = [o Aoi(t)dt, i =1,2,3. sdo as fungdes de distri-

bui¢do base acumulada.
Prova:

(1) Para provar o Item (1.a), note que, a partir da funcdo de sobrevivéncia condicional dada

em (4.8), temos o seguinte resultado

(o)

512(f2’t1):/0 S12(t2]t1,2)g(2)dz

= /Ooo e~ Hos(n ’ZZ)g(z)dz

= XZ(AQ?,(HJZ))’

em que g(z) representa a fungdo densidade da fragilidade Z. De forma anéloga e usando o
resultado (4.9), pode se provar o Item (1.b)

(2) O resultado do item (2) sdo obtidos a partir da defini¢ao de taxas de transi¢do 4.2.1 e

usando as func¢des de sobrevivéncia condicionais (4.7) e (4.8), isto é
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(2.a) Veja que de (4.1), na Definicao 4.2.1, obtemos que

(. Phet,n+A)Ti >t,Th>t,2\ Pl >t,T5 > t]zg(z)
Ai(t) = lim
0 A—0 A P[Tl >t,1 Ztl]
(4.10)
1 lo%)
S / M (0BT > 1,73 > 1] (2)dz,
S(tl) 0

Logo, usando (4.7) obtemos que

(o]

S(t) = /O PT, > 11, Ty > 11|2)g(z)dz = /0 e Mol TA0 ) g (2)dz = Ly (Agr (1) + Az (1)),

onde, .Z7(+) é a transformada de Laplace de Z. Desta forma, em (4.10) obtemos

M) = i;l;(tsl)) /0 e g (2)dz = —i;‘z((t;)) %zz(s), 4.11)

onde, s = Aoy (f1) + Ap2(1). A dltima igualdade é obtida usando a propriedade de

Transformada de Laplace. Analogamente, pode se provar que

_Aoa(r2) d
Z7(s) ds

(2.b.) Seguindo a mesma ideia da prova anterior, temos

12(2‘2) =

Z7(s), (4.12)

1
P =1,T> > 1]

Aa(nlt) = /0 AMa(t2|t1,2)P[Th =11, T2 > 1r|z)g(z)dz  (4.13)

logo,

]P)[Tl =t,Tr > t2|Z] = IP)[TZ > l‘2|T1 :tl,Z]P[Tl = t1|Z]
=PTh>n|Ti =1,7Z]

y Py =11, >4 |Z| P[Th > t1,T> > 11|Z]
P[Tl > tl,Tz > ‘Z] ]P)[Tz > 1 ‘Z]

(4.14)

Note que, a partir de (4.8) e (4.7)

P[Ty > t,|T) =11,Z] = e*Z(/\o3(f2)*Ao3(fl)),

P[Ty > 1), Ts > 1;|Z] = e #Mo1()+An(n)

)

respectivamente. Logo, usando a defini¢éio de 4 (#1|Z), ndo ¢ dificil mostrar que

P[Ty =11,> > 11|Z]

P >0, T >nZ] M (1]2) = Z2o1 (11).
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Assim, em (4.14), temos que

P[T) =t1,Ts > tolz] = ZAg1 (11 )e™ Z(No1 (11)+A02(11)+A03 (12) —Ao3 (1)) (4.15)

Fazendo a integracdo em z, temos

P[T] =t,1 > l‘z] / P[Tl =n,I > t2|Z] (Z)dZ

_/ Zo1(t)e Z(Ao1 (t1)+Ao2(t1)+A03(12) — A03(t1))g(z)dz

_Aoi(n) d
Z7(s) ds

Z7(s) (4.16)

onde, s = Ag1(t1) + Aoz2(t1) + Aoz (t2) — Ap3(t1). Finalmente, substituindo (4.15) e
(4.16) em (4.13), obtemos

Aa(ta|n) = — )‘03(; / 72~ Z(Mo1 (1) +A02 (1) +A03(12) — 1\03(l1))g(z)dZ
Zy(s) ds 2(s ,
- 1M2(t2_) d—c?z(s)
%%XZ(S) ds
d 1
= —Ao3(r2) - log (%.fz(s)) - (4.17)

onde, s = Ag (l‘l) —|—A()2(t1) +A03(l‘2) —A()3(t1).

O

Observacao 4.2.3. Os resultados do Teorema 4.2.2, Items (1.b) e (2.b) foram obtidos assumindo
o modelo geral, isto é, quando Ay, (t2) # Ao3(2). Para obter estes resultados no caso do modelo

restrito, basta fazer Aoy (f2) = Ag3(t2) nos Items (1.b) e (2.b) ou, equivalentemente, Ap (1) =
A()3 (l‘z).

4.2.2 O modelo de doenca-morte com fragilidade compartilhada PVF

Nesta secao, consideramos a estrutura doenga-morte para o modelo geral; os resultados
correspondentes para o modelo restrito seguem diretamente assumindo Ap () = Ao3(+). No Teo-
rema 4.2.2 consideramos a varidvel de fragilidade Z com distribuicdo PVF, na versao apresentada
por Wienke (2010), com func¢do densidade (3.49). Para evitar o problema de identificabilidade

consideramos E[Z] = u =1 e Var(Z) = 6 = 1/o. Assim, da transformada de Laplace dada em
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(3.51) e do Teorema 4.2.2, as taxas de transicdo marginal sdo dadas por

1
Ai(ti) = Aoi(ti) (1 + ] (ti)j):\OZ(ti)))y , >0, i=1,2. (4.18)
~1
Aa(taltr) = Aoz (1) (1 + 6(Aar (1) +A?2£tly) +A03(tl’t2)))
y {9+ (1+ 9(A01(t1)+A(;2£t;/)+Ao3(t1,t2)))y] O<t <. @.19)

Observe que, a taxa de transi¢do marginal do estado “recorréncia” para o estado “morte”,
A2(t2t1), em (4.19) depende de ¢; e 1, portanto, ndo é markoviano em oposi¢do a sua taxa
de transicao condicional correspondente, a menos que Z seja constante (6 = 0). Neste modelo
nem todos os sujeitos tém a mesma fragilidade, portanto, as taxas de transicdo condicionais
sdo comparaveis apenas entre os individuos que compartilham fragilidade. Isso faz com que a
interpretacdo das taxas de transi¢cdo marginal e condicional seja diferente (LEE; NELDER et
al., 2004). Por outro lado, a partir do Teorema 4.2.2, podemos obter a funcao de sobrevivéncia
bivariada marginal S(z1,7,), bem como a fungdo de sobrevivéncia marginal para o tempo até o
evento terminal, dado que o evento ndo terminal ocorreu no instante ¢1, Sy2(f2|t1), isto é

St :eXp{le;yy [1 - (1+ 9(Ao1(t1)+A(1)2£t1y)+Aos(t1,tz))>y]} (4.20)

_ Y
Slz(l‘z\tl):exp{le—yy [1— (1+%ﬁy’h)> ]} @4.21)

A distribuicdo PVF € uma familia generalizada de familias de distribui¢des que inclui
as distribuicdes Gama, inversa Gaussiana (IG) e positiva estavel (WIENKE, 2010). Na Tabela
2 mostramos as taxas de transi¢do marginal e as fun¢des de sobrevivéncia marginais S(¢1,7,)
e S12(f2|t1), para os modelos IG e Gama. Primeiro, veja que, se fixamos y = 0.5 em (4.18) e
(4.19), podemos obter as trés taxas de transicdo marginal para o modelo IG, e as funcdes de
sobrevivéncia marginais sdo obtidas a partir de (4.20) e (4.21). Logo, se Yy — 0 em (4.18) e
(4.19), as taxas de transi¢cdo marginal para o modelo Gama, proposto por Xu, Kalbfleisch e Tai
(2010), sao obtidas. Similarmente, podemos obter as funcdes de sobrevivéncia marginal para o
modelo Gama quando Yy — 0 em (4.20) e (4.21).

A distribui¢do Poisson composta (Pc), com pardmetros > 0, o > 0, e ¥ < 0 tem fungdo
densidade de probabilidade similar a densidade da distribui¢do PVF definida em (3.49), isto considerando
uma parametriza¢do conveniente (veja Secdo 3.4.6). Assim, Wienke (2010) mostra que a transformada de
Laplace da distribuicdo PVF, definida em (3.50), € igual ao da distribui¢do Pc ( exceto para o intervalo do
parametro 7, que pode ser negativo no modelo Pc). Consequentemente, as taxas de transicdo marginais
considerando o modelo de fragilidade Pc sdo iguais as expressdes em (4.18) e (4.19). Da mesma forma,
conclui-se para as funcdes de sobrevivéncia marginal dadas em (4.20) e (4.21). Além disso, se ¥ < 0,
pode-se mostrar que a integral das taxas (4.18) e (4.19) sobre [0,0) ¢ finita. Consequentemente, a fun¢do
de sobrevivéncia € impropria devido a que uma fracdo de individuos t€m fragilidade zero e nunca
experimentardo o evento de interesse quando t, — oo, isto é, se ¥ < 0. Assim, essa fracdo de individuos é

dada por
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Tabela 2 — Taxa de transicdo marginal e Fun¢do de sobrevivéncia marginal para os modelos Inversa
Gaussiana (IG) e Gama

Taxa de transicdo marginal

Modelo li(t,') t;>0,i=1,2 l]2(l‘2’l‘1),0<t| <t

IG (y=05)  A0i(t:)(14+20(Ao1 () + Ao (1)) /2 Aoa(t2) (0 + (1+2605)"/2) (1420s) 7"
Gama (y — 0)  Ao;(#:) (14 0(Ao1 (t;) + Aoz (t:)) ™! 203(t2)(0 4+ 1)(1+0s)~!

s =No1(t1) +Aoa2(t1) + Aoz (t1,12)

Funcgdes de sobrevivéncia marginal

S(ll,l2)0<l1 <1, 512(l2|t1),0<t1 <t
IG(y=0.5) exp{g (1 —q +20s)1/2>} exp{% (1 —q —|—29A03(t1,t2))l/2>}
Gama (y—0) (1+6s)~'/8 (14 60Ag3(t1,12))~/®

s =Ao1(t1) + Aoz (t1) + Aoz (t1,12)

. 1—vy
po = ,lh_IBoS(tltz) =exp (9)/) . (4.22)

ty—oo

Por outro lado, as probabilidades de transi¢cdo marginal Po; (), Poa(£2) e P12(%2|f1) séo a pro-
babilidade de estar no estado 1 no instante #; dado que o estado interior O foi inserido no tempo 0, a
probabilidade de estar no estado 2 no instante #, dado que o estado anterior 0 foi inserido no tempo 0, e a
probabilidade de estar no estado 2 no instante #, dado que o estado anterior foi 1 e foi inserido no tempo
11, respectivamente. Usando as taxas de transi¢do condicionais e o laplaciano de Z, e desde que o tempo
de transicdo para os trés casos (0 — 1,0 — 2 e 1 — 2) s@o desconhecidos, integramos sobre o0s possiveis

tempos de transicdo. Assim, podemos obter

g Osit,n)\"  f1- Osi(t,n) " .
IPO,-(tl):/O )lm(t)(lJr Sl(_t;l)) exp{eyy[l—(hL Sl(_t;l)) ]}dt, i=1,2. (423
L 0 1=l 1— ) 4
PlZ(t2|l1)—/tl Ros (t) <1+S13Y’;1)> exp{eyy [1— <1+s13g,;1)> ]}dt (4.24)

onde Sl(l‘,tl) = Ay (t) —|—A02(l‘) —|—A03(I,t1), Sz(t = A()l(l) —I—Aoz(t) € S3(t,t1) = A03(I1,l‘). As provas des-
ses resultados encontram-se no Apéndice B. As integrais nas equagdes (4.23) e (4.24) serdo resolvidos
numericamente. Este procedimento € feito pelo método de quadratura de Gauss-Kronrod, usando a func¢ao

integrate () do pacote stats no R (R Core Team, 2022).
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Figura 4 — Fungdo densidade conjunta de (77,73), em 7T} < 75 . Com y = —0.5 (painel esquerdo), y =0
(painel central) e ¥ = 0.5 (painel direito)

4.2.3 Funcao de densidade de probabilidade e dependéncia local

No Apéndice A.1 é obtida a funcdo densidade de probabilidade conjunta de (77, 7>) no quadrante
superior 0 < #; <1,. A partir desse resultado e considerando o modelo condicional dado em (4.4)-(4.6),

temos que

Flt1,0]2) = M (1 \Z)/112(t2|t1,Z)exp{— /0 " (A (51Z) + Aa(s]2))ds + tlzllz(s]tl,Z)ds}
= o1 (t1)Ao3 (12)Z* exp {—Z(Ao1 (t1) + A2 (11) + Aos (11,12)) }

em que Ags(t1,12) = Aoz (t2) — Aoz (t1) € Aoi(t) = J§ Aoi(s)ds para i = 1,2,3. Entdo a fungdo densidade
marginal de (77,7>) no quadrante superior 0 < #; < 1, é obtida fazendo a integra¢do com respeito a
fragilidade Z com distribuicdo PVF e densidade g(z) dada em (3.49), isto &,

f(ti,1) = 10101)%302)/ODOZZGXP{—Z(/\Ol(ll) +Aoa(t1) +Aos(t1,12)) } (z)dz

Logo, usando uma propriedade de transformada de Laplace, fz(r) (s) = (—1)"E[Z"e~%], vista no Capitulo
3, dada em 3.5, concluimos que a fungio densidade de probabilidade conjunta de (77, 73) no quadrante

superior 0 < t; < tp, é dada por

— 4
flon) = ang(m)exp{leyy [1 - <1 4 8ha(n) +A(ff“y) +Aoa<r1,rz>>> ] }

y [6+ <1+ 0 (Ao (1) +A(;2£t1y) +A03(11,t2))>y] (4.25)
y <1 N 0(Ao1(t) +A(;2£11y) +Ao3(11,l2))>y2

A Figura 4 ilustra o gréfico de contornos da funcéo densidade conjunta f(¢1,%,), quando 73 < T». De
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Figura 5 — Fungdo densidade para 7, quando 71 > T, (T} = o). Com 6 = 0.5 (painel esquerdo), 6 = 1
(painel central) e 8 = 2 (painel direito)

forma muito similar, a partir do Apéndice A.2, pode-se mostrar que a funcdo densidade de probabilidade

na linha 77 = oo, isto é, quando o evento terminal aconteceu primeiro, ¢ dado por

- Aoz(tz)exp{le_;/ [1 B (1 N 0 (Ao1 (1) —i—/\oz(tg)))}} }

1=y
x (1 + 6 (Ao1(12) +/\02(t2))>y_1 .

1=y

A Figura 5 compara as fungdes de densidade para o evento terminal, dado que ndo aconteceu o
evento ndo terminal, isto variando Y. Aqui, podemos observar que para 0 = 0.5 as curvas sdo semelhantes
para os diferentes submodelos(veja painel esquerdo). No entanto, quanto maior o valor de 0, as curvas
sdo diferentes umas das outras (veja por exemplo painel direito). Note que o pardmetro 6 caracteriza a
dependéncia dos tempos T; e T3, entdo a partir da Figura 5 podemos dizer que a estrutura de dependéncia

¢ diferente para cada submodelo da familia de distribuicdes PVF.

Por outro lado, a partir de (4.20), o modelo bivariado induzido pela fragilidade com distribuicido
PVF com média 1 e variancia 6 > 0, inclui uma medida de associagdo local entre os tempos 77 e 11,

¥*(11,12), definida em (3.26), como uma fung@o de 6 e é dada por

0(Ao1 (t1) + Aoz (1) + Aoz (t1,12))
=y

d
ﬁ*(tl,tz)zl-l-e(l-l- ) , 0<t <t. (4.26)

A Figura 6 ilustra o comportamento de ©*(¢,1,) para diferentes valores de . Podemos observar
que ¥*(t,t;) em (4.26) 9*(1,t) = 1 + 6 é constante em (¢1,1,), quando y — 0, (veja painel central),
isto corresponde a fragilidade Gama, assim, neste caso, a associacdo entre 77 e T, é menor quando 0 é
pequena e a associagdo cresce quando 6 é maior. Porem, para a fragilidade PVF (0 < y < 1), 9*(11,12)
depende de (11,1,), a dependéncia é menor quando os tempos crescem (veja painel direito), além disso
©*(t1,1n) — 1 quando ] — oo e 1, — 0. Isso significa que para um periodo suficientemente grande, T; e
T; sao independentes. Por outro lado, se ¥ < 0, a medida de associacdo local entre 77 e T, do modelo PVF
corresponde ao modelo Pc, na qual 9*(¢;,t;) — oo quando ¢; — oo,isto é, quanto maior os tempos 7 € 1,

maior a dependéncia entre eles (veja painel esquerdo).
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Figura 6 — Medida de associacdo local entre os tempos 7} e T», para Y = —0.5 (painel esquerdo), Y =0
(painel central) e Y = 0.5 (painel direito)

Na seguinte se¢do, desenvolvemos o procedimento inferencial baseado na teoria da verossimi-
lhanca para o novo modelo de doenga-morte dado na Equacao (4.18)-(4.19). A seguir, assumimos uma

distribuicio Weibull para a fungo de risco de base Aq;(f) = a;fitP !, para a; > 0e B; > 0,i=1,2,3.

4.3 Inferéncia para o novo modelo doenca-morte

Supondo que n € o nimero de individuos em estudo. Sejam Tj; € Tj, os tempos at€ que o
evento ndo terminal e terminal ocorram, respectivamente, C; € o tempo de censura para o j-€simo su-
jeito, com j = 1,...,n, a qual é considerada censura a direita. Logo, o conjunto de dados observados
incluindo um vetor de p covaridveis, Xj = (x;1,x2,...,X;p)’ para o j-ésimo subjeito serd denotado por
D = (Yj1,Yj2,0/1,02,X;), com j = 1,...,n, onde como foi visto na Se¢do 2.2, pode ser descrito como

sz = min{sz,Cj}, 6j2 = I{szgcj}, le = min{le,sz} € 6jl = I{leﬁsz}’ ] = 1, D

A importancia de incorporar covaridveis no modelo reside no fato de que as varidveis explicativas
podem afetar o tempo de sobrevivéncia. Incluimos covaridveis no modelo de doenga-morte, incorporando-
as nas taxas de transicdo condicionais, andlogas as equagdes (4.4), (4.5) e (4.6), em que cada taxa foi

multiplicada por um termo que inclui as covaridveis, isto é,

l](f] |Z,X) :Zl{)l(tl)exp(q)’lx), >0 4.27)
A (12]Z,x) = ZAg2(12) exp ((plzx), >0 (4.28)
l]z(lz‘tl 7Z,X) = Z?Log(tz)exp(¢'3x), 0<<n (4.29)

onde X = (x1,x2,...,x,) € um vetor de p covaridveis de um sujeito especifico, @; = (@1, P, ..., Pip)’,
i=1,2,3 s@o os vetores de coeficientes e Z € a fragilidade compartilhada entre as taxas de transi¢do de
um sujeito especifico, tomadas para serem independentemente distribuidas de x. Logo, as correspondente
taxas de transicdo marginais com covaridveis sdo as mesmas que nas equacoes (4.18), e (4.19) onde a as
fungdes de risco de base, Ag;(+), e as fungdes de risco base acumuladas, Ag;(+), sdo multiplicadas com

exp (@ix) comi=1,2,3.

As fungdes de verossimilhanca do modelo doenca-morte sdo baseadas nas taxas de transi¢do con-

dicionais, que sdo obtidas ao encontrar primeiro as contribuicdes condicionais de cada um dos 4 possiveis
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casos, apresentados na Tabela 1, ou seja, (8;1,6;2) = (1,1),(0,1),(1,0),(0,0), e logo integrando sobre Z
usando a fun¢do densidade de probabilidade g(z), da fragilidade Z, dada em (3.49), mais especificamente,
usando a transformada de Laplace da fragilidade Z, dada em (3.51). Para maiores detalhes, veja o Apén-
dice A, onde a obtencao da funcdo de verossimilhanga, dada em (4.30), € descrita em forma detalhada.
Neste modelo assumimos que o efeito das covaridveis é o mesmo para todos os tempos e o tempo de
censura C; é independente de Tj;,Tj> dado x;. Seja & = (6,1,M2,MN3, 9, P,, P3), 0 vetor de parime-
tros a serem estimados, no qual 17; = (o, ;) € o vetor de pardmetros do modelo Weibull para cada taxa
Aoi(t) = (xiﬁ,-tﬁ"*l, em que ¢; é o pardmetro de escala e f3; € o parAmetro de forma, e @, = (¢;1, Qi2, ..., Pip)’
sdo os vetores de coeficientes, com i = 1,2, 3. O logaritmo da fun¢@o de verossimilhanga para ¥ dado os

dados observados é dado por

®) =Y {8ilogloi(YjiImy)+82(1— 8j1)log Ao (Yja|M,) + 81 82 log Ao3 (Y2 |n5) }

j=1

)

j=1

8j191x;+ ) (1 511)¢2X1+511512¢3X1}

0K (x;)\" 0K, (x:
+Z ;102 log {94‘(1"‘1(?)) ]+5j1(7’_1_6j2)10g<1+ 11();])>}
Jj=1 - -

{
{
e [ <1 (=) )]} 0
!
g

e nle)

= [ )(1-7) <1_ <1+91K2(y)>y)]}

onde Ki(x;) = (Ao1 (¥j11,)e®™ + Aoa (Yj1|1,)e® + A3 (Y1, Y2 |N3)e¥) e

<3

Jj=1

Kz(Xj) = (A()l (le‘nl)etplle —|—A02(Yj1n1)€q’/zxj), para ] =1,..,n

O estimador de méxima verossimilhanga de ¥, denotado por 1.A9, pode ser obtido numerica-
mente maximizando a equagdo (4.30). Embora todos os pardmetros do modelo proposto possam ser
estimados por esse procedimento, também adotamos uma abordagem de verossimilhanca perfilada para
7, devido a que este procedimento ofereceu as estimativas mais precisas e, a0 mesmo tempo, provou
ser computacionalmente o mais eficiente. A maximizacao de (4.30) segue as mesmas duas etapas para
obter estimativas de 1. Na primeira etapa do processo iterativo fixamos diferentes valores para ¥ no
intervalo (—7, 1), com 7 > 0. Logo, encontramos as estimativas de maxima verossimilhanca 6(y), 9, (7),
1,(7), N3(7),0,(7), @,(7) € @5(7) € 0 logaritmo da fungdo de verossimilhanga maximizada (i, () €
determinada. Nesta etapa, empregamos a funcdo optim() do pacote stats no software R (R Core Team,
2022). Na segunda etapa a fungio log-verossimilhanca £,y (Y) € maximizada em seguida § € obtida. As

estimativas de mdxima verossimilhanga de 6, ¢, 1,, N3, @, @,, @5 sdo, respectivamente, dadas por
0=0(y). M =1 N2=1000): M=), 1 = ¢:(V), §, = 05(7) ¢ @3 = 5(7)
Os procedimentos discutidos neste trabalho s@o desenvolvidos assumindo ¥ fixado. O inter-

valo de teste e estimativas para 9 = (0,1,1M,,M3,9;,¢,,P3), sob condi¢des de regularidade ade-
quadas (MALLER; ZHOU, 1996), pode-se demonstrar que a distribuicdo assintética do EMV S =
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(6,1,,M,,M5,9,,9,,P;) é normal multivariada com vetor de médias ¥ e matriz de covarianga

920(®)

—1
Y \MT _ —1
aﬂw} ),

(B) = {

avaliada em ® = B. Os elementos da matriz observada J (9¥) sdo obtidas numericamente. O pacote

numDeriv em (GILBERT; VARADHAN, 2019) fornece uma aproximag¢ao numérica precisa para essa

matriz.
Intervalo de confianca assintético com coeficiente o para cada pardmetro ¥ é dado por
<1§V—ZOC/2 v E”J’é},—i—za/z v Er,}’)’
onde £ ¢ o r-ésimo elemento diagonal de 2(1/5) estimado em 9, parar=1,...,p+dim(@)+ 1, dim(-)

denota a dimensdo do espago paramétrico, € 74 /> € 0 quantil 1 — o¢/2 da distribui¢io normal padréo.

4.4 Estudo de simulacao

Nesta secdo apresentamos um estudo de simulacdo para o modelo com estrutura de dados
semicompetitivos apresentado no Capitulo 4. Para avaliar o desempenho das estimativas de maxima
verossimilhanca do pardmetro do modelo de doenca-morte proposto em (4.18) - (4.19), realizamos um
estudo de simulacdo. Os dados de riscos semicompetitivos foram gerados, usando o algoritmo proposto

por Selle (2016), adaptando-se ao nosso modelo. O algoritmo € o seguinte:

1. Gerar Z ~ PVF(y,1, %), para y=0.5;

2. Simule o primeiro tempo do evento #,: fazendo p; = P[ndo ter nenhuma transi¢ao antes de ],

u; ~ Uniforme(0,1) e resolvendo a equagdo p; = u; parat;.

3. Simule o segundo tempo do evento #,: fazendo p, = probabilidade condicional de permanecer no

estado 1 até #,, up ~Uniforme(0,1) e resolvendo a equagio p, = up para t,.

4. Fazer p = P[ir ao estado 1], e u ~Uniforme(0,1). If u < p then Y, =1, 6, =1 e Y» =1, else
Yi=Yh=n 651 =0.

5. Simule o tempo de censura C: Fazendo u3 ~Uniforme(0,1). If u3 < 0.5 then C ~Uniforme(v, w)

else C=w.

6. fC>Y,thend =1lelseif C>YeC<Y,thenY, =Ce & =0elseY; =Y, =Ce 6 =6 =0.

No passo 2, a probabilidade de ndo ter nenhuma transi¢do antes do tempo ¢ é dado em (4.7) e con-
siderando o modelo condicional com covaridveis (4.27)-(4.29) podemos obter p; = exp(—Z[Aq; (1)e(®1® +
Ap2(1)e'®X)]). Similarmente, se existe uma transi¢io para o estado 1, o segundo tempo do evento, 2, é
simulado no passo 3, onde a probabilidade condicional de permanecer no estado 1 até o tempo #, é dado em
(4.8) e a partir de (4.27)-(4.29), podemos obter py = exp(—Z[Ao3 (tl,tz)e‘l’gx]). Logo, no passo 4, pode se
provar que a probabilidade de ir para o estado 1 no instante #, é p = Ag; (£)e®* /(Ao (£)e®* + Aoy (1)e®2¥).
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No passo 5, o tempo de censura foi simulado a partir de uma distribui¢do de mistura (XU; KALBFLEISCH,;
TAI 2010) com probabilidade 0.5 de uma distribui¢do uniforme(1.5,3) e com probabilidade 0.5 de um
ponto de massa em 3, sob estas condi¢des, a porcentagem média de observacdes censuradas varia de 10%
a20%.

Uma vez que os dados de riscos semicompetitivos s@o gerados, avaliamos o desempenho dos
EMYV dos parametros do modelo em (4.18)-(4.19) com covaridveis incorporadas a partir de (4.27)-(4.29).
Assim na fung@o log-verossimilhanga (4.30) do modelo proposto a as covaridveis x; € xp; sdo geradas a
partir da distribui¢ao Bernoulli(0.5) e da distribui¢éo uniforme(0, 1),respectivamente, para j = 1,...,n.
A fungdo de risco de base segue uma distribui¢io Weibull(a;, 3;), i = 1,2,3. Para o modelo restrito,
consideramos os vetores de coeficientes @, = @, = @, = (1, 1), os pardmetros da distribuicdo Weibull
loga =logop =logaz =1,e By = B = B3 = 1, de modo que EHR = 1. Para o modelo geral, considera-
mos @, =@, =¢@;=(1,1),logoy =logop =1elogoz =1.25¢e f; =B, =P3 =1 levandoa EHR > 1.

Finalmente consideramos o parametro de fragilidade ou de dependéncia 6 = 1.

Para as simulag¢des, tomamos os tamanhos da amostra n = 250,500 e 1000. Para cada configura-
¢o, realizamos 1000 simulagdes para calcular as médias dos EMV, denotado por ©. Calculamos o Desvios
padrdo (DP) SD = \/ZkN:1 (f?k —©)/N, onde B é 0 vetor dos EMV na k—ésima simulagdo, k= 1,...,N,

as raizes dos erros quadraticos médios (REQM) dos estimadores RMSE = \/ ZkN:1 ( s - 19(()))2 /N onde

89 ¢ o vetor de valor inicial dos pardmetros, a média do erro padrao (MEP), onde SE;, = diag(fk(ak)),
k=1,...,N, diag(ik(ak)) ¢ a diagonal da k—ésima matriz de variancias e covariancias estimadas, as
probabilidades de cobertura (PC) empiricas de 95% para os parametros do modelo e o viés. Os resultados
da simulagdo listados nas Tabelas 3 e 4 para os modelos geral e restrito, respectivamente, demostram que
os EMV estdo proximos dos valores verdadeiros, o viés, REQM e erros padrao diminuem a medida que
o tamanho da amostra aumenta e as PC empiricas estdo mais préximos do nivel de cobertura nominal
a medida que o tamanho da amostra aumenta, o que € esperado se o esquema de estimativa subjacente
estiver funcionando corretamente para produzir estimativas consistentes e assintoticamente normais. O
estudo de simulacio também foi repetido para 6 = 0,5 < 1e 8 =1,15 > 1, e os resultados obtidos foram

muito semelhantes.

4.5 Aplicacao: dados de cancer de cdlon

Nesta se¢do serd apresentada uma aplicagdo para o modelo com estrutura de dados de risco
semicompetitivos. Aplicamos o modelo de doenca-morte para um conjunto de dados num ensaio clinico
de cancer de c6lon com estdgio III, relatado em 1989 por NCCTG (North Central Cancer Treatment
Group) (MOERTEL et al., 1990) consistindo em dados de riscos semicompetitivos. O conjunto de dados
aparecem como dados de colon no pacote survival de R (THERNEAU, 2021). Aqui, os pacientes que
tiveram ressec¢des do tumor cancerigeno com intengdo curativa foram atribuidos aleatoriamente a um
dos tratamentos: (i) apenas observacao, (ii) apenas Levamisole (Lev) e (iii) Lev + Fluorouracil (5-FU).

Aqui, ap0s a resseccao cirdrgica completa do tumor, 929 pacientes foram acompanhados por 5 anos ou
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Tabela 3 — Resultados da simulacio para o modelo geral (EHR > 1)

Amostra Taxas Par. Valor verd. Média Viéis MEP DP REQM PC

log 6 0.0 0.182 -0.182 0.932 0.823 0.843 99.4

log B 0.0 -0.003 -0.003 0.122 0.110 0.110 95.4

A log a 1.0 0.995 -0.005 0.480 0.433 0.433 95.3
Lo 1.0 0.997 -0.003 0.251 0.243 0.243 94.8
01> 1.0 1.009 0.009 0.402 0.387 0.387 94.5

log 3 0.0 -0.006 -0.006 0.122 0.108 0.108 95.0
n=250 , log o 1.0 0.986 -0.014 0.480 0.418 0.418 94.6
2 o 1.0 1.002 0.002 0251 0251 0.251 949
0 1.0 1.004 0.004 0.402 0394 0.394 95.7

log B3 0.0 -0.013 -0.013 0.222 0211 0211 94.4

Y log o3 1.25 1.266 0.016 0381 0.359 0.359 955
2 oy 1.0 0.993 -0.007 0.326 0.321 0.321 95.5
03 1.0 1.035 0.035 0.493 0.501 0.502 94.7

log 6 0 -0.058 -0.059 0.641 0.592 0594 97.8

log B 0.0 0.004 0.004 0.091 0.084 0.084 95.2

Y log oy 1.0 1.030 0.031 0364 0341 0.342 947
Loy 1.0 0.999 -0.001 0.180 0.175 0.175 96.6
o1 1.0 0.992 -0.008 0.286 0.287 0.286 94.1

log B, 0.0 0.002 0.002 0.091 0.085 0.085 94.6
n=500 , log ot 1.0 1.024 0.024 0364 0340 0.340 942
2 gy 1.0 1.000 0.000 0.180 0.179 0.179 95.2
02 1.0 0.997 -0.003 0.285 0.288 0.288 94.3

log B3 0.0 0.001 0.001 0.165 0.155 0.155 94.5

Y log o3 1.25 1279 0.029 0.280 0.273 0.275 95.5
2 o 1.0 1.002 0.002 0237 0216 0.216 96.1
03 1.0 1.017 0.017 0.352 0350 0.350 94.3

log 6 0 0.010 0.010 0448 0.417 0.417 96.7

log B 0.0 0.010 0.010 0.066 0.062 0.063 95.5

Y log oty 1.0 1.034 0.034 0264 0251 0.253 96.1
L on 1.0 1.010 0.010 0.128 0.126 0.126 95.8
01> 1.0 1.013 0.013 0202 0201 0.201 95.5

log 3, 0.0 0.006 0.007 0.066 0.062 0.063 94.6
n=1000 , log ot 1.0 1.030  0.030 0.264 0.254 0.256 96.0
2 o 1.0 1.006 0.006 0.128 0.125 0.125 96.4
0 1.0 1.009 0.009 0.202 0206 0.206 94.8

log B3 0.0 0.008 0.008 0.119 0.111 0.112 94.5

o log otz 1.25 1.274 0.023 0200 0.188 0.189 96.2

P31 1.0 1.014 0.014 0.170 0.168 0.168 95.0
P32 1.0 1.015 0.015 0.249 0.248 0.248 95.1
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Tabela 4 — Resultados da simulag¢do para o modelo restrito (EHR = 1)

Amostra Taxas Par. Valor verd. Média Viés MEP DP REQM PC
log6 0.0 -0.151 -0.151 0.865 0.761 0.776 99.2

log B 0.0 20.001 -0.001 0.117 0.102 0.102 96.6

Y log oy 1.0 1.002 0.002 0.464 0.413 0412 96.1
Lo 1.0 0.998 -0.002 0.249 0241 0.241 95.1

012 1.0 1.011 0.011 0.401 0.389 0.389 94.6

log B 0.0 -0.002 -0.002 0.117 0.103 0.103 95.7

n=250 , log o 1.0 1.008 0.008 0.463 0.416 0416 95.0
2 o 1.0 0.994 -0.006 0.249 0.242 0.242 95.2

02 1.0 0.999 -0.001 0.401 0.391 0.391 96.4

log B3 0.0 -0.004 -0.004 0.209 0.194 0.194 95.3

Y log a3 1.0 1.023  0.023 0367 0.352 0.353 96.5

2 oy 1.0 0.999 -0.001 0321 0.321 0.321 94.8

03 0.5 1.023 0492 0.503 0.023 0.503 94.0

log6 0.0 20.025 -0.025 0.597 0.559 0559 97.7

log B 0.0 0.009 0.008 0.087 0.082 0.083 94.7

A log oy 1.0 1.049 0.049 0350 0.336 0.340 954
Lo 1.0 1.003 0.003 0.178 0.176 0.176 96.3

o1 1.0 0.989 -0.011 0.285 0.287 0.287 94.0

log 3 0.0 0.006 0.006 0.087 0.082 0.082 94.9

n=500 , log ot 1.0 1.039 0.039 0.349 0.329 0.331 954
2 o 1.0 1.009 0.009 0.178 0.176 0.177 95.7

¢ 1.0 1.000 0.000 0.285 0.286 0.286 94.8

log B3 0.0 0.009 0.009 0.154 0.145 0.145 94.2

A log o3 1.0 1.037 0.037 0267 0269 0271 95.3

2 o5 1.0 1.008 0.008 0.232 0209 0.209 96.4

03 0.5 1.018 0.018 0351 0.348 0.348 94.8

log6 0.0 0.024 0.024 0418 0391 0.392 962

log B 0.0 0.010 0.010 0.063 0.058 0.059 95.8

A log oty 1.0 1.038 0.038 0252 0241 0.244 96.2
Lo 1.0 1.009 0.009 0.127 0.122 0.122 95.7

012 1.0 1.012 0.012 0201 0.195 0.195 95.9

log 3, 0.0 0.008 0.008 0.063 0.060 0.060 95.2

n=1000 , log o 1.0 1.034 0.034 0251 0.243 0.246 95.9
2 o 1.0 1.008 0.008 0.127 0.123 0.124 96.3

02 1.0 1.011 0.011 0201 0.204 0.205 94.5

log B3 0.0 0.012 0.012 0.111 0.104 0.105 94.9

Y log a3 1.0 1.029 0.029 0.189 0.183 0.185 96.2

2 oy 1.0 1.014 0.014 0.165 0.161 0.161 952

03 0.5 1.013 0.013 0.248 0.243 0244 954
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mais (tempo médio de acompanhamento = 6,5 anos). O objetivo cientifico aqui € avaliar os efeitos das
covaridveis e do tratamento nas taxas de eventos terminais e nao terminais, e a dependéncia entre esses
eventos. Apds a exclusdo de individuos com dados incompletos e tempos de observacao ausentes, temos
um subconjunto de n = 888 pacientes com aproximadamente 50% de censura. Para cada paciente, temos
tj1: tempo até a recorréncia do tumor(em anos), que pode ser atribuido a células tumorais com componente
de metdstase deixadas ativas apds um tratamento inicial, ¢, : tempo até a morte (em anos) e x;: tratamento
(somente observacdo, Lev, Lev + 5-FU), j =1,...,888. O c6digo R para implementagdo do nosso modelo

estd disponivel no link do GitHub: <https://github.com/bandyopd/PVF-Semicompeting>.

No logaritmo da fun¢édo de verossimilhanga, dada em (4.30), consideramos a fung¢do de risco base
do modelo Weibull, especificada por Ag; (1) = o;BitP~1, i =1,2,3 e o termo que incorpora as covaridveis
é ¢;j = exp(@j1,xj1, + @i, xj1,), j = 1,...,n,i=1,2,3. Os efeitos da covaridvel (tratamento) sdo definidos

por meio de varidveis dummy como:

1, se Levamisole; 1, se Levamisole+5-FU;
X1, = € X1, =
0, caso contrdrio 0, caso contrério.

Ajustamos nosso modelo doenca-morte com a fragilidade do PVF, com os casos particulares: Inversa

—2114 2112
| |

Profile likelihood function
-2116
|

Profile likelihood function

-2118
|

10 08 06 o4 02 00 -020 015 010 005 000 005 0.0

Gamma Gamma

Figura 7 — Func¢do de verossimilhanca perfilada de y. Modelo geral (painel esquerdo), modelo restrito
(painel direito)

Gaussiana (IG, y=0,5) e Gamma (Y — 0). Conforme discutido na Secdo 4.3, para estimar Y, O parametro
v foi estimado via verossimilhanga perfilada; veja a Figura 7 onde sao mostrados os respectivos grificos da
fungdo de log-verossimilhanca perfilada de 7y correspondentes aos modelos geral e restrito. Os Estimadores
de méxima verossimilhanca (EMV), Erro padrao (EP) e o Intervalo de 95% de confianca (IC(95%)) do
modelo proposto e submodelos sdo listados na Tabela 5, tanto para o modelo geral quanto para o modelo
restrito. Em ambos os casos, observamos forte evidéncia de dependéncia entre o tempo de recorréncia e o
6bito (demostrado pela estimativa de 8). Observe que, para os trés modelos de fragilidade,  é menor no
modelo geral, indicando que parte da dependéncia entre 77 e T é capturada pelos diversos riscos de base.
Também observamos que embora o tratamento com somente Levamisol ndo tenha efeito significativo
sobre o risco de recorréncia, a combinacao (Lev + 5-FU) tem. Além disso, ambos os regimes nao tém
efeito significativo sobre o risco de morte, com ou sem recorréncia tumoral, conforme revelado em ambos

os modelos.


https://github.com/bandyopd/PVF-Semicompeting
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Na Tabela 6 aplicamos os conhecidos critérios de selecdo de modelos candidatos, Akaike informa-
tion criterion (AIC) (AKAIKE, 1974) e o Bayesian information criterion (BIC) (GELFAND; DEY, 1994).
Para o modelo restrito, a fragilidade Gamma fornece um ajuste (marginalmente) melhor, também revelado
na Tabela 5 (ja que a estimativa ¥ € muito préxima de zero). Observe que, embora as Log-verossimilhanga
para PVF e Gamma fossem quase idénticas, o ABIC (diferenca entre os BICs) foi mais proeminente (em
comparacao com AAIC), mas ndo excedendo a regra > 10 (ANDERSON; BURNHAM, 2004) para gerar
algum apoio substancial para o modelo Gamma. Para o modelo geral, tanto AAIC quanto ABIC foram
< 10, implicando consideravelmente menos suporte para o modelo Gamma. Embora ambos os modelos
possam ser escolhidos, consideramos o modelo PVF/Pc em nossa andlise subsequente. Como a estimativa
do parametro 7y é negativo, podemos sugerir que o modelo doenga-morte com fragilidade compartilhada
distribui¢do Poisson composta (Pc) se ajusta melhor aos dados. Portanto, devido a uma propriedade da
fragilidade Pc a proporcao estimada de pacientes que permanecem livres da doenga, ou seja, pg (dado
em (4.22)) é de 0,2561, o que implica que apds um longo periodo de tempo, aproximadamente 25% dos
pacientes podem ndo apresentar nenhum tumor recorréncia nem morte por cancer de célon apds resse¢do

completa do tumor cirurgicamente.

Tabela 6 — Log-Verossimilhanca, AIC e BIC para os modelos ajustados.

Modelo geral Modelo restrito
Model = Log-Verossimilhanca AIC BIC Log-Verossimilhanca AIC BIC
PVF/cP -2070.847 4167.695 4230.538 -2110.411 4240.823 4289.164
1G -2135.397 4296.793  4359.637 -2304.823 4627.645 4671.152
Gamma -2073.759 4173.517 4236.361 -2110.445 4238.890 4282.397

Na figura 8 mostramos a razdo de risco explicativa condicional (EHR) incluindo covaridveis,

dada por

Ao3 (12)
A2(2)

Aqui, o EHR descreve como o risco de morte muda ao longo do tempo, dado que a recorréncia do tumor

EHR = exp[(@ —@3)x], n>1. 4.31)

ocorreu no momento #; (LEE et al., 2015). Em particular, EHR > 1 implica que a recorréncia do tumor
tem um efeito sobre o risco de morte por cincer de célon. Embora o EHR ndo dependa de #; devido
a sua estrutura de Markov, sua interpretacdo depende da condigdo #, > ¢, para todo #; fixo. Para uma
melhor visualizagdo, ampliamos a curva EHR (veja a Figura 8, painel direito). Observamos que o EHR
para pacientes sob os regimes concorrentes (somente observagdo, apenas Lev e Lev + 5-FU) é 1 em
aproximadamente ¢t = 19,5,33,5 e 38 anos, respectivamente. Isso implica que, nesses instantes, o tempo

de recorréncia do tumor nio tem efeito sobre a morte.

Para estudar os resultados visualmente, as taxas de transi¢io marginal e probabilidades de
transi¢do marginal s@o obtidas usando as estimativas da Tabela 5. Desta forma, na Figura 9, tracamos as
taxas de transi¢cdo marginal, N (t)e 2o (1), estratificadas por tratamentos. Observamos que, no primeiro ano,
os pacientes em regime de Lev+ 5-FU apresentam menor risco de recorréncia tumoral, em comparagao
aos pacientes dos outros dois grupos. Esse resultado € consistente com a Tabela 5, onde observamos
um efeito significativo apenas para o grupo Lev + 5-FU na recorréncia do tumor. No entanto, a taxa de

transi¢do para a morte (de A (1)) é maior com Lev + 5-FU, embora a Tabela 5 revele que os tipos de
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Figura 8 — razdo de risco explicativa condicional estimado, EHR, para cada tratamento.

regime ndo tém efeitos significativos sobre a morte. Mas, a taxa de transicdo de morte é muito menor

comparada com a taxa de transicdo para a recorréncia, € muito perto de zero.
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Figura 9 — Taxas de transi¢io estimadas para a recorréncia, h (1), (painel esquerdo) e para a morte, iz(t),
(painel direito), estratificado pela varidvel explicativa tratamento.

As taxas de transicao estimadas para morte apds a recorréncia do tumor estdo representadas na
Figura 10. Observe que essa taxa de transicdo depende do tempo até a morte #,, além do tempo desde a
recorréncia do tumor, e os graficos variam com os tempos de recorréncia #. Se compararmos essas taxas
de transi¢do com as taxas de transicdo para morte na Figura 9 (painel direito), as curvas sem recorréncia
do tumor (Figura 9 painel direito) ficam significativamente mais baixas do que as curvas com recorréncia
do tumor (Figura 10), implicando forte evidéncia do efeito do evento ndo terminal (recorréncia tumoral)
sobre o evento terminal (morte), e a dependéncia entre eles. Podemos inferir que um paciente com recidiva
tumoral tem maior risco de morte do que outro sem recidiva tumoral. No entanto, também observamos
que a medida que #; aumenta, as taxas de transi¢ao para 6bito apds a recorréncia do tumor diminuem. Isso
implica que o efeito da recorréncia do tumor seja menos proeminente para os pacientes que apresentam

recorréncia do tumor no final do estudo, do que os pacientes que a experimentaram precocemente.
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Figura 10 — Taxas de transicao marginal estimadas para ébito, dado que um paciente teve recorréncia do
tumor em #1, A (]t1), estratificado pela varidvel explicativa tratamento, parat; = 1,3,6 ¢ 9
anos.

Finalmente, a Figura 11 apresenta as probabilidades de transi¢do apresentadas na Subsecdo 4.2.2.
A partir do grifico de, P, (1), (para recorréncia do tumor, veja o painel superior esquerdo), observamos
que a probabilidade de recorréncia do tumor no instante #; é menor para o grupo Lev + 5-FU, o que
corrobora com o obtido na Tabela 5. Para esses pacientes, os primeiros meses apos a resse¢do completa do
tumor sdo criticos, conforme sugerido pela crescente probabilidade de recorréncia até o instante ¢, além
do qual diminui. No entanto, as probabilidades correspondentes de morte, ou seja, Pgs () (veja o painel
superior direito), estdo aumentando para todos os pontos de tempo e tratamentos. Curiosamente, essa
probabilidade é a maior para o grupo Lev + 5-FU. O gréfico no painel inferior esquerdo compara Py, (t1)
a Py, (t1). Observamos que um paciente tem maior probabilidade de recidiva do que morte nos primeiros
2,5 anos apds a resse¢do, a partir dos quais a situag@o se inverte. Finalmente, a Figura 11 (canto inferior
direito) mostra P 12(t]t1), a probabilidade de transi¢do para morte, dado que o paciente estava em estado
de recorréncia no momento ¢, para varias opg¢des de ¢;. Comparando com ﬁ”oz(tz) (canto superior direito),
inferimos que um paciente com recorréncia do tumor no momento #; tem maior probabilidade de evoluir
para 6bito, em comparacdo com outro paciente sem recorréncia. A dependéncia entre a recorréncia e a

morte se manifesta agora através das probabilidades de transigao.
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Figura 11 — Probabilidades de transi¢do marginal estimadas para a recorréncia, P, (1), (painel superior
esquerdo) e para a morte, P (t), (painel superior direito) no instante ¢, estratificado pela
varidvel explicativa tratamento. Comparacio entre probabilidade de transi¢do marginal para
recorréncia (azul) e morte (preto) (painel inferior esquerdo). Probabilidade de transicao
marginal estimada para a morte, dado que um paciente estava no estado de recorréncia no
instante ¢, I@’lZ(r\tl ), (painel inferior direito).






77

5

MODELO DE SOBREVIVENCIA BIVARIADO
INDUZIDO POR FRAGILIDADE DISCRETA

5.1 Introducao

Os modelos de sobrevivéncia de longa duracio (também conhecidos como modelos de sobre-
vivéncia com fracdo de cura ou taxa de cura) mereceram muito interesse na literatura sob os titulos da
andlise de confiabilidade e sobrevivéncia. Os modelos de longa duracdo cobrem as situagdes em que
existem unidades de amostragem nao susceptiveis a ocorréncia do evento de interesse. A propor¢ao
de tais unidades em muitos casos é denominada como a propor¢do ou fracdo de curados. Em estudos
clinicos, o evento de interesse pode ser a morte de um paciente ou a recorréncia de um tumor (que pode
ser atribuido a células tumorais com componente de metéstase deixadas ativas apds um tratamento inicial).
Por outro lado, em um sistema financeiro onde os eventos de interesse sdo o tempo até o cancelamento
ou abandono de dois produtos, por exemplo cartdes de crédito, podem existir diferentes causas de risco
para que os clientes abandonem os produtos. No entanto, existe uma propor¢do de clientes fiéis que
preferem continuar com os produtos oferecidos pela empresa financeira mesmo apds um longo tempo.
Nestas situacdes especificas, é apropriado considerar distribuicdes discretas de fragilidade, devido a que
admitem uma fragilidade nula o que implica que existam unidades amostrais ndo susceptiveis ao evento
de interesse, que pode ser por exemplo a recorréncia de uma doenca em um ensaio clinico ou o abandono

de produtos de um sistema financeiro.

Nesse sentido, agora existe uma vasta literatura sobre “modelos com frag@o de cura ou de longa
duracdo” para dados de sobrevivéncia, que foi desenvolvido, embora a maioria deles decorra de um dos
modelos de taxa de cura, de 2 componentes de Mistura de Berkson e Gage (1952) ou o modelo de Risco
acumulado limitado (ou modelo BCH) de Yakovlev, Tsodikov e Asselain (1996). Vérios outros pesqui-
sadores contribuiram para essa drea, como os estudos apresentados em Tsodikov, Ibrahim e Yakovlev
(2003), Rodrigues et al. (2009), Ortega et al. (2015), Cordeiro et al. (2016), Koutras e Milienos (2017),
Souza et al. (2017), Barriga et al. (2019).
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Varias extensdes de modelos de longa duragcdo foram desenvolvidas na literatura. No entanto,
pouca atencgdo foi dada a pesquisa em modelos multivariados de taxa de cura. No ambito frequentista,
Chatterjee e Shih (2001) propuseram uma abordagem marginal usando modelos de cépulas bivariadas.
Price e Manatunga (2001) impuseram a fragilidade para explicar a correlagfo e consideram a estimativa da
maxima verossimilhanca sob uma premissa de modelo paramétrico. Ambos os métodos foram baseados no
modelo de taxa de cura por mistura. Gallardo, Bolfarine e Pedroso-De-Lima (2016) considerando dados
de sobrevivéncia agrupados, incluiram um efeito aleatério na funcéo de sobrevivéncia dos individuos em
risco e na propor¢ao de curados, assumindo uma distribuicio bivariada para o efeito em cada grupo. Kim
(2017) propds um modelo de mistura bivariado para analisar dados censurados em intervalos bivariados

com taxa de cura.

No contexto bayesiano, o0 modelo Bounded cumulative hazard (BCH) introduzido por Tsodikov,
Yakovlev e Asselain (1996) foi estendido para a modelagem de dados de sobrevivéncia multivariada. Por
outro lado, para modelar a dependéncia entre variaveis latentes Chen, Ibrahim e Sinha (2002) introduziram
um componente de fragilidade com distribui¢do positiva estavel (PE) no pardmetro da distribui¢do de
varidveis latentes. Enquanto que Cancho et al. (2016) propds um modelo de sobrevivéncia multivariado
com fracdo de cura, assumindo que hd m tipos de causas (ou riscos) latentes e que o niimero de causas de
cada tipo segue uma distribui¢do Poisson multivariada. Martins, Silva e Andreozzi (2017) desenvolveram
um modelo conjunto flexivel para os resultados longitudinais e de sobrevivéncia sob a presenga de uma

fracdo espacial de sobreviventes de longa duragdo.

Neste trabalho, propomos um novo modelo de sobrevivéncia multivariada com fracio sobrevivente
em termos de modelos de fragilidade, cuja distribuicdo de fragilidade considerado neste trabalho estende
o modelo considerado por Chen, Ibrahim e Sinha (2002). O novo modelo também estende o modelo
univariado proposto por Cancho, Rodrigues e Castro (2011). Além disso, construimos um modelo de
regressdo para avaliar os efeitos das covaridveis na proporcao de unidades amostrais ndo suseptiveis ao
evento de interesse. Por fim, apresentamos um estudo de simulagio para avaliar o desempenho do método

de estimagdo de maxima verossimilhanca.

5.2 Descricao do modelo

Nesta secdo, derivamos e discutimos a obtencdo do modelo bivariado de longa duragao, isto €,
com proporc¢ao de individuos ndo susceptiveis ao evento de interesse. A extensao multivariada pode ser
obtida de forma imediata. Sejam 77 e 7>, os tempos de sobrevivéncia que podem ser de dois individuos
relacionados (por exemplo individuos que pertencem a um mesmo grupo), ou um individuo com tempos
de dois eventos de interesse, por exemplo, 77: tempo até abandono do produto A e 7;: tempo até abondo

do produto B, oferecido por alguma empresa.

Para um individuo arbitrrio na populagéo em estudo, assumimos que a distribui¢do 7} (k = 1,2)

pode ser representado por um modelo basico de fragilidade, da seguinte forma,
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Me(te|Zi) = Zi Ao (1), k=1,2 (5.1

onde Ag () é a fungdo de risco de base para T;. Considere Z; uma varidvel aleatéria discreta que
denota o nimero ndo observavel de causas de risco para o k-ésimo evento de interesse. Assumimos
que Z; (k= 1,2) tem distribui¢do Poisson com média wp; onde p; > 0 é constante, enquanto @ é
uma componente de fragilidade no modelo para a qual consideramos a distribuicdo PVF, descrita na
Secdo 3.4.5, com média 1 e variancia 1 —y:= 0 > 0 (HOUGAARD; HOUGAARD, 2000). Z; e Z,
sdo condicionalmente independentes (dada ®). Assim, marginalmente cada varidvel, Z;, tem E[Z;] = px,
Var(Zy) = pr(1+ 0px) e Cov(Z1,Z,) = 0p1pa2, para k = 1,2. A quantidade @ é uma componente de
fragilidade no modelo a qual induz uma correlacio entre as varidveis latentes Z; e Z, assim como a
heterogeneidade ndo observada de cada varidvel Z;, k = 1,2. Sob a suposi¢cdes dadas acima, podemos

mostrar que a funcdo de sobrevivéncia bivariada condicional dado W = w, é dado por

S(t1,2]o) = exp{—w(p1(Foi (1)) + p2(Foz(12))) } , (5.2)

onde Fy(tx) =1 —exp { — fé" %k(u)du} é fungdo de distribuicdo acumulada de base para o tempo Ty,
k=1,2. A prova de (5.2) encontra-se no Apéndice C.1. Usando a transformada de Laplace da distribui¢do

PVF, dada em (3.60), a fun¢do de sobrevivéncia ndo condicional conjunta para 77 e 7> é dada por

S(l‘],tz) :eXp{—l:;/ [(G—l-p]F()](t])—i—szoz(tz))y—Gy} }, t1 >0, >0. (5.3)

De (5.3), as funcdes de sobrevivéncia marginal sdo dadas por

S(lk) = exp {—‘l; [(G—i—ka()k(tk))y— Gy] } , k= 1,2. (5.4)

E importante notar que em (5.4) quando y -+ 0e u =06 = 1 /0 a distribui¢do marginal tem
a estrutura do modelo univariado proposto por Cancho, Rodrigues e Castro (2011), dada por S(t) =
(1+06pF (t))*l/ 9 a qual corresponde a uma distribuicdo gama. Assim, o modelo proposto estende o
modelo de sobrevivéncia univariado com frag@o de cura proposto por Cancho, Rodrigues e Castro (2011).
Alem disso, nosso modelo estende ao modelo proposto por Chen, Ibrahim e Sinha (2002), pois para ¢ =0
e u = yem (5.3) o modelos corresponde a funcdo de sobrevivéncia conjunta considerando a fragilidade

positiva estavel, proposta por Chen, Ibrahim e Sinha (2002).

Logo, considerando a suposi¢do 1t = ¢ = 1 em (5.3), de modo que E[w] =1¢ Var(w) =1—y=

6 > 0, temos que a funcdo de sobrevivéncia marginal conjunta ¢ dada por

1
S(l‘l,tz) :exp{—y [(1 +p1F01(t1)+p2F02(t2))7— 1} }, t1 >0, >0. (5.5)

A fung@o de sobrevivéncia S(t1,1,), em (5.5), ndo é prépria, isto é,

. 1
lim S(t1,52) = poo = exp{—y [(1+p14p2)"—1] } >0 (5.6)

t,fp—ro0

onde pqg é a funcdo de cura conjunta. De (5.5), as fun¢des de sobrevivéncia marginal sdo dadas por

S(lk) =exp {—; [(1 —|—ka0]<(2‘1€))7/— 1] } , k=1,2. 5.7



80 Capitulo 5. Modelo de sobrevivéncia bivariado induzido por fragilidade discreta

A equacdo (5.7) indica que a fun¢do de sobrevivéncia tem uma estrutura de um modelo de sobrevivéncia

com probabilidade de cura,

1
p()k:exp{—y[(l—l—pk)y—l]}, k=1,2. (5.8)

Por outro lado, a probabilidade de que um individuo em risco do tipo k (k = 1,2), € imune ou curado da

doenca dado que sobreviveu até o tempo ¢ > 0, depois do tratamento, denotado por i (¢), é dado por

]P)[Tk > I’Zk = O]P[Z = 0]

(1) =P[Zy = O|Tx > 1] = Se(t) )

Note que P[T; > t|Z; = 0] = 1 e P[Z; = 0] = limy, 0. P[T; > t] = pox que estd dado em (5.8),

com isto e usando (5.7), temos que

exp{(1 -l-kaOk(t))y}] ! k=1,2. (59)

m(t) = [ exp {(1+ P}

A probabilidade em (5.9) € uma funcdo crescente em ¢. Para t = 0, a probabilidade é igual a 7 (0) = pox.,
corresponde a nenhuma informacdo sobre a imunidade de um individuo, exceto a probabilidade geral de
estar imune. A probabilidade tende a um quando ¢ — oo, correspondendo certamente a imunidade se o

tempo de vida do individuo for muito longa.

A partir de (5.5) a distribuicdo bivariada de 77 e T, tem fun¢do de densidade conjunta dada por

Ft1,12) = pipafor (1) for (12)S(11,12) (1 + prFou (1) + paFoa(12))T 2
x [1—y+ (14 piFoi(t1) + poFn(2))7] (5.10)

onde 6 >0, py > 0e for(tx) = %ﬁ para k = 1,2. A Figura 12 mostra as func¢des de densidade e seus

respectivos gréaficos de contorno (5.10) para diferentes valores do pardmetro 8 do novo modelo, mostrando
a flexibilidade do modelo em termos do parametro de dependéncia 8 > 0 (6 = 1 — 7). Por outro lado,
seguindo Clayton (1978), podemos calcular a medida de associag@o local entre T} e T», ©*(t;,1,), definida
em (3.26), isto €

O (t1,2) =14+ (1 —79) (1 + p1Fo1 (1) + p2Foa(22)) 7. (5.11)

Observe que, de forma similar ao modelo de riscos semicompetitivos, 9*(t,) = 1+ 6 =2 — y é cons-
tante em (11,1,), quando y — 0, isto corresponde a fragilidade Gama, veja a Figura 13 (painel central).
Porém, para a fragilidade PVF, ©*(¢;,1;) depende de (1,7,), a dependéncia é menor quando os tempos
crescem, além disso 9*(t1,72) = 1+ (1 —7)(1+p1+p2) "7 quando 1} — oo e 1, — oo. Isso significa que
para um periodo suficientemente grande a dependéncia de 77 e 7 se torna constante, veja a Figura 13
(painel direito). Por outro lado, se ¥ < 0, a medida de associagdo local entre 77 e 7, do modelo PVF
corresponde ao modelo Pc, na qual ©9*(t;,12) = 14+ (1 —7)(1+p1 + p2) ¥ quando t; — oo € tp — oo,
isto significa que a dependéncia cresce quando os tempos ¢| € f, crescem, mas a partir certo tempo a
dependéncia de 7T} e 7> também se torna constante, ver Figura 13 (painel esquerdo).

O Teorema a seguir evidencia uma forma de obter uma nova classe de modelos de sobrevivéncia multiva-

riados com frac¢do sobrevivente em termos da transformada de Laplace da fragilidade da distribuicao.
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Figura 12 — Funcéo de densidade dada em (5.10) e seu grafico de contorno do novo modelo para os
parametros 0 = 0 (painel esquerdo), 68 = 1 (painel central), 8 = 4 (painel direito), p; =1,
p2 = 0.4 e fungdo de sobrevivéncia Sy (t;) = e e So1 () = et

Figura 13 — Medida de associagdo local entre T} e T», 9*(t1,t2), do novo modelo para os pardmetros
Y= —0.5e 0 = 1.5 (painel esquerdo), y=0e 6 = 1 (painel central), y=0.5 e 8 = 0.5 (painel
direito), p; = 1, p, = 0.4 e fungéo de sobrevivéncia Fy (t;) = 1 — e e Fo(t)=1-— et

Teorema 5.2.1. Sejam T1,...,T,, varidveis aleatdrias que representam os m tipos de tempos observaveis
para o evento de interesse, de modo que a distribuicdo de 7y, k = 1,...,m podem ser representadas pelo
modelo bésico de fragilidade Ay (#|Z;) = Zx Aok (), k = 1,...,m, onde Ay (#) é a fungdo de risco de base
para Ty e Z; é uma varidvel aleatdria discreta com distribuicdo Poisson(wpy) sendo p; > 0 uma constante
real e @ > 0 uma componente aleatdria (fragilidade). Se a distribui¢do de @ tem transformada de Laplace,

Zw(s), com média 1 e varidncia finita, 8 > 0 e supondo que dado Z; = z; os T e T sdo condicionalmente
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independentes, entdo a fungio de sobrevivéncia ndo condicional de (71, ...,T,,), é dada por

S(t1yertm) = Lo (): GkFOk(tk)) , (5.12)
k=1

onde Fy(tx) = 1 —exp {— fék Agk(u)du} ¢ a funcdo de distribui¢do acumulada de base para o tempo Ty,
parak=1,....m

Prova: Para as varidveis aleatdrias ndo negativas, T; e as condi¢des do Teorema 5.2.1, a funcdo de

sobrevivéncia condicional dado Z; é dada por

S(]Z) = exp{— /0 " zkaOk(u)du} — (Sox(8))% (5.13)

onde Sox () = 1 — For(#) € a funcdo de sobrevivéncia de base da varidvel aleatéria Ty, parak = 1,...,m
Logo, desde que dado Z; = z, as varidveis aleatérias T} sdo condicionalmente independentes e dado

W = w, as varidveis aleatdrias Z;, sdo condicionalmente independentes, podemos escrever

:5

PITy >t,Th > 1,7, ... (S(t|Z)PZi| ]) g (o)

k=1
(SOk 1)) kPZk\“’]) g(w)
=

—_

onde g(w) € a fungdo densidade de probabilidade da componente de fragilidade w. Integrando sobre @ e

somando sobre todo Zy, ...,Z,,, obtemos a fun¢do de sobrevivéncia ndo condicional que dado por

S(t1,.oytm) =Eg

ﬁEzk\w [(SOk(tk))Zk}] : (5.14)
k=1

Note que, a varidvel aleatéria condicional Zi|® ~Poisson(wpy) € Ez, |, [(S()k(tk))z"} = Yz, 0(Sok(t)) =
e~ @Pe(1=50c)) ¢ 3 funcdo geradora de probabilidade da distribuicio Poisson avaliada em Soy(#;), k =

1,...,m. Desta forma

Sty ytm) =B e~ T Pk“—m”] = %o (Z ekFOk(tk)> : (5.15)

k=1

A vers@o multivariada do modelo proposto em (5.5) pode ser obtida a partir do Teorema 5.2.1.
Para ser mais especifico, a variavel aleatéria, W com distribuicio PVF com média 1 e variancia 6 > 0,
tem transformada de Laplace dada em (3.51), isto implica que a funcdo de sobrevivéncia multivariada é

dado por

" Y
(1 + ZPk(FOk(tk))> — 1] } .11 >0, 1> 0. (5.16)

k=1

S(t1,...stm) = €Xp {—
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5.3 Inferéncia

Nesta se¢do, construimos a fungéo de verossimilhanga para pardmetros do modelo de modelo de
cura bivariado em (5.5) da seguinte maneira. Suponha que temos 7 individuos na amostra € seja Z;; o
nimero de riscos latentes do tipo k do evento de interesse para o j—ésimo individuo, com j=1,....ne
k=1,2. Além disso, assumimos que os Z;; sdo varidveis aleatorias Poisson independentes com média
WPk, j=1,...,ne k=1,2. Também assumimos que as @; sdo varidveis aleatorias i.i.d com distribui¢do
PVF de média 1 e variincia 6 > 0. Seja T;; o tempo de falha para o j—€simo individuo e 0 k— €simo
tipo de evento de interesse, onde T;; pode ser censurado pela direita. Suponha que a distribui¢do de
Tij.com j=1,...,ne k= 1,2, pode ser representado por um modelo basico de fragilidade A(1;|Z;) =
Zij Aok (tkj| My ), onde Agi(j| M) € a fungdo de risco de base para T;; com vetor de pardmetros 1. Suponha
também que Z; e Tj; sdo condicionalmente independentes. Denote por Cy; os tempos de censura de modo
que yjx = min{7;;,Cy;} e 6&; = I(Ti; < Ci;) é igual a 1 se Tj; ¢ um tempo de falha e O se o tempo de
falha for censurado pela direita. Assim, seja y, = (Y1, ---sVkn)> Ok = (O1s -+, Okn)> Zk = (Zk1, -+ Zin) cOM
k=12e ®=(w,...,0,). Logo, os dados completos sdo dados por D = (n,y,,¥,,01,62,Z1,Z,, ®),
onde Z|, Z, e ® sdo vetores aleatdrios ndo observaveis, entdo os dados observados sao dados por
Dops = (n,¥,¥2,01,87). Adicionalmente seja ¥ = (y,0,p1,p2,M,M,), 0 vetor de parAmetros a serem

estimados, Pode-se provar que a funcéo verossimilhanga para ¥ dado os dados completos é dada por

L(®|D) = HH [0k 1101275 [Ze for g1 m)] 2

X Hexp{z Zyjlog(wjpx) —log(Z;!) — w;px }Hg o)) (5.17)
k=1 =1

onde for(ykj|My) € a funcdo densidade de base e Sox (yi;| M) € a fungdo de sobrevivéncia de base. A prova
deste resultado encontra-se no Apéndice D.1. Neste trabalho supomos a func¢io densidade Weibull para
fox(ykj|my) com vetor de pardmetro 1, = (04, Bx) em que oy é o pardmetro de escala e f é o pardmetro
de forma, com k = 1,2. A fun¢do de verossimilhan¢a dos dados observados é obtida integrando (5.17)
em relacdo a (Z1,Z,, ®) assumindo uma distribui¢do PVF para cada ®; com média 1 e variancia 6 >0 e

fun¢do de densidade denotadas por g(-). No seguinte teorema podemos ver este resultado.

Teorema 5.3.1. A fungdo de verossimilhanga, baseada nos dados observados e denotada por L(9|D,py),
€ dada por

n

L(®(Dops) = [T(P1 for 01101))% (p2.for (v2;]12)) %

j=1

XHG { [(1+p1For(v1j1M1) + prFoa(v24M2))" — ]} (5.18)

j=1

XH 1+ p1Foi )’1]\111)+P1F02(y2]\n2)) (1=7)(81j482)—7818;
j=1

S1:8:
< [T =7+ (L+piFoi(vijIny) + prFo(y24(M2))"] %
j=1

onde for (V| Mx) € Fox(Vkj|Mx) sdo as funcdes de densidade e distribui¢do acumulada de base, respectiva-

mente, para j=1,....nek=1,2.
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A prova deste Teorema € apresentada no Apéndice D.2. Incorporamos covaridveis para o mo-
delo de taxa de cura (5.5) através dos parametros de taxa de cura p; e p>. Quando as covaridveis sao
incorporadas, temos um parametro de taxa de cura diferente, py;, para cada individuo, j = 1,...,n. Seja
X = (Xj1,Xj2,..,Xp) O vetor de p covaridveis do j—ésimo individuo, e seja @, = (@1, P2, .., Prp)’ ©
correspondente vetor de coeficientes de regressao para a varidvel aleatéria de tempo de falha 7, k = 1,2.
Relacionamos o parametro p;; com as covaridveis a traves da ligagao logaritmica, isto €, py; = exp{x’j(pk},

de modo que a taxa de cura para o j—ésimo e o evento k €,

1
Poj = exp{—y [(1+exp{x;p,}) 1] } , (5.19)

para j=1,...nek=1,2. Sejaagora ® = (,0,¢,,9,,1M;,N,), entdo podemos escrever o logaritmo da

fungdo verossimilhanga de ¥ dadas as observados, £(9|D,;), sob a censura ndo informativa, isto é

U(B|Dops) = Y 81X;0, + 8,X;0, + 81 510g(for (v11M1)) + 81510g(foz2 (v2j1M2))
j=1
noq , / y
+ Z ;/ [1 - (1 + 5P Fy, (vijlmy) "‘exj%FOZ(ijMQ)) } (5.20)
j=1

+
=

((L=7)(81j+ &) — ¥6162) log <1 +€X/f¢‘F01(y1j|771) +€X}¢2F02(yymz))

~.
s |l

<. " Y
+ ) 61;6;log {1 -7+ <1 + NP For (yi[n,) +e f"’zFoz(yzj\nz)> } ;

j=1

Desde que a distribui¢ao de base é especificada (modelo Weibull), os estimadores de mdxima verossi-
milhanca (EMVs) de ¥ podem ser obtidos por maximizacao direta da fungdo de log-verossimilhanga
(5.20), usando por exemplo o procedimento de optimizacio tal como o metodo BFGS (Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno) (ZIEGEL, 1987). Sob condig¢des de regularidade (MALLER; ZHOU, 1996, Cap. 7)
pode ser demonstrado que a distribui¢do assintética do estimador de méxima verissimilhanca 9 é normal

multivariada com média ¥ e matriz de varidncia Z(f?), que pode ser estimado por

RIS }1

Z(d) :{ 9999’

aplicado em ¥ = 9. As segundas derivadas requeridas sdo calculadas numericamente.

5.4 Estudo de simulacao

Para avaliar o desempenho das estimativas de mdxima verossimilhanga dos pardmetros do modelo
proposto, realizamos um estudo de simulacio considerando o modelo bivariado com distribuicao de base
Weibull para os tempos de falha T;, com k = 1,2, cujos pardmetros sdo 1; = (1,1) e N, = (1,1). Para
cada individuo j, o nimero de causas de risco, Z;; do evento de interesse do tipo k para o j—ésimo
individuo, com j =1,...,n e k = 1,2, sdo gerados a partir de uma distribuicio Poisson com média
®;pxj, onde log(prj) = Qro + Pr1x; com g = —0.5 ¢ ¢ = —0.5, e a componente de fragilidade ;
€ gerada a partir de uma distribuicio PVF com média 1 e varidncia 1 — ¥ descrita na Secdo 3.4.5,
para valores de ¥y = —0.5(Pc),0.3(PVF),0.5(IG) e 0.7(PVF). Os tempos de censura (Cj;,C»;) sdo

gerados a partir de uma distribui¢do uniforme no intervalo (0, 7; ), onde 74 foi definido para controlar a
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propor¢ao de observacdes censuradas. Neste estudo, a proporcio de observagdes censuradas foi em média

aproximadamente igual a 50% e 55%, respectivamente.

Para as simulacdes, tomamos os tamanhos de amostra n = 250,500 e 1000. Para cada confi-
guracdo, realizamos 1000 simulagdes para calcular as médias dos EMV, média do erro padrao (MEP),
desvios padrao (DP), viés, raiz dos erros quadriticos médios (REQM) das estimativas e as probabilidades
de cobertura empirica (PC) correspondentes aos intervalos de confianca de 95% para os pardmetros do
modelo (5.5). Os resultados da simulacgdo listados nas Tabelas 7 e 8 revelam que os EMV estdo préximos
dos valores reais. Além disso, as REQMs e os DPs diminuem e os CPs empiricos estdo mais préximos dos
niveis nominais de cobertura, o que € esperado se o esquema de estimativa subjacente estiver funcionando

corretamente para produzir estimativas consistentes e assintoticamente normais.
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5.5 Aplicacao: dados de churn de clientes brasileiros

Para ilustrar nossa proposta de modelagem discutida até agora, nesta se¢ao consideramos uma
amostra de uma carteira de clientes brasileiros, que compreende o tempo até o churn (em anos) em duas
carteiras de produtos diferentes de cartdo de crédito. O churn de clientes, normalmente conhecida como
rotatividade de clientes (customer chur), mas também, desisténcia de clientes. A perda de clientes é
uma grande preocupacgdo das empresas ou prestadores de servigos atualmente. O foco central é o churn
voluntério, que ocorre por decisdo pessoal do cliente, que decide migrar para outra empresa ou prestador
de servigo. Para os dados de churn de clientes brasileiros observamos dois tempos em anos até o churn, 7}
e T, em dois produtos de cartio de crédito, de agora em diante denominado de Produto 1 e Produto 2.
O periodo de acompanhamento dos clientes para ambos produtos foi de 7 anos. O estudo foi realizado
com 900 portadores de cartdo de crédito de um banco brasileiro para mensurar o churn de clientes. A
censura € de aproximadamente 52% e 73% para cada um dos produtos respectivamente, e podem ser
consideradas as fragdes de clientes fiéis, que permanecem no produto mesmo apds varios anos. Na Figura
14 sdo plotadas o gréafico de dispersdo (painel esquerdo), e as estimativas de Kaplan-Meier das funcdes de
sobrevivéncia (painel direito) para esse conjunto de dados sobre os tempos até o abandono de clientes
dos produtos 1 e 2 onde o primeiro grafico mostra uma estrutura bivariada dos dados, conforme mostra a
a Figura 1 (painel esquerdo), e as funcdes de sobrevivéncia estimadas tendem a niveis positivos abaixo
para um limite horizontal superior. Esse fato, segundo Yakovlev, Tsodikov e Asselain (1996), pode ser
pensado como um indicativo da presenca de uma propor¢ao de clientes que ndo abandonam os produtos
ap6s um longo tempo. Esse comportamento indica que modelos que ndo consideram a possibilidade de

cura podem nio ser adequados para modelar esses dados.

Produto 2

s0)

Produto 1

Figura 14 — Gréfico de dispersdo (painel esquerdo) e Estimativas de Kaplan-Meier das funcdes de sobre-
vivéncia do produto 1 e 2 (painel direito)

O objetivo aqui é verificar se existe alguma associac¢do entre os tempos até o churn de clientes do
produto 1 e 2, investigar se ha diferenca na proporg¢ao de clientes fiéis (taxa de cura) entre os produtos
1 e 2 e avaliar os efeitos das covaridveis na fracao curada. Para nossos propdsitos, consideramos como
varidveis de resposta os tempos até o abandono dos produtos 1 e 2, as quais serdo modeladas consideramos

a distribuicdo Weibull. As seguintes varidveis sdo coletadas de cada cliente:

* 1;: Tempo observado (em anos) do k—ésimo produto, com k = 1,2.



5.5. Aplicagdo: dados de churn de clientes brasileiros &9

* x1;: Sexo (0= feminino (51%), 1=masculino(49%).

* x2;: Renda (1 = renda< 3.000, 2 = 3.000 < renda < 7.000, 3 = renda > 7000), j = 1,---,900.

Para este conjunto de dados, ajustamos o modelo descrito na Secdo 5.2 com todas as covariaveis

no parametro py;, parak = 1,2 ¢ j=1,---,900, isto €,

10g (ij) = (Pk,lntercepto + (Pk,sex()lxj,sexol + (pk,rendazxj,rendaz + (pk,renda3xj,renda3 . (521)

Onde os efeitos das covariaveis (sexo e renda) sdo definidas por meio de varidveis dummy, da seguinte

forma:
1, sefor Masculino;
Xj sexop = >
0, caso contrario
1, se 3.000 <renda < 7.000; 1, se renda > 7000;
Xj renday = . € Xjrenday = )
0, caso contrario. 0, caso contrario.
'f‘l "l‘/‘
‘.‘“ o

N, 1) quantis N, 1) quantis

Figura 15 — QQ-plot dos residuos quantilicos randomizados normalizados com linha de identidade para a
funcdo de sobrevivéncia marginal

Para avaliar a adequacdo do ajuste, obtemos o QQ-plot dos residuos de quantis randomizados
normalizados na Figura 15 que sugere que o modelo produz um ajuste aceitdvel. Cada ponto da Figura 15
corresponde a mediana de cinco conjuntos de residuos ordenados. As estimativas de méxima verossimi-
lhanga dos pardmetros do modelo de longa duracdo bivariada, com os respectivos erro padrdes (EP) e os
intervalos de confianca (IC (95%)), estdo listados na Tabela 9, considerando a fragilidade PVF e os casos
particulares: Inversa Gaussiana (IG, Y= 0,5) e Gamma (y — 0) . Estas estimativas indicam que, para um
nivel de significancia de 5%, observamos que todas as covaridveis t€ém efeito significativo na fracio de
cura, tanto para o produto 1 quanto para o produto 2, exceto pela variavel renda 2 (3.000 < renda < 7.000),
a qual ndo tem efeito significativo na fracdo de cura para o o produto 1. Por outro lado, lembrando que
o modelo PVF proposto tem a vantagem de poder sugerir qual de seus modelos especificos melhor se
ajustaria aos dados, com base nas estimativas de seu pardmetro Y. Desta forma, vendo a estimagdo do
parametro 7, ele assume um valor muito préximo de zero, o que sugere que o modelo gama poderia ser

o escolhido para a modelagem. No entanto, olhando para a Tabela 10, onde é apresentada os critérios
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de selecdo de modelos, podemos perceber que embora os resultados apresentados nesta tabela sejam
favoraveis ao modelo PVF, ndo ha diferenga suficiente com os valores obtidos a partir modelos Gama e
IG, para poder optar por um modelo definitivo (ANDERSON; BURNHAM, 2004).

Por outro lado, na Tabela 9, note que a estimativa do pardmetro de dependéncia 6, do modelo
PVF é dada por & = 1 — ¥ = 0.949, muito préximo ao valor 0.956, estimado no modelo Gama. A partir
de aqui consideraremos as estimativas do modelo PVF. Assim, calculamos a estatistica de razdo de
verossimilhanca (A,) para testar se a dependéncia entre os tempos para o abandono dos produtos é
significativa, ou seja, Hy : 6 = 0 (modelo independente) versus H; : 0 > 0 (modelo dependente). E
importante notar que sob a hipétese nula Hy, a estatistica, A,, é assintoticamente distribuida como uma
mistura simétrica de uma distribui¢do qui-quadrado com um grau de liberdade e uma massa pontual em
zero. Assim, A, é igual a 76.494, com p — valor = 0,000, o que fornece forte evidéncia a favor de H; ,

indicando que ha dependéncia significativa entre os tempos.
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Tabela 10 — Critérios de compara¢do de modelos, Log-Verossimilhanga, AIC e BIC, para os dados do

banco
Log-Likelihood AIC BIC
Gamma -1379.631 2785.263 2847.694
IG -1380.034 2786.068 2848.499
PVF -1379.494 2784.988 2847.419

A partir dos EMV, também estimamos a probabilidade de os clientes nao cancelarem um determi-

nado produto (proporgdo de cura) apés acompanhamento ¢ > 0 (k = 1,2) dado por

exp{(l +pe(1— exp{_eaktﬁk}))Y} ¥
e exp {(1+p:)"} v k=12 (5.22)

onde p; é dado em (5.21). A partir deste resultado, estimamos a proporc¢do de clientes fiéis, para
6 clientes hipotéticos A, B, C, D, E e F ap6s um periodo de observacdo com valores para as covariaveis
dadas na Tabela 11.

A Tabela 11 apresenta as EMV das proporc¢ao de clientes que ndo abandonardo ambos produtos,
Poo, 0 produto 1, pgg, € o produto 2, po, (taxa de cura). Por exemplo, para clientes com fatores de risco
iguais ao cliente A, a probabilidade de ndao abandonar ambos produtos é pog = 0,131, e para os produtos
1 e 2sd0 pg; = 0,276 e pgr = 0,212 respectivamente. Por outro lado, as probabilidades desses clientes
continuarem com os produtos 1 e 2 apds 3 anos sdo de m;(3) = 0,932 e 7;(3) = 0,848, respectivamente.
A partir da Tabela 11 observamos que a propor¢ao de clientes que continuarem com ambos produtos,
Poo, € menor para clientes femininas do que para clientes masculinos, para qualquer nivel de renda. Esta
relagcdo de propor¢des de clientes fiéis (entre mulheres e homens) se mantém para os produtos 1 e 2 de
forma individual. Observe que a fracdo clientes que ndo cancelaram o produto 2 aumenta a medida que
a renda aumenta, tanto para homens e mulheres. No entanto, para clientes do produto 1 essa propor¢ao

diminui a medida que a renda aumenta.

Tabela 11 — Estimativas de maxima verossimilhanca da propor¢ao de ndo abandono dos produtos 1 e 2 do
sistema financeiro .

Fragdo de ndo abandono dos produtos

) Produto 1 Produto 2
Cliente Renda Sexo Produtos 1 € 2
P00 por  mm(3) p2 m(3)
A Feminino 0.131 0276 0932 0.212 0.848
< 3000
B Masculino 0.375 0.735 0976 0.438 0.894
C Feminino 0.181 0.248 0.929 0.427 0.892
> 3000 e < 7000)
D Masculino 0.526 0.707 0973 0.677 0.940
E Feminino 0.094 0.098 00911 0.754 0.955
> 7000
F Masculino 0.434 0.458 0950 0.895 0.981
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A Figura 16 mostra o comportamento das probabilidades de que os clientes hipotéticos, mostrados

na Tabela 11, ndo abandone os produtos apds um periodo de observagéo ¢ € [0, 6]. Aqui, podemos observar

que essa propor¢ao aumenta com o tempo, chegando perto de 1 a partir do quarto ano aproximadamente.

Finalmente, na Figura 17, as estimativas da funcdo de risco cumulativo sdo apresentadas, onde podemos

observar a aderéncia do modelo proposto com a estimativa de Kaplan-Meier.

Produto1
S — o
@ ©
S o
© _| ©
= ° A = ©
=4 < B =1 <
o C o
o D o
o E o
o F o
o I o
6

Produto 2

o 4 TMOO >

Figura 16 — A probabilidade de nio cancelar os produtos 1 (painel esquerdo) e 2 (painel direito) de seis
clientes de uma banco brasileiro, dado que ndo cancelaram apds o terceiro ano

Produto 1

Produto 2

KM

,,,,,,,,, M. Proposto

KM

,,,,,,,,, M. Proposto

Figura 17 — Estimativas de Kaplan-Meier das fun¢des de risco acumulado e do modelo proposto para o

produto 1 (painel esquerdo) e 2 (painel direito)
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CONSIDERACOES FINAIS

6.1 Conclusoes

Nesta tese, consideramos a modelagem de dados semicompetitivos que surgem em ensaios clinicos
de cancer por meio da estrutura de doenca-morte com fragilidade compartilhada. Nossa contribui¢cdo
central € evitar a abordagem do tempo de falha latente (que vem com limitacdes bem exploradas) e
explorar a especificacdo doenca-morte por meio da fragilidade PVF, apresentada por Wienke (2010),
que é uma classe flexivel e geral contendo as densidades gama, inversa gaussiana e positiva estavel . A
conveniente transformada de Laplace do PVF permite representacdes matematicamente trataveis das
fungdes de riscos, probabilidades de transicdo e funcdes de sobrevivéncia. O pacote R SmoothHazard
(TOURAINE; GERDS; JOLY, 2017) também se ajusta a um modelo doenca-morte com especificacdes
Weibull (paramétricas) ou M-splines penalizadas (semi-paramétricas) de risco de base para dados de
sobrevivéncia arbitrariamente censurados . Para comparar e contrastar, nossa abordagem incorpora uma
estrutura de dependéncia entre o tempo de recorréncia e o tempo de morte usando uma fragilidade
compartilhada entre as taxas de transicdo condicional, que atua como um efeito multiplicador nas taxas de
risco de base. Essa dependéncia € caracterizada pelo parametro de fragilidade 6. O estudo de simulagdo
indica um desempenho de amostra finita adequado com tamanhos de amostra crescentes. Finalmente,
o modelo foi aplicado a um conjunto de dados reais de cancer de célon, onde, neste caso especifico,
o modelo de fragilidade do PVF se destaca como o melhor, de acordo com os critérios de informacao
de Akaike (AIC) e o critério de informacao bayesiano (BIC). Além disso, os resultados obtidos foram

bastante consistentes.

Por outro lado, nesta tese, também propomos um novo modelo de sobrevivéncia bivariada de
longa duracdo cujo nimero de causas de risco, para k diferentes tipos de eventos de interesse, € modelado
por meio de um modelo de fragilidade discreta Poisson com media que a sua vez depende de uma varidvel
de fragilidade PVF, sendo esta dltima a responsavel de incorporar um estrutura de dependéncia entre os
k tipos de eventos. Examinamos algumas de suas propriedades onde podemos observar a flexibilidade
do modelo gracas ao fato de que a fragilidade do PVF proposta por Hougaard e Hougaard (2000) que

usamos aqui inclui as distribui¢des Gama, Inversa Gaussiana e positiva estavel. Dessa forma, na inferéncia,
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dependendo da estimagdo do pardmetro 7, pode-se concluir qual modelo melhor se ajusta aos dados, além
do fato de que se essa estimacao fosse negativa, a distribuicdo Poisson composta, que inclui um fator de
risco zero, seria a escolhida. Um estudo de simulacao foi apresentado considerando diferentes valores
do parametro ¥ onde em cada caso podemos observar um desempenho de amostra finita adequado com
tamanhos de amostra crescentes. Discutimos sua aplicabilidade em dados de churn de clientes de um
sistema financeiro brasileiro, em que nosso modelo oferece o melhor ajuste. A estimag@o dos parametros
do modelo foi realizada usando a abordagem de méaxima verossimilhanga, que pode ser implementada de
forma direta usando software R disponivel (R Core Team, 2018) . Este fato torna a abordagem bastante

poderosa e acessivel aos profissionais da drea.

6.2 Sugestoes para pesquisa futura

* No modelo de riscos semicompetitivos, a taxa de transi¢do condicional para o evento terminal
dado que um evento nio terminal foi especificado como um modelo de Markov, no entanto, uma

especificacdo semi-Markov (LEE et al., 2015) também € possivel.

* Uma expansdo do modelo doenca-morte com fragilidade compartilhada, pode ser estudada, permi-
tindo que o evento terminal consista em dois eventos competitivos e o modelo agora consiste em
cinco taxas de transi¢do em vez de trés, conforme representado na Figura 18. As taxas marginais

de transicdo sdo definidas como:

P € [ti,t1 +A) T > 11, T2 > 1]

Al(t]):iig% A , 1 >0

Aoalts) :g% P[T; € 1,12 +A),KA: ally > 1, > lg]’ >0

Aos(12) :E%IP[TQ € [h,n +A),KA— by > 1,1 > tz]’ >0
Aaa(taltr) :E%IP[TZ € 2,12 +A),KA: ally =1,T, > tz]’ 0< <.
Aop(t2|tr) Ziig(l) P72 € [tZ’tz—I—A)’KA: bl =072 2 tz], 0<n <n.

* Nossa proposta atual nesta tese de um risco de base Weibull (paramétrico) é certamente pela
flexibilidade do modelo. Extensdes futuras podem incluir vérias escolhas populares e flexiveis do
risco de base ndo paramétrica e semi-paramétrica (SPRINGER, ), como constante por partes, e

estudar seu impacto tanto na estimativa de pardmetros quanto no ganho computacional.

* O procedimento inferencial classico foi proposto nesta tese. Também pode ser explorada sob um
paradigma bayesiano para ambos modelos, de riscos semicompetitivos do Capitulo 4 e de longa

duracdo no Capitulo 5.
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Mop(t2]t1)

Figura 18 — Uma situagdo de riscos semicompetitivos em que a falha do evento terminal consiste em dois
eventos separados, 2a e 2b. As taxas de transi¢do para cada transi¢do estdo incluidas.
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APENDICE

A

FUNCAO DE VEROSSIMILHANCA

Primeiro veremos alguns resultados necessérios para a obten¢@o da fun¢io densidade de probabi-

lidade. Esses resultados sdo os seguintes

A.1 Funcao densidade de probabilidade conjunta

Derivamos a fung¢do densidade conjunta denotado por f(¢,1,), no quadrante superior 0 < #; < 12,

isto €

ft,n) =P =t1,Hh=0,T>tn]=PN =, =1]

P[lel‘l,T2>tl] P[letl,Tzztz] P[letl,Tzztz]
PITy > 1,15 > 1] Py =1,Tr > 1] Py =1,T >t]

:P[Tl >t1, >l‘1} (

logo, a partir da defini¢do 4.2.1 e desde que S(l]) = P[T] >t, 1 > l]], S]z(lz’l‘l) = ]P)[Tz > tz‘T1 = l‘]] (<
P[T; > t;|Ty = ;] = 1 obtemos que a fun¢do densidade de probabilidade é dado por

f(t1,12) = A (t1) Az (t2]t1)S(t1) S12(22]t1)
— 2 (1) (121 exp {_ /0 " ((s) + lz(s))ds} exp{—

Lembrando que S(¢) é a fungdo de sobrevivéncia geral ou total.

(5)
/hz(stl)dS} A)

1

A.2 Funcao densidade de probabilidade na linha 7} = «

Veja que

foo(t2) =P[T) = 0,15 = 1]

]P)[Tl >t2,T2:t2]
= P|TH >t ,T >,
P[Tl >t2,T2>l‘2] [ ! 2072 2}

logo, a partir da definigdo 4.2.1 e desde que S(t,) = P[T} > t,T» > 1], obtemos que

"ty

fult2) = Aa(12)S(02) = A(iz) exp {— [+ /lz(s))ds} (A2)
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A.3 Construcao da funcao de verossimilhanca

Seja ¥ =(6,1m,M,,M3,0,,9,,P3), o vetor de pardmetros a serem estimados e (¥1,Y2,61,0,)
a observacdo para cada individuo onde ¥, = min{7>,C}, 6, = Iiny<cy, Y11= min{7},Y>} e §; = Ii1,<yy}-
Construimos a func¢do de Verosimilhanga para cada um dos quatro possiveis casos observaveis apresenta-

dos na seguinte Tabela.

Tabela 12 — Possiveis observacdes para dados de riscos semicompetitivos.

Casos Cendrio (Y1,Y2) (61,8)
1 Recurréncia e censura antes da morte ~ (77,C)  (1,0)
2 Morte depois da recorréncia (Th,T») (1,1)
3 Morte sem recorréncia (T»,T») (0,1)
4 Censura antes da recurréncia e a Morte  (C,C)  (0,0)

Caso 1: Quando a primeira observagdo € o tempo de recorréncia e depois a censura, ou seja,
(31,52) = (1,0) e (Yl,Yz) = (T],C), entao

Ll(ﬂ,Z) = P{T] =1,T > Y2|1.9,Z]

= | f(1,v|8,Z)adv
)43

usando (A.1) e considerando o modelo condicional dado em (4.4)-(4.6), obtemos que

Li(8,2) = Zho1 (V1[8) exp{—Z (Ao1 (Y1|8) + Aoz (V1] D) + Aoz (Y2|B) — Aoz (11[B)) }

em que Ag;(¢|8) = [ Aoi(s|®)ds, é a fungdo de risco de base acumulada, para i = 1,2,3. Logo, integrando

sobre a fragilidade Z com distribui¢cdo PVF, temos que a funcdo de verossimilhanga marginal € dada por

6 (Ao1 (Y1|8) + Apx (Y1[D) + Ao3 (Y2|8) _AOS(Ylw))>YI (A.3)

L(9) = 2 ([9) (1+ )+

Xexp{ly_ey [1 B <1+ 9(A01(Y1\19)+A02(Y1]191)_—|—;\03(Y2\19)—Aog(Y1|19))>Y] }

Caso 2: Quando a primeira observagdo é o tempo de recorréncia e depois a morte, ou seja,
(01,6) =(1,1) e (Y},Y») = (T1,T3), entdo

L(9,2) =PIT =Y, =Y2|9,Z] = f(11,Y2]|9,2)
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De forma similar a (A.3) pode-se mostrar que

0(Ao1 (11]8) + A2 (V1]9) + Aoz (Y2|B) —/\03(Y1|19)))Y2

Ly () = Ao1 (Y1]9) A3 (V2| ®) <1+ 1—y

= x {9+ <1+ 9(A01(Y1!l9)+A02(Y1\19)+A03(Y2|19)—A03(Y1’19))>7] )
11—y .
-y 0(Ao1 (Y1]8) + Aga(Y1|8) + Aoz (Y2]|8) — Aoz (Y1]8)) \ ¥
{7 iy

Caso 3: Quando o tempo de recorréncia foi censurado pelo tempo de morte, ou seja, (8;,8,) = (0,1) e
(Yl,Yz) = (Tl,Tz), entao

L3(8,Z) =P[T} = 0, T = V3|8, 7] = fua(V2|8,2Z)
usando A.2, temos
L3(1.9,Z> :Z}Loz(Yz‘ﬂ)eXp{—Z(A()l(Yz“ls)—|—A02(Y2|1’))}

logo, de forma similar a A.3, temos que

(AS)

1
L3(®) = Ao (Ya|®) (1 " 9(/\01(Y2|191)_+;\02(Y2|19))>7

» eXp{ly_ey [1 _ <1 n 9(A01(Y2|191)+;\02(Y2|19))>y] }

Caso 4: Quando os dois tempos de falha sdo cesurados, ou seja, (9;,0,) = (0,0) e (¥;,Y2) = (C,C) =
(Yz,Yz) = (Y],Y]), entao

Ly(9,Z2) =P[Ty > Y2, Tr > Y»|9,Z]
=exp{—Z(Ao1(12|®) + A2 (Y2[9))}

Logo, usando lo Laplaciano da distribui¢do PVE, a fun¢@o verossimilhanca marginal é dado por

La(®) = exp{l—?’ [1 N <1 n 6(Ao1(12|8) +/\02(Y2\19))>q } (A6)

V0 1=y

Assim juntando (A.3), (A.4), (A.5) e (A.6) e para uma amostra de n, a funcio de verossimilhanca

¢é dado por

1—y

0K Si1(y—1-6)2) —y QKJI 8j1
() e (-0 )
N\ (r=1)8p(1-8;1) 1-8;1
(1122 o (' - (+75) )} A7)

onde Kjl :A01(Yj1|19)+A02(Yj1|19)—|—A03(Yj2‘19) AQ3( ﬂw) ]2 —A()]( ]2’19)4-/\02( ]2’1.9) para
j=1,...,n

n 9K'1 7y 6116)2
8) = [T 201 (¥j18)% A2 (Y 2] 8) 201700 45 (Y o | 9) 2192 {9 + (1 * > }
j=1
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PROBABILIDADE DE TRANSICAO
MARGINAL

(1) Probabilidade de transicao para o estado de recorréncia:
Veja que Py (1) é probabilidade de estar no estado 1 no tempo ¢ dado que o estado 0 comegou
no tempo ¢ = 0 que podemos expressar como a probabilidade de néo ter transi¢ao fora do estado
0 antes da transicao de interesse multiplicado pela transi¢do para o estado 1 antes do tempo ¢

multiplicado por a probabilidade de permanecer no estado 1 até o tempo ¢, isto é

Py; (1) = P[Estar no estado 1 no tempo #|O estado 0 comegou no tempo 7 = 0]
= PP[ndo ter transigdo fora do estado O antes da transi¢do de interesse]
X (transi¢@o para o estado 1 antes do tempo ¢)

x P[permanecer no estado 1 até o tempo ¢]

Usando as taxas condicionais e por tanto tomando a media sobre Z e desde que o tempo de transi¢do

para o estado 1 € desconhecido também devemos integrar sobre todo ¢, isto é

Po; (¢ / / [P[ndo ter transi¢do fora do estado 0 antes do tempo s|z]

X (transi¢@o para o estado 1 no tempo s dado z)

x IP[permanecer no estado 1 até o tempo #|z]g(z)dsdz,

onde g(z) representa a fungdo densidade de probabilidade da varidvel de fragilidade Z. Isto é

equivalente a

Po; (¢ / /S s|z) A1 (s]2)S12(t]s,2)g(z)dsdz

onde S(s|Z), A1 (s|Z) e S12(t|s, Z) sdo dados em (4.7), (4.4) e (4.8), respectivamente. Desta forma
Po; (¢ / o1 (s / Z(Aoi (s )+A02<s)+A03(S’[>)Zg(Z)deZ,

onde Agi(t) = [y Aoi(s)ds parai = 1,2,3, sdo as fungdes de risco de base acumulado e Ag3 (u,t) =

A3 (1) — Ao (u). Concluimos usando a transformada de Laplace da fragilidade Z com distribui¢do
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PVF com media 1 e varidancia 8 > 0, dada em (3.51), desta forma obtemos,
Gsl(s N\ -y Os1(s,)\ 7
Po; (¢ /).0 < exps —— |[1—( 1+ ds.
-7 0y 1-y
onde s1(t,11) = Ao1(s) + /\02(5) + Ao3 (S,t).
(2) Probabilidade de transicao para o estado de morte:
A derivagido de Py2(r) é feita de forma andloga e é dada por
esz() r-1 1-7], 0s52(s)\ "
P —_— 1 ds.
02 (¢ / Aoa (s ( exp oy +— —y s
onde s2(s) = Ao1(rs) + Apz2(s). Nesta fungéo, ndo temos uma contribui¢do para permanecer no
estado 2 até o tempo ¢, pois o estado 2 e absorvente.
(3) Probabilidade de transicao do estado de recorréncia para o estado de morte:

Passamos para a probabilidade de transi¢éo Py (¢]t1), a qual é condicional no estado 1 que foi atin-
gido no tempo ¢;. Entdo a probabilidade de estar no estado 2 no tempo ¢ é dada pela probabilidade
de permanecer no estado 1 até algum tempo s e ter uma transi¢ao para o estado 2 no tempo s < ¢.
De forma similar as probabilidades de transi¢do anteriores € novamente, como o tempo de transicao
do estado 1 para o estado 2 é desconhecido, integramos os possiveis tempos de transicdo. Usando

taxas de transi¢ao condicionais e média sobre Z, obtemos o seguinte

P1o(t|t) / /Slz slt1,z) A2 (s]t1,2)g(2)dsdz

onde Si»(t|s,Z) e A12(s|t1,z) sdo dados em (4.8) e (4.6), respectivamente. Desta forma

Po (¢ /103 / ~H00) 20 (2)dsdz

Finalmente usando o Laplaciano de Z, e para s3(s,7;) = Ao3(t1,5).0btemos
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C

FUNCAO DE SOBREVIVENCIA CONJUNTA
CONDICIONAL

C.1 Funcao de sobrevivéncia conjunta condicional em ®

Sejam 11, - - - , T;, varidveis aleatdrias que representam os m tipos de tempos observaveis ao evento
de interesse, tal que a distribui¢do de 7 (k = 1,--- ,m) pode ser representado por um modelo bésico de

fragilidade dado em (5.1). Queremos provar que

S(t1,- tm|®) :exp{—a)(ZkaOk(tk))}, (C.1)
k=1
Considerando o fato que 7y e Z; , (k= 1,- - ,m) sdo condicionalmente independentes, além disso,
ZieZj(i# j=1,---,m) sdo condicionalmente independentes (dado w), pode-se mostrar que

3

]P)[Tl > 1, T;n > tm|w H Z tk|Zk Zk’w])

=17>0

= [T vz (Soc())

=1

~
3

>~

A iltima igualdade é obtida a partir do modelo (5.1), onde podemos obter que S(t|Zx) = [Sox (x)] %,
para mais detalhe veja a Secdo 3.1, em que Yz, (-) € a fungdo geradora de probabilidade da varidvel de
fragilidade Z;, para k = 1,--- ,m. Logo assumindo que que Z; (k= 1,--- ,m) tem distribui¢do Poisson
com media wp; onde p; > 0 é constante, enquanto @ € uma componente de fragilidade. Temos que,

vz, (s) = e @P0=%) parak =1,---,m, desta forma

S(tr,tm|®) =H ~0pe(1~Sux{tc)) —exp{—w (Zpk(FOk(tk))>}a (C.2)

k=1

onde Fyy(#;) € a fungdo de distribuicdo acumulada de base para o tempo 7.
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FUNCAO DE VEROSSIMILHANCA

D.1 Funcao verossimilhanca para dados completos

Suponha que temos 7 individuos na amostra, e seja Z;; o nimero de riscos latentes do tipo k do
evento de interesse para o j—€simo individuo, com j=1,...,ne k=1,2. Além disso, assumimos que 0s Z; ;
sdo varidveis aleatdrias Poisson independentes com media @;py, j=1,...,n e k = 1,2. Também assumimos
que as @; sdo varidveis aleatorias i.i.d com distribui¢do PVF de media 1 e varidncia 1 —y = 6 > 0. Seja
Ty ; o tempo de falha para o j—€simo individuo e 0 k— ésimo tipo de evento de interesse, onde 7} ; pode ser
censurado pela direita. Suponha que a distribui¢do de 7y j,com j=1,...,n e k = 1,2, pode ser representado

por um modelo bésico de fragilidade

lk(tkj\ij) = ijz()k(tkj|nk)

onde Ao (#j|M;) € a funcdo de risco de base para Tj; com vetor de pardmetros 1);. Suponha também que

Zyj e Tjj sdo condicionalmente independentes. Denote por C; os tempos de censura de modo que

I, Ti; <G

yjk:min{Tkj,ij} e 6kj:{ 0T SC
s Akj kj

Assim, sejam y, = (i1, --sYkn)s 0k = (Ok1s-y0kn)> Zk = (Zp1s-yZin) cOm k=12 ¢ @ =
(o, ...,0,). Logo, os dados completos sdo dados por D = (n,y,,¥,,61,62,Z1,Z,,®),onde Z|, Z, ¢ ®
sd0 vetores aleatérios ndo observéveis, entdo os dados observados sdo dados por D,ps = (1,y1,¥5,01,82).
Adicionalmente seja ¥ = (¥, p1,P2,M;,MN>), 0 vetor de pardmetros a serem estimados. A fun¢@o verossi-
milhanga para ¥ dado os dados completos pode ser construida da seguinte forma. Considerando o fato de
que as observacdes dos tempos de eventos sdo condicionalmente independentes dada as fragilidades, além

disso, Z;; e Z; sdo condicionalmente independentes dado @, podemos obter

L(®|D) = [ [ /i01)» 61121, @), 01) f2 (32, 82j1 22, 07, M) f1(Z1j| @), 1) fo(Zaj| 0, 1) g (0 7),
j=0
onde g(-) é a fungdo densidade da componente de fragilidade @. Logo usando os fato de que f(#,0) =

F(0)981)' 0 = (A(1)S(1))2S(t)' % e A(r) = % em andlise de sobrevivéncia, e usando o modelo de
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fragilidade dada em (5.1), considerando Z;j|@; ~Poisson(px®;), comk=1,2¢ j=1,---,n, podemos

obter

L . 5 . ey
=127 for Graj1n0) % (Soryin )~ 257 foa (y21M2) 7 Soa (v2112) 72~

. 0 j

J:

P (1)) P (020,
X ailY)-
jIJo Z! 75! 8(@;]y)

Logo, podemos reescrever L(1%|D) como

L(®|D) = HH Sox (e Me)] Zij =0 [ijfOk(ykj’nk)]Skj

X HCXP{Z Zyjlog(wjpx) —log(Zy;!) — a)jpk] } Hg(a)j). (D.1)

j=

—_
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D.2 Funcao verossimilhanca para dados observados

D.2.1 Prova do Teorema 5.3.1

Demonstragdo. Para obter a fungdo verossimilhanga para dados observados L(¥|D,;), dada em (5.18),
devemos fazer a soma e a integragdo sobre todos valores de Z;; € ®;, respectivamente, para k = 1,2 €

j=1,--- n.Paraisto, a partir de (D.1) temos que

Okj Zii
oo Z ‘ wS . k j
L(B|Doy;) = HH/ (fOk yk]|nk > Z kj (Px J Ok(Yk]|nk)) e‘pk“’f'g(a)jw)dwj

1720 Sox (Vxj| M) Ze Zy;!

S (E

Sok (Vx| M)

2 oo . ) Zii p— ,'S Vk j
HH/ o—Pe;(1-So; yk]mk))z Zf;j (Px@;Sox (Vi ;M) :‘/e Pr®;Soic(¥icj| M) ¢(o;7)do;
111 L 7!
_ <f0k Yk]|nk ) ’ /w e*Pkij*SOk(ykjmk))(pkw/.SOk(ykj|nk))5k1g(a)j"}/)d(i)j
Sox (VxjMe) 0 ‘

8 —wipe(1—Sor (v
H Y for (kgm0 ™ /o e P =Su06 M) g (0;|y)d @,

I
= n:1~ mw

pripd (fm(yljlm)5‘-’f02(y2jmz)32")

~.
[

“H

/ w62/+62/ —(D/<P1F01 }11\ﬂ1)+P2F02 yz,\ﬂz)) ((J) ‘ry)da)j’

onde F (ykj|My) € a fungdo de distribuicdo acumulada de base. A partir de aqui, construimos a fungio de

Verosimilhanga para cada um dos quatro possiveis casos de (01 j,8,j), para o j—ésimo individuo, isto é

Caso 1: (61;,02;) = (0,0), ou seja (y1,y2j) = (C1j,C>j), ambos tempos de eventos foram

censurados. Entdo a fung@o verossimilhanga é dado por:

Loo = /Om e—w_,-(plFm(yum])+P2Foz(y21\nz))g(a)j\y)da)j.

Esta integral é a transformada de Laplace da fragilidade w;, aplicado em piFoi(y1;|n,) +
P2F02(y251M>), isto €,

Loo = Lo, (p1Fo1 (v1111) + p2Fo2 (v21M2))-

Caso 2: (81j,0,;) = (1,0), ou seja (y1 j,y2j) = (11 j,C2j), o primeiro evento foi observado e o segundo

foi censurado. Entdo a fun¢do verossimilhanca é dado por:

Lo = P1f01(y1j|m)/0 wje*wj(PlFm(YU\TM)+P2F02(Y2j\ﬂ2))g(wj|y)dwj‘
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Usando a propriedade da transformada de Laplace [;° we™“*g(w)dw = —%fm(s), temos

0
L= —P1f01()’11|'71) -iﬂw,( 5).

em que s = P1Fo1 (v1j[M1) + P2Foa (v2j1M2)-
Caso 3: (01j,025) = (0,1), ou seja (y1,y2j) = (Ci1j,T»j), o primeiro evento foi censurado e o

segundo foi observado. De forma andlogo ao Caso 2, pode-se mostrar que

J
Ly = —szoz()’2,|771) gw,()

em que s = P Fo1 (v1j|N1) + p2Fo2 (2 |M2)-

Caso 4: (01j,6;) = (1,1), ou seja (y1/,y2j) = (T1j,12j), ambos tempos de eventos foram

observados. Entdo a func¢do verossimilhanga é dado por:
L= P1f01(y1/|711)P2f02(}’2/|772)/ wfze_wj(plFm(yljml)+p2F02(y2jm2))g(wj|?’)d‘0/‘-
4 : ) 4

Usando a propriedade da transformada de Laplace [3° ®?e~*g(w)dw = a—zz.iﬂa, (s), temos

2?2
Ly —P1f01(Mﬂm)szoz(h/mz) fw]( 5).

em que s = p1Fo1 (y1(M1) + p2Fo2(y25M2)-

Juntando todos os casos e considerando todos os individuos a fungdo verossimilhanga para dados
observados e considerando a transformada de Laplace do modelo de fragilidade PVF dada em (3.61), a

funcdo de verossimilhanca é dada por:

n (1-681;)(1-&;)
) ) 1 J J
L(8|Dops) = [T(p1for 61j111)) % (p1 fo2 (y2/1m2)) % (CXP{—Y(U +5)7 — 1)})
j=1
1>31j(1_52j)+52j(1—511)

X/I:Il <CXP{_;(“+S>Y—1>}(1+s)y—

Hl (exe{ 2@ +9r=n} a4 20—y a407)

6102

onde s = p1Fy1 (y1;|M1) + P2Fo2(y2j|M2). Ou equivalentemente

L(®(Dops) = [T (01 for 011m1)) % (P2 for (v2]12)) >
=

1
x | | exp { y — [T+ prFo1 (v1j1m1) + prFo2 (v2j1Mm2)) " — 1] } (D.2)

—_

% (1 +P1F01(y1j\7h)+PlFoz(yzj\le))(1_7)(5]’+52’)_75"’62"

818
x[T11 =7+ (L+piFoi(viIny) + prFo(y2)n2))"] %

~

onde for (x| M«) € Fox(Ykj|Mi) sdo as fungdes de densidade e distribui¢do acumulada de base, respectiva-

mente, para j=1,....nek=1,2. L]
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