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“Cuando la matemdtica se vuelve un fin en si mismo,
es entonces cuando ella, va mas alld de algo racional,
convirtiéndose por primera vez, en algo espiritual.”

(Darwin Guerrero)



Resumo

A fibracao de Milnor aparece como a principal ferramenta no estudo local da
topologia das singularidades analiticas reais e complexas.

Neste trabalho estudaremos o Teorema de “Fibracao” de Milnor e o surpreendente
comportamento topoldgico das Fibras de Milnor. Para tais objetivos, usaremos
algumas ferramentas da Geometria Algébrica, Analise Complexa em vérias variaveis
e um pouco da Teoria de Morse.

Palavras-chave: Variedades algébricas. Fibragao de Milnor. Fibra de Milnor.



Abstract

The Milnor fibration appears as the main tool in the topological local study of
real and complex analytic singularities.
In this work we study the famous Milnor Fibration Theorem, and the surprising
topological behavior of the Milnor fibres. To reach these objectives we use some
tools of classical Algebraic Geometry, Complex Analysis of several variables and
also some aspects of Morse Theory.

Keywords: Algebraic varieties. Milnor fibration. Milnor fibre.
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CAPITULO

1

Preliminares

Este primeiro Capitulo esta divido em duas partes: uma dedicada as variedades
diferenciaveis e outra dedicada a algumas defini¢oes algébricas.

1.1 Variedades diferenciaveis

Em primeira instancia, gostariamos de trabalhar o calculo diferencial sobre objetos matematicos
nao tao comodos como R?, R? ou incluso " onde . = R ou C.

Seja M este tal objeto matematico, dotado de uma operagao de suma.

Dados dois elementos a,b € M, como garantir que a + b € M? Pois sem este pequeno
detalhe nao é possivel iniciar um estudo da teoria de calculo diferencial. Entao, uma questao
natural é como definir em M uma estrutura “algébrica” que torne possivel tal estudo.

Nosso espaco modelo é o R™. Se queremos que M seja como R™ é natural primeiro fazer uma
identificacao de forma local e o caminho mais natural para isso é com uma funcao bijetora entre
estes dois conjuntos. Mas, como necessitamos de nogoes topolégicas em M (pontos aderentes,
conjuntos abertos, fechados, 1° e 2° axiomas de enumerabilidade, propriedades de ser Hausdorff,
T, Ty, etc ... ) precisamos que M e R" sejam localmente homeomorfos.

E como pretendemos fazer céalculo diferencial em M, é natural exigir a condicao de
diferenciabilidade sobre os homeomorfismos. Entao, para que tenha sentido a diferenciabilidade
de fungoes sobre tais objetos matematicos (que chamaremos de variedades diferencidveis)
exigiremos também que as mudancas de coordenadas sejam difeomorfismos.

Assim, temos que uma variedade diferenciavel M é, em esséncia, um objeto localmente
difeomorfo a R", e que a derivada sobre este objeto esta bem definida.

Definicao 1.1.1 (Variedade topolégica n-dimensional) Um conjunto M # () é uma variedade
topoldgica n-dimensional se € um espago topologico de Hausdorff com base enumerdvel de
tal maneira que, para todo p € M, existe uma vizinhanca U de p em M que € localmente
homeomorfa (ou também chamada topologicamente equivalente) a R™.

Os homeomorfismos acima sao aplicagdes X : U C M — X(U) C R"™ os quais chamamos
de cartas ou sistema de coordenadas locais. A aplicagao inversa da carta é chamada de
parametrizacao.
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Defini¢ao 1.1.2 (Atlas topoldgico) Seja M wuma variedade topoldgica n-dimensional. Um
conjunto de cartas

AN={X,/Xo:UyC M —V,=X,(U,) CR" a € J}

tais que M = Uaes U, (€ uma cobertura aberta de M) é chamado de atlas topoldgico ou
simplesmente um atlas sobre M.

Defini¢ao 1.1.3 (Atlas diferencidvel) Seja M uma variedade topoldgica n-dimensional e seja
A um atlas sobre M. Dizemos que A € um atlas diferenciavel se para todo par de cartas

Xoy iUy, CM —V,,

Xoy Uy CM —V,,
com Uy, NU,, # () temos que

Xo, 0 X1 X, (Uy, NUL,) — Xoy, (Ua, NUG,)

a2

Xop o X1 X0 (Uy, NUL,) — Xay(Ua, NUG,)

a1

sao diferencidveis (isto €, sao de classe C™).

As aplicagoes X,, 0 X 521 sao chamadas de mudancas de coordenadas. Observe também que
todas as mudancas de coordenadas sao, de fato, difeomorfismos.

Observagao 1.1.1 Seja A um atlas diferenciavel sobre M. Seja I' = T'(A) o atlas que contem
justamente aquelas cartas de M cujas mudancas de coordenadas com cada parametrizacdo de A
¢ diferencidvel (logo o inverso € diferencidvel). Entdo, o atlasT é também um atlas diferencidvel
e ele € claramente maximal entre os demais atlas diferencidveis sobre M. Assim, cada atlas
diferencidvel gera univocamente um atlas diferencidvel mazimal.

Definigao 1.1.4 (Estrutura diferencidvel) Seja M wuma variedade topoldgica n-dimensional.
Uma estrutura diferenciavel I' sobre M é um atlas diferencidvel mazimal sobre M.

Definigao 1.1.5 (Variedade diferencidvel) Uma variedade diferenciavel de dimensio n é um
par (M, T"), onde M é uma variedade topolégica n-dimensional e I' é uma estrutura diferencidvel
em M.

Nota: Qualquer subconjunto aberto N de uma variedade diferenciavel n-dimensional M, no
qual N herda a estrutura topdlogica e a estrutura diferenciavel de M, é chamado de subvariedade
diferencidvel de M. Naturalmente, a dimensao de N é menor ou igual n.

* Para quase todos os aspectos abordados neste texto consideraremos M uma variedade
diferencidvel n-dimensional contida (mergulhada) em algum espaco euclidiano R¥, salvo mencao
contraria. E importante observar que quando M estd contida (mergulhada) em R* as mudangas
de coordenadas sao difeormorfismos devido ao Teorema da Funcao Inversa, e assim o atlas em
questao ja resulta ser maximal. No entanto, para variedades abstratas, esta é uma condicao que
se adiciona a definicao. Isto é vital para que possamos ter bem definida a nocao de diferencial
de uma funcao entre variedades.
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* Uma variedade diferencidvel M de dimensdo n contida em R"*! é chamada de hipersuperficie.

* Toda variedade diferenciavel de dimensao 0 em R™ é chamada de ponto isolado.

Exemplos.

1. Seja U C R™ um aberto. O atlas {Idy}, que consta de uma s6 carta Idy : U — U, define
em U a estrutura diferenciavel usual. Além disso, todo homeomorfismo h : U — U define
também um atlas diferencidvel {h} o qual determina a mesma estrutura diferencidvel que
{Idy} se, e somente se, h é um difeomorfismo.

Assim, se podem definir facilmente sobre um aberto de R™ distintas estruturas
diferenciaveis. O detalhe é que usando tais atlas com apenas uma carta, nao se obtem
variedades diferencidveis essencialmente distintas.

2. Aesfera S" = {z e R |z| = /2f + 23+ ... + 22, = 1} é uma variedade diferencidvel
de dimensao n.

3. Um subconjunto aberto de uma variedade diferenciavel possui uma estrutura de variedade
diferenciavel.

4. O gréfico de uma funcao diferenciavel f : U C R™ — R ¢ trivialmente uma variedade
diferenciavel de dimensao m, pois a variedade pode ser coberta por uma tnica carta.

Denotaremos uma variedade diferenciavel M de dimensao m por M™.

Defini¢ao 1.1.6 (Fungao diferenciavel) Sejam M™ e N™ wvariedades diferencidveis. Uma
fungao continua f: M — N ¢é diferencidavel em p € M, se para um par de cartas (e portanto
para todas) X : U, - Vo eY : Wy, = Z, com X(p) = ¢q, f(p) = b, Y(b) = r, a aplicagio
Y o fo X! ¢ diferencidvel em ¢ = X (p).

Nota: Abusando da notagdo, as vezes é conveniente escrever (denotar) f =Y o fo X1

Naturalmente, a definicao acima nao depende da escolha das cartas.

Definigao 1.1.7 (Espaco tangente) Seja M™ uma variedade diferencidvel e considere ¢ =V C
R™ — U C M uma parametriza¢ao no ponto p € U C M, com ¢(q) = p. O espaco tangente a
M no ponto p € definido por T,M = d¢,(R™), o qual é um espago vetorial de dimensao n.

Em esséncia, o espago tangente ¢ a parte euclidiana local da variedade M e é vital para
definir a nocao de diferencial de uma funcao diferenciavel f : M — N, onde M e N sao
variedade diferencidveis.

Uma base para T,M ¢ dada por g—i(q) = do(q)(e;)} onde {e;}7, é a base canénica do
R™ (na verdade pode ser qualquer base). Naturalmente, o espago tangente 7, M nao depende
da parametrizacao escolhida, pois as aplicagoes mudancas de coordenadas sao difeomorfismos.

Com isso, M é localmente difeomorfo a R"™.
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Outra apresentacao mais “manejavel” de T,M é dada pela seguinte definicao:

T,M = {v € R%v = N(0),\: (—e,¢) — M, \0) = p},

onde X\ é um caminho diferenciavel em M. Em outras palavras, o espaco tangente é o conjunto
dos vetores velocidades de curvas diferencidveis em M que passam pelo ponto p.

Defini¢ao 1.1.8 (Diferencial de f) Dada uma aplicag¢ao diferencidvel f : M — N onde M"
e N™ sao variedades diferencidveis, com f(p) = q, a diferencial de f em p € a aplicagdio
dfy, : T,M — T;N dada por

dfp(N'(0)) = (f 2 A)(0),

onde X : (—e,e) — M, com A\(0) = p.

A aplicacao diferencial df,, é linear e a matriz de df,, é chamada de matriz jacobiana de f
em p.

Definigao 1.1.9 (Imersao, Submersao, Ponto Regular e Ponto Singular) Sejam M™ e N™
variedades diferencidaveis e f: M — N uma aplicacao diferencidvel em p € M™. Dizemos que:

1. f € uma imersao em p se a diferencial df, € injetora (isto € verdade se n > m). Em
outras palavras, o posto da matriz Jacobiana de f em p € igual a m.

2. f € uma submersdo em p, se a diferencial df, € sobrejetora (isto é verdade se m < n).
Em outras palavras, o posto da matriz jacobiana de f em p € igual a n.

3. p é um ponto regular de f se, e somente se, df, tem posto mdzimo em p e, neste caso,
f(p) € chamado valor regular de f.

4. p € um ponto singular de f, se p nao é ponto regular, ou em outras palavras se df, nao
¢ sobrejetora e nem injetora (€ dizer que f nao é submersdao, nem imersao em p) e f(p)
¢ chamado é chamado valor singular de f.

A funcao inclusao é um exemplo classico de imersao enquanto a funcao projecao é um exemplo
de submersao.

Observacao 1.1.2 Recorde que o posto de uma funcdao se refere ao posto de sua derivada. E
importante observar que o posto de uma fungao pode mudar de ponto a ponto. Vejamos:

1. Se f : R™ — R, entao f tem posto 0 nos seus pontos singulares e posto 1 nos pontos
requlares.

2. Considere [ : R* — R? dada por f(z,y) = (2%,y?). O posto de [ € calculado pela matriz

Jacobiana ,
3z 0
[df(r,y)} = ( 0 2y2 )

Se x,y # 0, o posto de f em (z,y) €
Nos pontos da forma (x,0) ou (0,y), com:c;«éO y # 0, o posto de f € 1.
Em (z,y) = (0,0) o posto de f € 0.
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Definigao 1.1.10 (Espaco Normal) Seja M™ C R™ (m < n) uma variedade diferencidvel. O
espaco normal a M no ponto p € M é o conjunto

(T,M)* = {w € R"; (w,v) = 0,Yv € T,M}.

O espaco (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em R" e dim(T,M)* =n —m. Os
vetores de (T,M)* sdao chamados vetores normais a M no ponto p.

Nem sempre é facil provar que um conjunto é uma variedade diferencidavel. Um resultado
importante que ajuda a determinar se um conjunto é uma variedade diferenciavel utiliza o
conceito de valor regular. Um ponto ¢ € N é chamado de wvalor regular de f se sua imagem
inversa f~!(g) s6 contém pontos regulares.

Teorema 1.1.1 (Caracterizagao de variedade diferenciavel via valor regular) Sejam N™ e PP
variedades diferencidveis, f : N — P uma aplicacao diferencidvel, ¢ € P um valor reqular de
f. Entdo, f~'(q) = M é uma subvariedade de N de dimensio n—p e, além disso, dado b € M,
temos TyM = Ker(dfy).
Uma demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [7].

A generalizacao do resultado anterior utiliza a ideia de transversalidade.
Definigao 1.1.11 (Transversalidade) Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis, P C N uma

subvariedade de N de dimensao p e f : M — N uma aplicagao diferencidvel. Dizemos que f €
transversal a P no ponto q € f~*(P) quando

Tyg)N = Ty P + dfy (T, M).
Dizemos ainda que f € transversal a P se para todo ¢ € f~*(P), f € transversal a P em q.

Teorema 1.1.2 (Segunda caracterizacao de variedade diferencidvel) Sejam M™, N"
variedades diferenciaveis, P C N uma subvariedade de N de dimensio p e f : M — N
uma aplicagdo diferencidvel. Se f € transversal a P entio f~Y(P) = 0 ou f~'(P) é uma
subvariedade diferencidvel de M de dimensdao m — (n — p).

Uma demonstracao deste resultado pode também ser encontrada na referéncia [7].

Corolario 1.1.1 Se uma aplicagao diferencidvel f : M™ — N™ é uma submersao, entao para
toda subvariedade PP de N, temos que f~1(P) =0 ou f~'(P) é uma subvariedade diferencidvel
de M, de dimensao m — (n — p).

1.2 Algumas definicoes algébricas

Nesta secao, todo anel é considerado comutativo e com unidade.

Definigao 1.2.1 (Anel Noetheriano) Dizemos que R é um anel Noetheriano se satisfaz uma
das sequintes condicoes equivalentes:

1. Todo ideal de R € finitamente gerado.

2. Toda sequéncia crescente Iy C Iy C ... de ideais em R € estaciondria, isto €, existe 1 € N
tal que I; = ;1 = I, 0=....
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3. Toda familia nao vazia de ideais de R contém um elemento maximal.

Note que se R é um corpo entao, R é um anel Noetheriano pois os tinicos ideais de um corpo
sao os triviais.
Dado um anel R, podemos considerar o anel dos polinomios R[z] formado pelos elementos
da forma
f(x) =ao+a1r +ax® + ... +az". ..

tal que a; = 0, exceto para um numero finito de indices.
Se R ¢é um anel Noetheriano, um fato relevante é que R[z] também é Noetheriano. Este é
um resultado conhecido como Teorema da Base de Hilbert:

Teorema 1.2.1 (Teorema da Base de Hilbert) Se Se R é um anel Noetheriano, entao o anel
dos polinomios R[x] também é Noetheriano.

Uma demonstragao deste resultado pode ser vista em [2].
Aplicando sucessivamente (de forma finita) o Teorema da Base de Hilbert, isto é, fazendo

(... ((R[x1]) [xa]) [x3] - . .) [zn] = Rlx1, 22,y .. ., 2]

concluimos que o anel de polindémios em n varidveis, o qual denotamos por R[xy, zs, ..., x,], é
também Noetheriano.

Definicao 1.2.2 (R-Médulos) Seja (R, +,-) um anel. Um conjunto M # () é um R-mddulo
(ou um médulo sobre R) se (M, +) é um grupo abeliano e existe uma operagao & : Rx M — M
dada por £(r,m) = rm € M tal que para todo 1,79, € R e para todo my, mao,m € M temos

1. (r1 +re)m =rym+rom,
2. r(my +mg) = rmy + rma,
3. (rira)m = ri(rems),

4. Im =m.

A funcao £ é chamada de multiplicagdo por escalar (de modo andlogo ao que ocorre com os
espagos vetoriais). Um R-mdédulo com a particularidade de que R é corpo, é um espaco vetorial.

Definigao 1.2.3 (R-Submédulo) Sejam R um anel e M um R-mddulo. Um subgrupo aditivo
N de (M,+) é um R-submédulo se a multiplicagdo por escalar em M preserva N. Isto é,

&(r,m)=rm € N, Vr € R,¥n € N.

Defini¢ao 1.2.4 (R-médulo Noetheriano) Seja M wum R-mddulo.  Dizemos que M €
Noetheriano se toda sequéncia crescente Ny C Ny C Ni... de R-submodulos de M ¢
estacionaria (isto €, existe i € N tal que N; = N;11 = Njjo...).
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Seja ) £S5 € M. O R-submédulo gerado por S é o conjunto
(S) = {Zrisi; ri € R, s; € S}.
i=1

Se N C M é tal que N = (S) >, onde S é um conjunto finito, entao N é dito finitamente
gerado.

Proposicao 1.2.1 (Caracterizagdo de médulo Noetheriano) Seja M um R-mddulo. Entao, M
¢ Noetheriano se, e somente se, todo submodulo de M ¢é finitamente gerado.

Demostragao ver [2]
Vamos terminar esta secao com o Lema de Zorn. Este lema tem uma série de aplicacoes em
varios ramos da Matematica.

Lema 1.2.1 (Lema de Zorn) Se X # () € um conjunto parcialmente ordenado tal que todo
subconjunto totalmente ordenado admite uma cota superior entao X admite um elemento
mazimal.

Neste trabalho, precisaremos do Lema de Zorn para poder definir o conceito de dimensao
de uma variedade algébrica, a qual sera feito no capitulo seguinte.



CAPITULO

2

Variedades Algébricas

Seja. L = R ou C. Considere o anel (Noetheriano) dos polindémios em vérias
varidveis L[xy, 29, ..., 2,51]. HA& um conjunto particularmente interessante relacionado com
L[z1, s, ..., Ty41] 0 qual definiremos a seguir:

Uma referéncia para este capitulo, pode ser vista em [11].

Defini¢ao 2.0.5 (Conjunto algébrico) Seja f € L[xq,xa, ..., Tpy1] um polinémio. Definimos
o conjunto de zeros de f por

Z(f) ={a €L/ f(a) = 0}.
Se S C L[y, 9, ...,2,41] entdo denotaremos por
Z = Z(8) = NyesZ(f) = {p € L"*; f(p) = 0, para todo f € S}
o conjunto de zeros comuns de S, o qual é chamado de conjunto algébrico.

Note que S pode ser um conjunto unitario, digamos S = {f}. Neste caso, Z(S) = Z(f) é
chamado de hipersuperficie algébrica.
Se 51,52 C L[Il,ZEQ, e ,$n+1] e Sl C SQ entao Z(SQ) C Z(Sl)

Exemplo. O conjunto Z formado pelas solucoes de um sistema finito de equacoes
polinomiais é um conjunto algébrico. Notar que este exemplo gera uma grande variedade
de exemplos de conjuntos algébricos.

Definigao 2.0.6 (Ideal de um conjunto algébrico) Seja Z C L™ um conjunto algébrico.
Definimos o conjunto

I(Z) ={f € Lz, 22,...,%p41]; f(a) =0, Va € Z}
o qual é um ideal de L[z1, 2o, ..., Ty

Nota: Se Z; e Z5 sao conjuntos algébricos e Z; C Z, entao [(Zy) C I1(Zy).



Seja S C L[z, x9,...,2,41] e consideremos o ideal gerado por S, (S). E natural
investigarmos qual é a relagao entre S'e < .S >.

E claro que S €< S >, logo Z(< S >) C Z(9).

Por outro lado, para todo a € Z(95), temos que f(a) = 0, qualquer que seja f € S. Entao,
para todo g €< S > temos também que g(a) = 0 e, portanto, a € Z(< S >).

Logo, temos Z(S) = Z(< S >). Isto significa que o conjunto algébrico do ideal < S > ¢é
justamente o conjunto algébrico do conjunto S, ou seja, provamos que:

Lema 2.0.2 Se S C L[z, 2, ...,2,41], entao Z(S) = Z(< S >).

Como < S > é o ideal gerado por S C L[xq,xa, ..., Tpi1], ele é finitamente gerado e, assim,
< S >=<fi, fa,..., fr >. Logo

Z=2(S)=2Z(<S>)=Z(£)NZ(f)N...0 Z(f).

Ou seja, todo conjunto algébrico pode ser expresso como uma solugao de un numero finito
de equacoes polinomiais.

Outras duas propriedades importantes sao: a intersecao arbitraria e a reuniao finita de
conjuntos algébricos é um conjunto algébrico.

Baseado no que ja vimos sobre ideais e médulos, podemos investigar o que ocorre com uma
sequéncia de conjuntos algébricos. Considere uma sequéncia decrescente de conjuntos algébricos
da seguinte forma:

1D 4y D Us. ..

Para cada conjunto algébrico Z;, temos relacionado um ideal S; de modo que

51CSQC53...

com S; C Llxy,z9,...,2,41]. Sendo L[zq,29,...,2,41] Noetheriano, esta sequéncia é
estacionaria. Dai, a sequéncia dos conjuntos algébricos também ¢é estacionaria. Formalmente
teremos:

Proposicao 2.0.2 Qualquer sequéncia decrescente de conjuntos algébricos
71D 7y Zs. ..
¢ estaciondria.

Definigao 2.0.7 (Variedade algébrica) Um conjunto algébrico ndo wazio Z € chamado
variedade algébrica se nao pode ser expresso como a unido de dois subconjuntos algébricos
Proprios.

A proposicao a seguir trata da relacao entre um conjunto algébrico A e o conjunto algébrico
do ideal de A, representado por Z(1(A)).

Proposigao 2.0.3 Se A é um conjunto algébrico entdo A = Z(1(A)).

Demostragao. Note que todo elemento de A anula todos os polinémios de I(A), logo A C
Z(I(A)). Por outro lado, como A é um conjunto algébrico, A = Z(.J) para algum ideal J. Logo,
J C I(Z(J)). De fato, dado f € J, todo elemento de Z(J) é raiz de f, logo f se anula em Z(J)
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e, consequentemente, f € [(Z(J)). Assim A = Z(J) D Z(I(Z(J))) = Z(I(A)). Portanto,
A=Z(I(A)). 1

Investigaremos agora a relagao entre o conjunto dos conjuntos algébricos e o conjuntos dos
ideais relacionados a estes conjuntos algébricos.
Seja
B={Z=72(S); S um ideal em Llxy,z9,...,2,:1]}

D ={1(Z); Z um conjunto algbrico}.

Construimos a seguinte funcao @ : B — D tal que &(Z) = I(Z). Podemos perceber que &
é injetora, tendo em conta o resultado anterior. De fato, se &(Z;) = &(Z,) entao I(Zy) = I(Zs).
Logo Z(I(Zy)) = Z(1(Z,)) e, entao, Z; = Z,. Portanto, @ ¢é injetora.

Brevemente recordemos alguns resultados da algébra bésica:

* Seja R é um anel comutativo com unidade. Entao, M é um ideal maximal < R/M é um corpo.

* Seja R um anel comutativo. Dizemos que N C R é um ideal primo se ab € N entao
a€ Noube N, Va,be R.

* Seja R é um anel comutativo com unidade. Entdao, N C R é um ideal primo < R/N é um
dominio inteiro ou dominio de integridade. Equivale a dizer que R/N é um anel comutativo
com unidade sem divisores de zero.

* Todo ideal maximal em um anel comutativo com unidade é um ideal primo.

Para uma referéncia dos resultados acima ver [15].

E importante saber quando Z = Z(S) com S C Llxy,2,...,2,41] é uma variedade
algébrica. No entanto, usar a definicao para verificar isto pode nao ser a melhor ideia.
Precisamos encontrar condi¢oes mais praticas.

Suponhamos que Z é uma variedade algébrica. Sejam f,g € I(Z). Logo {f - g} C I(Z)
entdao Z(I(Z)) € Z({f - g}). Portanto, Z C Z(f -g) = Z(f) U Z(g). A dltima igualdade ¢é
consequencia da seguinte propriedade:

Propriedade‘ Sejam Sl = {flaf?; <. ‘af?“}a SQ = {917927' H 7g7’}’ entao Z(Sl) U Z(SQ> =
Z(Sy - S2) onde

S1-Se = { figi+frgetfrgs+. . A fogit+. .+ figis  fi €S1,9; €8 com 1<i<r1<j<r}

Voltando a andlise anterior, Z C Z(f)U Z(g). Entao,
Z=(2(Huz(g)nz=(2(/)nZ)V(Z(g)NZ).

Como Z é uma variedade algébrica, um deles é vazio (por exemplo Z(g) N Z = (). Logo
Z C Z(f) (ou Z=2Z(S) C Z(f)). E, consequentemente, f € I(Z). Logo I(Z) é primo.

Por outro lado, suponha que I(Z) seja um ideal primo. Que informacao teremos sobre Z7
A intuigao nos fala que Z deve ser uma variedade algébrica. De fato, por absurdo, vamos supor
que Z nao seja variedade algébrica. Logo Z = Z; U Z; onde Z; e Z, sao conjuntos algébricos
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préprios. Logo Z; & Z. Entao I(Z) & (Z;), de modo analogo Z, & Z entdo I(Z) & (Z).
Portanto existe f; € I(Z1) N\ I(Z) e existe fo € I(Zy) N I(Z). Logo fi- fo € I(Z1)NI(Z) (pois
I(Zy) e I(Z5) sao ideais). Ou seja, fi - fo se anula em Z; e em Z5. Logo fi - fo se anula em
Zy U Zy = Z. Portanto f; - fo € I(Z) e isso é uma contradigao pois 1(Z) é primo. Ou seja,
mostramos que:

Proposicao 2.0.4 (Caracterizagao de uma variedade algébrica) Seja Z um conjunto algébrico.
Entao Z € uma variedade algébrica se, somente se, [(Z) é um ideal primo.

2.1 Dimensao de uma variedade algébrica

Seja B um anel comutativo, A C B um sub-anel. Os elementos by, bs,...,b, de B, sao ditos
algebricamente independentes sobre A, se dado f € A[xy, xo, ..., x,]| tal que f(by, b, ..., b,) =0
entao f = 0. E dizer que a tnica relacao polinomial entre os elementos by,by,...,b, e A é

através do polinomio trivial. Dizemos que D C B é algebricamente independente sobre A, se
seus elementos o sao.

Definicao 2.1.1 Seja F' um corpo. Dizemos que um corpo K é uma extensao de F', se F' C K.

Seja K um corpo extensao do corpo F. Seja D um subconjunto de K, algebricamente
independente sobre F. Como todo subconjunto A de D é algebricamente independente sobre
F', podemos introduzir uma ordem de inclusao ascendente na familia de subconjuntos de K
algebricamente independentes sobre F'. Observamos que cada elemento da familia tem como
cota superior o conjunto poténcia de K. Pelo Lema de Zorn, tal familia admite elemento
maximal S, o qual chamaremos de base de transcendéncia de K sobre F'. Naturalmente, por
construcao, S ¢ algebricamente independente sobre F' e maximal pelo Lema de Zorn.

Teorema 2.1.1 Seja K um corpo extensao do corpo F. FEntdao, quaisquer duas bases de
transcendéncia de K sobre ' tém a mesma cardinalidade.

A demostragao deste resultado pode ser encontrada em [5].

Definicao 2.1.2 Seja K um corpo extensao do corpo F. Seja S uma base de transcendéncia
de I sobre K. Definimos o grau de transcendéncia de K sobre F', ao cardinal do conjunto S.

Seja Z uma variedade algébrica. Pela Proposicao 2.0.4 (Caracterizacdo de uma variedade
algébrica), I(Z) é primo e, portanto, L[z, o, ..., 2,41]/1(Z) é um dominio de integridade, o
qual em esséncia “vive” entre um anel comutativo com unidade e um corpo. Um fato relevante
na algebra basica é que sempre é possivel estender um dominio inteiro a um corpo.

A ideia, em esséncia, para esta extensao é a seguinte: seja D = L[xy, 29, ..., 2,.1]/I1(Z) 0
dominio de integridade. Construa o conjunto B = D x D* onde D* = D ~ {0}. Definimos
em B uma relagao de equivaléncia a qual gera uma particao em B e assim obtemos um espago
quociente, o qual sera um corpo F', considerando-se as operacoes definidas em F' como aquelas
naturalmente provenientes de D. Na verdade, este é um procedimento similar ao processo de
obter o corpo dos racionais a partir do anel dos inteiros.

Seja i : D — E C F um isomorfismo entre D e um subdominio £ de F. Os elementos do
corpo F' podem ser expressos como quocientes dos elementos de D e F' é minimal no seguinte
sentido: se existir um outro corpo G tal que D C G entao existe um isomorfismo @ : F — G
tal que @(a) = a, para todo a € F. Assim, temos bem fundamentada a seguinte defini¢ao:
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Definicao 2.1.3 (Corpo das fungoes racionais em Z) Seja D = L[z, xg, ..., xni1]/1(Z) um
dominio inteiro. Definimos o corpo das fungdes racionais K = (D x D*)/ ~ como o menor
corpo que contém D e os elementos de K sao do tipo f/g chamados fungdes racionais em Z
tais que f € D e g € D*. Denotamos por L? seu grau de transcendéncia sobre L.

Definigao 2.1.4 (Dimensao de uma variedade algébrica) Seja Z C L™ wma wvariedade
algébrica. Seja K = (D x D*)/ ~ o corpo das fungdes racionais em Z. Definimos a dimensao
de Z como o grau de transcendéncia do corpo K = (D x D*)/ ~ sobre o corpo L, a qual
denotaremos por dim Z .

Definigao 2.1.5 (Subvariedade algébrica) Seja Z uma variedade algébrica. Dizemos que W ¢
uma subvariedade algébrica prépria de Z se W é uma variedade algébrica contida em Z, mas
distinta de Z.

Defini¢ao 2.1.6 (Ponto regular e singular sobre Z) Seja Z C L™ um conjunto algébrico nao
vazio, com I(Z) =< fi, fo,..., fx >, onde f; € Llxy,z9,...,2,], para todo i = 1,2,... k.
Considere F' = (f1, fa, ..., fx). Para todo a € Z denote por JF(a) = [(gj:] (@))|gxn @ matriz
jacobiana de F' em a e seja p o maior posto que esta matriz jacobiana assume nos pontos de Z.

Dizemos que a € Z € ponto regular de Z se JF(a) tem posto igual p. E, dizemos que a € Z
¢ ponto singular de Z se JF(a) tem posto menor que p.

Naturalmente a definicao independe da escolha finita dos polinomios.

Que relagao existe entre o conjunto dos pontos singulares de Z, denotado por Y (Z), com o
conjunto algébrico Z7

Seja Z = Z(S) onde S C L[zy,xg,...,x,]. Sabemos que o ideal I(Z) em Lxy, xq,. .., x,)
é finitamente gerado, isto é, I(Z) =< fi, fa,..., fr >. Construimos a funcao F : L" — L*
dada por F(z) = (fi(z), fo(z),..., fe(z)). Seja J C L[zy,x9,...,2,] o ideal gerado pelos
determinantes menores de ordem p X p que se anulam nos pontos singulares de Z (onde p é o
posto maximo de F).

* Seja a € Y (7). Logo, o posto de JF(a) é menor que p. Entdo o determinante de JF'(a)
(o qual é um polinémio) é zero. Assim, a € Z(J).

*x Seja a € Z(J), ou seja, todo polinomio f € J se anula em a, o qual é gerado pelos
determinantes menores da matriz jacobiana de ordem p X p. Logo, o posto de JF'(a) é menor
do que p. Entao, F' nao tem posto maximo em a e, portanto, a é ponto singular de Z.

Portanto, Y (Z) = Z(J), isto é, Y (Z) é um subconjunto algébrico de Z. Formalmente
provamos o seguinte resultado:

Proposicao 2.1.1 O conjunto > (Z) de pontos singulares de Z é um subconjunto algébrico de
Z.

A seguir, apresentamos uma relagao entre variedades diferencidveis e conjuntos algébricos
dada por Whitney:

Teorema 2.1.2 (Whitney [13]) Seja L = R ou C. Entio Z \ > (Z), o conjunto dos pontos
requlares de Z C I, € uma variedade diferencidvel nao vazia.
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Notar: Uma variedade analitica complexa é um par (Z,I") onde Z é uma variedade
topolégica e I' é uma estrutura analitica (no mesmo sentido tratado no Capitulo 1) e p citado
acima é o posto maximo ja definido anteriormente.

Se Z é um conjunto algébrico, Whitney mostrou também que a dimensao do conjunto
algébrico Z \. Y (Z) é exatamente a dimensao algébrica de Z sobre L.

Teorema 2.1.3 (Whitney [13] - Finitude das componentes conexas) Para qualquer par Z O
W, com Z,W C L™, com L = R ou C, a diferenca Z ~ W tem, no mdzrimo, um niumero
finito de componentes conexas. Em particular, o préprio Z = Z ~. ) tem um nimero finito de
componentes conexas.

Como consequéncia temos também que a variedade diferencidvel Z \ > (Z) tem um nimero
finito de componentes conexas.

Lembrando da Andlise Complexa que toda fungao analitica tem uma representagdo em
uma série de poténcias (isto é gracas a formula de representagao integral de Cauchy) podemos
generalizar este fato para fungoes analiticas em varias variaveis, conforme a defini¢ao a seguir:

Defini¢ao 2.1.7 Chamamos C||xq,x2,...,z,|] 0 anel comutativo com unidade que consiste
de todos os polinomios em n varidveis em C™ tais que podem ser expressos por uma série de
poténcias formal nas indeterminadas x1, s, . ..,x, com coeficientes em C.

Naturalmente, em uma variedade algébrica complexa nao é possivel ter uma variedade
diferencidvel (por mais pequena que seja) em torno de um ponto singular, pois se isso
acontecesse, terfamos uma contradicao direta com o teorema 2..1.2 de Whitney acima.

O seguinte resultado, também conhecido como Teorema dos Zeros de Hilbert.

Teorema 2.1.4 (Teorema de Hilbert-Nullstellensatz) Seja S um ideal de Clxy,xa,. .., x,)].
Entio I(Z(S)) = /'S , onde

VS ={feClzy,m9...,2,); f* €S para algum n e N}

é chamado radical de S.

Para uma demonstragao ver [2].

Assim como todo numero inteiro positivo maior do que 1 pode ser expresso de maneira
unica (exceto por permutagoes) em produto de nimeros primos (Teorema Fundamental da
Aritmética), resulta interessante estudar a possibilidade de uma analogia deste resultado para
conjuntos algébricos. Isto é, dado um conjunto algébrico nao vazio, é natural pensar que
ele possa ter subespagos algébricos que nao podem ser expressos como a uniao de conjuntos
algébricos proprios - que neste contexto serao chamados de componentes irredutiveis de Z.

Pergunta. Serd que um conjunto algébrico Z pode ser expresso de maneira tinica (exceto
por permutagoes) nas chamadas componentes irredutiveis de Z7

Suponhamos que Z tenha duas representacoes nessas componentes irredutiveis, isto é,
Note que V; = Z NV, e entao

Vi=(WhuWeU...UW)NV,=V,=WnV,)uWonV)u...u(W,NnV;).
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Como cada V; é uma componente irredutivel de Z, temos que existe um indice j tal que
Vi=W; NV, Logo, V; C Wj.
De modo andalogo, W; = Z N W; e entao

W, =ViuVaU...UV)NW; =W, =(VinW,)u(VanW,) U...U (Vi NW)).

Como cada W; é uma componente irredutivel de Z, temos que existe um indice m tal que
W; =V, nW;. Logo, W; C V,, e entao V; C V,,. Assim, s6 pode ocorrer que V; = V,,,
pois elas sao componentes irredutiveis. Com isso, mostramos a unicidade da representacao em
componentes irredutiveis. Vejamos agora como fundamentamos a existéncia da representacao.

Suponhamos que tal decomposicao nao exista e considere uma sequéncia de ideais em
L[z, xa, ..., z,] da forma

S1CS;C...

Naturalmente, tal sequéncia é estacionaria (pois L[z, xs, ..., z,] é Noetheriano). Dai,
St CS2C...CSk:Sk+1:Sk+2:...

Logo,
Zy=2(Sk) C Zy1C ZroC...C2Z

e seus respetivos ideais satisfazem
I(Zy) Cc1(Zy) C ... C I(Z)

onde I(Z) é um ideal maximal. Chamaremos Z = Zj.

* Se Z é variedade algébrica a prova esta terminada.

* Se Z nao é variedade algébrica, logo 7 = AU B onde A e B sao conjuntos algébricos
préprios. Logo A C Z e B C Z e, entao, 1(Z) C I(B) o que é uma contradi¢ao pois I(Z) é um
ideal maximal. Com isso, podemos formalmente enunciar o seguinte resultado:

Teorema 2.1.5 (Primeiro teorema fundamental dos conjuntos algébricos) Se Z é um conjunto
algébrico nao vazio, entao Z pode ser expresso de forma tnica (exceto por permutagoes) como

Z=ViUVaU...UVy

onde V; sao variedades algébricas e, sei # j, entao V; € V;. Neste contexto, os V; sao chamados
de componentes irredutiveis de Z.

E interessante também saber sob que outras condigoes um conjunto algébrico Z(f) é uma
variedade algébrica e sob que condigdes os pontos singulares de Z sao justamente os pontos
criticos de um algum polinomio.

Tomemos f € Clxy, za, ..., x,] um polinomio irredutivel. Como C é algebricamente fechado,
pelo Teorema 2.1.4 de Hilbert-Nullstellensatz I(Z(f)) = v/f. Assim, se g € Clzy, 22, ..., %)
é um polinémio que se anula em Z = Z(f) entao g € I(Z(f)). Logo g" €< f > para algum
n € N*. Mas, como f é irredutivel segue-se que {f} é primo e, portanto, g € {f}, isto é, g é
miltiplo de f.

No caso real, se Z C R"™! é expresso como uniao de variedades algébricas V; UV, U. ..UV,
precisaremos que a aplicagao f tenha posto maximo para assim poder aplicar o Teorema da
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Funcao Implicita. Por tal motivo adicionaremos a hipétese de que Z tenha um ponto regular a
com respeito a f. Sejam fi, fo,..., fur1 polinémios que geram I(Z(f)), f irredutivel.
Entao, a aplicacao F : Z C R"™' — R dada por F' = (f1, fo,..., [ns1) tem posto maximo

(a) # 0. Pelo Teorema da

1 no ponto a. Sem perda de generalidade, podemos supor 5
Tn+1
Funcao Implicita, existem conjuntos abertos A C R"™! e B C R™ e uma aplicacao diferencidvel

¢€: B — Rtal que &(x1,29,...,2,) = Tpt1 € f(a) =0.

Em outras palavras, f~}(0)NA = ZN A = Graf (£), o qual é uma variedade diferenciavel de
dimensao n. Desta forma, como Z = V; UV, U... UV}, alguma das variedades Vj, j =1,...,n,
tem dimensao n. Portanto, pelo Teorema de Whitney, a dimensao n de V; coincide com a
dimensao algébrica de V; sobre R. Ou seja, o corpo das funcoes racionais em V; dado por

R[Ib T, .- ,In_ﬂ]/[(‘/})

tem grau de transcendéncia n sobre R. Mas o quociente do ideal primo R[zy, x, . .., z,41] pelo
ideal primo principal < f > também tem grau de transcendéncia n sobre R. Como V; C Z
entao I(Z) C I(V;). Mas, < f >C I(Z). Logo, < f >C I(V;). Com isso, concluimos que
< f >=1(V;). Por proposicao vista, tomando-se a variedade destes ideias obtemos

Z(< [>)=2((Vy) =V

Portanto, I(Z(< f >)) = I(V;) =< f > que ¢ primo. Logo, pela Proposicao 2.0.4
(Caracterizacao das variedades algébricas), segue que Z é variedade algébrica.
Também, o conjunto singular de 7

af . of

, of
>(2) = {a € Z:(5-(a). 5-(0)

ey
axn—i—l

(@)}

nao tem posto maximo.
coincide com os pontos criticos de f.
A partir da andlise anterior podemos enunciar o seguinte resultado:

Proposicao 2.1.2 (Segunda caracterizagao das variedades algébricas) Seja L = R ou C e
considere f € L|xy, o, ..., x,] um polinémio irredutivel. Seja Z = Z(f) uma hipersuperficie
real ou complexa. No caso real, admitimos como hipotese adicional de que Z contém um ponto
reqular de f. Entdo, todo polinomio que se anula em Z € multiplo de f. Consequentemente,
Z € uma variedade algébrica e o conjunto dos pontos singulares > (Z) de Z € justamente a
intersegao de Z com os pontos criticos de f.

E também interessante o seguinte fato: seja My = Z ~ > (Z). Pelos teoremas de Whitney,
sabemos que M; é uma variedade diferenciavel. Logo, My = > (Z)\ > (> (%)) é também uma
variedade diferenciavel, e assim por diante. Naturalmente, esta construcao vai parar apds um
numero finito de etapas pois toda sequéncia decrescente de conjuntos algébricos é estacionaria,
digamos até o indice p. Entao, cada M; é uma variedade diferenciavel, para todoi =1,2,...,p.
Além disso, em cada uma das etapas temos um nimero finito de componentes conexas.

Z=(Z~) (2)ud (2)=
Z=(Z\)Y (2l (N> O @)ud O ()
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Logo,
Z=MUMU.. .UM,

Assim temos que:

Teorema 2.1.6 Um conjunto algébrico real ou complexo Z pode ser expresso como uma uniao
finita disjunta
Z=MUMU...UM,,

onde cada M;, j = 1,2,...,p, é uma variedade diferencidvel com um nimero finito de
componentes conexas. Além disso, qualquer diferenca Z ~ W de variedades algébricas pode
ser expressa como uma uniao finita.

Sejam Z C L™ um conjunto algébrico e My = Z \ > (Z). Considere ¢ : L™ — L um
polinémio qualquer e sejam {f1, fa, ..., fi} tais que I[(Z) =< f1, fa, -+, fr >.

Pergunta: E possivel caraterizar os pontos criticos de g restritos a M; em relacao a
{fis fose ooy fi}?

Chamando de p o posto méximo de F' = (f1, fa,..., fx), temos que para todo a € M; o
posto da matriz jacobiana JF(a) é p.

Pelo Teorema da Funcao Implicita, existem vizinhangas A de a e B de 0 e um difeomorfismo
h:A— B com h(a) =0, tal que

(Foh)(z1,29,...,%p, Tpi1,. .., Tn) = (U1, U, ..., Up,).

Se a € My, F(a) = 0 e localmente F(a) = (uy,us,...,u,). Logo, (ur,us,...,up) =
(0,0,...,0), ou seja, M; corresponde ao lugar geométrico dos pontos tais que u; = uy =
.= u, = 0. Assim, upt1,Ups2,. .., U, podem ser tomadas como coordenadas locais de M.
OFf,
Note que a—fz(a) = 0, para todo j > p+ 1 com a € M; (ja que f; se anula em M;). Como a
L7
matriz (——) é matriz coluna equivalente & matriz (8_2) (e, portanto tem posto p) as primeiras
Uj Ty
p colunas de (%) devem ser linearmente independentes. Entao, a matriz
J

%(a) %(a) 83—;(@)
a—ﬁ(a) 8—£(a) u—nl(a)
g—ﬁ(a) g—fj’;(a) %(a)

tera posto p se, e somente se,

dg dg

a) =
8up+1 (9up+2

(a):...zgjnm):o.

Em outras palavras, se e somente se, o ponto dado for um ponto critico de g restrito a M;.
Formalmente teremos:

Proposicao 2.1.3 (Caracterizagdo dos pontos criticos de g) Sejam Z C L™ um conjunto
algébrico, My = Z Y (Z) e g : L™ — L uma fun¢ao polinomial. O conjunto dos pontos
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criticos de g restrito a My € justamente a intersecao de My com W, onde W estd formado por
pontos a € Z para os quais a matriz

2) 2] 9

@ @ .
SO SOR 0
L@ H@ .. L@

tem posto menor ou igual a p.

Corolario 2.1.1 (Sobre o numero finito de valores criticos) Uma fung¢ao polinomial g em My =
Z N> (Z) pode ter no mdximo um nimero finito de valores criticos.

Demonstracao. O conjunto dos pontos criticos de gy, pode ser expresso como M; NW =
(Z\DJ(2)NW =W N> (Z). Como a interse¢ao de conjuntos algébricos é ainda um
conjunto algébrico, por resultado ja visto, tal conjunto pode ser expresso como uma uniao
finita de variedades diferenciaveis disjuntas. Ou seja,

ZY (2w =2z2n)_(2)nW=WUD (2) =W\ (Z2)=NUNU...UN,,

onde cada N; tem um numero finito de componentes conexas. Como cada ponto a € N; é
ponto critico de g|, logo a é ponto critico da restrigao g|n,. Ja que todos os pontos de NN; sao
criticos entao g se anula em todos eles, logo g é constante em cada componente conexa de N;.
Portanto, o conjunto do valores criticos ¢ finito. l



CAPITULO

3

Aspectos topologicos e o Lema de Selecao da
Curva

A referéncia principal deste capitulo é o livro de Milnor [10].

3.1 Topologia local

Nessa secao, nosso objetivo é estudar o comportamento topoldgico local de um conjunto
algébrico Z.

Por fatos anteriores, temos que L[zy,xo,...,2,] ¢ um anel Noetheriano com L. = R ou C
e [(Z) =< fi, fay ..., fr > é o ideal de Z. Pela Proposicao 2.1.3 (Caracterizagao dos pontos
criticos de g), temos que os pontos criticos de g em relacao a {fi, fa,..., fe} com g(x) =
|z — 2°]2 estdo em M; NW, onde W é como na parte anterior. Além disso, pelo Corolério 2.1.1
(Sobre o numero finito de valores criticos), g tem um numero finito de valores criticos, digamos
b1, b, ..., by

Tomando € > 0 suficientemente pequeno ¢ dizer tal que g(z) = |v — 2°> = €2 e €2 < |by],
para todo i = 1,2,...,n, todo ponto critico a € M; NW de g é tal que a ¢ S.. Logo, &% é
um valor regular de g e, por conseguinte, g~*(¢2) N M; é uma variedade diferencidavel. Ou seja,
mostramos que:

Proposicao 3.1.1 (Caracterizacao do link) Para todo € > 0 suficientemente pequeno a S
centrada em x° intercepta Z em uma variedade diferencidvel.

por comodidade tomaremos x° = 0.
Chamaremos de link o conjunto K = S. N Z, para € > 0 suficientemente pequeno.

Se temos uma variedade diferenciavel, temos a existéncia de uma base enumeravel e entao
faz sentido a seguinte definicao, chamada de particao da unidade. Intuitivamente, esta definicao
nos diz que “em certo sentido, para fazer um estudo pontual em M, é natural particionar o
dominio de nosso trabalho de modo a obter alguma informagao parcial, para logo apds reuni-las
e obter assim uma informacao total local, a qual é expressa por Zle [;(a) = 17. E néo s6 isso,
a particao da unidade ainda brinda um resultado relevante pois permite globalizar resultados
locais em variedades diferenciaveis.

18
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Definicao 3.1.1 (Particao da unidade) Sejam M™ uma variedade diferencidvel e Y = {U;}iey
uma cobertura aberta de M. Uma partigdo da unidade subordinada a T € uma familia {T; :
M — [0,1]; } com T'; diferencidveis tal que

1. Suporte(I';) C U;, onde Suporte(I';) = {p € M ; I';(p) # 0},

2. {Suporte(T';) }ics € uma familia localmente finita, isto €, todo ponto de M tem uma
vizinhanga que intercepta no maximo um numero finito de elementos da familia.

8. Y ey Lilp) =1 (a soma € finita para todo p € M, devido o item 2).

Observacao 3.1.1 Um fato importante € que a existéncia de uma cobertura aberta sobre M ja
implica na existéncia de uma particao da unidade subordinada a tal cobertura. Uma referéncia
para este fato é [12].

Definigao 3.1.2 (Cone) Sejam 2° € L™ e A C L™. O cone sobre A com base em x° € definido
como a uniao de todos os segmentos de reta

ta+ (1 —1t)z°, 0<t<1, Va€ A,
e denotado por Conegs(A).

Nosso objetivo a seguir é procurar uma relacao entre Conego(K) e D, N Z, onde D, =
{z € L™ |z — x°| < e} C L, z° é ser ponto regular ou singular isolado de Z, Z é um
conjunto algébrico e K é o link definido anteriormente. E também, buscaremos uma relacao
entre Conegs(S:) e D.. Analisaremos apenas o caso real ja que o caso complexo pode ser visto
do mesmo jeito, apenas considerando o dobro da dimensao.

Seja ¢ > 0 tal que D.N)_ (Z) tenha somente x° como ponto critico isolado (ponto singular),
o mesmo ocorrendo para a intersecao de D, com o conjunto de pontos criticos de |, onde
(r(z) = |z — 2°%).

Assim, o ponto z° é um ponto singular isolado e, entao, nao podemos ter nenhuma vizinhanca
de z° que seja uma variedade diferenciavel ( na verdade isto é uma proposicao ver no livro de
Milnor [10]). Com isso, s6 nos resta estudar os aspectos topoldgicos em tais vizinhangas do
ponto z°. Vejamos o que ocorre:

o o012 __ 0\2 0\2 o 2
r(x) = o —2°|" = (v —2]) + (x2 — 23)" + ... + (T — 21 1)"

Considere o link K = S.NZ (onde S. é 7(x) = &% com centro no ponto singular isolado z°.)

Construimos um campo vetorial V' sobre D¥ (o disco menos z°), V : D — R™ tal que

i) O campo V aponta para “fora” de z° (isto é, (v(x),z — x°) > 0);
ii) V(z) é tangente a M, se x € M;.

Primeiro vamos construir o campo localmente. Dado qualquer ponto * € D?, construiremos
um campo V' em toda vizinhanca U® de z* de modo que as duas condicoes acima estejam
satisfeitas.

Se x* ¢ Z, entao basta definir o campo V*(z) = x — z° para todo z € U?, onde U® é uma
vizinhanga de z* contida em R" \ Z. Deste modo, (V*(z),z — 2°) = (z — 2°,x — 2°) > 0, pois

x # x°.
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Se x% € Z, entdo x* € M, logo é ponto regular. Entao, a fungdo F' = (fi, fo, ..., f&,7)
tem posto maximo em z%  Assim, seguindo a ideia e as notagbes da Proposi¢cao 2.0.4.
(Caracterizacao de uma variedade algébrica), temos que uma das seguintes derivadas

8T (l'a), a?“ (xa)7 e G?L_in(xa)

6up+1 8up+2

¢é distinta de zero. Suponhamos que uma delas, digamos a—(x“) é distinta de zero. Seja U®
Uh
uma vizinhanca suficientemente pequena e conexa tal que, na direcao da curva u,-coordenada

em r, 0 campo
u 0X 0X 0Xm
Vo(a) = £ @), (@) (@) #0

x —_—
8Uh ’ 8uh
or_

é tangente (escolhendo o sinal positivo ou negativo conforme Fur é positivo ou negativo). Note

que V%(x) é tangente a M; se x € M, pois a curva coordenada também esta contida em Mj.
Além disso,

o a ° aXz 57‘ aXZ
= j:ﬁ #0, VYreU“
auh

Como isto é possivel fazer para todo ponto a, temos que U* forma uma cobertura aberta de
D. ~ {x°} = D! e, portanto, temos a existéncia da partigdo da unidade (I'*, U%) com suporte
(r'y c v

Agora, podemos definir o campo vetorial

= ZF“(:U)V“(Q:) com x € D~ {x°}.

O campo V satisfaz as condigoes i) e ii).
De fato,

(V(z),z —2° ZF“ Vi(x),z —z°) >0

pois I'(xz) > 0 e (V*(x),z — x°) > 0 e assim i) estd provada.

Vejamos agora a outra condigao ii). Como V*(z) é tangente a M entao V(x) é tangente a
M, (pois T,,M; é um espaco vetorial). Assim, ter um campo vetorial bem definido sobre D} é
dizer que temos uma equacao diferencial.

Agora definimos o campo W(z) em fungao V(z) e do numero positivo < 2(z — z°), V(z) >

V()
wlz) = <2(x —xz°),V(x) >
temos a equagao diferencial & = w(z). Se X = p(t) é solucdo entao d’;—gﬂ = w(p(t)). Dada

qualquer solucao p(t), a derivada da composicao r(p(t)) é dada por

r'(p()p' (t) = r'(z)w(z)
or Or or .

= (8_3;1’ 8_332’ ey %>(w1($),w2(x), s 7wm($))
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or or or
= (8_1-1> 1+(8_352)w2+ +(%)wm
=<2z —2°),w(x) >
= 1.

Assim, a fungao r(p(t)) deve ser igual a ¢ + ¢ onde ¢ é uma constante. Portanto, subtraindo
a constante ¢ podemos assumir que r(p(t)) =|| p(t) — z° ||*= ¢. Como esta solugao pode ser
estendida em todo o intervalo 0 < t < &% segue que p(t) é unicamente determinada pelo valor
inicial p(e?) € S.. Para cada a € S. seja p,(t) = p(a,t), 0 <t < 2 a unica solugao que satisfaz
a condigao inicial p,(¢?) = p(a,€?) = a. Entao, a aplicagao

P : S.x(0,e] —  D.~{z°}
(avt> — P(a> t) = pa(t)

¢ um difeomorfismo local.

De fato, note que r(p,(t)) = t, logo p, tem inversa a esquerda e, portanto, é sobrejetora.
Dado = € D. \ {z°}, existe w(z) para este x, logo existe p,(t) tal que p/,(t) = w(x).

Como p,(t) ¢é sobrejetora, existe ty tal que x = p,(to) = P(a,ty). Isto mostra que P é
sobrejetora.

Vejamos agora a injetividade. Suponha que P(a,t;) = P(b,t3) entao p,(t1) = pp(t2). Temos
assim que

I'pa(ts) = 2° =l po(t2) — 2% =]l palts) — 2% =] po(t2) — 2° ||

= 1(pa(t1)) = 7(ps(t2)) = t1 = ta.

E tomando t; = ty = €2 temos p,(?) = py(e?), ou seja, a = b. Logo, P é injetora.

Sendo cada p, diferenciavel segue-se que P é diferenciavel e como a derivada de P é nao
nula, pelo Teorema da Funcao Inversa temos que P é um difeomorfismo local.

Como o campo vetorial w(x) é tangente a My, para todo = € M, segue que toda curva
solucdo que toca M; deve estar contida em M;. Portanto P aplica o produto K x (0,&?]
difeomorficamente em (D, \ {z°})NZ. Finalmente, note que P(a,t) tende uniformemente para
x° quando t — 0. Assim, a correspondéncia

ta+ (1 —t)2° — P(a,te?)

definida para 0 < ¢t < 1, estende-se unicamente a um homeomorfismo do Cone(S;) ao D.. Além
disso, este homeomorfismo leva o Cone,o(K) em D, N Z. Com isso, provamos que:

Teorema 3.1.1 (Topologia do cone do link) Para e > 0 suficientemente pequeno, temos que
Conepo(K) = D.NZ e Coneye(S:) = De, onde = denota homeomorfismo.

O desenho a seguir ilustra a ideia do teorema acima e chamando Z = V| temos:
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sy

Cone(K)

3.2 Fibrados e fibracao

Definigao 3.2.1 (Fibrado ou Fibrado Topoldgico) Sejam E, B, F espacos topoldgicos. Um
fibrado sobre B com fibra F' € uma quddrupla n = (E, P, B, F) satisfazendo as condi¢oes

1. P: E — B € continua e sobrejetora (chamada proje¢ao).
2. Para todo b € B, existe uma vizinhanca U, de b em B e existe um homeomorfismo

oy : Uy x F— P (Uy) tal que P o gy, = € a projecdo na primeira varidvel

U, x FAP_%UE,) (31)

|

Up
Para todo b € B, temos que P~'(b) = ¢, o 7 *(b), ou seja,
P(b) = gy ({b) x F)
e assim, temos que a fibora P71 (b) é homeomorfa a F. Denotamos a fibra por P71(b) =

F, = Fy(n). Se podemos escolher U, = B, chamamos de fibrado trivial.

Neste contexto, EE € chamado espaco total; B é chamado espago base do fibrado e F €
chamado fibra.

Definigao 3.2.2 (Fibrado Vetorial) Sejam E e B espagos topoldgicos. Um fibrado vetorial ¢é
uma quadrupla n = (E, 7, B) satisfazendo as sequintes condigoes

1. m: E — B € uma aplica¢ao continua sobrejetora (chamada proje¢ao);
2. Para todo b € B; 7 (b) tem estrutura de espago vetorial e deve satisfazer a sequinte
condicao de trivialidade local:

Vb € B, U, C B, dn € N ¢ existe um homeomorfismo ¢y : Uy x K* — 77 1(U}) tal que
Va € Uy a funcio x — py(a, ) define um isomorfismo entre 7= (b) e K", onde K = R ou
C. O par (Uy, vp) € chamado de um sistema de coordenadas para o fibrado n em b.
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Se € possivel escolher Uy, igual ao espago base B entao n serd chamado de fibrado (vetorial)
trivial. Nestas condigoes, E = FE(n) é chamado espaco total, F, = 7= 1(b) = Fy(n) € a
fibra sobre b.

Definigao 3.2.3 (Fibrado diferencidvel) Sejam E, B, F variedades diferencidveis e considere
B conexo. Um fibrado diferencidvel sobre B com fibra F é uma quddrupla n = (E, P, B, F)
tais que

1. P: E — B ¢é uma submersao sobrejetora;

2. Para todo b € B, existe uma vizinhanca U, de b em B e existe um difeomorfismo ¢y :
Uyx F — P7Y(U,) tal que Poyy, = m, onde T, € a proje¢ao na primeira varidvel (condi¢ao
de trivialidade local).

Neste caso, para todo b € B temos que a fibra P~1(b) € difeomorfa a F.
Exemplo 3.2.1 Alguns casos particulares de fibrado trivial sdo:
1. Fibrado trivial sobre S*, cuja fibra também é S*. Nesse caso, o espaco total serd o toro

St x St

:

Sl
2. Fibrado trivial sobre S*, cuja fibra é o disco D?. Nesse caso o espaco total serd o toro
solido S' x D?.

3. Fibrado vetorial real trivial. Se F' = R™ temos o fibrado vetorial real trivial de dimensao
n.

Observagao. Um fibrado cuja fibra é uma esfera S™ é chamado de fibrado de esferas (como
o do item (1) do exemplo anterior). Um fibrado cuja fibra é um disco D™ é chamado de um
fibrado de discos (como o do item (2) acima).

Exemplo 3.2.2 Considere o fibrado onde o espaco total é R, a base é S' ep : R — S1
definida por p(t) = e*™. A fibra é Z, que é um conjunto discreto.

Definigao 3.2.4 (Fibrado vetoriais isomorfos) Dizemos que dois fibrados wvetoriais sao
isomorfos, e denotamos por n ~ v, quando existe um homeomorfismo h : E(n) — E(v) entre os
espagos totais de modo que cada fibra II71(b) = F, = Fy(n) € isomorfa a 1171 (b) = F, = F,(v).

Analogamente, temos defini¢oes equivalentes para fibrados topolégicos homeomorfos e para
fibrados diferenciaveis difeomorfos.

Definigao 3.2.5 (Secao de um fibrado) Uma segao de um fibrado n sobre B é uma fungdao

s : B — E(n)
b s(b) = Fy(n)

que faz corresponder a cada b € B sua fibra 7= (b) = F, = Fy(n).
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Uma secao de um fibrado tangente a uma variedade diferencidvel M é usualmente chamada um
campo de vetores de M.

Observagao 3.2.1 (Fibracao) Uma fibragdo € uma generaliza¢io da nogdo de fibrado. O
conceito de fibragao € como o de um fibrado, exceto pelo fato de que as fibras ndao precisam
ser homeomorfas. E pedido apenas que elas tenham o mesmo tipo de homotopia (o conceito de
homotopia serd tratado no Capitulo 5).

Observacao 3.2.2 Uma observacao importante é que em nosso estudo sobre o Teorema de
Fibragao de Milnor, provaremos que o espaco Se~\K € um fibrado diferencidvel localmente trivial

sobre S, com a projecao

z .
702) embora o nome do teorema mencione a palavra “fibragao”. O
z

abuso de notagao se deve ao fato importante de que as fibras desta fibragdo (as fibras de Milnor)
tém o tipo de homotopia de um buqué de esferas.

3.3 Lema de Selecao da Curva

Um fato importante no processo da demostracao do Teorema de Fibragao de Milnor é um
resultado que o proprio Milhor desenvolveu, chamado de Lema de Selecao da Curva.

Lema 3.3.1 (Lema de Selegdo da Curva) Seja Z C R™ um conjunto algébrico real e seja
U C R™ um conjunto aberto definido por wum nimero finito de desigualdades

U={xeR™ g1(x) >0,g2(x) >0,...,90(x) > 0},

(este tipo de conjunto é chamado de semi-algébrico). Se a € UNZ entdo existe uma curva
analitica real p : [0,6) — R™ satisfazendo p(0) = a e p(t) € UN Z, para todo t > 0.

Por comodidade, em geral, tomamos a = 0. Um estudo mais detalhado da demonstracao
pode ser vista em [10]. A seguir, daremos apenas uma ideia da demonstragao.

Ideia da demonstragao. A prova do lema se baseia essencialmente em duas ideias:

1. Com o conjunto algébrico Z, construimos o ideal I(Z), o qual é finitamente gerado por
{f1, fa,---, fr}. Dai, é possivel construir um subconjunto Z’ de Z a partir das fungoes
r(z)=|r—al*eg= (91,92 ---,9¢) (fungao da hipétese), da seguinte maneira:

Z'={z € Z; posto(df,,dfs, . .., dfx,,drs,dg,) < p+ 1}

de modo que 0 € U N Z'.

No caso de ter Z' = Z isso acontecera quando dim Z =m — p =1, logo m = p + 1.

2. Se a é um ponto de acumulacdo de uma variedade diferencidavel 1-dimensional M (real
ou complexa), uma vizinhanga adequadamente escolhida de a em M é a uniao finita de
“ramos” que s6 se intercectam em a, onde cada ramo ¢ homeomorfo a um intervalo da
reta (ou homeomorfa a um disco aberto, no caso complexo), onde o homeomorfismo vem
dado por s(t) = a+ it + ot + ... < oo se |t < e.
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Suponhamos que Z contenha pontos x muito préximos de 0, com z € U. Isto é, g;(z) > 0,
g2(x) >0, ..., go(x) > 0, e suponhamos que a dimensao de Z seja 1. Entao, um dos ramos de
Z que passa através de 0, contém pontos de U, arbitrariamente préximos a 0.

Seja X = s(t) com |t| < e uma parametrizagao analitica real desse ramo.

Para cada g; notemos que a funcao real analitica g;(s(t)) deve ser:

* maior que zero, para todo ¢ em algum intervalo 0 < t < &', ou
% menor ou igual que zero, para todo t € (0,¢’).

Assim, o semi-ramo s(0,&’) estd contido em U ou é alheio a U, para e suficientemente
pequeno. Analogamente, o semi-ramo s(—¢’,0) estd contido em U ou é alheio a U. Como
tinhamos assumido que s(—&’,¢’) contém pontos de U arbitrariamente proximos do 0, pelo
menos um destes semi-ramos deve estar contido em U. Isso equivale a dizer que, obtivemos uma
curva real analitica em U N Z com s(0) =0. W



CAPITULO

4

Teorema de Fibracao de Milnor

A referéncia principal deste capitulo é o livro de Milnor [10].

Recorde que o gradiente de uma funcao complexa f : C**! — C, no ponto z € C"*! ¢ a
(n + 1)-upla

0f(z) 9f(z)  9f(2)
d = o
. , . 0f(z) .
onde a j-ésima componente é o complexo conjugado de 5 com 1 < j <n+1. O argumento
Z .
principal de um nimero complexo A # 0, denotado por Arg A, é 0 inico numero complexo
0 € (—m, ] tal que A = ||\||e?. Lembremos também que o produto Hermitiano é definido da
seguinte forma:
( , Yp: ClxCrit — C
(w0) = (o) =D wiy
Seja p : I — C""! um caminho diferencidvel dado por
p(t) = (pi(t), p2(t), - - -, Pps1(t)).

A derivada direcional de f no ponto z = p(t), na diregao do vetor v = p/(t) = dl;—iﬂ, é dada por

d(f o p)(t) dp(t)

N R (n(1) 2L

d

= (- (p(1)), grad f(p(t)))n
0 que equivale a dizer

df (z) - v = (v, grad f(z))n-

Lembrando a existéncia do isomorfismo & : C*! — R27+2
§(a1 + Zbl, a9 + ibQ’ N ¢ o | + ibn+1) = (al, bl, as, bg, PN ¢ 7P [ bn+1)

26
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onde
z = (a1 + b1, ap +iby, ..., ani1 + ibyir), w = (a] + iy, ay + by, ... a4y, 4 + b, )

entao »
Re(z,w), = Re <Z(aj + ib;)(a; — zbé))
j=1

n+1

=D _(a;a; +b;bf) = ((2), (w)) e

1

+

<.
Il

onde (, )g (ou simplesmente (,)) é o produto interno usual euclidiano em R?*"*2  Assim,
interpretamos o espaco C**! como um espaco euclidiano de dimensao 2n + 2.

No que segue, colocaremos algumas situagoes onde apresentamos perguntas e resultados
importantes para entender a prova do Teorema de Fibracao de Milnor. A primeira vista, tais
situagoes podem parecer desconectadas entre si, mas veremos que todas elas estao intimamente
relacionadas.

Situacao 1

Seja f : C""! — C uma funcao polinomial nao nula que se anula na origem e denotemos
por Z = f71(0) (conjunto algébrico que ¢ uma hipersuperficie), S. a circunferéncia centrada
num ponto singular isolado x° e K = 5. N Z o link.

Consideremos S. \ K. Para todo z € S. \ K, temos f(z) # 0. Logo a expressao /(z) tem
£ (2)]
sentido, e variando-se z, construimos a seguinte importante fungao ¢(z) = %
z

Pergunta: E possivel caraterizar os pontos criticos da funcao ¢?

f(2) _ i0(2)
|f(2)]

Temos que ¢(z) = , Ou seja,

o SeNK — St
2z — B(2) = )
cuja derivada no ponto z aplicada no vetor v é

d¢(2) : TZ (SE\K) — T¢(Z)Sl
v — do(z)v

Fazendo calculos, ‘
do(z) = e?@idf(2) = ¢(2)id(z).

Aplicando o vetor v teremos

do(z)v = ¢(2)idl(2)v.
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Estudaremos agora a fungao 6(z). Como

localmente podemos fazer
i0(z) = Log f(z) — Log|f(2)|

0(z) = —iLog f(z) + iLog| f(2)]
onde 6(z) é argumento principal de ¢(z). Dai,
0(z) = Re(—iLogf(z)).
Agora, tomando um caminho z = p(t), para todo ¢ € I, e considerando v = d’;—(tt), temos
0(p(t)) = Re (—iLogf(p(t))) =

(0 op) (t) = Re(—iLog(f op)(t))),

que derivando com respeito a t,

L wonn) = 2 (1) = do(p(t)e

Entao, temos

gradf(z)

Calculemos =—=

(2)

Ja vimos que
Logf(2) = (=) + Log|f(2)].

Esta expressao pode ser estendida para todo z € C*™! \ Z. Tomando o gradiente

0 0

gradLog f(z) = <3%1L09f(2)7 8_z2L09f(Z)’ . 8z—+1Lng(Z)>
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f(2) f(z) 0z f(2) Ozna
segue que e
dLogf(z) = gra_z ,
gradLogf(z) e

Assim temos que
do(z)v = ¢(2)idb(z)v = ¢(z)iRe(v,igradLog f(2)).
Como queremos estudar os pontos criticos da funcao ¢, devemos fazer
dp(z)v =0, YveT,(S:\K).

Logo,
do(z)v = ¢(z2)iRe(v,igradLogf(z)), =0

dp(z)v = ¢(2)i(v, igradLog f(z))s = 0

o qual é verdade somente se z e igradLogf(z) sao linearmente dependentes (ou l.d.) sobre R.
Com isso respondemos nossa pergunta e formalizamos o resultado da seguinte forma:

Lema 4.0.2 (Lema dos pontos criticos de ¢) Os pontos criticos de

¢ SeNK — St

sao os pontos z € S. \ K para os quais o vetor igradLogf(z) é maltiplo real de z.
Se supusermos que z e igradLogf(z) sao linearmente independentes (1.i.) sobre R, o que
podemos falar do ponto z em relagao a ¢?

Para responder esta pergunta, provaremos primeiro que se z e igradLogf(z) s@o l.i. entao
existe um vetor nao nulo v € T, (S. \ K) tal que

{ (v,2)p = Re(v,z), =0
(v,igradLogf(z))r = Re(v,igradLogf(z)), # 0.

De fato, se os vetores z e igradLogf(z) sao tais que Re(igradLogf(z),z), = 0 podemos
de forma natural escolher o vetor v como sendo v = igradLog f(z).
Por outro lado, se Re(igradLogf(z), z),, # 0, fazemos a seguinte construcao:

Seja w = igradLogf(z). Usando a projegao ortogonal de w sobre z, definimos o vetor
v =w — Proj,w.
Assim, o vetor v pertence ao espaco tangente de S. ~. K no ponto z. Logo

Re(igradLogf(z), z)n 2

v = igradLogf(z) — Re(z, z)p
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Observe que a primeira condicao é trivialmente satisfeita por este v neste caso. Vejamos a
segunda.

. — (w — <w7Z>EZ w — (w. w _ <w7z>E w
(v,igradLogf(2))g = ) VB = (w,w)g <272>E< , W) B
= |lw 2 <w7 Z>2E
SUE

Por Pitagoras,

P = [Projul® + | = [wf ~ [Projuf = o =

|w|2 . |<w>z>E |2 _ | |2 i <w>z>%‘
(2,2)p |22

Em conclusao, tendo em conta que a derivada da funcao ¢ é dada por

= |[v]* > 0.

do(z)v = ¢(2)id0(z)v = ¢(z)iRe(v,igradLog f(z))n,

segue que se z e igradLog f(z) s@o Li. entdo z nao pode ser ponto critico de ¢.

Lembrando que estamos considerando f : C"*!' — C uma funcao polinomial nao nula,
que se anula no origem de C"™!, nosso objetivo a partir de agora é provar que para ¢ > 0
suficientemente pequeno, a funcao

o SoNK — St
z — (z2) =

nao admite pontos criticos, onde K = S. N Z com Z = f~1(0) c C**L.
Situacao 2

Seja f : C"*! — C uma funcao polinomial nao nula, que se anula no origem e seja p um
caminho p : [0,d) — C"*! tal que p(0) = 0 e f(p(t)) é nao nulo, para todo t € (0,d) e
gradLogf(p(t)) = A(t)p(t) onde A(t) € C ~ {0}.

Pergunta: O que podemos falar do Arg\(¢), quando t — 07

Sabemos que

of
ov

()= aradfG)n = WPy (P graappn),
para todo t € (0,6). Naturalmente v # 0 (por definigdo de derivada direcional). Se suponhamos
que gradf(p(t)) = 0 entdao (f op)(t) é constante em uma vizinhanga de 0 e, como f(p(0)) =0,
temos f(p(t)) = 0, na vizinhanga do 0 o qual é uma contradigdo (pois estamos supondo desde
o inicio que f(p(t)) é ndo nula).

Da expressao gradLog f(p(t)) = A(t)p(t) com t € (0,0), como

_ gradf(p(t))

gradLog f(p(t))

logo
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e, portanto,
At = grad/(p(t))
f(p(6))p(t)
Como p(t), f(p(t)), gradf(p(t)) sdo fungao analiticas, elas tém uma representacao em série
de poténcias tais que p(0) =0, f(p(0)) =0, gradf(p(0)) =0¢

€ (0,9).

p(t) = apt® + art®t + apt* ..., a; € C*H

f(p(t)) = botﬁ + bltﬁJrl + b2t6+2 ey bz S C
gradf(p(t)) = cot” + i’ 4 et ¢ e CM
onde ag, by, ¢y sao nao nulos e «, B, v sao nimeros naturais. Substituindo as expressoes acima
gradf(p(t))
f(p(t))p(t)

cot” + ettt 4+ c
At) = =—— = 2ty o
aobotaJrB + ... Clobo

At) =Xt = Xt (L ket + hot® 4. )

na expressao A(t) = , obtemos

onde
Co -
)\0 = — = Co) = )\anbo.
CLQbO

Da expressao W(t) = %(p(t)) = <d€d—g”,gradf(p(t)))h chegamos a

ﬁbotﬁ_l +...= <CL00éta_1 —l—...,Cot’Y—l—...)h =
5b0t’8_1 +...= aoaéoto‘ﬂ_l + ... =
Bbotﬁil +...= CLQO(XanzotaJr’yil + ...

Logo, 8 = alag|*Xg 0 que implica que g € Ry e assim, Ay = Ao.

Assim, [M\t?"*#| = \gt?~*P. Por outro lado, podemos escrever —— =

, D)
Dai,

i M) At P (L Rt + kot? + )

11m = —
t—0 ‘)\(f)‘ ’)\01577&7’8”1 + kltl + k’gt2 =+ ... ‘
=1 = lim eA8®),
t—0

Logo

lim Arg\(t) = 0.

t—0

Ou seja, provamos o seguinte resultado:

Lema 4.0.3 (Lema do Argumento) Seja f : C**t — C uma fungdo polinomial ndo nula, que se
anula na origem e considere p : [0,8) — C"* um caminho analitico com p(0) = 0 e f(p(t)) # 0,
para todo t > 0. Suponha \(t) € C~ {0} tal que gradLogf(p(t)) = A(t)p(t). Entdo, ArgA(t)
tende a 0 quando t tende a 0.
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Em outras palavras, \(t) € nao nulo para valores positivos de t suficientemente pequenos e

A(t)

: — 1 iArgA(t) _
M TN~ e L

Situacao 3

J& vimos que se z e igradLogf(z) sao li. em R entdo z nao pode ser ponto critico da
fungao ¢, pois d¢(z)v # 0. Se tomamos v definido como igradLog f(z) podemos afirmar ainda
mais, que z e gradLogf(z) sao Li. em C (isso significa que para toda combinagao linear nula
az + fgradLogf(z) = 0 implica o = 3 = 0).

Logo, az + (g) igradLogf(z) = 0 o que acarreta

az + Ez’gradLogf(z) =0=a= 5 =0.

Com isso concluimos que z e igradLogf(z) sao Li. em C. Em particular, isso também se
cumpre para as partes reais de « e B, ou seja, Re(a)z + Re(B)igradLogf(z) = 0 implica
Re(a) = Re(B) = 0. Logo, z e igradLogf(z) sio Li. em R.

Se consideramos a outra possibilidade de que z e gradLogf(z) sao 1.d. em C, temos que
existe A € C ~ {0} tal que gradLogf(z) = Az. Multiplicando ambos os membros por i, segue
que igradLogf(z) = iAz.

Gostarfamos que i\ ¢ R ou (iA € C\R), pois se isso acontecese, os vetores z e igrad Log f(2)
nao seriam l.d. em R (e note que ser Li. em R sé ocorreria se [ArgA| < 7 e A # 0, pois ao
rotacionar de 90° o vetor A\, 0 mesmo nunca pode interseptar o eixo normal).

Tendo em conta as ideias acima, propomos a seguinte pergunta:

Pergunta: Serd que existe gg > 0 tal que para todo z € C*"™ \ Z com |z] < g9, 2z €
gradLog f(z) sao Li. em C ou gradLogf(z) = Az com |Arg)| < §7

O caso Li. ja foi analisado (no sentido de que, neste caso, ja sabemos que z nao é ponto
critico de ¢). Entao, vamos supor (por absurdo) que para todo €5 > 0, existe z suficientemente
préximo da origem com a condigao |z| < gy e gradLogf(z) = Az com |Arg)| > 7. Temos dois
casos a analisar:

Caso 1. A #0 ¢ |[Arg)| > 7.

A expressao Arg\ > T ¢ equivalente a Re(1 +i)A < 0 e Arg\ < —7 ¢é equivalente a
Re(1 —1i)A > 0.

Para chegarmos a uma contradigao, iremos aplicar o Lema de Selecao da Curva.

Da expressao
d
gradLogf(z) = M

f(z)
e do fato de que gradLogf(z) = Az segue que
gradf(z) = Af(z)z = \z.
Tendo isso em mente, construimos o seguinte conjunto

W ={ze" gradf(z) = \2 para algum X ¢& C~ {0}}.
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Observe que gradf(z) = Az nos diz que

(F2 G g

821 ’ 822 T 0zn+1

(z),) = (21, 20 20

0
Logo, cada coordenada satisfaz —f(z) = Azjcom j=1,...,n+ 1. Dai,
“j

2k (g—i(z)) = 2k A% = Zj A% = Z; (g—i(z)) )

Como z ¢ suficientemente préoximo da origem, existe z; # 0 para algum indice k tal que

(0550 7 ) = (G ()52 (550)

2 (2)
= (Zl,ZQ,...,Zn+1>
2k
o que implica o
5 (2)
gradf(z) =71z, onde 7==-t—¢€C.
2k

Assim, temos que gradf(z) e z sdo l.d. em C e tomando as partes real e imaginéria das

equacoes zj (%(2)) = zj (%(z)) obtemos um sistema de equacoes lineares. Desta forma,

segue que W é um conjunto algébrico.

Como gradLogf(z) = &M e gradLogf(z) = Mz temos gradf(z) = Azf(z),

f(2)

multiplicando escalarmente por zf(z),

(gradf(z), 2f(2))n = (Az2f(2), 2/ (2))n

chegamos que

(grad (=), =/ (=) = N=J ()% V=€ C™INZ, |2 <<

Assim temos A(z) = (gradf(z),z2f(z))n = \p%, onde p® = |zf(z)|. Note que Argh(z) =
Arg) e |[Arg)| > 7.
Seja
U, = {2 € C"";Re(1 + i)\ < 0},
U_={zeC""Re(l —i)\ < 0}.
Se z € Z temos que f(z) = 0. Logo A(z) = 0. Entdo z ¢ U, nem z ¢ U_. Da

hipétese de existirem elementos z suficientemente préximos da origem satisfazendo as condi¢oes
gradLogf(z) = Az # 0 e Arg) > T, temos que isso equivale a dizer que

2eWnNULUU-)=WnU;)U(WuUU-)
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0eWN(U, Ul )=WUU,NWUU_.

Pelo Lema de Selegao da Curva, existe p : [0,0) — W N (U UU-) tal que p(0) = 0 e
p(t) € W NUL) oup(t) € (WNU_), para todo t > 0. Em qualquer dos casos, obtemos
gradLogf(p(t)) = A(t)p(t), t > 0 e A(t) # 0 com |[ArgA(t)| > F.

Assim p(t) € W e p(t) € U UU_. Logo, p(t) € C"* tal que f(p(t)) # 0, para todo
t € (0,9). Pelo Lema 4.0.3 do argumento chegamos a uma contradigao.

Caso 2. gradLogf(z) = Az com A = 0 ou |Arg)| = 7.

Construimos o seguinte conjunto
W = {z € C""";Re(1 + i)ARe(1 — i)\ = 0}.
Logo temos que W é um conjunto algébrico e considere o conjunto semi-algébrico

U={zcC"™"Z;|f(z)]*>0}.

Novamente, podemos concluir que z € (W N W) NUe0e (WN W) NnU.
Pelo Lema 3.3.1 de Selecao da Curva e aplicando o Lema 4.0.3 do Argumento, chegamos
novamente a uma contradicao. Assim, podemos concluir o seguinte fato:

Lema 4.0.4 (Lema dos vetores Li. geral) Seja f : C"™' — C uma funcdo polinomial nao nula,
que se anula na origem. Existe €y > 0 tal que para todo z € C"' \\ Z com ||z|| < &, 0s vetores
z eigradLogf(z) sao linearmente independentes sobre C ou gradLogf(z) = Az, cujo Arg(\)
em valor absoluto é menor que (digamos) 7 /4. Em outras palavras, A estd no quadrante aberto
de C simétrico em relagao ao semi-eixo real positivo.

Corolario 4.0.1 (Lema dos vetores 1.i.) FEuiste 9 > 0 tal que, para todo z € C"*' \\ Z, com
lIz|l < eo os vetores z e igradLogf(z) sao linearmente independentes sobre os reais.

E por o analise feito quando z e igradLogf(z) sao li. em R, concluimos o seguinte
importante resultado.

Corolério 4.0.2 Seja f : C**' — C uma funcdo polinomial nao nula, que se anula na origem.
Se e < g (onde gy € 0 mesmo considerado no Lema 4.0.4 do vetores l.i. geral) a aplicagdo

6 S NK — S
z — ¢(z) = L&)

nao tem pontos criticos.

Assim temos que, para cada e € S, o espaco Fy = ¢~ 1(e??) C S. \ K é uma variedade
diferenciavel de dimensao real 2n.

Definigao 4.0.1 (Raio e fibra de Milnor) Nas condi¢oes anteriores, o nimero gy é chamado
de Raio de Milnor e a variedade Fy € chamada de fibra de Milnor da aplicagao ¢.
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Situacao 4

Considerando f : C"™!' — C do mesmo jeito anterior, queremos investigar agora a
existéncia de um campo vetorial tangente a S\ K. Veremos que, se existe este campo tangente,
ele estd intimamente relacionado com o raio do Milnor. Assim, propomos a seguinte pergunta:

Pergunta. Sob que condigoes existe um campo vetorial tangente a S. ~~ K e, além disso,
como é possivel caracteriza-lo?

Dividiremos nossa analise em dois casos.

Caso 1. Suponha que os vetores z, e gradLogf(z,) sao 1.i. sobre C, onde a € I, I é um
conjunto nao enumeravel.

Assim, ja vimos que os vetores z, e igradLog f(z,) também sao 1.i. sobre C (e isso implica
que também sao Li. sobre R). Procedendo como na Situagao 1, temos assegurada a existéncia
do vetor v € T, (S. \ K) satisfazendo

(v,2)E = Re(v,z), =0
(vyigradLogf(2))r = Re(v,igradLogf(z))g = 1.
E, deste modo, construimos um campo vetorial tangente na vizinhanca de z, € S. \ K.

Caso 2. Suponha agora que gradLogf(z,) = Az,. Considerando v = iz,, v é obviamente
tangente a S; \ K no ponto z,, pois Re(v, z,), = 0 onde |[Arg)| < T (esta condicao sobre o
argumento ja foi explicada). Além disso, |Arg)| = |Arg)|. Entdo,

igradLogf(z,) = iAzo =

(1zo,igradLog f(zo))n = (iza, iA20)n =
(v,igradLogf(za))n = Mza|* =

|Arg(v, igradLog f(z.))u| = |Argh| < .

Logo, em ambos os casos analisados, é possivel escolher um campo de vetores tangentes
local v = v,(z,) com a condigao

. T
| Arg (i (=), igradLog (2] <
sendo vélida na vizinhanga de z,. Dali, para obter o campo “global” V(z), usamos a parti¢ao
da unidade juntamente com a seguinte propriedade geométrica:

Propriedade. Sejam u, v,,, Vg, - - , U, vetores de C"* tais que

n
T
R

| Arg(vn,, )l < 7

1=1,...,n,

entao |Arg(v,u)g| < § onde v = X} x;v,,, com z; € C.

Com toda a analise dos fatos da Situacao 4, podemos concluir:

Lema 4.0.5 Se ¢ < ¢y entao existe um campo de vetores diferencidvel V(z) tangente a S. ~ K
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tal que, para cada z € S. ~ K, o produto interno hermitiano (V(z),igradLogf(z))n # 0 e
| Arg{V(2). igradLog/ (-))s] < 7/4.

Situacao 5

De posse do Lema anterior, definimos o campo w(z) em fun¢ao do campo V' (z) e em funcao
do numero positivo Re(V(z), igradLogf(z)), > 0
_ V(z)
- Re(V(z),igradLogf(2))’

w(z)

Observe que o campo w(z) satisfaz as seguintes propiedades
Observe que

Re(V(2),igradLogf(z))s -1
Re(V(z),igradLogf(2))n

Re(w(z),igradLogf(2)), =

E também,

Re(V(z),gradLogf(2))n
Re(V (z),igradLogf(2))n
_ Re(V(z), —iigradLogf(z)), _ Rei(V(z),igradLogf(2))n *)
~ Re(V(z),igradLogf(z)), ~ Re(V(z),igradLogf(z)),
Lembrando que se z = a + ib, iz = ia — b e, portanto, Re(iz) = —b = —Im(z). Logo,
|Re(iz)| = [Im(z)], e

Re(w(z),gradLogf(z)), =

) = —Im(V(z), igradLog f(2)),
Re(V (2),igradLog f(2))n

Entao, tomando o valor absoluto, obtemos

|Re(w(z), gradLog f(z))n]

_ [tm(uw(2), igradLogf (=)
Re(V (). igradLog (=)}

e como |Arg(V(z),igradLogf(z))x| < 7§ segue que
[Re(V(z2),igradLog f(2))n| < [Im(V (), igradLogf(z))nl

Logo,
Re(w(=), gradLogf(=))a] < 1.

Com isso, temos que w(z) é um campo diferenciavel unitario e tangente a S. \ K. Logo,
para todo z € S. . K podemos considerar uma equacao diferencial do tipo

{Cfl—?(t) = w(a(t))
a(0) = 2

Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade das E.D.O.s, existe um tinico caminho diferencidvel
p: I — S, ~ K que é solucao da equacao acima, o qual pode ser estendido a um intervalo
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maximal de R, ou seja, podemos entao considerar o caminho diferenciavel
p:R— S. N K
como solucao da EDO acima.

Tendo em vista a existéncia deste caminho p, podemos questionar:

Pergunta: Existe t5 € R tal que tliIr% p(t) € K7 Ou, em outras palavras, existe algum
—1o

tempo ty para o qual o caminho diferenciavel p intersepta a K7

Suponhamos que a pergunta acima seja verdadeira. Entao, a expressao tliI? p(t) € K é
—to

equivalente a

lim |£(p(t))] = 0. (%)
0(z) — f(z)

Agora, tendo em conta que e’ segue que

e
i6(z) = Log f(2) — Log|f(2)] = Loglf(=)| = Logf(2) — () =

Re(Logf(z)) = Log|f(2)|-

Assim, a expressao (%) é equivalente a

lim Re(Logf(z)) = —o0.

t—to
Vejamos que esta tltima condigao, de fato, ndo ocorre. Tomando z = p(t) e v = d’C’l—Sf) tem-se
RelLog (0(0) = Re (s (£ )0
— ogf(p(t))) = T (fop =
a0 (1)) dt

dp(t) gradf(p(t)
dt " f(p(t))
= Re(w(z), gradLogf(z))n,
gradf(p(t))
fot)

~Re (s (U arad () ) — Re

pois gradLog f(z) =

Portanto,

“Re(Log f(p(1)))] = [Re{uw(p(t)), gradLog f()] < 1

Isso significa que Re(Logf(p(t))) é limitado, ou seja, isso é uma contradigdo em assumir a
pergunta anterior como verdadeira. Logo, o caminho p nunca intersecta K.
Assim, temos um fluxo bem definido sobre S, . K, o qual é formalizado por

h @ (SeN~K)xR — SeN K
(z,1) —> h(z,t) = h(z) = p.(t)
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onde p,(t) é a solucao da equagao diferencial

{dt(t) = w(a(t))

0 = =z
Ou seja, p,(0) = z, tal fluxo é naturalmente injetivo.
Também podemos redefinir o fluxo do seguinte modo: para todo t € R,

I3

o s

hy o SoNK — S.NK
z — ht(Z) = pz<t> = geie(Pz(t))

onde r é o raio de S, \ K.

Seja ¢(z) = ) onde § = Argg(z). Note que, conhecendo a funcdo 6, conheceremos a
funcao ¢.

Como 0(z) = Re(—iLog f(z)), tomando z = p(t) e w = 2L

dt
d(fop.) dp.(t)
dt dt
= Re(w(p.(t)),igradLog f (p-(t)))n = 1.
do

Logo, %(pz(t)) =1 < 0(p.(t)) = t + constante. Ou seja, O(p.(t)) = t + ¢ e entao
0

¢ =0(p.(0)) = 6(z) = 6 (pela a condi¢ao inicial da E.D.O.). Assim, 6(p.(t)) =t + 0(p.(0)) =
t+0(z) =t+6eR. Logo,

() = Re(

,igradLog f (p=(t)))n

B(p,(t)) = 0P = ilt+0)

ou seja, vemos geometricamente que a funcao ¢ leva (projeta) caminhos de S: \ K em caminhos
em S, que estdao percorridos no sentido anti-horario com velocidade unitéria.

Como
ht(Z) — pz<t) — geie(pz(t)) — gei(t—‘r@(pz((]))) _ 6ei(t+0(z))

derivando com respeito a z, temos que

h(z) = e/t idh () = (5ei(t+91(z))d91(z), ee 2D g, (2), . .. ,6ei(t+9"“(z))d0n+1(z)) #0

pois z nao é ponto critico da func¢ao ¢, o quer dizer que df;(z) #0 com i =1,2,...,n+ 1, pois
estamos trabalhando dentro do Raio de Milnor.
Entao, para todo t € R,
hy + SN~ K — S.NK
z — hy(2)

é localmente um difeomorfismo (pelo Teorema da Fungao Inversa) e como o fluxo é injetivo,
logo temos que a funcao h; é um difeomorfismo e com esta informacao temos practicamente
provado o teorema de fibragao de Milnor, como veremos de aqui a pouco.

Dado € € S!, considere a Fibra de Milnor ¢~ (¢?) = F,. Logo, vale que h,(Fy) = Fy,y,
pois o fluxo translada a fibra de Milnor em ¢ unidades (pela construcao do fluxo).

Outra propriedade importante do fluxo h; é a seguinte:

ht1+t2(z) = (htl o th)(Z).
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Com efeito,
D(hiyat,(2)) = O(pa(ty + 12)) = e0(p=(ti+t2)) _ Jiltitta+0(2)) — Si(ti+0(p:(t2))) —
— 0P (tg) (1)) — i0(hey (P=(t2))) — i0(hey (hey(2))) — 0Pty ohey)(2)

= O((h, © hu,)(2)).

Como a analise é feita localmente (logo ¢ é injetora) podemos concluir que

Pty 1ts(2) = (hty © hay ) (2).

Situacao Principal 1.

Das analises anteriores, da definicao do fibrado diferenciavel localmente trivial, e tendo em
conta o Raio de Milnor g7 temos:

* 5.~ K é uma variedade diferenciavel

% 81 é também uma variedade diferencidvel

* ¢ é trivialmente sobrejetora por contrucao e alem disso dentro do raio de Milnor ela nao
tem pontos criticos, logo é uma submersao.

Agora vejamos a condicao de trivialidade local:

Fixe ¢?*) ¢ S' e contruirmos Uy uma vizinhanca desse ponto, definida do seguinte modo
Up={e* e SY|a—10| <a},
ou escrevendo de outra forma,
Up={e“e€Shae(d—ab+a)=Js}
Definimos agora a seguinte funcao

g + Ug x Fy — ‘ ¢~ (Up)
(€,2) > (e, 2) = ha_o(2) = p.(a — 0)
e como h,_g(z) é um difeomorfismo, logo temos que ¢y é também um difeomorfismo.
Observe também que ¢ o g é exatamente a projecao na primeira variavel, pois

(¢op0) (", 2) = Plwo(e™, 2)) = Phao()(2)) = d(pz(a—0(2))) = PO = (Ha=0EHE = ¢lq

logo temos que S. ~\. K é um fibrado diferencidvel localmente trivial, sobre S* com projecao
o= %, assim provamos o Teorema de Fibragao de Milnor, formalmente teremos.

Teorema 4.0.1 (Teorema de Fibracao de Milnor) Seja g o raio de Milnor da aplicag¢ao

¢ SeNK — St
_ _f@)
¢ 00) =1
Para € tal que 0 < ¢ < g, 0 espaco S- ~ K € um fibrado diferencidvel localmente trivial sobre

St com projegao ¢(z) = |§E;\




CAPITULO

D

A topologia das fibras

A referéncia principal deste capitulo é o livro de Milnor [10].
Neste capitulo daremos uma descricao do comportamento topoldgico da fibra de Milnor.

Definigao 5.0.2 (Homotopia) Sejam X e Y espacos topoldgicos. Dizemos que as aplicagioes
continuas f : X — Y, g : X — Y sdao homotépicas se, existe uma aplicagao continua
H:XxI—Y,comlI=10,1], tal que H(z,0) = f(z) e H(z,1) = g(z). Denotaremos por
f~g. A funcao H é chamada de homotopia.

No caso em que g é uma funcao constante, dizemos que f é homotopicamente nula ou
homotopicamente constante.

Defini¢ao 5.0.3 (Mesmo tipo de homotopia) Sejam X e Y espagos topoldgicos. Dizemos que
a funcao continua f : X — Y € uma equivaléncia homotopica se, existe uma aplicagao
continua g : Y — X tal que fog ~ Idy e go f ~ Idx. A aplicacio g ¢ chamada de
equivaléncia homotoépica inversa de f. Neste caso, os espacos X e Y sdao ditos ter o mesmo
tipo de homotopia.

Exemplo. A bola fechada centrada em p de raio 1 menos p, isto ¢ B.(p) \ {p} em R"*! tem
o mesmo tipo de homotopia que a esfera unitdria S™(p) = {x € R"™: ||z —p ||= 1}.

Proposicao 5.0.1 (Extensao de uma fungao continua a um fechado) Seja f : S™ — X uma
aplicacao continua, onde S™ € a esfera n-dimensional centrada em 0 de raio 1 e X € um espaco
topolégico. FEntao f : S™ — X se estende continuamente a B.(0) se, e somente se, f é
homotépica a uma constante.

Para demonstracao ver [14].

Defini¢ao 5.0.4 (CW-complexo finito, de dimensao finita Um CW-complexo finito de
dimensao finita € um espaco topoldgico de hausdorff X C R™, junto com uma particao finita
em subespagos homeomorfos a bolas abertas de dimensao finita (nao necessariamente todas elas
tém a mesma dimensao). Os subespacos da parti¢io sao chamados células abertas (com sua
respectiva dimensao da bola aberta). Além disso, a fronteira da bola aberta € a fronteira da
célula aberta via o homeomorfismo e intersecta apenas um numero finito de outras células.

40
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Um subconjunto A C X é fechado em X se, e somente se, ele intersecta o fecho de cada
célula segundo A.

Falaremos agora sobre um pouco da Teoria de Morse. Para um estudo detalhado ver [9].

Sejam M™ uma variedade diferenciavel e f : M — R uma aplicacao diferenciavel. Entao,
p é um ponto critico de f se, %(p) =0, para todo i = 1,...,n. Note que g—é(p) € T,M pode
ser vista como um elemento da forma d¢,(e;) para alguma parametrizacao ¢ : U C R" — M
com ¢(q) = p. Se ¢ € R é tal que o conjunto f~'(c) contém algum ponto critico p de f, ¢ é
chamado valor critico de f. Caso contrario, ¢ é chamado valor regular de f.

Se p é um ponto critico de f tal que a matriz hessiana de f em p tem determinante distinto
de zero, chamamos ao ponto p de ponto critico nao degenerado. Quando todos os pontos criticos
de f: M — R sao nao degenerados, chamamos a f de fun¢ao de Morse.

2
a:iafzj
a maior dimensao do espaco vetorial onde esta forma bilinear é definida-negativa de indice de
f em p, o qual coincide também com o niimero de autovalores negativos da matriz hessiana, ou
seja, o numero de raizes negativas do polinomio caracteristico de f em p, onde naturalmente p
é um ponto critico nao degenerado de f.

Um fato relevante é que dada uma funcao analitica com uma singularidade isolada ela pode
ser aproximada por uma fungao de Morse, ver [9].

O seguinte resultado nos diz que o comportamento uma funcao diferenciavel numa
vizinhanga de um ponto critico nao degenerado pode ser completamente determinado pelo
seu indice, da seguinte forma:

Dada a forma bilinear definida pela matriz hessiana ( (p)) em T, M xT,M, chamamos

Lema 5.0.6 (Lema de Morse) Seja p um ponto critico nao degenerado de uma fung¢do

diferencidvel f : M — R. Entdo existe um sistema de coordenadas locais (x1,...,%,) em
uma vizinhanca U de p em M, tal que neste sistema de coordenadas p = (0,0,...,0) e
f(z) :f(p)—x%—x%—...—xiM—l—x%MH—l—...%—xfn

onde Iy € o indice de Morse de f em p.
Uma demonstragao deste resultado pode ser encontrada também em [9].

Teorema 5.0.2 (Funcdo de Morse e mesmo tipo de homotopia) Seja M wuma variedade
diferencidvel e considere f : M — R wuma funcao diferencidavel cujos pontos criticos sao
nao degenerados. Se f~'((—oo,a]) € compacto entao M tem o mesmo tipo de homotopia de
um CW-complezxo, obtido pela adjuncao de células de dimensao Iy, para cada ponto critico de
indice I,y.

Sabemos do Capitulo 4, que

o S:NK — St

2 = 0D =i

define um fibrado diferenciavel localmente trivial e, que a fibra de Milnor Fy = ¢~1(e) tem
dimensao 2n. O principal resultado desde Capitulo é demonstrar que cada fibra Fy tem o
mesmo tipo de homotopia que um CW-complexo finito de dimensao finita.

Para tal objetivo usaremos o teorema 5.0.2.
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Logo nosso trabalho nesta parte é como construir uma funcao de Morse sobre a fibra de
Milnor tal que ela satisfaz as hipéteses do teorema anteriormente falado.

O primeiro passo serd caracterizar os pontos criticos da funcdo |f(z)| e assim observar
sua existéncia com base na teoria desenvolvida no capitulo anterior. De fato, o ponto chave é
estudar os pontos criticos da funcao real | f(2)| os quais sdo os mesmos pontos criticos da funcao
Log|f(z)|, Considere a seguinte fungao:

ag Fg — R
z > ag(z) = Log|f(2)|

Como ja dissemos, os pontos criticos da fungao ay = Log|f(z)| sdo os mesmos que os pontos
criticos da funcao |f(z)| restrita a Fy. A razao pela qual trabalharemos com a funcao ag é que
ja fizemos os calculos de suas derivadas direcionais.

Situacao 6
Seja
Qg - F9 — R
z > ag(z) = Log|f(z)|
Pergunta. Como caracterizar os pontos criticos da funcao ag?

Como
£() = 1F (A

Logf(z) = Log (‘f(z>|eiArgf(Z)) =

Logf(z) = Log|f(2)| + iArgf(z).
Como z € Fy entao Argf(z) =0 € R. Logo

Log|f(2)| = Re(Logf(z))

em C"*' \ Z, onde Z = f71(0).
Tomando z = p(t) e v = %(t) temos Log|f(p(t))] = Re(Logf(p(t))). Derivando com
respeito a t temos

Lol F(p(1)| = = Logl(2)] = S Re(Log  (0(1)) =

= Re(PY gradLogf (p(t))hn = (v, grad () = 2-ag(z) =

dt ov
= Re(v,gradLogf(z))n.

Como queremos estudar os pontos criticos, entao a expressao acima sera zero se, e somente
se, gradLog f(z) é normal a Fy em z (isto significa que gradLogf(z) é ortogonal em z a todo
vetor v € T,(S: \ K)).

Sabemos também que z é ortogonal a S. . K, em particular a fibra Fy. Como z é ponto
critico de ag segue que z e o vetor igradLogf(z) sao li. em R, ou seja, {z,igradLogf(z)}
formam uma base para o espago normal a Fy, pois a codimensao de Fy é 2. Assim, existem
A1, Ao € R tais que

gradLogf(z) = Az + AgigradLog f(z)
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e, entao,
Al ~

gradLogf(z) = - MQZ =z

com X € C.
Assim, z é ponto critico de agy se, e somente se, o vetor gradLogf(z) é multiplo complexo
de z, ou seja, mostramos que:

Lema 5.0.7 (Caracterizagao dos pontos criticos de ag) Os pontos criticos da fung¢do

ag : Fy — R
z > ag(z) = Log|f(2)|

sGo os pontos z € Fy tais que z e gradLogf(z) sao maltiplos complexos.

Observacao. Note que o espaco tangente a £y no ponto 2 é o subespaco complexo G C C*+!
tal que para todo v € G, temos (v, z);, = 0. Mas, isso ocorre se, e somente se, v é ortogonal
a ambos os vetores z e gradLogf(z). De fato, suponha que v é ortogonal (com respeito ao
produto interno em R) a ambos os vetores z e gradLogf(z). Isso é equivalente a

Re(v, 2), =0 Re(v, 2), =0
Re(v,gradLogf(z)), = 0 < Re(v, (A1 +iX)2z), = 0

N Re(v, z)p, 0
Re(v, \12)n, + Re(—i(v, \oz), = Im(v,2), =0

Logo (v, z), = 0.
Situacao 7

Dado que o comportamento de uma fungao diferenciavel real, na vizinhanca de um ponto
critico nao degenerado pode ser completamente determinado pelo seu indice Ip;, é natural

estudar a matriz < aaiQaj; - (a)) hessiana da funcao ag nos pontos criticos z de ay. Considere o
caminho z = p(t) e seja v = dZ—gﬂ com p(0) = a. Logo

d2a9
o (1) = —(p(1)).
(0 = T2 i)
Pergunta. Que representagao tem ay(t) quando t = 07

Temos que p(t) € Fy para todo t € I. Entao,

o(p(t)) = M = ?P®) = constante

[/ (p(1))]

ao longo deste caminho. Aplicando a func¢ao ap ao caminho p(t), temos ay(p(t)) = Log|f(p(t))|
e como Log|f(p(t))| = Logf(p(t)) — i, concluimos que

ao(t) = aa(p(t)) = Logf (p(t)) — 6.
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Derivando com respeito a t,

G4(0) = aololt) = GrLoaf (o) = Y- (L) iy

Derivando novamente,

oo 02 Logf(p(1) dp;(t) dpi(t) 2 [OLogf(p(t))\ d2p;(t
(f)—z< a,i];(i())) pdt() pst()JrZ( gaf;ip())) gﬁ()'

J,k=1 J=1

0”Log [ (p(t))
02,0z

podemos escrever a expressao anterior do seguinte modo

Usando a notagao Dik = e lembrando que gradLogf(z) = Az com A € C,

n+1

ay(t) = (p'(t), Aahn + > D3 jvjup =
Jh=1
n+1
Aag(t) = Mp/(£), A2)n + Y AD? vjup =
Gk=1
n+1
aj(t)Re(N) = [A’Re(p"(t), z)n + »_ Re (AD? v;01)
Gk=1
e como (p(t),p(t))n ¢ um ntimero positivo segue que (p”(t),p(t))n = —{'(t),p'(t))n. Logo,
Re(p”(t), 2)r, = —|v[>. Entao,
n+1
aj(t)Re(N) = > Re (AD?jvju) — [AP[v].
k=1

Dividindo por Re(\) > 0 e avaliando em ¢ = 0, temos que

n+1
)\ 2
ay(0) = ];1 Re (bjrvjor) — clv|?,  onde c= R’e(|)\) =Y

e (bjr) é a matriz de nimeros complexos, formada por Djz-k(O). Formalmente, provamos que:

Lema 5.0.8 (A hessiana de ag) Tendo em conta a notagdo anterior, a sequnda derivada de
ag(t) avaliada em t =0, é dada por

n+1
A?
ay(0) = ]'kzzl Re (bjrvjor) — clv|*,  onde c= Re()) ~Y

e (bjr) € matriz de mimeros complexos, formada por D%,(0).

Situacao 8
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Como j4 temos a expressao da segunda derivada da funcao ay, podemos avaliar o indice de
Morse da funcao ayg.

Pelo Lema anterior,

n+1
A2
ay(0) = ]'Iczzl Re (bjpvjug) — clv]?,  onde ¢ = Re()) =Y

e (bjr) é matriz de nimeros complexos, formada por D3,(0). Se agora fazemos variar o vetor
v € T, Fy, consideramos a funcao quadratica

n+1

H(v) = ag(0)(v) = Y Re (bjxvjue) — clo]*.

7,k=1

Sabemos que o indice de Morse I; é definido como a dimensao maxima entre os espacos
vetoriais de T, Fy, nos quais H ¢ definida-negativa.

Se existe v € T,Fy tal que H(v) > 0, entdo H(iv) = ;L;gil Re (bjxvjvr) — cv|* < 0 pois
a expressao Z?Zil Re (b;,vjv;) muda de sinal. Logo construimos os espacos T subespago de

T,Fy, tal que H restrita a Ty seja menor que zero, logo a dim Ty = I é o Indice de Morse da
funcao ag e seja T subespacos de T, Fy, tal que H restrita a 77 seja maior que zero.

Assim temos que To N Ty = {0} isto é equivalente a falar que T,Fy = To @ 11, logo Iy =
dim Ty > dim 7} =dim7; =dim T, Fy —dim Ty = 2n — Iy,

Ou seja, 21y, > 2n entao Ip; > n. Formalmente teremos,

Lema 5.0.9 (Indice de Morse da ag) O indice de Morse Iy, de

ag : Fy — R
z +— ag(z) = Log|f(2)|

¢ maior do que ou igual a n.
Situacao 9
Pergunta. Serd possivel delimitar os pontos criticos da funcao ay em Fy?
Investiguemos a natureza topoldgica do seguinte conjunto:
C={reR%|f(2)] >c} C S

para alguma constante positiva c.

Seja a € C. Entdo, existe uma sequéncia (z,) C C tal que limz, = a. Como cada x, € C,
|f(zn)| > ¢, Vn € N. Logo, lim|f(z,)| > c e, entdo, | f(limz,)| > ¢, ou seja, |f(a)| > c¢. Entéo
a € C. Assim, C ¢ fechado, e como C estd contido em S?, segue que C é compacto.

Afirmacgao. Todos os pontos criticos da funcao ag estao no compacto
Co={2 € C"/|f(2)| = m} C Fy

para alguma constante positiva 7.
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A prova da afirmacao sera feita por absurdo.

Observe inicialmente, que o conjunto Cy da Afirmagdo é compacto, por um argumento
similar feito acima para o conjunto C' (uma vez que podemos pensar o caso complexo como o
dobro da dimensao real).

Suponha que exista pontos criticos de ag com |f(z)| arbitrariamente préximos de zero.
Entao, esses pontos criticos tem um limite zy no compacto S.. Por resultados anteriores,
sabemos que os pontos criticos da fungao ag sdo os z € Fy tal que gradLogf(z) = Az para
algum A\ € C. Defina o conjunto

W ={zeC"";gradLogf(z) = Az, com Xe&C}.

J& vimos que este conjunto W é um conjunto algébrico real. Como ¢~ (%) = Fy, logo f(2)
|f(2)]e” onde § = Argf(z), Vz € Fy. Entao, ie=* f(z) = i| f(2)| o que implica Re (ie=" f(2))
0.

Assim, faz sentido construirmos o conjunto
By = {z € C""";Re (ie "’ f(z)) = 0},

o qual é também um conjunto algébrico, ja que f é polinomial. Por fim, tomando a
parte imaginaria Im (ie™“f(z)) = |f(z)] > 0, construfmos o conjunto Uy = {z €
C"*Im (ie ™ f(z)) > 0}, o qual é semi-algébrico.

De acordo com nossa suposigao inicial, temos que zo € W N (By N Uy). Pelo Lema de Selecao
da Curva, existe um caminho diferenciavel

p:lo,0) — W N (ByNUy) tal quep(0) =2z e p(t) e WN(ByNUy) C Fy

, com limp(t) = p(0) = zp quando t tende a zero. Como p(t) € W, segue que p(t) é ponto
critico de ag. Logo ap(z) = ap(p(t)) = 0 e portanto ap(z) é constante. Assim, |f(z)| é uma
constante (positiva) e, por conseguinte, lim |f(z)| também é uma constante. Portanto, temos
uma contradicao e a Afirmacao esta provada. Juntando estes fatos, mostramos entao que:

Lema 5.0.10 (Compacidade do conjunto dos pontos criticos de ag) Eziste uma constante ng >
0 tal que os pontos criticos de

ag : Fy — R
z > ap(z) = Log|f(2)]

estao no compacto Cyp = {z € Fy/|f(2)| > np}.

Assim, como os pontos criticos de ag, os pontos criticos da fungao |f(z)| também estao
dentro do compacto Cy.

Lema 5.0.11 (Sobre a fungao de Morse sy = |f|) Existe wuma aplicagao
sg : Fy —> Ry tal que os pontos criticos de sy sao nao degenerados, com indice de Morse
Iy > n e tal que sg(z) = | f(2)| para | f(2)| suficientemente proximo do zero.

A idéia da prova é de colar aplicagoes. Podemos escolher sy de modo a coincidir com |f],
fora de uma vizinhanca compacta do conjunto dos pontos criticos de maneira que tenha apenas
pontos criticos nao degenerados e tal que a primeira e a segunda derivadas de sy em qualquer
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compacto coincida uniformemente com as primeira e segunda de | f|. Entao, desde que os pontos
criticos de | f| tém todos indice de Morse maior ou igual a n, se a aproximagao é suficientemente
proxima, entao os pontos criticos de sy tém também indice de Morse maior ou igual a n.

Observagao 5.0.1 Como os pontos criticos nao degenerados sao isolados (na verdade isto é
uma consequéncia, do Lema do Morse), temos que a fun¢do de Morse

Sg Fg — R
z > s9(2) = |f(2)]

tem um numero finito de pontos criticos nao degenerados, pois todos eles estao dentro do
compacto Cy.

Situacao Principal 2

Agora construiremos a fungao de Morse, sobre a fibra de Milnor, satisfazendo as hipoteses
do teorema 5.0.2

Definimos a seguinte func¢ao

go F9 — R
z +—— g(z) = —Log sy = —Log|f(2)]

logo temos que a funcdo esta bem definida pois a funcao sg(z) esta bem definida e
curiosamente, ela satisfaz a hipoteses do teorema 5.0.2 em efeito
M’ = g5 ((—o0,¢]) = {2 € Fy; go(2) < ¢}. Logo,

90(2) = —Log se(2) < ¢ <= —Log|f(2)| < ¢ <= Log|f(2)| = —c

> Log|f(2)| = Loge™ <= |f(2)| = e*
= {z € Fp|f(2)] 2 e}

o qual ja provamos que é compacto, para todo ¢ € R.
Agora esta funcao
go Fg — R
z > g(z) = —Log|f(2)]

tem associado também uma segunda derivada e fazendo variar o vetor tangente (a mesma
ideia a como se calculo o Indice de Morse para a funcdo ay) é possivel obter “outra” forma
quadratica —H, onde naturalmente agora é definida negativa em T} e definida positva em
Ty, logo a dimT} = Iy é o Indice de Morse da funcao ¢ logo Iy = 2n — Iy < n, pois a
dim T, Fy = 2n.

Entao, pelo Teorema 5.1 (Funcao de Morse e mesmo tipo de homotopia), temos que a fibra
de Milnor Fy tem o mesmo tipo de homotopia que um CW-complexo finito de dimensao finita,
obtido pela adjuncao de células de dimensao Iy, para cada ponto critico de indice de Morse
Iy < n. Como o nimero de pontos criticos é finito, o CW-complexo é finito. Com isso,
provamos que

Teorema 5.0.3 (Teorema da topologia das fibras de Milnor) Cada fibra de Milnor Fy tem o
mesmo tipo de homotopia que um CW-complexo finito, de dimensdo finita.
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E para ter a interpretagao no caso particular do que f tenha ponto critico isolado em zero,
obtemos a vizinhanca tubular de acordo com o seguinte teorema.

s

Teorema 5.0.4 (Fibras difeomorfas a fibra de Milnor) Se o ndmero complezo ¢ # 0 ¢é
suficientemente prézimo de zero, entao f~'(c) N B. é uma variedade diferencidvel difeomorfa
a Fy, onde B, ¢ a bola aberta centrada em zero de radio €.

Demonstragao ver [10].

Entdao com a hip6tese do que o polinémio f(z1,...,2,41) ndo tem pontos criticos em
uma vizinhanga da origem, exceto possivelmente a prépria origem (ou simplesmente que tem
um ponto critico isolado). Entao, pelo Lema 2.5 do livro [10], segue que a origem é um
ponto singular isolado da hipersuperficie Z = f~1(0). Suponha também n > 1. Neste caso
(singularidade isolada), Milnor [10] provou o seguinte teorema, o qual sé mencionarei sem
demonstragao.

Teorema 5.0.5 (Bouquet de esferas) Cada fibra de Milnor Fy tem o mesmo tipo de homotopia
que um bouquet de esferas

Stv StV Sty S

O numero de esferas do bouquet é chamado de numero de Milnor de f em 0 e é denotado
por /.
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