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Resumo

CCACYAHUILLCA BEJAR, HANS H. Conexidade Fuzzy Relativa em Grafos Dirigidos e
sua Aplicacao em um Método Hibrido para Segmentacao Interativa de Imagens. 2016.
78 p. Dissertagao (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo,
Sao Paulo, 2016.

A segmentacao de imagens consiste em dividir uma imagem em regides ou objetos que a compdem,
como, por exemplo, para isolar os pixels de um objeto alvo de uma dada aplicacao. Em segmen-
tagdo de imagens médicas, o objeto de interesse comumente apresenta transi¢coes em suas bordas
predominantemente do tipo claro para escuro ou escuro para claro. Métodos tradicionais por regiao,
como a conexidade fuzzy relativa (RFC - Relative Fuzzy Connectedness), nao distinguem bem entre
essas bordas similares com orientagoes opostas. A especificagao da polaridade de contorno pode
ajudar a amenizar esse problema, o que requer uma formulacao matemética em grafos dirigidos.
Uma discussao sobre como incorporar essa propriedade no arcabouco do RFC é apresentada neste
trabalho. Uma prova teérica da otimalidade do novo algoritmo, chamado conexidade fuzzy relativa
com orientagdo (ORFC - Oriented Relative Fuzzy Connectedness), em termos de uma funcao de
energia em grafos dirigidos sujeita as restricoes de sementes é apresentada, bem como a sua apli-
cagdo em poderosos métodos hibridos de segmentagdo. O método hibrido proposto ORFC& Graph
Cut preserva a robustez do ORFC em relacao a escolha de sementes, evitando o problema do viés de
encolhimento do método de Corte em Grafo (GC - Graph Cut), e mantém o forte controle do GC no
delineamento de contornos de bordas irregulares da imagem. Os métodos propostos sao avaliados
usando imagens médicas de ressonancia magnética (RM) e tomografia computadorizada (TC) do

cérebro humano e de estudos toracicos.

Palavras-chave: Conexidade fuzzy relativa, transformada imagem-floresta, segmentagao por corte

em grafo, algoritmos de busca em grafo.
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Abstract

CCACYAHUILLCA BEJAR, HANS H. Relative Fuzzy Connectedness on Directed Graphs
and its Appication in a Hybrid Method for Interactive Image Segmentation. 2016. 78 p.
Dissertation (Master of Science) - Institute of Mathematic and Statistic, University of Sdo Paulo,
Sao Paulo, 2016.

Image segmentation consists of dividing an image into its composing regions or objects, for example,
to isolate the pixels of a target object of a given application. In segmentation of medical images, the
object of interest commonly presents transitions at its border predominantly from bright to dark
or dark to bright. Traditional region-based methods of image segmentation, such as Relative Fuzzy
Connectedness (RFC), do not distinguish well between similar boundaries with opposite orientati-
ons. The specification of the boundary polarity can help to alleviate this problem but this requires
a mathematical formulation on directed graphs. A discussion on how to incorporate this property
in the RFC framework is presented in this work. A theoretical proof of the optimality of the new
algorithm, called Oriented Relative Fuzzy Connectedness (ORFC), in terms of an energy function
on directed graphs subject to seed constraints is presented, and its application in powerful hybrid
segmentation methods. The hybrid method proposed ORFC&Graph Cut preserves the robustness
of ORFC respect to the seed choice, avoiding the shrinking problem of Graph Cut (GC), and keeps
the strong control of the GC in the contour delination of irregular image boundaries. The proposed
methods are evaluated using magnetic resonance medical imaging (MR) and computed tomography

(CT) of the human brain and thoracic studies.

Keywords: Relative fuzzy connectedness, image foresting transform, graph-cut segmentation, graph

search algorithms.
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Capitulo 1

Introducao

A segmentagao de imagens, como a extragao dos pixels de um objeto de interesse presente em
uma imagem, é um dos problemas mais desafiadores em processamento de imagens e visdo compu-
tacional, que é muito util em varias aplicagoes, tal como na analise de imagens médicas e biologicas,
e na composigao de fotos digitais em publicidade [Lézoray e Grady (2012)].

Em algoritmos modernos de processamento de imagens, métodos baseados em grafos tém
sido utilizados com sucesso em varias aplicagoes, servindo como uma ferramenta unificada para
representar, processar e analisar imagens |Camilus e Govindan (2012); Lézoray e Grady (2012)].
O uso de grafos é adequado para representar qualquer dado discreto, como imagens digitais,
modelando relagoes de vizinhanca. Uma classe importante dos métodos de segmentagao de
imagem baseados em grafos compreende os métodos interativos baseados em sementes, incluindo
diferentes arcabougos, tais como bacia hidrografica (WS - Watershed) [Cousty et al. (2010);
Lotufo et al. (2002)], passeios aleatorios (RW - Random Walks) [Grady (2006)]|, conexidade fuzzy
(FC - Fuzzy Connectedness) |Audigier e Lotufo (2007); Ciesielski et al. (2007); Saha ¢ Udupa
(2001)], corte em grafo (GC - Graph Cut) [Boykov e Funka-Lea (2006)], corte de distancia
(DC - Distance Cut) [Bai e Sapiro (2007)], transformada imagem-floresta (IFT - Image Foresting
Transform) |Falcao et al. (2004)] e Corte Crescente (GrowCut) [Vezhnevets e Konouchine (2005)].
O estudo da relagao entre diferentes arcaboucos, incluindo comparagoes tedricas e empiricas, tem
uma vasta literatura [C.Couprie et al. (2010); Ciesielski et al. (2012a); Miranda e Falcao (20009,
2011); Sinop e L.Grady (2007)], que permitiu que muitos algoritmos (por exemplo, GC, DC, IFT e
WS) fossem descritos de uma forma unificada de acordo com um arcabougo comum, que referimos
como Corte em Grafo Generalizado (GGC - Generalized Graph Cut) |C.Couprie et al. (2010);
Ciesielski et al. (2012b)|. Neste arcabougo, existem duas classes importantes de formulagoes de
energia, os problemas de minimizagao €1 e £ (bem como os algoritmos associados), como discutido
em Ciesielski et al. (2012D).

Por outro lado, métodos hibridos para segmentacao de imagens sao um enfoque recente, os quais
combinam duas ou mais técnicas de modo a aproveitar as vantagens individuais delas. Por exem-
plo, algoritmos baseados puramente na imagem podem ser combinados com abordagens baseadas
em modelos de aparéncia/forma, em uma tentativa de superar algumas deficiéncias particulares das
abordagens, tal como no método hibrido proposto por Udupa et al. (2014). Outro exemplo consiste
em explorar as forgas complementares de abordagens baseadas em restri¢oes por regiao (marcado-
res/sementes) com abordagens de persegui¢ao de borda, como na abordagem interativa do Live
Markers |Vallin Spina et al. (2014)], onde segmentos 6timos de borda entre pontos de ancoragem
sao transformados em marcadores internos e externos para o delineamento por regiao.

A sinergia entre diferentes abordagens puramente baseadas nas caracteristicas da imagem tam-
bém tem sido alvo de estudos. No trabalho de Gulshan et al. (2010), uma segmentacao intera-
tiva é obtida combinando uma minimizagdo de energia via o algoritmo do Min-Cut/Mazx-Flow
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[Boykov e Kolmogorov (2004)], com uma restrigao de convexidade em estrela geodésica, proveni-
ente da execugao do algoritmo de Dijkstra. Em outro artigo [Vicente et al. (2008)], essa mesma
técnica de corte em grafo se funde com o algoritmo de Dijkstra, de modo a incorporar restri-
coes de conexidade para superar o problema do “viés de encolhimento” do GC na segmentacao de
alongamentos finos de objetos, reduzindo consideravelmente a quantidade de interacoes do usué-
rio necessérias. Ja o trabalho de Price et al. (2010) propoe a combinac¢ao de uma abordagem de
segmentagao geodésica com o método de corte em grafo (GC), de modo a aumentar a acuracia.
No entanto, os resultados de segmentacao por esses métodos apresentam grande sensibilidade em
relagao a disposigao das sementes, dado que as abordagens utilizadas (GC e Dijkstra) sao ambas
sensiveis as sementes.

Mais recentemente, Ciesielski et al. (2013) combinaram os métodos de conexidade fuzzy re-
lativa (RFC - Relative Fuzzy Connectedness) e o método de corte em grafo (GC - Graph Cut),
resultando em um método hibrido que preserva a robustez do RFC em relacao a escolha de semen-
tes [Saha e Udupa (2001)] (evitando o problema de encolhimento do GC), e que mantém o forte
controle do GC no delineamento de contornos de bordas mal definidas, gerando contornos mais
suaves (Figura 1.1).

N
t - F‘-«"\!\_J‘\'q.’ 'l

()

Figura 1.1: Ezemplo de segmentacao de uma imagem colorida. (a) Imagem de pesos dos arcos do grafo,
(b) resultado da IFT apresentando borda irregular e (c) o resultado do RFC+GC gerando uwma borda mais
suave.

Nesta pesquisa pretendemos estender esse método hibrido para grafos dirigidos e adicionar a
caracteristica de polaridade de borda/orientagao [Boykov e Funka-Lea (2006); Miranda e Mansilla
(2014); Singaraju et al. (2008)], tal como feito no artigo da transformada imagem-floresta orientada
(OIFT - Oriented Image Foresting Transform) [Miranda e Mansilla (2014)].

A polaridade de borda/orientagdo é uma caracteristica muito importante que explora
a informacao da borda do objeto (Figura 1.2), em grafos direcionados |[Lézoray e Grady
(2012)], onde cada aresta nao dirigida (a,b) é substituida por dois arcos direcionados (a,b)
e (b,a) tal que w(a,b) e w(b,a) podem nao ser iguais. A polaridade de borda tem sido tra-
dicionalmente explorada com sucesso por métodos de perseguicao de borda, tais como Live
Wire [Falcao et al. (1998); Mortensen e Barrett (1998)] e Riverbed [Miranda et al. (2012)].
Mais recentemente, Miranda e Mansilla (2014) consideraram a polaridade de borda na segmen-
tagdo por regiao via IFT, onde uma medida regular de dissimilaridade entre pixels vizinhos
¢ multiplicada por um fator de orientagdo (1 + o ou 1 — «), favorecendo a segmentacao de
objetos com transi¢oes de pixels de claro para escuro como na Figura 1.3b (considerando cortes
externos) ou de escuro para claro como na Figura 1.3¢ (considerando cortes internos) sobre a borda.
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(a) Imagem médica real (b) Sem polaridade (c) Com polaridade

Figura 1.2: Ezemplo de polaridade de borda em uma imagem médica. (a) Imagem real com bordas ambiguas
similares. Nao estd claro se o objeto de interesse é o endocdrdio (no interior) ou o epicdrdio (no exterior). (b)
Usando um modelo nao direcionado é escolhido o endocdrdio (no interior), em uma parte da segmentagao,
e o epicdrdio (exterior) na outra parte. (c) No entanto, a informagdo de polaridade de borda pode ser usada
para especificar o alvo como o endocdrdio (a borda interna) [Lézoray e Grady (2012)].

) Nao dirigido ) Claro para escuro ) Escuro para claro

Figura 1.3: Exemplo de polaridade de borda em uma imagem sintética onde a denota a semente de objeto
e b a semente de fundo. O uso de polaridade € apropriado para especificar o objeto alvo.

1.1 Motivacao e Objetivos

Os objetivos desse trabalho sao:

e Estender o método RFC |Ciesielski e Udupa (2011); Ciesielski et al. (2012a); Saha e Udupa
(2001); Udupa et al. (2002)] para grafos direcionados, incorporando a polaridade de borda.

e Utilizando o resultado anterior, estender o método hibrido RFC&GC [Ciesielski et al. (2013)]
para grafos direcionados.

e Validar os métodos realizando comparagoes com outros métodos da literatura, utilizando bases
de dados de imagens médicas 2-D e 3-D.

Os resultados referentes ao primeiro objetivo foram publicados na conferéncia do SIBGRAPI
2014 |Bejar e Miranda (2014)] e os resultados do método hibrido foram publicados na revista
JIVP [Ccacyahuillca Bejar e Miranda (2015)].

1.2 Organizacao do trabalho

No Capitulo 2 fornecemos informagoes basicas sobre imagem digital, imagens como grafos, seg-
mentacao de imagem e a métrica de avaliagao. No Capitulo 3 sao descritos os métodos relacionados
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usados para desenvolver o projeto, tais como IFT [Falcao et al. (2004)], RFC [Udupa et al. (2002)],
GC [Boykov e Funka-Lea (2006)] ¢ OIFT |Miranda e Mansilla (2014)]. Nos demais capitulos sao
apresentadas as contribui¢oes do presente trabalho, no Capitulo 4 adicionamos a caracteristica de
polaridade de borda no método RFC usando grafos dirigidos, incluindo uma prova teérica da oti-
malidade do novo algoritmo proposto, bem como algumas relacoes tedricas com outras abordagens.
No Capitulo 7?7 é apresentado o objetivo principal do projeto, onde sdo fundidos o nosso novo
método ORFC [Bejar e Miranda (2014)] e o método GC [Boykov e Funka-Lea (2006)] para grafos
dirigidos. No Capitulo 5 é apresentado os resultados experimentais qualitativos e quantitativos,
utilizando a técnica do raio de erosao e dilatagao. Finalmente, no Capitulo 6 discutimos algumas
conclusoes obtidas neste trabalho.



Capitulo 2

Conceltos

2.1 Nocoes basicas

2.1.1 Imagem digital

Uma imagem digital genérica I éum par (Z, I ) onde Z é um conjunto de pontos do Z™ (dominio
da imagem) denominados pixels! e I (a) é um mapeamento vetorial que associa a cada pixel a € Z
um vetor I(a) = {I1(a), I2(a),...,In(a)} € Z™ de valores escalares, associados a um conjunto de
m propriedades fisicas. O valor de n refere-se & dimensao da imagem e o valor de m ao numero de

bandas. Segundo os parametros de uma imagem digital, temos outras definigoes:

A) Imagem em tons de cinza

Uma imagem I= (Z,I) em tons de cinza (por exemplo, foto preto e branco, imagem de ultrasom,
fatia tomografica) e bidimensional (Z C Z?) possui apenas uma banda I (m = 1). A imagem em tons
de cinza bidimensional é portanto uma matriz de tamanho N x M pixels (/N linhas e M colunas).
Se I(a) € {0,1},Va € Z, I ¢ dita binaria.

B) Imagem multidimensional

Uma imagem | = (Z,1I) em tons de cinza e multidimensional define o dominio de amostragem
I C Z™, para n > 2. Por exemplo, uma sequéncia espacial de fatias tomograficas é uma imagem
tridimensional (n = 3) , e uma sequéncia espacial e temporal de fatias tomograficas ¢ uma imagem
tetradimensional (n = 4) . No primeiro caso, os elementos de Z sao chamados de vozels (volume
element) e a imagem é chamada de volume.

C) Imagem multibanda

Uma imagem I= (Z, D ) é multibanda quando o mapeamento vetorial I associa a cada pixel
a obrigatoriamente mais de um valor escalar (I{(a) = {Iy(a),Iz(a),...,Im(a)}, para m > 1).
Imagens de satélite, por exemplo, possuem bandas que correspondem a imagens cinza obtidas nos
comprimentos de onda do azul, vermelho, verde, infravermelho, infravermelho proximo, termal, e
ultravioleta. O intervalo de amostragem define a resolugao espectral. No caso de uma foto colorida
temos m = 1,2, 3 correspondendo aos componentes vermelho, verde e azul (Figura 2.1). Observe
que o video colorido é uma imagem multidimensional e multibanda.

Ipixel: E o elemento espacial em uma imagem 2-D, para uma imagem 3-D é chamado vozel; de forma geral &
conhecido como spel - spatial element; para o melhor entendimento do trabalho as defini¢bes estdo baseadas em
imagens 2-D
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MxN

Figura 2.1: Imagem digital de tamanho M x N bidimensional (n = 2), com trés bandas (m = 3) RGB.

2.1.2 Digrafos

Um grafo dirigido ou digrafo G = (V, E) é um par ordenado de conjuntos disjuntos, tal que
ECVxVeV#2. Oconjunto V é o conjunto de vértices e ¥ é o conjunto de arcos. Para dois
vértices de G, a e b, existe no méximo um arco (a, b), de a para b. Arcos com diregdes opostas sao
chamados de arcos anti-paralelos, como por exemplo os arcos (a,c) e (c,a) na Figura 2.2.

Oy O
o 0,
—C

Figura 2.2: G = (V,E), com V ={a,b,c,d,e, f} e E = {{a,b), (a,c), (c,a), (b,c), (b,d), {c,d), (d,e)}.

e Um digrafo G é simétrico se Va,b €V, a # b, (a,b) € E se e somente se (b,a) € E.

e Um digrafo G cujos arcos (a,b) possuem valores reais associados (nomeados pesos) dados
por uma func¢ao w(a,b), ¢ denominado digrafo ponderado, sendo denotado por uma terna
ordenada G = (V, E, w).

e Um digrafo simétrico é ponderado com pesos nao dirigidos se w(a,b) = w(b,a) para todo
(a,b) € E, caso contrario, temos um digrafo ponderado de modo dirigido.

e A transposta G7 = (V, ET, w”) de um digrafo ponderado G = (V, E,w) é o tnico digrafo
ponderado sobre o mesmo conjunto de vértices V com todos os arcos invertidos em comparagao
com a orientacao dos arcos correspondentes em G (isto ¢, para qualquer dos seus arcos (a, b) €
ET, o par (b,a) ¢ um arco de G, e wl (a,b) = w(b,a)).
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e Um digrafo ponderado G é simétrico ponderado de modo nao dirigido se G ¢ igual a
sua transposta G .

2.2 Grafos a partir de imagens

Uma imagem pode ser interpretada como um digrafo ponderado G = (V, E,w) cujos nos V
sao os pixels da imagem no seu dominio Z C Z", e cujos arcos sao os pares ordenados de pixels
(a,b) € E. Por exemplo, pode-se tomar F consistindo de todos os pares de pixels (a,b) no produto
Cartesiano Z x Z tal que d(a,b) < p e a # b, onde d(a,b) denota a distancia Euclidiana e p é uma
constante especificada (por exemplo: vizinhanga-4, quando p = 1, e vizinhanga-8 quando p = V2,
no caso de imagens 2-D). Essa forma de definir os arcos é conhecida como rela¢ao de adjacéncia
circular (Figura 2.3).

o o o o o o o o o o o o ° o o

o o ° o o o ° ° ° o o ° ° ° o

o e<—0——>0 o o e<——0—>o o 0\5040\\0
l AN N

o o ° o o o ° ° ° o o ° ° ° o

o o o o o o o o o o o o ° o o

Figura 2.3: Adjacéncias euclidianas. (a) Imagem 2-D de raio p = 1 (vizinhanca-4), (b) raio p = /2
(vizinhanga-8), (c) raio p = 2 (vizinhanga-12).

Outros tipos de relagao de adjacéncia sao:

e Retangular: (a,b) € E se |z, — z4| < % eyp — ya| < %, onde h e j sdo os comprimentos dos
lados do retangulo com centro em (xq,yq).

e Baseado em conjunto: (a,b) € Ese b—a € {(-1,-1),(1,—-1)}.

- -

e Baseada em propriedades locais: (a,b) € E se d(a,b) < p; e d(I(a), (b)) < pj;, onde d() é
o operador de distancia Euclideana e p; e p; sao os raios nos espagos da imagem e de atributos
(paramétrico), respectivamente.

Cada arco (a,b) € E tem um peso fixo w(a,b) > 0, entre pixels vizinhos, que idealmente deve
ser projetado para ter valores baixos nas transigdes da borda do objeto de interesse (por exemplo,
w(a,b) = K —|I(a) — I(b)|, onde K ¢é a maior diferenca de brilho para uma imagem com uma tnica
banda, com valores dados por I(a)).

2.3 Caminhos no grafo

Para um determinado grafo da imagem G = (V, E,w), utilizamos o conceito de caminho no
grafo representado por 7, além disso existem outras formas especificas de representar um caminho,
como por exemplo:
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A) 7y: Um caminho 7w, = (t1,t2,...,t, = a) é uma sequéncia de pixels adjacentes (isto é, (t;,ti+1) €
E,i=1,...,n—1) com um pixel de destino a. Um caminho é trivial quando 7, = (a). Um
caminho 7, = 7, - (a,b) indica a extensdo de um caminho 7, por um arco (a,b).

B) 745 Quando queremos indicar explicitamente a origem de um caminho, a nota¢do mg.p =
(t1 = a,ty,...,t, = b) pode também ser utilizada, onde a representa a origem e b o nd de
destino. De modo mais geral, pode-se usar ws..p = (t1,t2,...,t, = b) para indicar um caminho
com origem restrita a um conjunto S (isto &, t; € S).

Um digrafo é dito ser fortemente conexo se ha um caminho de cada vértice para todos os outros
vértices.

2.4 Segmentacao de imagem

A segmentagdo de imagem pode ser vista como um problema de classificacdo dos pixels em
diferentes classes. Neste trabalho, vamos considerar a segmentacao em duas classes, objeto e fundo.
A segmentacao pode ser rigida ou fuzzy.

Seja o digrafo ponderado G = (V, E,w), onde V é o conjunto finito de vértices. Considere o
espago X de todas as fungoes x: V — [0, 1], denominado subconjuntos fuzzy de V, com o valor x(a)
indicando um grau de pertinéncia com o qual a pertence ao subconjunto (objeto segmentado).

Seja X a familia de todas as fun¢oes 2 € X' com apenas os valores permitidos de 0 e 1 (isto &,
x:V — {0,1}), referida como a familia de todos subconjuntos rigidos (hard) de V. Cada x € X &
identificado com o subconjunto P = {a € V: xz(a) = 1} de V. Note que, em tal caso, x ¢ a fungao
caracteristica Xp de P C V. Por exemplo, considere o conjunto finito V = {t1,to,t3,t4,t5} € 0
subconjunto P = {tq,t3,t5}, entdo, temos a seguinte funcao caracteristica Xp

z(t1) =0, x(t2) =1, z(t3) =1, x(ta) =0, z(t5) =1

Geralmente restringimos a colegao A de todos os objetos permitidos indicando dois conjuntos
disjuntos, referidos como sementes: S, C V indicando o objeto e S, C V indicando o fundo (com
S, NSy = 0). Isto limita a colegdo de saidas admissiveis do algoritmo para a familia X' (S,,Sp)
de todo x € X com x(a) = 1 para todo a € S,, e z(b) = 0 para todo b € S,. Repare que
X(So,Sp) = {Xp: S, CPC V\Sb}.

2.5 Meétricas de avaliagao estatistica

2.5.1 Matriz de confusao

Considera-se um conjunto de amostras, onde uma instancia b (elemento que nao se sabe a qual
classe pertence e deseja-se classifica-lo) pode assumir valores no conjunto {0, 1}, negativo e posi-
tivo respectivamente. No contexto de segmentagao, temos b € Z e queremos descobrir a sua classe
x(b). Considere z(b) : Z — {0,1} como sendo a classificagdo ideal de uma segmentacao perfeita
(gabarito).

Se a instancia b é positiva (&(b) = 1) e é classificada como positiva (z(b) = 1), conta-se como
verdadeira positiva; se é classificada como negativa (z(b) = 0), conta-se como falsa negativa. Se
a instancia é negativa (z(b) = 0) e é classificada como tal, conta-se como verdadeira negativa; se
é classificada como positiva (x(b) = 1), conta-se como falsa positiva. Portanto, dado um método
de segmentacao (classificador) e um conjunto de instancias pode-se construir uma matriz de confusao
de 2 por 2, no caso de 2 classes. Esta matriz serve como base para muitas métricas de avaliacao da
qualidade da classificagdo. A Tabela 2.1 mostra a matriz de confusdo [Comas e Meschino (2014)].
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Classe Verdadeira

®

S

2 1 0
% e 1 Verdadeiro Positivo (VP)
8 .a 0 Verdadeiro Negativo (VN)
O = | Total colunas VP + FN FP+VN

Tabela 2.1: Matriz de confusdo gerada apartir de um conjunto de instdncias.

O conjunto de Equagoes 2.1 demonstra algumas métricas que podem ser calculadas a partir da
matriz de confusdo, tais como a taxa de acerto (recall ou tp rate), a taxa de falso alarme - (fp
rate), a precisao (precision) e a acuracia (accuracy).

; ; VP ! ; FP
rate = —— rate = ——
u VP+FN b FP+VN
VP VP
151 S — = R — 2.1
precision VP L FP recall = tp rate VP L FN (2.1)
VP+VN
ey = YPYFN+FP+VN

Na Figura 2.4 um exemplo de uma imagem de 8 x 8 pixels é exibida, sendo a imagem segmentada
em duas classes (Classe 0 em cor cinza e Classe 1 em cor amarelo). O namero de elementos de cada
classe sao: Na segmentagao obtida |Ag| = 38 e |A1| = 42; e no gabarito |By| = 30 e |B;| = 50.

(a) (b)

Figura 2.4: Ezemplo de segmenta¢io de uma imagem em 2 classes. (a) segmentacao obtida, (b) segmen-
tagdo esperada (gabarito) e (c) instdncias segmentadas de forma errada.

A matriz de confusdo correspondente ao exemplo da Figura 2.4 é apresentada na Tabela 2.2:

2.5.2 Coeficiente de similaridade de D:ice

O coeficiente de similaridade Dice (DSC) [Comas e Meschino (2014); Dice (1945); Sorensen
(1948)] é usado como uma métrica de avaliagdo estatistica da acuracia de desempenho das seg-
mentagoes de imagens (dados binarios), baseado na comparagao entre o nimero de acertos e o
numero total de elementos dos objetos envolvidos. Pode ser facilmente convertido para coeficiente
de dissimilaridade: Se a similaridade for denominada s, a medida de dissimilaridade serd o seu
complementar (1 — s). O DSC é a principal métrica de validagdo para o indice de sobreposigao
espacial entre 2 imagens binarias [Kalpathy-Cramer e Miiller (2011); Meyer (2002)]. O seu valor
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...foram classificados ...foram classificados
como 1 como 0
Pixels que corres- 36 14
pondendo a classe — =0.72 — =0.28
1... 50 50
Pixels que corres- 6 94
pondendo a classe — =10.2 — =0.8
0... 30 30

Tabela 2.2: Matriz de confusdo normalizada do exemplo da Figura 2.4.

varia entre 0 (sem sobreposi¢ao) e 1 (sobreposi¢ao completa), sendo calculado a partir da seguinte
formula: DSC = 2|AN B|/(|A| + |B|), onde A representa a saida de uma segmentacao particular
(A={a€T:x(a)=1}), Béogabarito (B={beZ:z(b)=1})e“N”éa intersegao, apresentada
na Figura 2.5:

Sobreposigio espacial das segmentacdes A e B DSC=2|A ﬂBI/(|A|+|B|)

Sem sobreposicao:
DSC=0

Q ’
Sobreposicao parcial:
A B 0<DSC<1

A

Sobreposicao completa:
DSC=1

Figura 2.5: O coeficiente de Dice representando a sobreposi¢ao espacial e acurdcia, onde DSC = 2x (regiao
de intersegao)/(soma da cardinalidade da regigo A e da regido B).

Segundo a Figura 2.6 o coeficiente de Dice pode ser também calculado com a equagao:

2xVP

D&?:FP+FN+2XVP

Para o exemplo da Figura 2.4 o calculo do coeficiente de Dice na classe 1 (pixels amarelos -
objeto) é:

2 x 38

D -
S 44 + 50

= 0.80
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FN

N ™ /
Figura 2.6: O coeficiente de Dice seqgundo a matriz de confusdo avaliando a classe 1 (objeto). O conjunto
A ¢ a segmentacao obtida e o conjunto B € a segmentagio esperada (gabarito).
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Capitulo 3

Métodos relacionados

Alguns métodos de segmentagao de imagem baseados em grafos que estao diretamente relacio-
nados com nosso trabalho serao descritos a seguir.

3.1 Transformada imagem-floresta

A transformada imagem-floresta (IFT - Image Foresting Transform) é uma extensao do algo-
ritmo de Dijkstra em grafos que trata o problema da floresta de caminhos 6timos para funcoes de
conexidade mais genéricas, desenvolvida por Falcao et al. (2004).

A IFT trata a imagem como um grafo onde todos os pixels sao nos e as arestas sao definidas por
uma relacdo de adjacéncia entre os pixels vizinhos. Usa-se geralmente a vizinhanga-4 (ou vizinhanga
de quarteirao - city-block) onde cada pixel é considerado adjacente aos pixels pertencentes ao disco
euclidiano de raio unitario centrado nele, ou a vizinhanga-8 (ou vizinhanga de xadrez - chessboard)
onde o pixel/n6 compartilha arestas com os pixels/nos situados numa distancia inferior ou igual a
V2 (vide Figura 2.3).

A TFT calcula uma partigao 6tima dos pixels/nés em arvores de custo minimo. Portanto, cada
pixel /no6 recebe um rotulo especifico da arvore a qual ele pertence, possui um predecessor na arvore
e tem um custo de caminho associado.

A TFT possui as seguintes motivagoes:

e Unificacao: Varios operadores de imagem sao derivados de um algoritmo geral. Isto favorece
implementagoes baseadas em hardware [Cappabianco et al. (2007)], facilitando a compreen-
sao das relagoes entre alguns operadores de imagem, e favorecendo possiveis extensoes.

e Eficiéncia: A maioria dos operadores de imagem podem ser implementados em tempo li-
near e otimizagoes adicionais sdo possiveis com calculo diferencial [Falcao e Bergo (2004)] e
paralelo [Bergo e Falcao (2007)].

e Simplicidade: Os operadores de imagem sao reduzidos a escolha de poucos parametros no
algoritmo da IFT e um processamento local dos atributos da floresta obtida.

Aplicagoes que podem ser tratadas via IFT:

e Transformadas de distancia e operadores relacionados: Transformada da distancia
euclidiana, esqueleto multiescala, dimensoes fractais, filtragem de forma, detecgao de saliéncias
de forma, descritores de forma, caminhos geodésicos, [Falcao et al. (2004)].

e Filtragem e segmentacao de imagens: Reconstrugao morfologica [Falcao et al. (2001)]
e segmentacao de imagem baseada na transformada de Watershed, Live Wire [Falcao et al.

13
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(1998)], Riverbed [Miranda et al. (2012)], Growcut por autdomato celular [Miranda e Falcao
(2011); Vezhnevets e Konouchine (2005)], e métodos de conexidade fuzzy |Ciesielski et al.
(2012a)].

e Reconhecimento de padroes: Clustering de dados [Rocha et al. (2009)], e classificagao de
padroes supervisionada [J.P. Papa e Miranda (2007)].

Neste trabalho, a IFT sera apresentada de modo mais especifico para o problema da segmentacgao
de imagens.

3.1.1 Funcao de conexidade

Uma fungado de conexidade f(m) associa um valor escalar a qualquer caminho 7 no grafo
G = (V =17,E,w), com base em propriedades da imagem ao longo deste caminho. Em segmenta-
¢ao, por exemplo, propriedades locais da imagem (vetor de atributos) e globais do objeto desejado
(modelo de textura, cor e forma) podem ser exploradas no célculo de f(m4p) para indicar a forga
de conexidade entre seus nos terminais a e b através do caminho m,..p. As fungdes de conexidade
sao normalmente especificadas por uma regra de inicializacdo e uma regra de extensao de caminho.
Por exemplo considere a fungao fiin:

fmin((0)) = H(b)
fmin(ma-(a,0)) = min{ fmin(7a), w(a,b)}

onde H(b) ¢ um valor inicial para caminhos triviais.

3.1.2 Caminho 6timo

Um caminho 7, é 6timo se f(m,) > f(7,) para qualquer outro caminho 73, independentemente
de sua raiz. Para cada n6 b € Z, temos um valor tnico V' (b) que armazena o valor de um caminho
6timo com término em b:

V(b) = max {f(m)}

Vry em G

3.1.3 Floresta de espalhamento como mapa de predecessores

Um mapa de predecessores é um funcao P que atribui para cada né b em Z algum outro né
adjacente em Z , ou uma marca distintiva nil ¢ Z, caso em que b é dito ser uma raiz do mapa. Uma
floresta de espalhamento é um mapa de predecessores que nao contém ciclos, isto é, um mapa que
leva cada pixel para nil em um namero finito de iteragées. Para qualquer pixel b € Z, uma floresta
de espalhamento P define um caminho 7" recursivamente como (b) se P(b) = nil, e 7L - (a,b) se

P(b) = a # nil (Figura 3.1).
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R(b) o

(a) (b)

Figura 3.1: (a) O mapa de predecessores P, armazena os caminhos em ordem inversa. Para um dado né
b, sequindo pelo mapa de predecessores chegamos a um nd raiz R(b) tal que P(R(b)) = nil. Um caminho m,
é trivial quando m, = (b) (isto é, P(b) = nil). (b) Duas arvores de espalhamento, uma em vermelho e a
outra em azul.

Na IFT, as raizes sao os maximos locais da funcao V de conexidade 6tima. Estas raizes competem
entre elas e cada raiz conquista os nos mais fortemente conexos a ela do que a qualquer outra,

particionando a imagem em uma floresta onde cada raiz forma uma &rvore de caminhos 6timos
(Figura 3.2).

A

5 4 7 5 4

Q= @

SRR DS S

4 5 N 5 6

6 o—

2 2 6

3 B o—>r0o—>0

B Y

(a) (b)

Figura 3.2: Ezemplo do método IFT. (a) Um grafo com adjacéncia-4 onde os nimeros indicam pesos dos
arcos e 0s nds A e B siao sementes. (b) Uma floresta de caminhos dtimos para fmin, quando H(b) =17, se
be{A,B} e H(b) = —oco no caso contrdrio.

3.1.4 Algoritmo geral

A IFT essencialmente generaliza o algoritmo de Dijkstra para fungoes de conexidade, onde para
qualquer n6 b € 7 , existe um caminho 6timo 7, que é o trivial, ou tem a forma 7, - (a,b) onde:

e (Condigdo 1) f(r,) > f(m).
e (Condigao 2) 7, ¢ 6timo.
e (Condigao 3) para qualquer caminho 6timo 7,, f(7, - (a,b)) = f(m).

Estas condig¢oes sao aplicadas apenas a caminhos 6timos.
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Algoritmo 1: ALGORITMO GERAL DA IFT

ENTRADA : Imagem | = (Z, f), G = (Z,FE,w), e fung¢ao de conexidade f.

SAIDA : Imagens P = (Z, P) mapa de predecessores, e V= (Z,V') mapa de valores
de conexidade.

AUXILIARES: Fila de prioridade @, variavel tmp, e vetor de estado inicialmente zerado.

1 Para Cada b € 7, Faga

2 P(b) < nil e V(b) < f((b))

3 Se V(b) # —oco, Entao

4 L insira b em Q.

5 Enquanto Q # (), Faga

6 Remova um pixel a de @ cujo valor V(a) seja maximo.
7 estado(a) «+ 1.

8 Para Cada b, tal que {(a,b) € E e estado(b) = 0, Faga
9 tmp « f(xF - (a,b)).

10 Se tmp > V(b), Entao

11 Se V(b) # —oo, Entao

12 L remova b de Q.

13 P(b) < a,V(b) < tmp, e insira b em Q.

O algoritmo inicia com todos os caminhos triviais (Linhas 1 e 2). Na Linha 4, todos os candidatos
a raizes (sementes) sao inseridos na fila Q). As raizes sao os maximos de V', primeiramente detectados
na Linha 5, pois, ao remover qualquer né a de ) na Linha 6, o caminho 7r5 é 6timo. As demais Linhas
calculam e propagam caminhos melhores para os nés adjacentes. Seguindo uma ordem decrescente
de conexidade e aplicando a seguinte regra de expansio: se f(wl.(a,b)) > f(r}’) (Linha 10), entdo
mf’ & trocado por 7%’ .(a,b) (Linha 13).

3.2 Conexidade fuzzy relativa

Nosso trabalho é baseado no método de conexidade fuzzy relativa (RFC - Relative Fuzzy Con-
nectedness), que é um dos métodos pertencentes ao arcabougo de conexidade fuzzy (FC - Fuzzy
Connectedness) [Saha e Udupa (2001); Udupa et al. (2002)]. A principal ideia do método RFC no
processo de segmentacao de imagem consiste na selecao dos objetos de interesse na imagem; indi-
cados pelo usuario, ou automaticamente por pixels referidos como sementes, que competem pelos
demais pixels de acordo com a for¢a de conexidade dos melhores caminhos a partir de cada semente.
Neste processo sao necessérios pelo menos dois objetos.

3.2.1 A definicao original por fungoes de conexidade

A seguir, mostramos a definicdo original da conexidade fuzzy relativa como proposta
em Udupa et al. (2002) para grafos simetricamente ponderados. Considere a seguinte fungao de
conexidade:

fam((@) =

Fain(Ta - (a,b)) = min{f3;,(ma), w(a,b)}

Wmaz +1 sea €S
—00 caso contrario
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onde Wiz = <n117§1x w(a, b). Dois mapas de conexidade sao calculados usando duas execugoes da
a,b)e E
transformada imagem-floresta |Falcao et al. (2004)]:
So
VO(a) - . énl_?()é’a){fmin(ﬂa)}ﬂ (31)
Vi(a) = Sp 3.2
)= max (%), (32)

onde II(G,a) é o conjunto de todos os caminhos possiveis no grafo G com término no no6 “a”. A
segmentagao Arpc(Ss, Sp) do método RFC é obtida pela comparagao dos dois mapas de conexidade
V, e V, tal que cada pixel a € V é rotulado como pertencendo ao objeto somente se V,(a) > Vj(a)
(Figura 3.3).

Arrc(So,Sp) =Xo: 0 ={a € V: V,(a) > Vy(a)} (3.3)

(a) (b) ()

Figura 3.3: Exemplo do RFC seguindo a defini¢io baseada em caminhos. (a) A semente de objeto X, onde
f;z‘i’n<7r><wa) = 8, fﬁ’i’n(ﬂ'wa) =1, ffl(i’n(ﬂch) =6 e 5 (mywng) = 7. (b) A semente de fundo *, onde

I min

IO (Tand) = 8, £ (Met) = 1, f50 (Tane) = 6 € f5 (Tyna) = 7. (¢) Resultado de segmentagio via

min min

REC mostrada em azul escuro.

3.2.2 Conexidade fuzzy relativa como ¢.,,-otimizador

O método RFC também pode ser visto como um corte 6timo no grafo de acordo com uma
fungao objetivo apropriada de corte em grafo, conforme discutido em Ciesielski e Udupa (2011);
Ciesiclski et al. (2012a). Para ¢ € [1,00) considere o funcional de energia ,: X — [0,00), onde,
para todo z € X, gq(z) é definido como a g-norma do funcional F,: E — R, dado pela férmula
F.(a,b) = w(a,b)|x(a) — z(b)| para (a,b) € E.

Isto &, eq(x) = || Fyllq = Z (w(a,b)|z(a) — 2(b)])?, para ¢ < co.
(a,b)eE
Observe que lim g,4(z) = e (), dado que g-normas convergem, conforme ¢ — 0o, para a co-norma.
q—00

Eoo() = [[Fr|loc = (CrfgiggEW(c, d)]z(c) — =(d)| (3-4)

Restringindo a anélise apenas para solugoes binarias © = Xp € X', nés temos:

el@) = | Falloe = max, wle. de(e) —a(d)| = max w(a,b) (3.5)

onde C(z) = {(a,b) € E: xz(a) # x(b)} ¢ um conjunto de arestas de corte. Seja €4, 0 minimo
da energia e () sobre todos os objetos permitidos x € X(S,,Sp), isto é, 0] = min{es(z): = €

X (S5, 8p)}. Qualquer elemento de X (So, Sp) = {x € X(Sp, Sp) 1 €00(T) = €00y } seré referido como
uma solugao de energia 6tima de e em X(S,,Sp). Qualquer algoritmo A que, dado um grafo e
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conjuntos de sementes S, e S, retorna um objeto, denotado por A(S,,Sp), de Xoo(So, Sp) sera
referido como um algoritmo de £4-minimizacdo. RFC é um algoritmo de e -minimizacgao, isto é,
ARrc (S0, Sp) € Xoo(So,Sp) [Ciesielski et al. (2013)]. No caso de uma tnica semente s; (Figura 3.4),
temos a seguinte defini¢ao alternativa de RFC baseada em cortes no grafo

Arrc({s1},Sp) = Xo € X ({51}, Sp): |O] = min{|P|: Xp € X ({s1},Sp)} (3.6)

O caso de vérias sementes internas é entao tratado usando a seguinte equagao:

ARpc(SO,Sb) = Xo: O = U P: Xp = ARpc({Si},Sb) (37)
Sieso

*x & *x & *x &

(a) (b) ()

Figura 3.4: As trés solugoes acima (a,b,c) tem energia dtima eo(x) = 7, mas apenas (c) corresponde a
uma solugdo RFC wvalida de acordo com a Equacgdo 3.6.

As vantagens da segmentagdo via RFC correspondem a baixo custo computacional, baixa taxa
de falsos positivos e a robustez em relacao a posicao das sementes conforme demonstrado no tra-
balho [Ciesielski et al. (2007)].

A principal desvantagem é que o método pode produzir bordas com formas irregulares.

3.3 Transformada imagem-floresta com orientacao

Um grafo ponderado dirigido ¢ calculado, onde w(a,b) é uma combinagdo de uma medida de
similaridade regular nao direcionada §(a, b), multiplicada por um fator de orientagao, do seguinte
modo:

0(a,b) x (1 —a) seI(a)>1(b)
w(a,b) = d(a,b) x (1+«a) sel(a)<I(b) (3.8)

0(a,b) caso contrario

Varios procedimentos diferentes podem ser adotados para d(a,b), tais como o complemento do
valor absoluto da diferenga das intensidades da imagem (isto é, d(a,b) = K — |I(a) — I(b)]), ou
algumas fungoes de afinidade discutidas em Ciesielski ¢ Udupa (2010a,b). Note que temos um
grafo ponderado dirigido (w(a,b) # w(b,a)) quando a > 0 (ver exemplo da Figura 3.5).

A transformada imagem-floresta orientada (OIFT) é construida sobre o arcabougo da IFT con-
siderando a seguinte funcao de caminho

S1,S2 (<a>) _ (Wmam + 1) X2 seaé€ Sl U SQ
OIFT —00 caso contrario



3.4 METODO DE SEGMENTAGAO DE CORTE EM GRAFO 19

(a)

Figura 3.5: Exemplo de cdlculo do fator de orientagdo, com valores w(a,b) (Equagio 3.8). (a) Grafo ndo
direcionado de uma imagem digital com valores 6(a,b) indicados na figura. (b) Grafo ponderado dirigido
com fator de orientagcdo o = 0.5

1,8
IR (1yna.(a, b)) = { min{ fo e (Tema), 2 - w(b,a)} se x €51

OIFT mm{fOIgT(mgwa), 2-w(a,b) + 1} caso contrario

OIFT possui duas versoes: AiO”I 1 (S0, Sp) que favorece transi¢oes de pixels escuros para claros,

e A% (So, Sp) que tem a orientagdo oposta. A% (S, Sp)(Figura 3.6a) ¢ obtido pelo célculo

de uma I FT com func¢do de conexidade fg‘}’l}gT, e, tomando como pixels do objeto o conjunto dos

pixels conquistados por caminhos enraizados em S,. A%Y.1(S,, Sp)(Figura 3.6b) é calculado de
Sb7SO

forma semelhante, mas utilizando f55757-

Uma coisa importante a se notar é que a fungdo fg}g% é uma funcdo de conexidade nao-
suave como mostrado em Miranda e Mansilla (2014). Quando a fun¢do de caminho nao ¢ suave,
a IFT ainda retornard uma floresta de espalhamento, mas os caminhos calculados podem nao ser
otimos [Falcao et al. (2004)]. No entanto, a otimalidade da OIFT ainda é garantida do ponto de
vista de um critério de energia de corte em grafos [Mansilla e Miranda (2013a); Miranda e Mansilla

(2014)]

AO 7 (So, Sp) com orientacdo interna O“I 7 (So, Sp) com orientagao externa

Figura 3.6: Ezemplo do resultado de segmentagao com o algoritmo OIFT. (a) Algoritmo A% pr(Se,Sp) €
(b) AZ7pr (S0, Sp)-

3.4 Meétodo de segmentacao de corte em grafo

O algoritmo de corte em grafo (GC - Graph Cut) [Boykov e Funka-Lea (2006)] utilizado na
abordagem hibrida proposta nesse trabalho é o de corte minimo/fluxo mdximo em grafos direcio-
nados. A seguir sera introduzido o problema do fluxo méaximo.
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3.4.1 Problema do fluxo maximo

Podemos interpretar um grafo direcionado como uma “rede de fluxo” e usa-lo para resolver pro-
blemas sobre os fluxos de materiais. Imaginemos um material fluindo através de um sistema a partir
de uma fonte, onde o material é produzido, para um sorvedouro, onde é consumido. A fonte produz
o material em alguma taxa constante, e o sorvedouro consome o material com a mesma velocidade.
No problema de fluxo maximo, queremos calcular a maior taxa de transmissao de material a partir
da fonte para o coletor sem violar quaisquer restrigoes de capacidade. Figura 3.7 mostra um exemplo
de fluxo.

i N
- N
2
D
e

b~ > Pa

1/14

Figura 3.7: O fluzo f com valor |f| = 19. Cada arco (a,b) é rotulado por um par de fluro e capacidade
f(a,b)/c(a,b). A notagao de barra apenas separa o fluzo e a capacidade; ele nao indica divisao.

3.4.2 Fluxo no grafo

Uma rede de fluxo G = (V, E) é um grafo direcionado no qual cada arco (a,b) € E possui uma
capacidade nao negativa c(a,b) > 0, onde s é o vértice fonte e t é o vértice destino. Por conveni-
éncia, assumimos que cada vértice encontra-se em algum caminho a partir da fonte para o destino.
Isto é, para cada vértice b € V, a rede de fluxo contém um caminho s ~~ b ~» t. O grafo é, portanto,
conexo, ja que cada vértice diferente de s tem, pelo menos, um arco de entrada, |E| > [V| — 1.

Dado uma rede de fluxo G com fonte s e destino t, queremos encontrar um fluxo de valor ma-
ximo indo de s para t.

A funcao capacidade é definida como sendo: ¢ : E — R e a funcéo de fluxo f : V x V — R,
sendo que elas devem satisfazer as seguintes restri¢oes:

1. Restrigao de capacidade: O fluxo nao viola a capacidade maxima da aresta.

f(a,b) < c(a,b),Va,beV

2. Conservagao de fluxo: O saldo do fluxo que entra e sai de um vértice do grafo é nulo, com
excegao dos vértices s (fonte) e t (sorvedouro).

Zf(b,a) = Zf(a,b),Va eV —{s,t}

beVy bey
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3. Anti-simetria: O fluxo de arestas anti-paralelas possui fluxo inverso.

fla,b) = —f(b,a),Ya,beV

Definimos o fluxo de arcos inexistentes como nulo:

f(aa b) = O,V<(l, b> §é E
Definimos o grafo residual Gy = (V, Ef,cy) e a funcdo capacidade residual c¢(a,b) = c(a,b) —
f(a,b), onde Ey = {{a,b) € V xV :¢s(a,b) > 0}.

Para calcular o fluxo maximo, podemos wusar o método de Ford-Fulkerson (Algo-
ritmo 2) [T.H. Cormen e Stein (2009)].

e Comecamos com fluxo inicial zero (ou seja, f(a,b) = 0 para todos a,b € V).

e A cada iteragao, aumentamos o fluxo total encontrando algum caminho (a partir da fonte s até
o destino t) ao longo do qual podemos empurrar mais fluxo(caminho de aumento (augmenting
paths)).

e Repetimos este processo até que nenhum camiho de aumento pode ser encontrado.

Algoritmo 2: ALGORITMO DE FORD-FULKERSON

ENTRADA : A rede de fluxo G = (V, E) com os nos s e t.
SAIDA : O fluxo maximo f em G.
AUXILIARES: A rede residual Gy.

1 Para Cada (a,b) € E, Faga

2 L f(a,b) < 0e f(bya) < 0.

3 Enquanto existir um caminho w de s até t em Gy Faga

4 cg(m) < min{cy(a,b) : (a,b) estd em 7}

5 Para Cada (a,b) em m, Faga

6 L f(a,b) < f(a,b) +c(m) e f(b,a) < —f(a,b).

7 ct(a,b) = c(a,b) — f(a,b) e cg(b,a) = c(b,a) — f(b,a).

3.4.3 Corte minimo em Grafo

Considere um grafo dirigido G, onde os pesos nao negativos w(a, b) de cada arco correspondem
aos valores de capacidade iniciais da rede, isto ¢, w(a,b) = ¢(a,b).
O corte minimo é o subconjunto nao trivial S do V de tal modo que a soma dos arcos entre os nos
em S e o seu complemento é minimizada, isto é, o minimizador de

9" = cut(S,V) = Z w(a,b)
a€S N beV\S

Segundo o teorema do fluxo maximo/corte minimo, o valor do fluxo méaximo de s para t corresponde
ao valor do corte minimo separando os nos s e t (o valor do fluxo maximo ¢é igual ao minimo de

cut(S,V) talque se SeteV\S).

3.4.4 Arcaboucgo de segmentacao de corte em grafo

O grafo G = (V, E,w) associado & imagem I = (I,f), é modificado ligeiramente. Mais es-
pecificamente, o conjunto de vérties V é definido como Z U {s,t}, isto é, o conjunto de vértices
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da imagem Z é ampliado por dois novos vértices adicionais s e ¢ chamados nés terminais. In-
dividualmente, s é referido como fonte e t como destino. O conjunto de arcos é definido como
E=FE.U{(s,a) :a € Z} U{(b,t) : b € T}, onde E. é um conjunto de arcos definidos por uma
relagao de adjacéncia circular em Z, conforme discutido na Segao 2.2.

A maneira mais simples para pensar sobre os terminais é que eles servem como indicadores de
sementes: s para sementes S, C Z indicando o objeto; t para sementes S, C Z indicando o fundo.
Para cada arco de conexao de um terminal r € {s,t} com o pixel a € Z, associar o peso: oo se
r=seacS,our=teaé€ S el caso contrario. Isto significa, que a fonte s tem uma ligagdo
infinitamente forte com qualquer semente a em S,, € 0 mais fraco possivel com qualquer outro a em
Z. Assume-se que todos os pesos sao nao-negativo. Da mesma forma, para o destino t e sementes a
de Sb.

Conforme visto na Figura 1.1, o GC tem como vantagem a geracdo de bordas mais suaves e
regulares, em comparagao com métodos baseados puramente na IFT.

3.4.5 Problema de viés de encolhimento

O algoritmo de corte minimo/fluxo maximo ¢ um dos métodos mais comumente utilizados
para dividir grafos. No entanto tem-se observado que este critério tem uma tendéncia para produzir
cortes desequilibrados: Ele apresenta viés por bordas pequenas, isto é, objetos com valores baixos
de perimetro (Figura 3.8).

(a) (b) (c)

Figura 3.8: Fxemplo de viés de encolhimento, onde os pixels em amarelo indicam as sementes internas e
as sementes externas sao indicadas em rozo. (a-b) Segmentacdes indesejadas sio obtidas quando o nimero
de sementes internas € insuficiente (o objeto delineado colapsa para as sementes internas), (c) resultado da
segmentacdo com um conjunto maior de sementes internas.

Em contraste com o método RFC, o método GC tem a tendéncia de escolher os objetos com
tamanho muito pequeno no contorno, até mesmo quando os pesos das arestas de delimitacao sao
muito altas [Boykov e Funka-Lea (2006)], este comportamento ¢é referido como viés de encolhi-
mento [Vicente et al. (2008)]. Isso leva facilmente o objeto segmentado a ficar muito proximo ao
conjunto de sementes do objeto S,, ou ao complemento do conjunto de sementes do fundo Sp. Por-
tanto, o objeto retornado no GC pode estar longe do desejavel. Este problema tem sido abordado
por muitos autores, através de modificacdo do método de GC. Observe que o método RFC néao tem
nenhum problema de encolhimento |Ciesielski et al. (2013)].



Capitulo 4

Conexidade fuzzy relativa com
orientacao

Diferentemente da conexidade fuzzy relativa (RFC - Relative Fuzzy Connectedness), que possui
duas definigbes equivalentes (por fungoes de conexidade e e4-otimizador), as definigdes do método
de conexidade fuzzy relativa com orientagdo (ORFC - Oriented Relative Fuzzy Connectedness)
baseada em caminhos e baseada em cortes no digrafo conduzem a resultados diferentes (Figuras 4.1a-
b). Os diferentes algoritmos obtidos serdo denominados como Ay nre € A% gre, para a definigio

baseada em caminho; e AZO RFC © Aoou]’;’;(c para a definicdo baseada em corte.

4.1 Definicao da ORFC por fungoes de conexidade inversa

Com base nos trabalhos anteriores Mansilla e Miranda (2013a); Miranda e Mansilla (2014),
nos consideramos a seguinte nova fungao de conexidade em digrafos:

IS (a)) =

IS (- (a,b)) = min{f" (m4), w(b,a)}

onde (b, a) ¢ um arco anti-paralelo.

Wmaz +1 sea €S
—00 caso contrario

Observe que fmm é uma funcao suave, e por conseguinte Vou/ e V;)W sao mapas de conexidade que
podem ser obtidos via [FT. Estes dois mapas de conexidade sdo gerados por meio de duas execugoes

da IFT com funcoes de conexidade anti-paralelas:

Vi) = max {f5 )} (4.1)
V@) = max {fnin(ra)} (42)

Seguindo a mesma ideia chave de Mansilla e Miranda (2013a) (isto é, considerar fungoes de
conexidade reversas para um dos conjuntos de sementes), nos temos a seguinte definicdo natural
para ORFC: A segmentagao AOOuE’I%(SO, Sy), favorecendo transigoes de pixels de claro para escuro,

¢ obtida comparando os mapas de conexidade V,(a) e V})W(a), de tal modo que cada pixel a € V é

rotulado como pertencendo ao objeto somente se V,(a) > wa(a).
A% (S0 Sp) = Xo: O = {a € V: Vy(a) > V(a)} (4.3)
A segmentacao AZ"RFC({SO,SZ,), favorecendo transi¢oes de pixels de escuro para claro, é obtida

comparando os mapas de conexidade Vow(a) e Vy(a), de tal modo que cada pixel a € V ¢é rotulado

23
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como pertencendo ao objeto somente se Vow(a) > Viy(a).

Al (S0, Sp) = X0: O = {a € V: V(a) > Vy(a)} (4.4)

Note que embora esta versao ORF'C ¢é baseada em mapas de conexidade 6timos, seus resultados
praticos tém caracteristicas indesejaveis, tais como a presenca de regioes desconexas e altas taxas
de falso-positivos, conduzindo a resultados insatisfatorios (Figura 4.1a).

Figura 4.1: (a) ORFC por fungoes de conexidade inversa, com a orientagdo de pizels de escuro para claro
(Alre)- (b) ORFC como corte dirigido no digrafo (A pc)-

4.2 Definicao ORFC como um corte dirigido no digrafo

Dado que a definigao anterior de ORFC por fungoes de conexidade (Sec¢ao 4.1) apresenta resul-
tados indesejados, nesta secao, apresentamos uma definicao alternativa suportada por um critério
de otimizacao de corte em grafo, a qual é motivada pelas defini¢oes da Secao 3.2.2.

Diferentemente da Segao 3.2.2, no caso de grafos dirigidos, temos dois possiveis conjuntos de
cortes (Figura 4.2):

Cout(x) = {(a,b) € E: x(a) =1 ANz(b) =0} (4.5)

Cin(z) = {(a,b) € E: z(a) =0 A z(b) =1} (4.6)

Portanto, temos duas formulagoes possiveis para o funcional de energia do problema de minimizagao
da 4.

gout = , b 4.7
o (:L') <a7§)€lgl£§f)ut w(a' ) ( )
e (z) = max a,b 4.8
Seja 52}& o valor minimo da energia e2%(x), isto é:

[e.9]

63% = min{e?(z) : z € X(S,,Sp)} (4.9)
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Cout Czn

Figura 4.2: Os cortes externos (Cout) e internos (Cin) para um objeto candidato mostrando os arcos de
satda e de entrada.

Da mesma forma, para £ (z), nés temos:
ef& = min{e?(z) : 2 € X(S,,Sy)} (4.10)

Portanto, temos os seguintes conjuntos de solugoes:

XS, Sy) = {x € X (S, Sp) : €2 (z) = engj} (4.11)
XS, S) = {x € X(S,,Sp) : € (x) = 5?&} (4.12)

Os algoritmos da ORFC em digrafos tém as seguintes defini¢oes baseadas em corte no grafo:
Para o corte externo “out” com uma tnica semente interna sj
)

AR ({51}, Sp) = Xo € X2 ({51}, Sp) : |O] = min {|P| : Xp € X ({51}, Sp)} (4.13)
e no caso de miltiplas sementes internas,
AL gre(S0rSe) =Xo: 0= | | ] P: Xp = ADp7c ({5}, S) (4.14)
sr;ESD
Para o corte interno “in” com uma Unica semente interna s,
AGirc{51},8) = Xo € XL ({s1},8) : [0 = min{|P| : Xp € X2 ({1}, )} (4.15)
e no caso de multiplas sementes internas,

A (S0 S) =Xo: 0= | | P: Xp = ADspc({5i},Sb) (4.16)
3, €S,

4.3 Algoritmo ORFC baseado em corte no grafo

A fim de mostrar os algoritmos propostos, temos a seguinte definicao:
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Definigao 1 (Componente Conexo Dirigido - (DCC)). Para um dado vértice x de um digrafo G, o
componente conexo dirigido com ponto base x é o conjunto, denotado por DCCq(x) (Figura 4.3),
de todos os sucessores de x em G (isto €, todos os nds que estao ao alcance do vértice x por algum
caminho).

Figura 4.3: Ezemplo de componente conexo dirigido (DCC). (a) Grafo ponderado dirigido G = (V, E,w),
(b) componente conexo dirigido no grafo DCCg(x).

Algoritmo 3: Algoritmo para calcular Aglg;c({si}, Sp):

1. Calcular o valor do mapa Vj(s;) para a fungao fi"m
2: Retirar do grafo G todos os arcos com peso < 52’& = Vj(s;), obtendo um novo digrafo G<.

3: Atribuir ao objeto os pixels que pertencem ao componente conexo dirigido do ponto base s; no

grafo transposto de G< (isto é, Ag;;c({si}, Sp) =Xo: O = DCCqr (84)).

Exemplos da execugdo do Algoritmo 3 sdo apresentados nas Figura 4.4 e Figura 4.5.

Algoritmo 4: Algoritmo para calcular AOOUE’;(C({&}, Sp):

1: Calcular o valor do mapa Vbu/(si) para a funcao fii’;

out

o) = V},H/(si), obtendo um novo digrafo G<.

2: Retirar do grafo G todos os arcos com peso < &

3: Atribuir ao objeto os pixels que pertencem ao componente conexo dirigido do ponto base s; no

grafo G< (isto &, AQgre({si},Sp) = Xo: O = DCCq_(si)).

Um exemplo da execucao do Algoritmo 4 é apresentado na Figura 4.6.
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@
Sb

Sp

(b) Inicializacao f;"

(c) Vi(si) =1 (d) G<

(e) GL (f) Resultado

Figura 4.4: Algoritmo Agg}c(é’o = {s:},S). (a) Imagem como digrafo. (b) Inicializa¢io da IFT com
semente de fundo Sy para calcular o valor da conexidade Vi(s;) usando a fungdo de conexidade f,Snbm (c)
Resultado da etapa 1: O valor Vi,(s;) =1 € calculado mediante o IFT. (d) Etapa 2: O grafo G<. (e,f) Etapa

3: a transposta do grafo G< e finalmente, os pixels do objeto do DCC.



28 CONEXIDADE FUZZY RELATIVA COM ORIENTACAO 4.3

(a) G = (Vaan) (b) a=0.5

(c) Vi(si) =2 (d) G<

(e) GT (f) Resultado
Figura 4.5: Algoritmo AiO"I’;C({Si}, Sy). Grafo a partir de uma imagem com semente de objeto < e semente
de fundo *, (a) grafo nao dirigido, (b) digrado com fator de orientag¢io o = 0.5 (c) resutado do cdlculo do

mapa de conexidade Vy(s;) = 2 para uma fungao de coneridade i”m, (d) obtengdo do grafo residual G<,

(e) o grafo transposto Gg, (£) objeto composto pelos pizels que pertencem ao DCC(s;).
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(a) G=(V,E,w) (b) VV(s;) =2

(c) G< (d) Resultado

Figura 4.6: Algoritmo Ag“é?c({si}, Sp). Grafo a partir de uma imagem com semente de objeto < e semente

de fundo %, (a) digrado com fator de orientacio o = 0.5 (b) resutado do cdlculo do mapa de conexidade
Sy

min’

Vbu/(s ;) = 2 para uma funcao de coneridade fw (c) obtengao do grafo residual G<, (d) o objeto composto

pelos pizels que pertencem ao DCC(s;).
Para provar a corretude dos algoritmos acima, precisamos do seguinte lema:

Lema 1. Para um dado digrafo ponderado G, e conjuntos de sementes S, e Sy, tal que S, = {s;},
entao 5oo¢ = Vi(s;) e 58% = Vbu/(s,‘).

Demonstragdo. Vamos provar o Lema 1 para & 1 = Vb(si), mas o caso z—:ggi = wa(sz) tem uma
prova essencialmente idéntica. A prova é baseada na seguinte afirmagao: (1) Para o dado digrafo
fortemente conexo G, se removermos todos os arcos (a, b), tal que w(a,b) < |, nés entao obtemos
um novo digrafo G’ no qual ainda existe um caminho de S, para s; (isto €, Imp.s, onde t € Sp).

Esta afirmag@o pode ser comprovada por meio de prova por contradigdo. Seja T' o conjunto de
pixels alcangdveis a partir de S, em G (isto ¢, T' = (J s, DCCq(7)). Se ndo houver caminho de S,
a s; em G', entao s; ¢ T. Portanto, temos uma parti¢ao dos vértices em dois conjuntos disjuntos Te
V\T'. Note que os correspondentes arcos de corte (a,b) € Cin(Xy,7) todos tém w(a,b) <&l em G.
Consequentemente, C;p,(Xy,/7) tem um melhor valor de corte do que 500 1> 0 que € uma contradigao
pela Equagao 4.10.

Da afirmagao (1), podemos concluir que existe um caminho de S, a s; em G, que é composto
apenas por arcos (a, b): w(a,b) > i” . Portanto, o valor de conexidade Vj(s;) de um caminho 6timo
de Sy para s; (Eq. 3.2) nao pode ser menor do que 5oo¢’ isto é, Vp(s;) > 62&’ (2). ‘

Considere o conjunto de arcos de corte Cm(xopt) de uma soluc@o 6tima xop € X2 ({si},Sp).
Por defini¢do (Equagdes 4.8 e 4.10), w(a,b) < £ para todo (a,b) € Cin(zopt). Um caminho 6timo
TSy~ms;, iNdo de Sp para si, deve, necessariamente, passar por algum arco de Cip(Zopt). Logo o seu
valor de conexidade fmm(wsbwsi) = V4(si) ndo pode ser maior do que £ 1 isto &, Vy(s;) < gin L (3).

A partir das condigbes anteriores (2) e (3), podemos concluir que a tnica configuragao valida
& Vi(si) = ey

|

Por uma questao de simplicidade, s6 vamos discutir aqui a prova de corretude do algoritmo
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Aionj;;c({si}, Sp), em termos da Equacao 4.15, onde s; = s; € €£¢ = V4(s;) (Lema 1). O algoritmo
para A% gre({si}, Sp) tem uma prova essencialmente idéntica.
Primeiro, precisamos provar que a funcéo caracteristica Xp de O = DCCGE(Si) é uma So-

lucdo 6tima em X7({s;},S;). Note que, no digrafo Gg, nao existem arcos apontando de pixels
em DCCGZ (s;) para pixels em V\DCCGE (s;), caso contrario, a lista de sucessores de s; em Gg,

dada por DCCGZ(Si)a nao estaria completa. Estes arcos foram removidos no Passo 2 do algo-

ritmo Agﬁ;o({si},sb), e portanto nao tém valores maiores dq que 522 E de modo que a fungéo
caracteristica de DCCgz (si) deve ser uma solugao 6tima em X33 ({s;}, Sp).

As outras condigoes da Equagao 4.15 forgam Agﬁ;c({si}, Sp) a constituir o menor objeto em
X ({si}, Sp). Note que qualquer objeto composto por um conjunto de pixels 7', de tal modo que
existem arcos de pixels em T para pixels em V\T no digrafo GZ, ndo pode ser uma solucio 6tima
em X ({s;},Sy), porque estes arcos tém arcos anti-paralelos correspondentes em G<, que apontam
para os pixels do objeto, com valores superiores a z—:;‘g i levando a um corte interno pior. Uma vez
que todos os subconjuntos proprios de DCCGE (s;) ainda possuem alguns arcos de saida no digrafo

GZ, e, consequentemente, arcos de entrada em G <, entao eles nao sao 6timos. Portanto, DCCGE (si)
é a menor solugao 6tima. -
im,>< 1L .
Para resolver o caso do Azonl’12 7o (So, Sp) com miltiplas sementes internas, de acordo com a Equa-
¢ao 4.16, precisamos repetir a execugao do Algoritmo 3 para cada semente interna. No entanto, a
. . o~ . in,x A
seguinte proposi¢ao se aplica no caso do Ay (So, Sp):

Proposicao 1. Para um dado digrafo G = (V, E,w) e semente s; € S,, considere o digrafo re-
sidual G5, = G< = (V,{{a,b) € E : w(a,b) > Vy(s;)},w) (Etapa 2 do Algoritmo 3). Para quais-
quer sementes arbitrdrias s1 € S, € s3 € Sy, se Vp(s1) < Vi(s2) € s9 € DC’C’GST1 (s1), entao
DCCGZ“Q (s2) C DCC’GST1 (s1)-

Se ordenamos as sementes s; em S, de acordo com seus valores Vj(s;), entao nés podemos
processar as sementes em ordem crescente de valores, o que nos permite evitar o reprocessamento
de pixels. Durante o processamento das sementes, podemos pular as sementes correspondentes a
pixels que ja foram processados e atribuidos ao objeto, melhorando consideravelmente o tempo de
execucao e tornando a complexidade do algoritmo independente do ntimero de sementes usadas.

Um ponto importante a ser observado é o fato que ORF'C' engloba RF'C' como um caso particular
sempre que o parametro « é definido como zero.

4.4 Analise dos métodos ORFC e OIFT

Nesta secao vamos analisar as regioes de robustez das sementes internas, comparando os métodos
ORFC e OIFT. Para isso precisamos das seguintes defini¢oes:

Definigao 2 (Nucleo de uma semente interna s;). A regiao de robustez de uma semente interna
si, também conhecida como nicleo, € a regiao onde podemos mover a semente s; sem alterar sua
segmentacio correspondente.

Definicao 3 (Sementes equivalentes). Duas sementes internas s1 e sy sao ditas equivalentes se
elas separadamente produzem o mesmo resultado de segmentacao. Isto é, para wm dado algoritmo
A(S,,Sp) € congunto de sementes externas Sp, o resultado A({s1},Sy) = A({s2},Sp)-

A nogao de equivaléncia de sementes introduzida na Definigdo 3 é uma relagdo binaria = no
conjunto de pixels do objeto O, tal que A({s1},Sy) = Xo. Isto &, s1 = sy se e somente se $1 e So
sdo equivalentes. Essa relacao é reflexiva, simétrica e transitiva, portanto ela é de fato uma relagao
de equivaléncia conforme definido na matematica. Portanto o nucleo de uma semente s; em =,
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denotado por [s1], é definido como [s1] = {t € O : 51 = t}.

Usaremos a notagao Na({s1},8p) = X7 : T = [s1] para indicar o nucleo de s; pelo algorimo A.
No caso do método RFC, Ngrc({s1},Sp) = Arrc({s1},Sp) [Saha e Udupa (2001)].

Definigao 4 (Operacao de uniao e inclusao de subconjuntos fuzzy). Para duas fungées caracteris-
ticas fornecidas Xo, e Xo,, vamos usar a notagio Xo, < Xo, para indicar que O C Og (isto €,
Xo, (a) < Xo,(a) para todo a € V).

Vamos usar também Xo,u0, = max{Xo,,Xo,} (isto €, Xo,u0,(a) = max{Xo, (a),Xo,(a)} para
todo a € V) [Kaufmann (1975)].

Proposicao 2. Sejam Xo,ppe = Aooulg’?c(So,Sb) e Xop pr = A8 er(So,Sp). Para quaisquer con-

juntos de sementes S, e Sy, Oorrc C Oorrr (isto é Aooué’;(C(So,Sb) < A2 (S0, Sh))-

Demonstracao. O caso com tnica semente interna pode ser provado facilmente com base em suas
definigoes. Pela Equacio 4.13, sabemos que Ay pre: ({51}, Sp) € X2 ({51}, S) e baseado nas referén-
cias [Mansilla e Miranda (2013a); Miranda e Mansilla (2014)] A%4 . ({s1},Sy) € X2 ({51}, Sp).
Como as duas segmentagoes estdo contidas no mesmo conjunto X2“({s1},Sy) e dado que

Aoou]t%’;(c({sl},Sb) ¢ o menor representante da familia X2%({s1},Sy) (Equagdo 4.13), entdo

AGrrc sk &) < Agtpr({s1}, &),
No caso de miiltiplas sementes internas, de acordo com a Equacao 4.14:
t, t,
AGrc(So Sp) = max {AG e ({si} i)} (4.17)

Utilizando o fato que AOO"];’;(C({SZ-},SI,) < A%t ({si}, Sp), podemos concluir que:

t,3<
gleagi{AOOURFc({Si},Sb)} < glezgi{AOO#FT({si},Sb)} (4.18)
As Figuras 4.7 e 4.8 mostram que a uniao dos objetos via OIFT obtidos usando cada semente interna
separadamente pode ser menor que o resultado combinado da OIFT usando todas as sementes de
uma s6 vez, isto é:

max Orrr ({5}, Sp)} < ABTpr(So, Sb) (4.19)

7 o

. Sp,S . . .
Note que os melhores valores de caminho fg} 7 oferecidos a partir das sementes internas podem

piorar no caso de removermos sementes de S,. Portanto uma segmentagao A% (S, Sy), usando

menos sementes (isto ¢, S, C S,), pode apenas encolher, isto é A%} (Sh, Sp) < AZY (S, Sp).

Entao a Equagao 4.19 é verdadeira, pois se AZY o ({si}, Sp) < A% 1 (So, Sp) para todo s; € S,,
entao a uniao dos resultados das sementes internas individuas s6 pode estar contida em A"O“ItFT (S5, Sp)-

Portanto, juntando as Equagoes 4.17, 4.18 e 4.19:

A (S0:Sp) < AL pr(So, S)
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Figura 4.7: Fxemplo de um grafo direcionado com semente do objeto em diferentes posicoes, onde

X representa a semente de objeto e x a semente de fundo. (a) O resultado da segmenta¢ao usando
o algoritmo Af e ({s1},Ss), (b) segmentacio usando o algoritmo AX%re({s2},Sy), (€) segmentacio
usando o algoritmo AQ'W ({s1,52},Sy) com duas sementes no objeto. (d) Resultado de segmentacio
usando A% ({s1},8p), (€) segmentagao usando A%y ({s2},Sp), (f) resultado de segmentagdo usando

A2t ({51, 82}, 8p) com duas sementes no objeto.
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(d) AZFpr({s1},Sh) () ABTpr({s2}, Sh)

(f) AZYpr({s1, 52}, Sp)

Figura 4.8: Ezxemplo de um grafo direcionado com semente do objeto em diferentes posicoes, onde
X representa a semente de objeto e x a semente de fundo. (a) O resultado da segmentagao usando
o algoritmo A%wre({51},Sb), (b) segmentacio usando o algoritmo Alwre({s2},Sp), (c) segmentacio
usando o algoritmo Ay e ({s1,52},8p) com duas sementes no objeto. (d) Resultado de segmentagio
usando AZY e ({s1},8s), () segmentacao usando AZYpr({s2},Sy), (£) resultado de segmentagio usando
A%t er ({51, 82}, Sp) com duas sementes no objeto.
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A seguir é apresentada uma anéalise dos niucleos dos métodos. Dado que o objeto delineado pelo
método RFC corresponde ao nucleo da IFT-Watershed [Audigier e Lotufo (2007); Miranda et al.
(2010a)|, uma primeira pergunta a ser respondida consiste em saber se, de modo anélogo, o re-
sultado do ORFC é o niicleo da OIFT. Na Figura 4.9, é apresentado um contraexemplo, portanto
ORFC nao é o nicleo da OIFT.

Outra pergunta pertinente consiste em saber se os algoritmos ORFC e OIFT possuem o mesmo
ntcleo. A Figura 4.10 apresenta um contraexemplo, portanto o nicleo da ORFC é diferente do
nucleo da OIFT.

Outra questao interessante consiste em saber se o niicleo da ORFC-CoH (ORFC seguido de um
pos-processamento por fechamento de buracos - Close of Holes) corresponde ao nucleo da OIFT,
mas novamente temos um contraexemplo, conforme apresentado na Figura 4.11.

Os resultados das Figuras 4.9, 4.10 e 4.11 nos sugerem a seguinte proposigao:

Proposigao 3. Para qualquer semente interna s1 e conjunto de sementes externas Sp:
to< to<
S ({511, 88) S NE e ({511 8) < Nor ({31}, 5) (4.20)

. . ~ to< te<
Demonstragao. A primeira parte da Equagao 4.20, N e ({s1}, Sp) < /\/’gf;H ORFC) ({s1},Ss), pos-
sui prova trivial, uma vez que qualquer posicao de uma semente que resulte no mesmo objeto de
saida via ORFC, também produzird necessariamente a mesma saida com fechamento de buracos
por definicao.

e ({51}, Sp) < NGt ({s1},Sp) pode ser provado da seguinte forma:

Corrc = Cout(ADE ({51}, Sp))

Corrr = Cout (A3 pr({s1},Sp))

sabemos que w(a,b) < Oqu para qualquer arco em Corpc U Corpr (Equagoes 4.7 e 4.9).

Uma vez que o resultado de Agu}é;(c({sl},‘sb) corresponde ao menor elemento da familia
X2 ({s1},8p), entdao Ve € O : Xp = AOOU}?;((/V({SI} Sp) existe um caminho 7, .. que passa
exclusivamente por arcos com pesos maiores que &° j (isto &, Tgyme = (t1 = S1,t2,...,ty = C)
e w(ti,tit1) > 6‘;% para ¢ = 1,...,n — 1), caso contrario ¢ nao faria parte do DCCg<(s1)
(Algoritmo 4).

Logo, para qualquer arco (a,b) € Corpc:

S b
fOl}}g'?}( S1->a) > 2 X EOUt +1

fgi}’%}( T a{a,b)) =2 x w(a,b) +1 <2 x e +1

onde 7T£ corresponde ao caminho calculado pela IFT com funcao fgl}’}sjl} na floresta P.

Portanto, os valores de fg‘;’};l} oferecidos para pixels externos ao corte Corpc sao defini-
dos estritamente pelos valores dos arcos em Corpc. Logo podemos concluir que o resultado do
A2t ({51}, Sp) nao é afetado por mudangas na posi¢ao da semente s, dentro do nicleo do ORFC,

pois as propriedades anteriores continuarao validas dado que teremos o mesmo corte Corpc.
|
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NSZ%(ORFC)({Sl}ﬂ Sp) < NG4tr({s1},Sp) pode ser provado de maneira analoga usando essen-
cialmente os mesmos argumentos.

4 N

8
0 el
>
20 -« 9
2
= =

(a) ADgrc ({51}, Sb)

(e) Norrc({s1},S) (f) Norrr({s1},Sh)

Figura 4.9: Ezemplo de um grafo direcionado com semente do objeto em diferentes posicoes, onde X

representa a semente de objeto e x a semente de fundo. (a) O resultado da segmentagdo com o algoritmo
AZE= ({51}, Sp), onde ‘/'E)W(sl) =8, (b) o algoritmo A}y ({s2},Sp) onde ‘/bu/(SQ) =0 no item (b). (c-d)
Os resultados de segmentagao com o algoritmo A%Y .+ ({si},Sp). Note que os algoritmos ORFC e OIFT
apresentam o mesmo resultado de segmentagio. (€) Regido de robustez de sy para ORFC, (f) regido de
robustez de s para OIFT.
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Figura 4.10: Ezemplo de um grafo direcionado com semente do objeto em diferentes posi¢oes, onde X

representa a semente de objeto e x a semente de fundo. (a-b) O resultado da segmentagdo com o algoritmo
Aout75><

orrc{s1},S), onde wa(sl) =2 no item (a), e o algoritmo A% ({s2},Sp) onde %W(SQ) = 2 no item
. (c- s resultados de segmentacao com o algoritmo ’ Sit,Sp)-
b d) O ltados d Q lgori A2t S
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Figura 4.11: Ezemplo de um grafo direcionado, onde X representa a semente de objeto e * a semente
de fundo. (a) O resultado da segmentagdo usando o algorz'tmo A ({51}, Sp), (b) 0 niicleo do ORFC
ot (c) resultado de segmentagio usando A%y re ({81}, Sp) com fechamento de buraco (CoH),

orro({s1}, ),
(d) resultado de segmentagio usando A% pr({s1},Ss) , (€) nicleo do OIFT Ngy'r({s1},Sp).

4.5 Método Hibrido ORFC+GC

Nesta se¢ao, nos seguimos a mesma ideia apresentada em Ciesielski et al. (2013) e propomos
uma nova abordagem hibrida que combina os pontos fortes dos algoritmos conexidade fuzzy rela-
tiva com orientagao - ORFC (Capitulo 4) e o método de corte em grafo - GC (Secao 3.4) em digrafos.
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4.5.1 Caracteristicas dos métodos ORFC & GC

Os algoritmos RFC e GC tém seus pontos fortes e fracos complementares. As caracteristicas
mais importantes entre os algoritmos correspondem a sensibilidade em sua resposta em relagao
a escolha de sementes e a suavidade da borda do objeto segmentado/delineado [Ciesielski et al.
(2013)].

e Velocidade: O algoritmo RFC/ORFC executa mais rapida do que o GC. A estimativa tedrica
do pior caso em tempo de execu¢ao do RFC/ORFC, é O(n) ou O(nlog(n)) dependendo da
implementagao da fila de prioridade utilizada [Ciesielski et al. (2012a)]. Com respeito ao
tamanho da imagem (n = N x M sendo N o nimero de linhas e M o namero de colunas),
enquanto que o tempo de execugdo do GC é de ordem O(n?) ou O(n*?) para a implementacao
mais rapida [Boykov e Kolmogorov (2004)].

e Problema de viés de encolhimento: O algoritmo GC tem a tendéncia de selecionar os
objetos com tamanho muito pequeno de borda, até mesmo quando os pesos das arestas da
borda sao altos. RFC/ORFC n&o apresenta problema de encolhimento.

e Robustez: O resultado do algoritmo RFC néao é afetado por alteragoes da posigao das se-
mentes, pois a regiao de robustez do RFC corresponde a sua regiao delineada. Ja o resultado
do GC pode tornar-se sensivel até mesmo para pequenas alteragoes das sementes. No caso do
ORFC, temos em geral que o seu nicleo é menor do que a sua regiao delineada (Figura 4.9a
e Figura 4.9¢), no entanto a sua regiao de robustez é mais estavel que a do GC, devido a
auséncia do problema de encolhimento no ORFC.

O método de corte em grafo (GC) suporta nativamente a restricdo de polaridade de borda,
quando ¢é executado em digrafos, sendo denotado como corte em grafo com orientagdo (OGC - Ori-
ented Graph Cut) no caso de digrafos. Ele (A% (S5, S,)) resolve o problema da e;-minimizagao
considerando os arcos que limitam o fluxo a partir da fonte para o destino, e, consequentemente,
minimiza a soma dos pesos dos arcos apontando do objeto para os pixels do fundo (isto é, o corte
externo) |Boykov e Funka-Lea (2006)].

A minimizagdo da soma dos arcos do corte interno (A%, (S,, Sp)) pode ser obtida invertendo

os noés de origem e de destino, ou invertendo todos os arcos, calculando GC sobre a transposta do
T
grafo G*.

Basicamente, considerando o esquema proposto em Ciesielski et al. (2013), porém usando um
grafo ponderado dirigido, com ORFC no lugar do RFC, nés temos a abordagem hibrida ORFC+GC
(Figura 4.12) conforme os seguintes algoritmos:

Algoritmo 5: Algoritmo para calcular Aooué?c 1o (8o, Sp):

1: Caleular P: Xp = A%E1(S,, Sp).-
2: Calcular Q: Xg = Agﬁ;c(sb, So).

3: Calcular e devolver AZL(P,Q).
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Figura 4.12 ilustra as etapas do Algoritmo 5.

Algoritmo 6: Algoritmo para calcular AORF0+GC(SO, Sp):

1: Calcular P: Xp = Ao (S0, Sp).-
2: Calcular Q: Xg = Aoou}%;(C(Sb, So).

3: Calcular e devolver A ~(P,Q).

Ow X’
ORFC

Aosc(P,Q)

r>

Q:%o=Avsrc (S5, S,)

(d)

(c)

Figura 4.12: Algoritmo AOOUI§;<0+GC(SO,Sb) (a) Imagem de entrada com sementes S, e Sp.
(b) P: Xp = AGHic (S0 $1)- (€) Q: Xq = Agjerc(Sy:So)- (d) AGE(P.Q).

A ideia é explorar o fato de que o resultado do ORFC apresenta uma baixa taxa de falsos
positivos (conforme serd mostrado nos experimentos apresentados no proximo capitulo) e a sua
maior robustez em relagdo a posicao das sementes. Portanto, usamos o resultado do ORFC de
modo a obter um conjunto ampliado de sementes para uma posterior execucao do OGC, reduzindo
os problemas de viés de encolhimento e reduzindo o tempo de execugao, dado que o OGC ¢é executado
em uma regiao menor da imagem, composta apenas pelos pixels que nao foram rotulados pelo ORFC.



40

CONEXIDADE FUZZY RELATIVA COM ORIENTACAO

4.5



Capitulo 5

Resultados experimentais

Nesta segao é apresentada uma anélise qualitativa e uma andlise quantitativa das abordagens
propostas e dos métodos de segmentacao relacionados realizada em imagens médicas 2-D e 3-
D |Ciesielski et al. (2013)]. Os experimentos qualitativos utilizam a atribui¢gdo de peso baseada
na imagem conforme proposto em Miranda et al. (2010b), conforme disponivel no nosso software
interativo CAOS (Computer-Aided Object Segmentation).

5.1 Analise qualitativa

Nos exemplos a seguir apresentamos a eficacia da segmentagao da abordagem proposta. Na Fi-
gura 5.1 sdo apresentados exemplos de segmentagao, sendo o objeto de interesse o osso radio em
uma imagem por ressonancia magnética do punho. Observe que os melhores resultados s@ao obtidos
via ORFC+GC (ORFC combinado com o método de Corte em Grafo).

Na Figura 5.2 sdo apresentados exemplos de segmentagao, sendo o objeto de interesse o osso
talus em uma fatia de uma imagem de ressonédncia magnética de um pé. Observe que o ORFC
apresenta uma taxa de erros mais baixa de falsos positivos.

Na Figura 5.3 sao apresentados resultados de segmentagao do figado em uma imagem de tomo-
grafia computadorizada. Observe que o ORFC produziu resultados superiores que o OIFT.

Para a avaliacio em imagens 3D' foi considerado a tarefa de segmentacdo do cérebro (Skull
Stripping), isto é, eliminar fundo, ossos, olhos, pele e vasos sanguineos, conforme mostrado na
Figura 5.4. Os volumes foram obtidos com um scanner 2T FElscint e com um tamanho de voxel
0.98 x 0.98 x 1.00 mm?3. O cerebelo é ligado ao resto do cérebro através do tronco cerebral e através
do seu topo em funcdo do volume parcial. A auséncia de uma fronteira clara entre estas estruturas
é um verdadeiro desafio para a segmentagao. Observe que o ORFC+GC produziu o resultado mais
similar ao do gabarito.

Yimagens do cérebro 3D: imagens da Facultade de Ciéncias Médicas da UNICAMP, agradecemos ao Prof. Fernando
Cendes

41



42 RESULTADOS EXPERIMENTAIS 5.1

Figura 5.1: Cortes aziais de ressondncia magnética do punho. A segmentacdo de osso rddio por: (&)
IRFC [Ciesielski et al. (2007)], (b) OIFT [Miranda e Mansilla (2014)], (c) RFC+GC [Ciesielski et al.
(2013)] e (d) ORFC+GC.



5.1 ANALISE QUALITATIVA

Figura 5.2: (a) Um osso tdlus em uma fatia de RM de um pé com os marcadores selecionados pelo

usudrio. (b) A atribuicdo de peso baseada na imagem conforme proposto em Miranda et al. (2010b). (c-f)

Os resultados da segmentacao para: (¢) IRFC, (d) RFC, (€) OIFT e (f) ORFC. As segmentagoes aparecem
real¢cadas com sobreposicao em amarelo.
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() (d)

Figura 5.3: (a) Uma imagem de TC do figado com sele¢io de sementes pelo usudrio (b) A atribui¢do de
peso baseada na imagem conforme proposto em Miranda et al. (2010b). (c-d) Resultado de segmentagio
para: (c¢) OIFT e (d) ORFC.
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Figura 5.4: FEzemplo de Skull Stripping. (a) O gabarito de segmentacao. Os resultados de segmentagao
para: (b) GC, (c) RFC, (d) ORFC, (e) IRFC, (f) OIFT, (g) RFC+GC e (h) ORFC+GC.
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5.2 Anilise quantitativa

Nos experimentos quantitativos foi utilizada a técnica de selecao de sementes por erosao
do gabarito, onde as sementes sdo selecionadas por erosao do objeto e do fundo para diferentes
raios de erosao, sendo que no inicio as sementes constituem as bordas entre o objeto e o fundo. Isto
permite variar o conjunto de sementes de forma controlada e estudar a influéncia dos conjuntos de
sementes nos resultados.

A fim de gerar uma situacao mais desafiadora nos experimentos quantitativos, consideramos um
raio maior de erosao para as sementes externas (duas vezes o valor do raio interno), resultando em
uma disposigao assimétrica das sementes (Figura 5.5).

Figura 5.5: Sementes obtidas por erosio de objeto e fundo da segmentagio verdadeira (gabarito).

Por uma questao de simplicidade, nos experimentos quantitativos, adotamos a atribuicao de
peso dada por d(a,b) = K —|G(a) +G(b)|, onde G(a) denota a magnitude do gradiente do operador
Sobel. Na Equagao 3.8, consideramos a = 0.5 em todos os experimentos que envolvem OIFT, GC,
ORFC e ORFC+GC (ORFC combinado com o método hibrido de Corte em Grafo); e o = 0.0
no caso de abordagens nao dirigidas. O valor a« = 0.5 é o valor padrao adotado em resultados
experimentais [Mansilla e Miranda (2013a); Miranda e Mansilla (2014)], que é uma configuragao
bem mais equilibrada. Para valores baixos (« & 0), os métodos orientados (por exemplo, ORFC)
degeneram em seus abordagens nao dirigidas originais (por exemplo, RFC), e para valores elevados,
os métodos orientados podem tornar-se mais sensiveis ao ruido. Usamos AZL};C para o ossos do
pé, pois apresentam transicoes de escuro para pixels claros; e AOOU}%;(C para o figado, ja que esse
tem a orientacgao oposta.

No primeiro experimento, foram utilizadas 40 fatias de imagens por ressonéncia magnética
(RM) de ossos do pé. Foi realizada a segmentagao dos ossos talus e calcAneo para todos os mé-
todos (IRFC [Ciesielski et al. (2007)], RFC [Saha e Udupa (2001)], OIFT [Mansilla e Miranda
(2013a)], RFC + GC |[Ciesielski et al. (2013)], GC - o Corte em Grafo com polaridade de
borda [Boykov e Funka-Lea (2006)|, ORFC [Bejar ¢ Miranda (2014)], e o proposto método hi-
brido ORFC+GC), para diferentes conjuntos de sementes obtidos automaticamente ao erodir e
dilatar os gabaritos de segmentacao para diferentes valores de raio. Ao variar o valor do raio, po-
demos repetir a segmentacao para diferentes conjuntos de sementes e tragar as curvas de acuricia,
utilizando o coeficiente de similaridade de Dice, e curvas de erro de falso-positivo (normalizado pelo
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tamanho do objeto) (Figura 5.6). Na Figura 5.7 foram tragadas as curvas de tempo de execugao de
todos os métodos usando o conjunto de dados do calcanéo e talus.

1g o) 0.3
g 098 | ®e ® 5
S 09| ey g 0
g 094+ N § 02 | L
g 09 2
g 09 18 0157
0.88 ¢ % | =B
2 086! & o1
O (o)
0.84 1 @ 0.05 |
0.82 ¢ 1 2
0.8 : : : : 0« : : :
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Raio de erosao (pixels) Raio de erosao (pixels)
IRFC —— RFC4GC —v— 0-GC —e— IRFC —— RFC4GC —v— 0-GC —e—
RFC O-RFC4GC RFC O-RFC4GC
O-FT —&— O-RFC O-IFT —a— O-RFC
(a) (b)
lg o 0.3 ‘ ‘ ‘
0.99 | g
& o098} 8 025
o 0.97 + € 0.2 i
3 09 | e '
% 0.95 | g o015
L 09} ]
< 093] g o
S 092¢ 2 005
0.91 ¢ | 8
0.9 . . . LN - 0 . . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12 14 16
Raio de erosao (pixels) Raio de eroséo (pixels)
IRFC —— RFC4GC —v— 0-GC —eo— IRFC —— RFC+GC —v— 0-GC —e—
RFC O-RFC4GC RFC O-RFC+GC
O-IFT —a— O-RFC O-IFfT —a— O-RFC

(c) (d)

Figura 5.6: As curvas experimentais para os conjuntos de dados em 2-D. Curva média de acurdcia (coefici-
ente de similaridade de Dice) e as curvas de falsos positivos normalizados, utilizando sementes desigualmente
erodidas, para segmentar: (a-b) calcineo e (c-d) tdlus.

No segundo experimento, 40 imagens de fatias de estudos do torax de tomografia computadori-
zada (TC) de 10 individuos foram utilizadas para segmentar o figado, seguindo o mesmo procedi-
mento para a selegdo das sementes (Figura 5.5). As Figuras 5.8 e 5.9 mostram as curvas de acuracia
e erro, e as curvas de tempo de execugao para todos os métodos.

Uma vez que os objetos considerados apresentam buracos, nds utilizamos um pos-processamento
por fechamento de buracos (CoH - Closing of Holes) |Falcao et al. (2001)], para RFC e ORFC.
De fato, RFC é conhecido por potencialmente excluir regioes no interior do objeto rodeadas por
arestas fortes. Note que o seu método de contrapartida com orientagdo, ORFC, também herda esta
caracteristica.

Em geral, os resultados mostram que ORFC pode alcangar valores altos de acuracia, com bai-
xos erros de falsos positivos. Portanto, poderia ser combinado com outros métodos poderosos em
abordagens hibridas. De fato, a abordagem hibrida ORFC+GC apresentou os melhores resultados
para o osso calcaneo, sendo mais robusta do que o método GC ( Graph Cut) com respeito a escolha
de sementes. O método GC apresenta uma queda de acuracia para valores de raio mais elevados de-
vido ao “problema de encolhimento”. ORFC apresentou os melhores resultados para a segmentacao
do figado, aproveitando o interior homogéneo. Para o talus, ORFC mostrou uma precisao seme-
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Figura 5.7: As curvas experimentais para os conjuntos de dados em 2-D. Curva de tempo de execugdo,
utilizando sementes desigualmente erodidas, para segmentar: (a) calcineo e (b) tdlus.
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Figura 5.8: As curvas experimentais para os conjuntos de dados em 2-D. (a) Curva média de acurdcia
(coeficiente de similaridade de Dice) e (b) as curvas de falsos positivos normalizados, utilizando sementes
desigualmente erodidas, para segmentar o figado.

lhante do que ORFC+GC, mas com uma taxa mais baixa de falso positivo e sendo menos demorado

Também foram repetidos os experimentos usando dois conjuntos de dados tridimensionais. No
primeiro caso, um conjunto de dados por ressondncia magnética do cérebro humano com a sequéncia
T1 (RM-T1) foi utilizado para segmentar o cerebelo. As imagens foram obtidas de 20 individuos
normais de ambos géneros, na faixa etaria de 16 a 49 anos. Figura 5.10 mostra as curvas experi-
mentais. Para o segundo conjunto de dados, foi considerado a tarefa de segmentagao do cérebro
(Skull Stripping) como na Figura 5.4, isto é, para eliminar fundo, ossos, olhos, pele e vasos san-
guineos, utilizando dez imagens de 3 Tesla MR-T12, que incluem a cabeca e, pelo menos, uma
pequena porc¢ao do pescoco de adultos do sexo masculino e do sexo feminino com cérebros normais.
Os métodos RFC e ORFC tém um fraco desempenho nesses conjuntos de dados devido a auséncia
de um contraste nitido entre as estruturas. No entanto, a abordagem hibrida ORFC+GC apresen-
tou os melhores resultados globais, demonstrando a importéncia dos métodos hibridos, e tornando

23 Tesla MR-T1: Técnica de digitalizagio de imagens por ressonancia magnética



5.2 ANALISE QUANTITATIVA 49

2500
2000
%
£ 1500
o
e
§ 1000
500
0

Raio de erosao (pixels)

IRFC —— RFC+GC —v— O-GC —eo—
RFC O-RFC+GC
O-IFT —8— O-RFC

Figura 5.9: As curvas experimentais para os conjuntos de dados em 2-D. Curva de tempo de execucao,
utilizando sementes desigualmente erodidas, para segmentar o figado.

evidente que, mesmo nestes casos, ORFC pode contribuir para melhorar o delineamento de corte
em grafo (GC), e para reduzir seu tempo de execugao.
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Figura 5.10: As curvas experimentais para os conjuntos de dados em 3D. Curva média de acurdcia (coefici-
ente de similaridade de Dice) e as curvas de falsos positivos normalizados, utilizando sementes desigualmente
erodidas, para segmentar: (a,c,e) o cerebelo e (b,d,f) o cérebro completo.



Capitulo 6

Conclusoes

Essa dissertagdo teve como principal contribuicdo a proposta de extensdes para os
métodos RFC |[Ciesielski et al.  (2012a); Saha e Udupa (2001); Udupa et al. (2002)] e
RFC+GC |[Ciesielski et al. (2013)], de modo a permitir a incorporagdo da polaridade de
borda, o que possibilitou um melhor desempenho dos métodos nas bases de imagens médicas
testadas, permitindo os métodos melhor se adaptarem as caracteristicas especificas das transicoes
de borda (claro para escuro ou escuro para claro) dos objetos de interesse.

Diversas técnicas foram estudadas, tanto para desenvolver o método hibrido quanto para adi-
cionar a caracteristica de polaridade de borda, além de métricas para comparar segmentacoes. O
algoritmo ORFC foi parte importante para o método hibrido proposto, sendo um pré-requisito para
a implementacao final, enquanto que o GC naturalmente ja é definido para grafos dirigidos, sendo
portanto possivel aproveitar implementagoes ja existentes [Boykov e Kolmogorov (2004)]. Em vir-
tude do falso positivo baixo da abordagem ORFC é que o método hibrido conseguiu aperfeicoar a
segmentagao e superar o problema de viés de encolhimento do GC.

Destaca-se que no processo de segmentar imagens com ORFC, os buracos sao um problema
que pode ser resolvido através de um pos-processamento de fechamento de buracos (CoH). No mé-
todo hibrido os buracos sao preenchidos naturalmente. Os algoritmos propostos sao mais robustos
em relagcdo ao problema de viés de encolhimento. Em geral os experimentos realizados ao longo
do desenvolvimento da abordagem hibrida mostraram resultados bastante satisfatorios, sendo re-
comendado para a segmentacao interativa de imagens, alids o algoritmo ORFC também alcangou
valores altos de acuracia em algumas aplicagoes, com baixos erros de falsos positivos. Na segmen-
tagao do figado por exemplo o método ORFC apresentou melhores resultados devido ao interior
homogéneo do objeto de interesse.

A analise teorica das relagbes do ORFC com a OIFT s6 foi possivel explorando a definigao
por corte em grafo, o que demonstra a importéncia do arcaboucgo de corte em grafo generalizado
(GGC) [C.Couprie et al. (2010); Ciesielski et al. (2012b)]. No trabalho de Audigier e Lotufo
(2007) foi observado que o objeto delineado via RFC corresponde ao niucleo da IFT- Watershed.
Neste trabalho foi demonstrado que o mesmo nao acontece com os métodos baseados em digrafo,
sendo o niicleo da OIFT maior do que o do ORFC.

6.1 Contribuicoes

As principais contribuigoes deste trabalho sao:

e Desenvolvimento de um método de segmentacgao interativa, que é o algoritmo de conexidade
fuzzy relativa com orientagao (ORFC) [Bejar e Miranda (2014)] baseado em digrafo que
utiliza a informacao de borda.
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e Desenvolvimento de um método hibrido ORFC+GC (ORFC combinado com o método
de Corte em Grafo) baseado em grafos dirigidos, que possui duas versoes, de acordo com
a polaridade/orientacdo de borda, uma para o corte interno e outra para o corte externo
favorecendo as transi¢es de escuro para claro e vice-versa.

6.2 Dificuldades

e A segmentacio de imagens médicas é uma tarefa desafiadora no processamento de imagens,
por conta das bordas ambiguas do objeto de interesse, os efeitos de volume parcial, a inomo-
geneidade do campo magnético na aquisi¢ao da imagem, e o tamanho elevado das imagens em
3-D. O uso da polaridade de borda proposto nesse trabalho ajuda a amenizar esses problemas.

e Uma outra questao a ser considerada sao os resultados insatisfatérios obtidos da definigao por
fungoes de conexidade inversa do ORFC, apresentando regioes desconexas. Esta dificuldade
foi superada com o uso da definicao baseada em corte.

6.3 Sugestoes para pesquisas futuras

Como trabalho futuro, planejamos investigar o uso de restrigoes de convexidade geodésica em
estrela (GSC - Geodesic Star Converity) no ORFC e no método hibrido ORFC+GC (de modo
similar ao que foi feito em Mansilla e Miranda (2013b)).

Outro estudo possivel é combinar os métodos propostos com modelos de objeto
fuzzy |Udupa et al. (2014)] para obter um resultado de segmentagao automatico.

Os algoritmos podem ser paralelizados de modo a rodarem ao mesmo tempo em diferentes pro-
cessos, fazendo uso dos miltiplos nicleos de um mesmo processador, por exemplo.

Outra pesquisa complementar corresponderia ao estudo da regiao de robustez do ORFC e o
desenvolvimento de uma defini¢ao formal de um algoritmo para calcular o nicleo do ORFC, para
fazer uma anélise empirica das suas dimensoes relativas.
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