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Neste trabalho apresentamos dois métodos viadveis de ponto e direccao interiores
para o céalculo computacional do equilibrio normalizado do problema do equilibrio
generalizado de Nash, GNEP. O GNEP generaliza o problema classico do equilibrio
de Nash, NEP, no sentido em que os conjuntos de estratégias de cada jogador
dependem das estratégias dos jogadores rivais. Tal como no NEP, o GNEP envolve
dois ou mais jogadores competindo sob o pressuposto de que nao ha colaboracao
entre eles e cada jogador, tem um problema de otimizacao associado. Através
de uma reformulagao que concatena as condigoes de otimizagao do problema de
otimizagao de cada jogador, podemos obter a solugao normalizada do GNEP.
Os algoritmos apresentados neste trabalho sao do tipo Newton e resolvem a
concatenacao das condi¢oes de otimizagao, utilizando também fungoes potenciais
que decrescem em cada iteracao. Assim, os algoritmos geram uma sequéncia de
pontos vidveis que convergem para a solu¢ao normalizada do GNEP. A convergéncia
global de ambos algoritmos é provada sob certas hipoteses e a sua aplicabilidade e

eficiéncia sao verificadas através de testes numeéricos.
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In this work we present two feasible direction and interior point methods for
the computation of the normalized equilibrium of the generalized Nash equilibrium
problem, GNEP. The GNEP generalizes the classical Nash equilibrium problem,
NEP, in the sense that the strategy sets of each player depend on the strategies of
the rival players. As in the NEP, the GNEP involves two or more players competing
under the assumption that there is no collaboration between them and each player,
has an associated optimization problem. Through a reformulation that concatenates
the optimality conditions of each player’s optimization problem, we can obtain
the normalized solution to the GNEP. The algorithms presented in this work are
Newton type and solve the concatenation of the optimality conditions, using also
potential functions that decrease in each iteration. Thus the algorithms generate a
sequence of feasible points that converge to the normalized solution of the GNEP.
The global convergence of both algorithms is tested under certain assumptions and

their applicability and efficiency are shown by numerical tests.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao e Revisao Bibliografica

A teoria dos jogos estuda abstratamente como um agente (jogador, empresa,
etc.), dentro de um ambiente competitivo, toma decisdes e o quanto estas afectam
aos outros agentes ou jogadores. Estes agentes competem individualmente para
determinar os valores 6timos que lhes permitem obter os melhores resultados para

a tomada de decisoOes.

O problema de equilibrio de Nash, ou jogo nao cooperativo, foi desenvolvido em
1951, com base na teoria dos jogos, acrescentando um estudo das coalizoes possiveis
que poderiam ser formadas pelos agentes ou jogadores. John Nash desenvolveu
a teoria dos jogos na sua tese de doutorado intitulada “Jogos nao cooperativos”
[28] sobre a ideia da inexisténcia de coalizdes, ou seja, assume-se que cada jogador
escolhe a sua melhor estratégia sem ter comunicagao ou colaborag¢ao com os outros

jogadores.

Cada jogador escolhe a sua estratégia e assume que cada um dos outros também
escolhem a sua melhor estratégia. Além disso, nao ha nenhum incentivo individual
para que eles mudem as suas estratégias, uma vez que os jogadores escolherem as
suas estratégias de maximizacao dos seus resultados. O trabalho de Nash também
introduz a nocao de ponto de equilibrio e prova a existéncia de pelo menos um.
Um aspecto importante a considerar ¢ que um ponto de equilibrio de Nash nao é
necessariamente tnico e que diferentes equilibrios de Nash podem variar o valor das

funcoes objetivo de cada jogador.

A ideia de equilibrio de Nash foi generalizada no sentido em que os conjuntos
de estratégias podem depender das estratégias dos jogadores rivais através de
restricoes compartilhadas, esta generalizagao foi inicialmente definida como uma

economia abstrata por Arrow e Debreu em [I], 1954. Subsequentemente, a economia



abstrata foi definida como Problema de Equilibrio de Nash Generalizado . Arrow e
Debreu estabeleceram sob condigoes de convexidade e continuidade a existéncia do
equilibrio generalizado de Nash.

Diversos problemas em economia, engenharia e mateméatica podem ser modelados
como um GNEP. Problemas de regulacao do mercado das telecomunicagoes,
problemas de oligopodlio, problemas de controle e regulacao da poluigao, entre

outros.

Este trabalho centra-se no estudo de uma caracterizacao da solucao GNEP com
restricoes compartilhadas concatenando as condi¢oes de otimizacao dos problemas
de otimizacao correspondentes a cada jogador, com o objetivo de obter uma solucao
chamada solug¢ao normalizada do GNEP. Esta solu¢ao tem como particularidade a

igualdade dos multiplicadores de Lagrange associados as restricoes compartilhadas.

A solugao normalizada do GNEP foi descrita por Rosen [34] em 1965, e nesse
mesmo trabalho ele provou a sua existéncia. Rosen também estabeleceu a definigao
de pseudo-gradiente que sera utilizada neste trabalho. Anos mais tarde, Harker [13]
em 1991 analisou as propriedades qualitativas e quantitativas de cada conjunto de
estratégias de cada jogador utilizando a teoria das desigualdades quasi-variacionais
(QVI). Ele também analisou a relagao entre as formas variacionais e quase variacio-
nais do GNEP. Uma parte interessante do trabalho de Harker é a simples descri¢ao
do que se entende por um de conjunto estratégias nao conjuntas do GNEP, Harker
também afirma que ha muitas situagoes em que o conceito de GNEP pode ser
encontrado. Ele exemplificou uma situagao em que um jogador é considerado o
‘ditador’ (lider) das regras do jogo, neste caso os agentes ou seguidores respondem
as restri¢oes impostas pelo lider. Um bom exemplo desta situagao é uma autoridade
governamental que impoe regras a todos os jogadores, tais como o nivel maximo de

poluicao de um rio.

Em 1995, Nikaido e Isoda [29] apresentaram uma fungao, inicialmente introduzida
para provar a existéncia e unicidade do NEP | que toma o nome dos autores. Pos-
teriormente, foi utilizada para encontrar a solucao para os problemas de equilibrio
de Nash e, regularizada, essa fungao ajuda a obter o equilibrio normalizado do

problema generalizado de Nash.

Em 1991, Harker [I3] mencionou a complexidade do problema de equilibrio
Stackelberg-Cournot-Nash (SCNEP) e sugeriu que os resultados da sua anélise
variacional para o GNEP podem ser analisados para resolver o SCNEP em certas
situagoes. Em 1997, Herskovits e Leontiev apresentaram novas condigoes de
otimizacao para o SCNEP e um algoritmo baseado na técnica de pontos interiores
de Herskovits [14].

Em 2007, Faccinei e Kanzow em [9] discutem as principais propriedades e algoritmos



de solucao para GNEP em geral, apontando para os topicos mais tteis para a
investigagdo. Dois anos mais tarde, publicaram um artigo [I0] onde discutiram
em detalhe a convergéncia global do método de penalizagao, que tém, na sua
experiéncia, propriedades teodricas favordveis, e apresentaram uma colegao de

problemas teste que serao utilizados neste trabalho.

Facchinei, Fischer e Piccialli [6] em 2009 fizeram uma descri¢ao geral dos diferentes
métodos de Newton para obter a solucao normalizada do GNEP, tais como os
métodos Newton para fungoes nao diferenciaveis, analisando as suas caracteristicas
e comparando os seus niveis de aplicabilidade e utilizando como exemplo, o modelo
para switching na Internet. No mesmo ano, Fukushima, Tseng e Nabetani [26]
propuseram duas parametrizagoes usando a teoria quase-variacional (QVI), uma
para precos especificos e a outra para recursos especificos. Na tese de doutorado de
Anna von Heusinger [35] em 2009, foram apresentados quatro métodos numéricos
para a solucao normalizada GNEP, todos baseados na otimizacao e reformulagoes

de pontos fixos.

Em 2011, Facchinei, Devres, Kanzow e Sagratella [5] apresentaram uma reformula-
¢ao do GNEP concatenando as condi¢oes de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker
para cada problema, utilizando também uma funcao de mérito, conseguindo

mostrar que o algoritmo estabelecido por eles tem convergéncia global.

O principal objetivo do presente trabalho ¢é desenvolver algoritmos de pontos
interiores e direcgoes viavéis que calculem a solugdao normalizada do GNEP com
restricoes compartilhadas. Para este fim, foi escolhida uma reformulacao do GNEP
que concatena as condi¢oes de otimalidade dos problemas de otimizacao de cada
jogador. Outro objetivo muito importante é encontrar uma fungao que possa ser
utilizada na busca linear e que forneca um passo razoavel para obter a sequéncia
de pontos interiores gerada pelo algoritmo. O proximo objetivo é introduzir-nos
na analise da convergéncia global dos algoritmos propostos sob as hipoteses que
lhe sao impostas. Finalmente, é necessario analisar a aplicabilidade dos algoritmos
e realizar de varios testes numéricos a fim de validar os estudos teoricos de

convergéncia.

1.2 Organizagao do trabalho

Este trabalho esta organizado em 6 capitulos e sao distribuidos da seguinte forma: O
capitulo 1 mostra a introdugao, a motivacao e os objetivos do trabalho. O capitulo
2 apresenta as defini¢des correspondentes a um problema classico de otimizagao
com restri¢oes, as condigoes necessarias e suficientes de otimalidade e as definigoes

necessarias para estudar o método desenvolvido. No capitulo 3 sao apresentadas as



defini¢oes necessarias para estudar o problema de equilibrio generalizado de Nash,

GNEP. Em particular, estudaremos o GNEP com restri¢oes compartilhadas.

11 1 v v -V
{mlnlxrylzar fr(x” a7v)

sujeito a: ¥ € XV (x7"),

resolvido de forma simultdnea para todo jogador v =1,...,N. Onde, cada
fY:R* - R ¢é continuamente diferenciavel sobre o conjunto de estrategias
XY(z7") :={a" e R™ : (z¥,27") € X, para alguns adequados 27"} de cada joga-
dor v, e X representa o conjunto total de estratégias do GNEP. Escreve-se
x:= (¥, 27Y) se quisermos enfatizar o vetor de decisdo do jogador v dentro de

x e o vetor x7V = (zb, ..., 2v"t av Tt L 2N)

¢ uma notacao curta para o vetor que
consiste em todos os vetores de decisao exceto as variaveis de decisao do jogador v.

Assim o problema explicitamente é dado por:

minimizar f* (z¥,27)
sujeito a:  g;(z¥,x7") <0, i=1,...,m,
hy(x) <0, j=1,...1",

onde, g; : R® - R, i = 1,...,m, h* : R” — R sido continuamente diferenciaveis.
Sao também apresentadas reformulacoes do GNEP e, em particular, a reformulacao
que utilizamos neste trabalho. Nos capitulos 4 e 5 sao apresentados dois algoritmos
baseados no método de pontos interiores e direcgoes viaveis para o calculo da solucao
normalizada do GNEP, sao também apresentadas as correspondentes demonstragoes
da convergéncia global sob certas hipdteses. No primeiro algoritmo definimos
uma fungao potencial associada a cada jogador, onde em cada iteragao cada uma
das fungoes descresce garantindo convergéncia global, enquanto que no segundo
algoritmo é definida uma funcao potencial global associada a todos os jogadores
simultaneamente que também garante convergéncia global. No capitulo 6 sao
apresentado diversos testes numéricos do GNEP com restricoes compartilhadas
e resolvidos com os algoritmos. Finalmente, no capitulo 7, sao apresentadas

conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Definicoes e Notacoes para
Problemas de Otimizacao com

Restricoes

Neste capitulo sao introduzidas algumas definigoes e notagoes basicas para o estudo

um problema de otimizagao com restrigoes.

2.1 Conceitos Basicos de Convexidade

Definigao 2.1 (Conjunto convexo). Um conjunto @ C R™ € chamado conjunto

convezo se ax + (1 — a)y € Q, para quaisquer x,y € Q e a € [0, 1].

Um conjunto convexo €2 contém inteiramente todos os segmentos cujos extremos sao

pontos que pertencem a ).

Definigao 2.2 (Combinagao Convexa). O ponto ax + (1 — )y € X € chamado

combinagao convexa de pontos x,y € 2, com « € [0, 1].

Definigao 2.3 (Funcao Convexa). Seja Q@ C R™ um conjunto convexo, a fungao

f:Q —= R" € convera em ) se para quasqueir x,y € 2, se satisfaz

flaz+ (1= a)y) <af(z)+(1—a)f(y)

com « € [0, 1].

Uma func¢do f(x) é estritamente convexa quando a desigualdade na definigdo de
funcdo convexa ¢é estrita para todo z # y e € [0,1]. E ¢é fortemente convexa

quando

flax+(1—a)y) < af(z) + (1 - ) f(y) — ya(l — a)llz — y|*,



onde o médulo v > 0.

Defini¢ao 2.4 (Epigrafo). O epigrafo de uma funcgao f : Q) — R € definido como o
conjunto
Ef={(zr,c) e QxR | f(z) < c}.

Teorema 2.1. Seja 2 C R™ um conjunto convexo. Uma func¢io f : Q@ — R €

convexa em ) se, e somente se, o epigrafo de f(x) € um conjunto convexo em

R™ x R.

2.2 Conceitos Basicos de Otimizacao com restricoes

Sejam o conjunto €2 C R" e uma funcao f : 2 — R. O problema que consideramos
¢ o seguinte:
minimizar f(x)
sujeito a:  g;(z) <0, i=1,...,m, (2.1)
hi(x) =0,i=1,...,p,
onde g(x) : R® — R™ e h(x) : R — R? fungoes m e p-dimensionais, respectivamente

e as variaveis de decisao x estao dentro do conjunto de decisao
Q={zeR"g(x) <0,h(x) =0} (2.2)

Onde f(z), g(x) e h(x) sdo de classe C'. Assumimos que a solugao do problema
(2.1)) esta no interior de 2 (int(€2)).

Definigao 2.5 (Ponto viavel). Um ponto x € 0 que satisfaz todas as restrigoes

funcionais € chamado vidvel.

Definigao 2.6 (Minimo Local). Um ponto xz* € Q é dito de minimo local do
problema se f(z*) < f(z), para todo v € V := {x € Q/||x — z*|| < 0},

com x # x*.

Definicao 2.7 (Minimo Global). Um ponto z* € Q € dito de minimo global do
problema[2.1] se f(z*) < f(z), para todo x € Q\ {z*}.

Um concepto basico mas necessario no desenvolvimento tedrico dos algoritmos é o

seguinte.

Definigao 2.8 (Restrigoes ativas). Uma restrigao € ativa em x* se a fungao avaliada
nesse ponto € nula, i.e, g;(z*) = 0. Consequentemente, uma restricao € inativa em
z se g;(x*) < 0. E define-se o conjunto I = {i = 1,.....m|g;(x*) = 0}, que € o

conjunto de todas as restri¢oes ativas no ponto r*.

6



Obviamente as restrigoes de igualdade h;(z*) = 0 s@o ativas em todo ponto viavel.

Definigao 2.9 (Dire¢ao vidvel). Dado um ponto z* uma dire¢ao vidvel em z* ¢ um

vetor d* # 0 tal que existe T > 0 e x* + td® € vidvel para todo t € (0, 7).

Defini¢ao 2.10 (Diregao uniformemente viavel). Um campo de diregoes uniforme-
mente vidveis do pmblema é definido como um campo vetorial d(x) definido em
Q onde existe um tamanho de passo T > 0 tal que x +td(z) € §2, para todo t € [0, 7]
e para todo x € ().

Os métodos de diregoes vidveis inicializam o processo iterativo com um ponto vidvel

T e geram uma sequéncia de pontos viaveis {xk} da seguinte forma:
L gk gk gk

Definigao 2.11 (Diregao de descida). Um vetor d* € R é uma diregio de descenso

para f(z), se existe a > 0 tal que f(x* + t*d*) < f(2*) para qualquer t € (0,a).

Definicao 2.12. Um ponto x € R™ € um ponto reqular do problema se, para
todo jogador v, os vetores Vg;(x),i = 1....,m tal que g;(x) = 0 , sao linearmente

independentes.

Um indicador da eficiéncia de um método iterativo é definido como a taxa de

convergéncia no sentido de que fornece a velocidade da reducdo de |21 — 27|
em relagdo a ||z* — 2*||, sob a hipétese de que o método converge localmente &

solugao x*.

Definicao 2.13. Dado um algoritmo iterativo convergente, a ordem de convergéncia
da sequéncia {x*} — x* gerada pelo algoritmo é o maior niimero p dos nimeros nao

negativos p. Se existe q € (0,1) tal que

||Ik+1 _:E*H

=q <X,
Quando p=1 e q=0 a ordem de convergéncia € superlinear, se ¢ =1 ela € linear.

E se p=2 a convergéncia € quadrdtica.

2.3 Buscas lineares em Métodos de Direcoes Viaveis

Existem diversas regras para escolher o tamanho de passo ¢t que sao aplicaveis
n6s métodos de diregdes viaveis usados no caso do problema (2.1). As buscas
lineares consistem em encontrar um ¢ que garanta um decréscimo suficiente na fungao

objetivo a partir de um critério chamado critério de busca de passo.



2.3.1 Regra de Armijo

Na regra de Armijo ¢ ¢ definido como o primeiro niimero da sequéncia {1, v, v? v?, ...}

satisfazendo
flx+td) < f(x) + ¥V f(z)"d, (2.3)

onde n € (0,1) e v € (0,1). Considerando que no caso do problema (2.1)), as

restricoes devem ser satisfeitas também.

2.3.2 Busca de Wolfe

Na busca de Wolfe é adicionada uma condi¢ao sobre a regra de Armijo, onde além

de satisfazer a condigao ([2.3) com 7 € (0,1/2) a outra condigao a ser satisfeita é que
Vi +td)d>nVfir)d, (2.4)

onde 1y € (1,1/2).

2.4 Condicoes Necessarias de Primeira Ordem

2.4.1 Condigoes necessarias de primeira ordem
Estas condigoes determinam minimos locais do problema (22.1]).

Definigao 2.14 (Ponto Regular). Seja um ponto x* que satisfaz as restri¢ées do
problema e define-se J como o conjunto de indices j para os quais g;(z*) = 0.
Entao x* € dito um ponto reqular das restricoes do pmblema se Vh;(z*), Vg;(z*),

1 <1< m, 5 € J sao linearmente independentes.

Definigao 2.15 (Espaco Tangente das restri¢oes ativas). Para um conjunto de

pontos requlares do problema o espago tangente € definido como:
T(x)={d|Vg(z)'d=0,Vic I(x),Vhi(z)'d=0,Vic{l,....p}}. (2.5)

Teorema 2.2 (Condigoes de Karush Kuhn Tucker). Seja x* um ponto minimo local
do problema[2.1] e suponhamos que x* é um ponto reqular para as restrigoes. Entao

existe um vetor A € R™ e um vector p € RP com p > 0 tal que

Vf(x*) + A Vh(z*) +pu' ' Vg(z*) = 0, (2.6)
plyg(e®) = 0. (2.7)

Demonstracao. Ver [24] pag. 315.



2.4.2 Condicoes de segunda ordem

As condigoes de segunda ordem sao necessarias e suficientes para o problema ([2.1)).

Teorema 2.3 (Condigoes necessérias de segundo ordem). Suponha que as fungoes
f.g,h € C? e que x* € um ponto reqular das restricoes do problema . Se x* € um
ponto minimo relativo do problema , entao existe A € R™, yp € RP, u > 0 tal

que (@ e sao satisfeitas e
H(z") = ) + Z NV gi(z*) + Zﬂ V2h; (2.8)

€ semidefinida positiva sobre o subespaco tangente das restrigoes ativas.
Demonstragao. Ver [24] pag. 316.

Teorema 2.4 (Condigoes suficientes de segunda ordem). Sejam f,g,h € C?. As
condigoes suficientes para que um ponto x* que satisfaz as restricoes seja um ponto
minimo estrito relativo do problema € que exista A € R™, u € RP tal que

V(@) + A Vh(z*) +p'Vg(z*) = 0, (2.9)
plga) = 0, (2.10)
po> 0 (2.11)

e a matriz Hessiana
H(z*) = ) + Z NV gi(z*) + Z“ V2h; (2.12)
€ definida positiva sobre o subespago
M'={y: Vh(z")y =0,Vg,;(z*)y = 0 para todo j € J},
onde
J={j:g;(z") =0,p; > 0}.

Demonstracao. Ver [24] pag. 316.



2.5 Algoritmos tipo Newton para Sistemas nao

lineares

Seja uma funcao ¢ : D C R™ — R” continuamente diferenciével, com a equagao
¢(x) =0. (2.13)
Extendendo o método de Newton, o método iterativo seria definido como:
2" =2k — [Vo(a)] " o(). (2.14)

Teorema 2.5. Seja ¢ : R" — R" uma funcdo continuamente diferencidvel em
conjunto convexo e aberto D C R™. Assume-se que dado x° suficientemente prozimo
de z* € R", Vo(z*) € de Lipschitz e que Vo(x*)™! existe. Entio a sequéncia
gerada por estd bem definida e converge a x* com uma taxa de convergéncia

quadrdtica.

Demonstragao. Ver [4] pag. 90. O

2.5.1 Meétodo de Quase-Newton

Os métodos de Quase Newton geram uma sequéncia de matrizes que se aproximam
a Vo(z) ou Vo(r)™' com o objetivo de reduzir o esforco computacional. Estes

métodos usam informagao das anteriores iteragoes.

Teorema 2.6. Seja ¢ : D C R"™ — R"™ wuma funcao Lipschitz continua numa
vizinhanga do ponto x* € R" e Vo(z*) nao singular. Seja Ap uma sequéncia nao
singular de matrizes em R™ ™, e suponha-se que para algum xo € R a sequéncia de

pontos gerada por
2H =gk — (A (). (2.15)

pertence a D, e satisfaz 2% # x* para qualquer k, e limy_,o 2% = z*. Entdo {z*}

converge q-superlinearmente a x* e ¢p(z*) = 0, se e somente se

[(Ax — Vo (a*)d")|

li =
i 1 b
onde d* = 21 — 2.
Demonstragao. Ver [4] pag. 181. O
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Capitulo 3

Introducao ao Problema de

Equilibrio Generalizado de Nash

Neste capitulo sao introduzidas definicoes e notagoes basicas necessarias para o

estudo do problema de equilibrio de Nash generalizado.

Definigao 3.1 (Problema de Equilibrio de Nash). O problema de equilibrio de Nash
€ um jogo nao cooperativo, no qual a func¢ao de decisao (custo/lucro) de cada jogador
depende das decisoes dos outros jogadores. Entretanto, os conjuntos de estratégias

sao independentes.

Basicamente, um jogo ou jogo de estratégias é descrito através de uma quantidade
de jogadores denotados por v, associados a um conjunto de estratégias X" e fungoes

de custo ou lucro f¥(z¥,x7").

Denota-se N como o nimero de jogadores e cada jogador v = 1,..., N controla
um vetor de decisao z¥ , onde z” é escolhido dentro das alternativas do
conjunto de estratégias ou conjunto viavel X* CR™ . Seja n:= 21],\/:1 n, e
x:= (2%, ...,2",...,2") € R" denota o vetor que compreende as decisdes de todos
os jogadores . Escreve-se (z¥,x7") := x se quiserem enfatizar o vetor de decisao do
jogador v dentro do vetor z. O vetor 7 = (2!, ...,z 2*T! .., 2™) é uma notagao
curta para o vetor que consiste em todos os vetores de decisao exceto as variaveis

de decisao do jogador v.

Definigao 3.2 (Equilibrio de Nash). Uma tupla de N estratégias dos jogadores
vt = (ot 22 L) € XU x X2 x o x XV € chamada um equilibrio de Nash
(NE) se, para cada v =1,..., N, x™ € uma solug¢ao étima do problema

min fY(z", 257Y)

¥ (3.1)
s.t. x¥ e XY,
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para todo v. O objetivo do jogo é encontrar uma estratégia conjunta z*, formada
pelas estratégias de cada jogador, que proporcione beneficios a todos os jogadores.
Num ponto de equilibrio de Nash x*, nenhum jogador est4 motivado a mudar o seu
proprio vector de decisao. Assim, a procura de um equilibrio tem um caminho mais

coletivo do que individual.

3.1 Problema de Equilibrio de Nash Generalizado

No jogo classico de Nash, NEP, o conjunto de estratégias de cada jogador é
independente das estratégias dos outros jogadores. Mas pode-se considerar uma
situagao em que existe uma dependéncia das estratégias dos outros jogadores através
de algumas restri¢oes conjuntas. Com esta ideia assume-se que cada jogador deve
conhecer o conjunto de estratégias do outro jogador, a fim de conhecer o seu préprio
conjunto de estratégias. Em [I] o conceito de equilibrio de Nash foi generalizado,
no sentido de que agora nao s6 as fungoes objetivo de cada jogador v dependem das

Y. mas também o conjunto de estratégias.

variaveis de decisao dos jogadores rivais, x~
O conjunto de estratégias do jogador v seré representado por X”(z~"). Define-se

para x € R"™ um conjunto X C R", tal que
N
X(z) = HX”(:I:_”) ={yeR":y" € X"(z7") para v=1,..,N} (3.2)
v=1

é nao vazio, fechado e convexo.

Definigao 3.3 (Problema de Equilibrio de Nash Generalizado). Um problema de
Equilibrio de Nash generalizado € um jogo nao cooperativo N -pessoas, onde se resolve

o sequinte problema de otimizacao:

P,(z7): min f¥(z",27")

(3.3)
st. ave XV(zY),

para todo v = 1,..,N. Onde X"(z7") € R™ ¢ o conjunto que depende das

estratégias dos jogadores rivais.

Isto quer dizer que, se fixamos as estratégias dos jogadores 7", o objetivo do jogador
x¥ & escolher a melhor estratégia dentro de seu conjunto de estratégias que depende

das decisoes dos outros jogadores.

Definigao 3.4 (Equilibrio Generalizado de Nash). A tupla de N estratégias dos

a2 T

jogadores x* = (x*! “NY) ¢ chamado um equilibrio generalizado de Nash
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(GNE) ou solugao se, para cadav =1,...,N, %" é uma solugao dtima do problema

P, : Hﬁn fr(zv, ")

(3.4)
st. ¥ e XV(x™),

14 *,—V

comx - =x7

3.1.1 GNEP convexo com restricoes conjuntas

Define-se um GNEP convexo com restrigoes conjuntas ou compartilhadas. As

restricoes compartilhadas sao aquelas restricoes impostas para todos os jogadores.

Definigao 3.5 (GNEP com restrigdes compartilhadas). Se diz que um GNEP é um

GNEP com restricoes compartilhadas ou conjuntas se:

Xz ={a": gi(z",27") <0 comi=1,...,m},

para todov =1,...,N e cada x7".

O objetivo é obter a solugao dos seguintes GNEP’s:

minimizar f* (z¥,27)
sujeito a:  g;(z¥,z7") <0, 1=1,...,m. (3.5)
Be(av) <0, j7 =1,..,17,

simultaneamente para todo v = 1,..., N. Onde, a funcao de cada jogador v, f",
¢ continua como uma fungio de x, gi(z”,x7") e h, (z") representam as restrigoes
compartilhadas e proprias de cada jogador, respectivamente. Assim o conjunto de

estratégias de cada jogador é dado por

X)) = {a¥ | gi(z”,27") <0, i=1,...,m, % (2¥) <0,5" =1,..,1"}. (3.6)

Definigao 3.6. Seja f¥ : R" — R a func¢ao de custo do jogador v, dizemos que f"

¢ um jogador convezo se, para qualquer x™", a fun¢do f¥(-,x7") é convera em z.

Definicao 3.7. Se f¥ : R¥ — R € convexa com respeito a x, f* € chamada de

fung¢ao conjuntamente convexa, onde v =1,...,N.

Apresentamos as definigdes que caracterizam a solugao do GNEP.

Definigao 3.8 (Ponto Viavel). Um ponto x = (z,...,2") € R™ € vidvel para o
GNEP se as restrigoes gi(z”,27") < 0 e hi,(2¥) < 0 sdo satisfeitas para todos os

jogadores v =1,..., N, tal que, ¥ € X"(z7").
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Definigao 3.9 (Ponto GNE). Um ponto vidvel x* = (z*1, ..., 2%") € R™ é um ponto

generalizado de Nash ou solu¢ao se para todos os jogadores v =1, ..., N, tem-se que

fl/(%*,u,x*,fu) S fl/(mu’x*,fu)’ v xu . gi(xujx*,*v) O’
hY,(z") < 0. (3.7)

IN

¥ é uma solucao

A defini¢ao anterior quer dizer que para todos os jogadores v, z*
do problema do jogador v, quando os outros jogadores definem suas variaveis ou
estratégias em z* 7. Com os seguintes exemplos [9], ilustram-se as defini¢oes dadas

anteriormente.

Exemplo 3.1. Assume-se que os problemas dos jogadores sdo

2
: 1_1)2 . s 1
mn @ =) T Gj 2 (3.8)
s.t. xl +$2 S 1, s.t. .fCl +LE2 <1
O conjunto de solugoes dtimas € dado por
1 » 1
1, sex? <0, 5 ST =5
X1<$2) — — e X2($l) — 2 %
1—2a% sea?>0, 1ol geql> =
Y — 27

Entao pode-se ver que as solugdes deste problema estao dadas por (o,1 — «) para

cada o € [1/2,1]. Note-se que o problema tem infinitas solugaes.

Nos seguintes exemplos estuda-se problemas com restricoes compartilhadas, o
primeiro tém restricoes compartilhadas que nao sao conjuntamente convexas.
Em outras palavras, o conjunto X nao é convexo, mesmo que 0s conjuntos

X, (z7V) =A{a¥ € R™ : (2¥,27") € X} sdo convexos.

Exemplo 3.2. Considera-se o jogo com dois jogadores:

min —x min (2y — 1)2
x Yy
st. xy <1, € st. xy <1, (3.9)
g(z) <0 0<y<l1

com

(z—1)° ,sex <1
gle) = 0 ysel <a <2
(z—2)% ,sex>2
Os conjuntos vidveis sao convezos, além, X = {(z,y) : zy < 1,¢9(x) < 0,0 <y < 1}
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€ compacto mas nao convexo. O conjunto solucao dos jogadores é dado por

’ sey <172, 1/2 ,sex <2
X*(y)=1 1)y ,sel/2<y<1, e XY(z)= ’ ’
l/z ,sex>2,

0 ,sey > 1

Com isto pode-se ver que o GNEP tem uma tunica solugao no ponto (2,1/2).
Igualando os gradientes dos Lagrangeanos a zero pode-se encontrar que oS
multiplicadores das restricoes compartilhadas sao A = 2 para o primeiro jogador
e i = 0 para o sequndo jogador. Assim, se uma restricio compartilhada € nao
convexa com respeito as varidveis de todos os jogadores, multiplicadores iguais podem

nao existir até se o conjunto vidvel X é compacto.

No préximo exemplo o conjunto X é convexo, mas o terceiro jogador nao comparte

uma restricao compartilhada entre o primeiro e segundo jogador.

Exemplo 3.3. Consideramos o jogo com trés jogadores:

min —x min  (2y — 1)
@ y (2y=1) min (22 — 3z)°
st. z<z+y<l, 1. < <1, -
- y= s FSTHYS st. 0<z<2,
x>0 y >0,

(3.10)

O conjunto solugao dos jogadores é dado por

1—y ,sey<1/2,2<1,

0 , 0UtT0S €asos

XW%@I{

/2 ,sez—x<1/2,2<1/2,
X¥(w,2) =< 1—x ysel/2<x<1,2<1,

0 , 0utros casos

3x/2 ,se0<x<4/3,
X*(z,y) =14 2 ,sex > 4/3,
0 ,sex <0,

Este GNEP tem infinitas solugoes dadas por (a, 1 — «, (3/2)a), para o € [1/2,2/3].
Os multiplicadores das restricoes © +y < 1 e z < x + y sdo denotados por A\ e
Ao para o primeiro jogador e jiy e jo para o sequndo jogador. De fato, igualando
o gradiente do Lagrangeano do primeiro jogador a zero, obtemos \y = 1+ Ay (com

Ao =0 se v < 2/3), enquanto conseque-se pi; = 2a— 14y (com s =0 se = 2/3)
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para o sequndo jogador. Destas relagoes para nenhum valor de o € [1/2,2/3] pode-se

ter A\ = 1 € Ao = g

3.2 Reformulacoes do GNEP

Nesta secao é feita uma descricao das reformulacoes equivalentes usadas na literatura

para o problema de Equilibrio de Nash generalizado.

3.2.1 Reformulacao Quase-variacional

Em 1964, Rosen [34] introduz uma importante subclasse de Equilibrio generalizado
de Nash, esta subclasse foi chamada de Equilibrio normalizado de Nash. Para isto,
deve-se assumir que as func¢oes de cada jogador f” sao continuamente diferenciéveis.

Esta reformulagao considera F': R®™ — R™ uma func¢ao continua, definida como:

vxlfl(lJ? 3:_1)

V$2f2(l‘27 $72)

F(z) = € R". (3.11)

VfoN(:ENa fo)

Onde V.. f"(z¥,x7") representa a derivada da fungdo objetivo do jogador v
com respeito das varidveis correspondentes a este mesmo jogador. O equilibrio

normalizado de Nash (ou equilibrio variacional) é x*, se e somente se
Fa") (y—2*) >0, Vye X(z). (3.12)

Ou seja, z* ¢ uma solugao da desigualdade quase variacional QV (X, F). No caso
de X(z) = X, para todo z € R", temos uma desigualdade variacional VI(X, F).
Assim, uma GNEP pode ser reformulada como uma desigualdade quase variacional
mediante o uso da fun¢do F. A QVI(X, F) estard bem definida sempre e quando,
a funcao X : R™ — R" tal que x — X () seja convexa e fechada.

Os seguintes teoremas sao validos neste tipo de reformulacao.

Teorema 3.1. Se as funcgoes f*, ..., fV sao de classe C' e convezas, entio qualquer
solug¢ao x* da GNEP € solugao da QVI(X, F) e vice-versa.

Demonstragao. Ver Rosen [34]

Teorema 3.2. Se as funcoes f1, ..., f¥ sao de classe C e conjuntamente convezas,

entio a solugao do VI(X, F') pertence ao conjunto do solug¢oes do GNEP.

Demonstragao. Ver Harker [13]
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3.2.2 Reformulagao mediante a funcao Nikaido Isoda

Esta reformulagao foi desenvolvida por Heusinger e Kanzow em [35], mediante o
uso da funcao chamada funcao de Nikaido Isoda ou Kay-fan, a qual foi apresentada
inicialmente em 1955 para provar a existéncia e unicidade das solucgoes do equilibrio
de Nash, mediante o uso do teorema de ponto fixo. Posteriormente foi visto que

podia ser usada para a reformulacao do GNEP.

Para esta a reformulacao usando a funcao de Nikaido Isoda as seguintes hipdteses

sao usadas:

Hipotese 3.1. As fungoes f¥, comv =1,..., N sdo continuas como funcoes de x e

convexas como funcoes de x¥.
Hipotese 3.2. O cojunto de estratégias X € nao vazio, convexo e fechado.

Sejam f” com v = 1,..., N as fungoes correspondentes a cada jogador v, a funcao
de Nikaido Isoda é definida como

N
f” x’,x™") f”(y”,x_”)}. (3.13)

v=1
Esta funcao representa a soma da mudanca nos ganhos ou perdas de todos os
jogadores. Cada termo da série na funcao Nikaido-Isoda representa a mudanca
dos ganhos de um jogador indo da estratégia x¥ para y”, enquanto as estratégias

dos outros sao mantidas fixas. Assim, mediante a fun¢ao de Nikaido Isoda, pode-se
definir:

V(z):= max ¥(z,y), x € X. (3.14)

yeX ()
Da defini¢ao também pode-se provar que V' (z) > 0 para todo z € X(x) e que z*
¢ um equilibrio de Nash se e somente se z* € X(z*) e V(2*) = 0, assim z* é um

equilibrio de Nash se e somente se * é solucao do problema

min V(x). (3.15)

zeX(x)

Note-se que este problema de otimiza¢do tem um conjunto vidvel X (z) que
explicitamente depende de x. Entao tem-se o seguinte lema, que mostra a relagao
entre o conjunto X, que é o conjunto de todas as estratégias e o conjunto de

estratégias de cada jogador.

Lema 3.1. Tem-se que x € X (x) se e somente se v € X.
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Demonstragao. Usando as definigdes de X (z) e X¥(xz7"), obtemos que:

reX(z) < 2" X"(z7") Vv=1,.,N
— (2,27 )eX Vv=1,.,N

— = (z",z7") e X.
Entao em vista do lema o problema ([3.5)) pode ser reescrito como

min V' (z). (3.16)

zeX

Mas ainda existe a dificuldade de que V pode nao estar bem definida ou nao ser
diferenciavel. Para superar esse fato, os autores propoem uma regularizacao da

fungao de Nikaido Isoda, fixando um parametro o > 0, da seguinte forma:

N
Valw,y) = Y [ e ™) = P = Sl =y 3aT)

v=1

Além disso, para x € X, seja

Ve = U, (x,
(x) nax (z,9)
N «
= max 3|t - e ) = Sl =y (3.18)
zeX(x) —1 2
N
= Z fr@”,x7™)— min | fY(y", 7)) + gH:C" — y"HQ] :
— yEXY (z~V) 2

O seguinte teorema mostra as propriedades de V.
Teorema 3.3. A funcao reqularizada V,, tém as sequintes propriedades:
a) Vo, >0 para todo x € X (x).

b) x* € um equilibrio de Nash generalizado se e somente se x* € X(x*) e

Vo(z*) = 0.

¢) Para cada v € X, existe uma tnico vetor yo(z) = (yL(x),....,yY(x)) tal que

para cada v =1,..., N,
v . v,V .~V a v V|2
i) = argmingcxoen [0 2 + Slle =y

Demonstragao. Ver [35].

A seguinte defini¢ao é a caracterizacao do equilibrio normalizado de Nash .
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Definicao 3.10. Um equilibrio de Nash x* € X ¢ chamado de equilibrio normalizado
de Nash de uma GNEP, se supyex¥(z*,y) = 0 onde ¥ denota a funcio de Nikaido—
Isoda.

Lema 3.2. Para todo x € X, a fun¢do de Nikaido-Isoda V(x,y) é concava em
yeX.

Demonstragao. Ver [35].

No caso inicial tomamos y € X (z), mas com a nova defini¢do é possivel trabalhar
em X. Esta mudanca sobre o conjunto vidvel, se faz para ganhar diferenciabilidade,
mas a desvantagem é que se trabalha s6 sobre os equilibrios normalizados o qual é
um conjunto mais reduzido de solugoes do GNEP. O seguinte teorema caracteriza

os equilibrios normalizados do GNEP.
Teorema 3.4. A funcao reqularizada V., tem as sequintes propriedades:
a) Vo, > 0 para todo x € X (x).
b) &* ¢ um equilibrio de Nash generalizado se e somente se x* € X e Vy(z*) =0

¢) Para cada v € X, existe uma tnico vetor y,(x) = (yl(z),...,yN(z)) tal que

para cada v =1,...,N,
v . v,V .~V o v V|2
v () = argmin [ (", 7™ + Sl — 9"
e Yo(x) € continua.

Demonstracao. Ver [35].

Seguidamente, a fungao Nikaido-Isoda regularizada pode ser usada para resolver os
GNEP com restricoes compartilhadas. O problema de otimiza¢ao obtido mediante

o uso da reformulacao é

min V, (). (3.19)

zeX

Assim, segundo a informacao anterior pode ser aplicado um algoritmo de otimizagao

para obter o equilibrio normalizado do problema (|3.19)).

3.2.3 Reformulacao mediante a concatenagao das condicgoes
de KKT

Outra reformulagao para o GNEP ¢é baseada na concatenagao das condi¢oes de KK'T
para cada um dos problemas de cada jogador. Segundo o GNEP (3.5)), temos um
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jogo onde sao N problemas a ser resolvidos simultanemente. A solu¢ao do GNEP

pode ser representada como uma forma compacta da solucao das condigoes de KKT.

Definicao 3.11. Define-se a func¢ao Lagrangeana de cada problema de otimizagao
de cada jogador v, LV : R" x R™ x R"” — R como:

LV (2", 27"), N, i) = fY (2", 27") + X g(a”, o) + p B (), (3.20)
onde g = (g;)™, € R™, X\ € R™ e u¥ € R". Os vetores \ e p” contém os

valores dos multiplicadores de Lagrange associados as restrigoes compartilhadas e as

restricoes propias de cada jogador, respectivamente.

Definigao 3.12. Se z* ¢ a solug¢ao do GNEP , entao as sequintes condigoes de
KKT devem ser satisfeitas para cada jogador v =1,...,N:

Vx*’”fu<x*’ya lﬁk’il/) + Z Aij”gz($*7 , + Z ,LL* szuh* v * V) == 0,
=1

Jjr=1

jl/
A >0,
py >0,
(3.21)
para todo © = 1,....m e j* = 1,...,1Y. Onde X\* e ,uj;” sao os multiplicadores de

Lagrange associados as restrigoes g;(z™",x*7") e h¥(z*"), respectivamente.

Definicao 3.13. Um ponto regular x é um ponto estaciondrio do problema se

existe \V € R™ e ¥ € RY tal que as sequintes condigoes sao satisfeitas:

vaLV((xU’$7V)7 )\I/’Ml/

)=0
)=0
pi e (%) = 0, (3.22)
) <0
) <0

para todov=1,...N, comi=1,...mej*=1,..10".

Teorema 3.5. Seja o GNEP definido pelo problema e assume-se que todas as

fungoes envolvidas sao continuamente diferencidveis.
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a) Seja x* um equilibrio do GNEP no qual todos os subproblemas dos jogadores

satisfazem as condigoes de optimalidade. Entao, existe \* tal que junto com

x* resolve o sistema .
b) Assume-se que (z*,\*) resolve o sistema e que o GNEP satisfaz a

hipotese de convexidade. Entao, x* é um ponto de equilibrio do GNEP.
Demonstragao. Ver [9].

A seguinte defini¢ao de equilibrio normalizado foi apresentada por Rosen [34], onde

X & um conjunto de restricoes compartilhadas ou conjuntas.

Definigao 3.14 (Equilibrio Normalizado). Um ponto vidvel z* = (z*,...,2*"N)
€ R™ ¢ uma solugdo para o GNEP , chamado de equilibrio normalizado, se
satisfaz e os multiplicadores de Lagrange, que verificam as condi¢oes de KKT,
sio ! =X =... = \N =) cR™

A existéncia da relacao entre as condi¢oes de KKT concatenadas e a solucao do
GNEP ¢ dada pelo seguinte resultado, onde através da definicao de equilibrio
normalizado é garantido que a solugao do GNEP é um equilibrio variacional se
e somente se as restricoes compartilhadas possuem os mesmos multiplicadores para

todos os jogadores.

Teorema 3.6. Seja um GNEP com restricoes compartilhadas e assume-se que f",
g € C*. Entao:

a) Seja x* a solugcio do VI(X,F) tal que as condigoes de KKT concatenadas
sejam satisfeitas para algum multiplicador z*. Entao x* € a solu¢cao do GNEP
se as condi¢oes de KKT sao satisfeitas e os multiplicadores correspondentes

as restricoes compartilhadas sao \' = N2 = ... = \*.

b) Reciprocamente, se x* € a solugao do GNEP tal que as condigoes de KKT sao
satisfeitas com \V* = \2* = . = AN+ Entdao (z*,\*) com \* = \V* € um

ponto de KKT do VI(X,F), e x* é uma solu¢io do VI(X, F).
Demonstracao. Ver [9].

Num jogo os multiplicadores de Lagrange sao interpretados como os pregos que sao
cobrados pela utilizagao de uma estratégia, este preco é cobrado por uma entidade
que controla o jogo. Podemos tomar como exemplo um problema de polui¢ao
fluvial em que uma entidade, neste caso o governo, tenta controlar os niveis de
poluicao de um rio por um certo nimero de empresas que extraem algum mineral.
Assim, os multiplicadores de Lagrange correspondentes as restricoes compartilhadas
significam economicamente o equilibrio apropriado em que o mesmo prego é cobrado

a todos os jogadores.
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Capitulo 4

Um Algoritmo de Ponto Interior com

Busca Linear Multipotencial

Neste capitulo empregam-se iteracoes tipo Newton para obter a solucao simultanea
das condigoes de Karush Kuhn Tucker concatenadas nas variaveis primais e duais
do GNEP. No algoritmo apresentado define-se um ponto inicial 2°, no interior da
regiao viavel, e gera-se uma sequéncia de pontos interiores que convergem a solucao
do problema. Uma fun¢ao potencial associada a cada problema de otimizacao de
cada jogador é definida, assim em cada iteracao é calculada uma direcao viavel para
cada um dos problemas e um tamanho de passo de forma de obter um novo ponto
viavel e um decréscimo nas fungoes potenciais. O interior dos conjuntos definidos
pelas fungoes potenciais é compacto e como todas as iteragOes estao no interior
pode-se deduzir que a sequéncia gerada pelo algoritmo tem pontos de acumulagao

garantindo desta maneira a convergéncia global.

Consideramos o seguinte GNEP

min (2%, 277)
st. gi(xV,x7") <0 ,i=1,...m (4.1)
W) <O =1,

para todo v = 1,..., N. Onde as fungoes objetivo sao f” : R® — R, as restrigoes
compartilhadas sao definidas por g; : R” — R, e as restricoes propias de cada
jogador v, h7, : R™ — R. As fungoes f”, g; e h%, sao convexas e continuamente

diferenciaveis. O conjunto de estratégias de cada jogador v definido no problema

@D e

X(x7") ={z" e R™|gi(x",27") <0, i =1,...,m, Wi (z") <0, j¥ =1,...,1"}
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O método apresentado trabalha com ponto vidveis que, satisfazem as restrigoes
compartilhadas e as restrigoes propias do problema (4.1]), sendo o objetivo encontrar

o equilibrio normalizado z* do GNEP.

Impoe-se que os multiplicadores de Lagrange \! das restrigoes compartilhadas
sao os mesmos para todos os jogadores. Entao o sistema de condi¢oes de KKT
concatenadas (3.22)), que caracterizam a solugao normalizada do problema (4.1)),

pode ser escrito da seguinte forma
)=0
)=0
Wl hY, (27) = 0, (4.2)
) <0
) <0

paratodov=1,...N,comi=1,...me j* =1,.. 10"

Define-se a funcdo £ : R” x R™ x R! = R onde | = ZN ¥, como segue:

v=1
N
Lz, a7\ pu”) = Z LY (2%, 27, A\, 1¥). (4.3)
v=1

Em [34] o pseudo-gradiente ¢é definido como VL(z¥, 27"\, p) =
(Vo LY (27 27" N )Y, € R Denote-se Jxﬁﬁ(az”,x_”,)\,u”)ER”X” a

matriz Jacobiana do pseudo-gradiente de £, que em geral é nao simétrica.

A idéia principal é usar iteracoes tipo Newton para gerar uma sequéncia de pontos
vidveis no interior do conjunto vidvel, convergindo a solucao normalizada do
GNEP. O seguinte sistema linear descreve uma iteragao tipo Newton que resolve as
condicoes concatenadas de KKT do problema .

B Vg VH| |20 —x VL
AVgT G 0 M—A| =—|GA|. (4.4)
MVH" 0 H Lo — [ Hyu

Onde
e g=(g)", €R™ h= (")), eR,

o G =diag(g) € R™™ H = diag(h) € R,
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e Vg e R"™" e VH é uma matriz por blocos definida da seguinte forma

[Vaht 0 L. 0
0  Veh? ... 0
VH=| o _ € R™
| 0 0 ... Vh]

e As matrices de multiplicadores de Lagrange das restrigdes compartilhadas e
propias sao A = diag(\) € R™™ e M = diag(p) € R™! for p = (p*)Y_, € R,

respectivamente.
e B é definida como uma matriz diagonal por blocos simétrica e definida positiva.

Seja dy = xo — x. Segue do sistema linear (4.4]) que

Bdy+ M\ Vg+ugVH = —VF, (4.5)
AVg'dy+Gry = 0, (4.6)
MVH"dy+ Hpy = 0. (4.7)

onde VF = (Vo f/ (2%, 7)Y, € R™.

Note-se que, em geral nao sempre pode-se esperar um decrescimento de todas as
fungoes f*(x®v, 2%7") em cada iteracdo, desde que, quando f¥(x*", z%~") é menor
que fY(x*Y,x*~"), um incremento de f¥(x®¥ z%7") poderia ser requerido. Para
evitar este inconveniente, é necessaria, uma funcao potencial apropriada que sera

reduzida em cada iteracao do algoritmo.

Propoe-se uma funcao potencial para cada jogador v, da seguinte forma:
@V(xya ™", Ao, :ug) = ||VCC”LV($V7 ™", Ao, Mg)HQ (48)

paracada v =1,..., N.

Sera provado que quando (z¥,x7") é estritamente viavel, cada componente de
dy = (d},...,dY), obtida pelo sistema (4.5)-(4.7) é uma diregio de descida com
respeito a cada ©,(z", 7", Ao, 1f), para v = 1,..., N, respectivamente. Porém, d,
nao é sempre uma direcao viavel. De fato, quando x esta na fronteira de X, segue de
f que dy é tangente a X. Assim, dependendo da curvatura da fronteira de
X, dy pode apontar fora da regiao viavel. Para evitar esta dificuldade e obter uma
diregao viavel para o GNEP sera usada a mesma idéia de [16], onde deve-se calcular
uma perturbacao da direcao mediante a resolucao de um sistema linear f
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com um termo apropriado no lado direito:

Bd+\'Vg+u'VH = —VF, (4.9)
AVgTd+GN = —p), (4.10)
MVH"d+Hp = —pp, (4.11)

onde p € R.

A solugao do sistema linear (4.9)-(4.11]) pode também ser obtida mediante a solugao
de (4.5)-(4.7) e um sistema linear adicional

Bd, + A\ Vg+pu VH = 0, (4.12)
AV di +GN = =), (4.13)
MVH"d, +Hp, = —p, (4.14)

onde, d; devolve a viabilidade. Entao, segue que

d = dy + pdy, (4.15)
M= o + pH1- (4.17)

Uma busca linear de Armijo para cada jogador é executada baseada em cada
funcao potencial. Consequentemente, sob algumas hipoteses, na seguinte segao,
serd provado que cada componente dj da direcao dy ¢ uma dire¢ao de descida de
cada funcao potencial , isto & 4TV, 0, (z", 27", \o, uf) < 0.

Seguidamente, procura-se pelo valor de p, tal que a condigao
VO (2”57 Ao, u)d” < EV O] (27,277, No, py)dly (4.18)

seja satisfeita para £ € (0,1). Finalmente, calcula-se

dSTvx” @V(myv x_y7 )\07 H’g)

v < - 1 .
P (g )dlf—rvz”@y('ryy'r_yv)‘07u5>

(4.19)

para qualquer v = 1,..., N, quando dy "V O, (x", 27, Ao, ptf) > 0. Por outro lado,

(4.18) é verificado para qualquer niimero positivo p,. Entao, escolhe-se

p=min{py, pa,...,pn}- (4.20)

Portanto, cada d” é uma dire¢do de descida para ©,(z", 27", A, u1)-

25



4.1 Algoritmo de ponto interior para o GNEP

Nesta secao, sera descrito o algoritmo e a convergéncia global sob diversas hipdteses
requeridas.

Sejaa > 0tal que XY (x7") = {a¥ € X" (27")|O,(-, 27", Ao, p§) < a} éndo vazio para
cada jogador v e para Ao, po limitados. Entao, X, := H]VV:1 XY(x™") é o conjunto
comum de estratégias com O, < a.

O presente algoritmo ¢é estabelecido da seguinte forma:

Parametros. { € (0,1), 7€ (0,1), 5> 0,ev € (0,1).

Dados Iniciais. = € int(X,), e uma matriz definida positiva B € R™*".

Passo 1. Calcule-se a direcao de descida dy e a direcao de busca d.

1. Calcule-se (dy, Ao, i10) mediante a solucao de (4.5))-(4.7) e (dq, A1, 11) mediante

a solucao de (4.12)-(4.14]).
Se dy = 0, Parar.

2. Calcule-se o pseudo-gradiente de (4.8)) e os escalares positivos p,, v =1,..., N,
tal que:
d5TN O, (27, 27, N, 1)
, = mi dg|)?, (& — 1) D 4.21
po = min { AP (€~ DT RA T B )
se d¥TV .0, (z", 277, Ao, 1) > 0. Por outro lado:
o = Bl (1.22)
Escolhe-se p como (4.20)).
3. Calcule-se a dire¢ao de busca d.
fo= po+ pm (4.25)
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Passo 2. Busca linear. Encontrar ¢, o primeiro elemento de {1,v,v? v3 ...} tal

que as seguintes condi¢oes sejam satisfeitas para todo v,

O, (" +td”, x7", Ao, i) < O, (x”, 27, No, ) + ntd” TV O, (z”, 277, o, 1)

(4.26)
gi(z" +td",x7") <0, se \; >0 (4.27)
gi(z" +td",x7") < gi(z¥,x7"), se \; <0 (4.28)
R (27 +td”) <0, se pf, >0 (4.29)
R (27 +td”) < b4 (2¥), se pf, < 0. (4.30)

Passo 3. Actualizagoes.
1. Calcule-se (z¥,x7") := (2, x7") + td.
2. Define-se novos valores para B, A, e M que verifiquem as hipoteses (4.7))-(4.9)

3. Ir ao passo 1. O

Define-se agora uma condicao de regularidade para o GNEP e introduz-se algumas

hipoteses que sao requeridas para provar a convergéncia global do algoritmo.

Denote-se I(z",27") = {i / gi(x”,27") = 0} e J"(z") = {j* / hj.(2") = 0}, aos

conjuntos de indices das restricoes compartilhadas e propias, respectivamente.

k,z/’ k,fu)

Definigao 4.1. Um ponto (2", x € R™ é um ponto reqular do problema se
a unido dos conjuntos Vg;(x”,x7") parai € I(z",27") e VRS, (") para j* € J¥(z"),

ev=1,..., N constitui um conjunto linearmente independente. U

No estudo da convergéncia global do presente algoritmo, prova-se que d*” é uma
dire¢@o de descida da fungao ©, (2", 27", A, f) com Ag e pg fixos. Porém, ndo pode
k+1, k+1,— k+1 | k+1lv k, k,— k kv :

TV LT NG e ) < O, (a2 NG ). Assim,

(xFv 2P AE k) nao sao necessariamente conjuntos compactos. Agora, assume-se

ser garantido que O, (z

que todas as iteracoes estao em X,,.

Hipotese 4.1. Existe um nimero real a tal que XY (z™") sao conjuntos compactos

e int(XY(x™")) £ 0. Além disso, todas as iteragoes pertencem a X,. O

Como consequéncia da hipdtese prévia pode-se deduzir que a sequéncia
{(xF¥ 2%7)} tem pontos de acumulagao e, desde os sistemas lineares (4.5)-(4.7)

e (4.12)-(.14), que {\E} e {uk} sdo limitados.

Hipoétese 4.2. Se 2 € int(X/(z7")) entdo gi(z”,27") <0 and h, (2") <0, O
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Hipotese 4.3. f¥, g;, h%, pertencem a C*(X}(z7)). O
Hipotese 4.4. As funcgoes f¥ sdo convexas sobre a varidvel ¥ para todo x™%. [

Hipotese 4.5. [Condicdo de Regularidade] Para todo (x*",2*~) € X, e para todo
i € I(x¥,27") e j¥ € J¥(z") os vetores Vg;(zV,27") e VI, (z") sdo linearmente

independentes. O
Hipotese 4.6. O equilibrio normalizado x* é um ponto regqular de . 0

A busca linear é uma extensao da regra de Armijo para o problema de equilibrio

generalizado, [14]. Agora, introduz-se algumas hipdteses sobre o algoritmo.

Hipotese 4.7. Eziste NI\, p?t 7% € Ry tal que N < Ny < X\ epr! < Wiy < us,
para todov =1,...,N. O

Propoe-se agora uma particular estrutura para B. Define-se B como uma matriz
diagonal por blocos, onde cada bloco ¢ B¥ € R™*™ e uma nova hipotese é

acrescentada.

Hipétese 4.8. FEuxiste o, of € R, tal que

/||| < d""B*d” < oy||d’|]?, Vv =1,...,N.

4.2 Convergéncia Global

Nesta segdo, prova-se sob diversas hipoteses (4.1)—(4.8) que, para qualquer ponto
inicial (2% 2%7") € int(X,), a sequéncia {(z** x%7")} gerada pelo algoritmo

converge ao equilibrio normalizado do problema (4.1J).

Primeiro, é necessario provar que o sistema f seja bem definido, isto é, que
o sistema linear tem a solucao tinica. Para esta demonstragao, é suficiente provar
que o sistema homogéneo derivado de (4.4]) possui s6 a solugdo trivial. Pode-se
adaptar a prova da referéncia [32] para o sistema linear com restrigoes proprias
e compartilhadas. No lema prova-se que cada componente d” de d é uma direcao
viavel e de descida para a fun¢ao potencial ©, (2", 7", A, 1), para cada v. No lema
[4.3] prova-se que em um namero finito de iteragoes, ¢ sempre possivel encontrar um
passo de longitude ¢ > 0 tal que as condigoes f sao satisfeitas. O lema
[4.4] mostra que qualquer ponto de acumulagao da sequéncia gerada pelo algoritmo
é um ponto estacionario do problema , isto ¢, um ponto regular tal que existe
AER™e ¥ € RY que satisfaz . No teorema mostra-se que qualquer ponto

de acumulagao da sequéncia gerada pelo algoritmo é um ponto de KKT do problema

(D).

28



Lema 4.1. Seja um ponto x¥ € XY (x™"), qualquer conjunto de matrizes definidas
positivas B”, com B = diag((B"))_,), e qualquer X; > 0 e p%, > 0, onde
v=1,...,N. A matriz (w (-) € nao singular.

Demonstragao. O seguinte sistema linear é considerado a partir de (4.5))-(4.7)).

Bd+Vg(2',2 A+ VH(z", 2" = 0, (4.31)
AVg (2", 27)d+ G(z", 27 ")N = 0, (4.32)
MVH (2", 27")d+ H(z", o™i = 0, (4.33)

e de (4.32)-(4.33]), obtém-se

Vol (@*,a)d = —Traa”, a7, (4.34)
v v\ J /L v v
Vot (2')d = uj 1Y, (). (4.35)
Jv

Multiplicando (4.31]) por dT,
d"Bd+d'Vg(z",a")\+d " VH(z",27")i = 0.

Substituindo (4.34)) e (4.35)
d"Bd — Z

(x¥,x ”)—ZZ

B e (1) = 0. (4.36)

Pela hipotese @, Ai >0 e pf, >0, entdo pela equagao anterior,

d'Bd < 0.

Note-se que B é uma matriz definida positiva pela hipotese , entdo d = 0.
Por outro lado, de (4.36]) tem-se

N (—uu)2

Z );;) gi(z¥, x ”)+ZZ K

i=1 v=1 jv=1 Hjv

h%, () = 0.

J

Segue das condi¢oes da busca linear e pela hipotese que (A, %) =0, quando
i I(x”,x7") e j” & JV(z").

Agora, analisa-se o caso quando i € I(z”,27") e j* € J"(z"), e de (4.31)) tem-se que

Y Ve ) N+ D VALE)'E, = 0, (437)

iel(z?,z=") v=1 jveJv(z¥)
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Finalmente, pela hipotese 1) de regularidade (Xi,ﬁj't) = 0. n

Consideramos agora o caso particular quando dy = 0, neste caso o algoritmo péra.

De (4.5)-(4.7) tem-se que

MNVg+u VH = —VF, (4.38)
Gl = 0, (4.39)
Huy = 0. (4.40)

Pela hipotese e a busca linear todas as iteracoes sao estritamente viaveis. De

e , tem-se que \g = 0 e pg = 0. Por tanto, por , VF = 0. Entao

x ¢ um ponto de KKT.

De agora em diante, serd estudado o caso em que o algoritmo nunca mais para.
No seguinte lema, prova-se que o vetor d” é uma dire¢ao de descida e viavel para a

funcao potencial ©,, para cada v =1,..., N.
Adicionalmente, precisamos de uma hipotese sobre as matrizes BY.

Hipotese 4.9. O produto (BY) V>

¥V

LY € uma matriz definida positiva em cada

iteracdo. Isto € satisfeito, por exemplo, se BY € a matriz V2, . L' ou simplesmente

Vv

a matriz identidade, para v =1,... N. O

Note-se, V2, L” & definido positivo pela hipotese de convexidade sobre as funcoes

v x¥

fl/7 gZ e h],{u.

Lema 4.2. As diregoes df e d* satisfazem as sequintes desigualdades
d*TN O, (2" 2B NE by < diF TV w0, (R T NS k) <0, (4.41)

para todov =1,..., N.

Demonstragao. De (4.5)), tem-se

B dg" + Vo gi(a®, a5 ) TN 4+ Vb (25) Tpg? = =V f7 (2™, 2™7)
(4.42)

para todo v =1,..., N, e multiplicando 1} por dlg’”T, obtém-se

do” " BR Y 4 dp” TV g (2B 2P T TS 4+ de Ve YT (@) = —dpt Ve fU (2™ 2B )
(4.43)

para todo v =1,..., N. Novamente, por (4.42)
dy” = —(BM") I LY (2%, 2P G i), (4.44)
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para todo v = 1,..., N. Por outro lado, pela defini¢io de ©,(x”, 27", Ao, pg}), tem-se

VO, (2" a7 b, ,ulg"/) = 2V?

¥av

vi kv _k—v \k kv vi kv _k—v \k kv
LY (2™ a7 Ngs o )V LY (27, 257V 0N, ™)

(4.45)

Segue de (4.44) - (4.49) que

kovT kv _k—v yk  kvy _
dO vﬂ?”@ll(x y L 7/\0’N0 ) -

=2V LT (™, a7 NG, ) (BR) IV LY (a7 2T NG, g )V LY (™, 257 A, ™).

Pela hipotesed.9|a desigualdade di*" V. 0, (aFv, xb=v N, ,ulg’”) < 0 é satisfeita para
todo v =1,...,N. Por tanto, Z,]Ll d5TV 0 O, (2P, kv AE /ﬂg”’) implica que

diVO(z”, 27, Ao, o) < 0. (4.47)

Assim também, precisa-se provar que d*’ é uma direcio de descida de
@,,(ﬂ’”,xk””,)\’g,ug’”), para todo v =1,..., N. Para isto, emprega-se 1} de

d, entao tem-se

dk,uTva@V(xk,V’ xk,fy, )\Ioc’ Iulg,u)
o Vo O, (™ 1P N ) 4 phdy” T Vo, (P 2PN g
(4.48)

Agora, analisa-se dois casos. O primeiro quando d’f’”TVW@V(x’“’”, kv Nk ug’”) <
0, e pode-se escolher qualquer valor positivo para py,. Por outro lado, py, ¢ definido

em (4.19)). Finalmente, escolhe-se p como em (|4.20)). O

Lema 4.3. Existe 7 > 0 tal que para qualquer ¥ € XY (x7") e d” € R™ calculado
pelo algoritmo, as condigoes ({.26)- sao satisfeitas para qualquer t¥ € [0, T].

Demonstragao. Segue das hipoteses ({.1)—(4.3) que ©,(z", 27", Ao, 1f) pertencem a
C*(XY(x™)), para todo v = 1,..., N, e pode-se aplicar a aproximagao de Taylor
com residuo integral. Entao, obtém-se
O (x" +t7d”, a7 No, ) = O, (x", 277 Ny p) +17d” VO, (z7, 77, No, 1))
tl/
1
+/ §d”TViyzu@y(x”,x_”,)\o,ug)d”(t” — s)ds.
0
(4.49)

Segue da hipotese que existe um k, > |[|V2,,.0,(z", 27" Ao, uy)|, para

¥ xv
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¥ € int(XY(xz~")). Entao

O (a” +t7d”, 17 Mo, i) < O, 177, Moy i) + 1A TV 00O, (27, 277, Ao, pif) + ko t” || d”]|%,

para qualquer [z¥,z" + t"d"] € X”(x~"). Assim, a condigao (4.26) ¢ satisfeita para

qualquer t* tal que

(n— 1)d”Tqu@l,(x”, 7Y, Aoy 14g)

< (4.51)
oy |d ||
Pela definigao de d e a hipotese (4.8]), pode-se escrever
(1 —n)éoy
< 4.52
Kk (0v)?2 (452)

com 0¥ > 1. Portanto, para todo v existe um 7, > 0, entao pode-se tomar

T =min{r,}, 7 > 0. As condigoes (4.27)—(4.30) que envolvem as restri¢es podem
ser provadas usando o mesmo caminho que em [14]. O

Agora, pode-se dizer que qualquer sequéncia gerada pelo algoritmo é contida no
conjunto compacto X”. Por tanto, a sequéncia tem pontos de acumulagao em
int(XY).

Lema 4.4. Qualquer ponto de acumulagio x* = (ax*% ... 2%, ..., oY) da
sequéncia {x* 2%~} gerada pelo algoritmo é um ponto estacionario do problema

. Além disso, (™, 257" Ao(x*), po(x*)) constitui um vetor estaciondrio do
problema ({f.1). Chame-se Ny = \o(z*) € piy = pio(z*).

Demonstragao. Desde que (BY)Y_, p, A\, e u’, paratodov = 1,..., N, sao limitadas,
existe uma sequéncia {2*}cx, onde K C N que convergem a z*. Entdo existe uma
subsequéncia {a* Nk kv B* pklick que converge a {x*, \*, u*, B*, p*}.

Desde que d depende continuamente de x, \, i, B, e p, entao {d*}rcx — d*, onde
d* = d(z*, \*, ji*, B*, p*).

Agora, considere-se uma sequéncia convergente em K; C K, tal que {t*}rex, — t*,

e como t* ¢ limitado inferiormente por um nimero positivo pelo Lema , et" > 0.
Pela condicao (4.26)), pode-se escrever

k+1v k,—v \k kv kv _k—v \k kv k,_ gkuvT kv _k—v \k kv
@l/(x y L 7/\()7,“0 ) SG)V(I L 7)‘07N0 >+t 77d vx"@l/(x » L 7)‘07N0 )

(4.53)

para todov =1,... N.
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Agora, toma-se o limite quando k — oco. E tem-se

O, (z", 2"V NE by <O, (a*, 2BV i) + tnd™ TV O, (2 2TV N b
(4.54)

com n € (0,1).

O, (a2 N, 1" ) < O, (™, 2 TN, 1) At ndP TV O, (2 2T NG, 1)
(4.55)

com 7 € (0,1). Assim, a seguinte desigualdade é satisfeita
ATV O, (™, 2™ N, 1) > 0. (4.56)
Por outro lado, pelo Lema [1.2]
ATV w0, (2™, 27 N, 1) < {dé’ﬂvxu@,,(x*’”,x*’_”, o i) < 0. (4.57)

Entao, de —
ATV w0, (2™, 27 N, 1) = 0. (4.58)
Por tanto, pela equagao (4.46))
Vo LY (@™, 277, A5, p15™") = 0,

para todov =1,...,N. O

Pelo lema 4.5 em [I4], pode-se garantir que qualquer ponto de acumulagao da
sequéncia gerada pelo algoritmo é um ponto estacionario do problema (4.1)), e
precisa-se assumir que este ponto estacionario é um ponto isolado ou um conjunto

compacto isolado com as mesmas restricoes ativas.

Teorema 4.1. Qualquer ponto de acumulagao (z*Y,x*~") de uma sequéncia gerada

pelo algoritmo é um ponto de KKT.

Demonstragao. Seja (™, x*~") um ponto de acumulac¢do da sequéncia gerada pelo
algoritmo. Pelo lema [£.4] * é um ponto estacionario. Além disso, um vetor

*,—V *

(™ ™77 N, ug) constitui um ponto estacionario. Assim, é s6 necessario provar

*,V
Y

que os multiplicadores de Lagrange sao nao negativos.
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Novamente, pelo lema [4.4] tem-se que no limite dy = 0. De ([4.6)-(4.7), tem-se

G(a™, ™)\ = 0, (4.59)
H(z™ 2"y = 0, (4.60)

Aqui, tem-se dois casos. O primeiro quando g;(z*",z*7") < 0, k%, (") < 0, entdo
*7V JR—
82 - O (& /"[’O_]” — 0

No segundo caso, ¢é necessario analizar as restricoes ativas. Considere-se
gn(x™V,257") e hy, (x™7), tal que h € I(z*,2%7") e p” € J"(z™"). A prova sera por

contradi¢ao, entdo assume-se que Ao (2%, 257%) = A5, < 0, phe () = gy < 0.

Agora, pelas equagoes - AL =X < 0e p,;;f,, < 0, pois p depende
dos valores de dy. Como o método usado é estritamente vidvel, tem-se que

gn(z*, 2b ) < 0 e hgy(xk’”) < 0 em cada iteracao, para todo k € N. Por tanto,

escolhe-se uma subsequéncia crescente {(z*", 2%7")}rek,, K1 C K que converge a

*

(x= x*7"), isto é

kv [ k,—

R T A A A (4.61)
v kv v k—1,v
hoo (™) > hp(27") (4.62)

gn(x

para todo k € K;. Como \* < 0 e pu,)" < 0 para k € K grande o suficiente verifica-
seque)\’“<0e,up < 0.

Pela condi¢ao de Armijo (4.28]) e (4.30)), tem-se que

gh<xk,u7xk,7u) S gh(‘xkfl,u’xkfl,fu) (463)
Ao (%) < Ry (aFh) (4.64)

Mas isto contradiz as desigualdades (4.61)) e (4.62). Por tanto, A, > 0 and p” > 0
e o vetor (¥, x*7" A, ug) € um vetor de KKT do problema (4.1)). O
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Capitulo 5

Um Método de Pontos Interiores

com Funcao Potencial Global

Neste capitulo apresentamos um algoritmo de pontos interiores e dire¢oes viaveis que
converge para o equilibrio de Nash normalizado do GNEP. Ao contrario do capitulo
anterior, vamos trabalhar com uma tnica funcao potencial, que sera utilizada na
busca linear. Além disso, sob certas hipoteses conseguimos provar a convergéncia

global do algoritmo que sera aplicado no seguinte GNEP.

min ¥ (a*,27")

para todov =1,..., N.

e As fungoes f"(z",27") : R" - R, g; : R* = R e A}, : R™ — R sdo convexas e

continuamente diferencidveis duas vezes.

o XV(z7")={z" e R™|gi(x",27") <0, i =1,....m, Wi (z") <0, j¥ =1,..,1"}
¢ o conjunto de estratégias de cada jogador v para o problema (5.1).

e g; representam as restrigoes compartilhadas e h%, as restrigoes proprias de cada

jogador v.

5.1 Idéias principais para o desenvolvimento do

presente Algoritmo

Nesta se¢ao procura-se o equilibrio normalizado do GNEP (j5.1)) mediante a solugao

das condi¢oes de KKT concatenadas.
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As fungoes de Lagrange do problema (5.1)), onde A € R, p” € Rﬂ: sao definidas por
(3.20) e as condigoes de KKT sao definidas por (4.2)) adicionando que

A >0 e u;@ >0, (5.2)

paratodoi=1,....me " =1,..,10".
Para simplificar usaremos = em lugar de (z”,z7"). O algoritmo gera uma sequéncia
de pontos estritamente viavies no interior do conjunto viavel definido da seguinte

forma
Q:={z=(2,\p) €ER" xR™ x Rl|g(z) <0,h(x) <0,A>0,u>0}, (53)

onde | = S0 1Y g(z) = (g:)™, €R™, e h(z) = (W*))_, € Rl. Esta sequéncia

converge a solucao normalizada do GNE.

Define-se o seguinte vetor

onde
o F(z,\ )= (VaulV(x,\, )N, € R™.
o G(x) = diag(g) € R™*™.
e H(z)=diag(h) € R
A solucao do sistema de KKT concatenado ¢ encontrada quando S(z) = 0.

O seguinte sistema linear descreve uma iteracao de Newton que resolve
S(x, A\, ) =0.

V.F(z,\,u) Vg(z) VH(z)| |20 — 2 F(x,\ p)
AV,g"(x) G 0 =M =—1| G\ |. (5.5)
MV,H"(x) 0  H(x) | [po—n H(z)p

Sendo que,

o As restricoes estao representadas pelos seguintes termos:
9(z) = (g:i(x))iL; € R™, h(z) = (h"1(2"));5, € R

e A matriz diagonal G(z)=diag(g) € R™*™, e a matriz diagonal
H(z) = diag(h) € R
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vz1 g1 Vx1 ga ... Vxl dm

Vg = : S : e R, (5.6)
VxNgl vagg oo vagm
[ ]
(Vahh 0 0 ]
0 Vgpehi o 0
VH = ' € R, (5.7)
0 0 ... VuvhiY]

o A = diag(\) € R™™ e M = diag(p) € R* para p = (u)_, € Rl e

v=1

v .
Varhl, € R™ > respectivamente.

Agora, pode-se escrever o sistema ([5.5)) da seguinte forma:

VS(z)Dy = —S(z). (5.8)
Onde,
V.F(z, A\, n) Vg(zr) VH(z)
e VS(z) = | AV.g'(x) G 0 uma matriz quadrada de dimensao
MV, H"(x) 0 H(z)
n—+m+1.
To— T F(z,\ pn)
e Dy= |N— M| eS(z)=| G(x)\ | vetores de dimensao n+ m + [.
Ho — M H(z)p

Note-se que, em geral nao pode-se esperar um descréscimo de todas as fungoes f¥(z)
em cada iteracio, desde que, quando f¥(z*) é menor que f”(x*), um incremento
de f”(x) poderia ser requerido. Para evitar este incoveniente, precisa-se uma
funcao potencial apropriada tal que sera reduzida em cada iteragao no algoritmo.

A fungao potencial pode ser usada também em problemas variacionais como em [12].
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A funcao potencial proposta para verificar os critérios de convergéncia é definida

CcOo1mo

O(p.q,r) = |Ip|* + (g, 7), (p,q,7) ER" x R™ x R, (5.9)

onde (a1 (z qz+z7y>

Agora, aplica-se a fungao potencial sobre o vetor S(z) e tem-se que

O(S(2)) = O(S(z, A, p) = | F(w, A )| + o((G(2)A, H(w)p)), (5.10)

onde p((G(z)\, H(x (Z Xigi (@ Z u}@h}(m”)).

v=14v=1

Prova-se que quando x ¢é estritamente viavel, a direcao Dy, obtida pelo sistema
¢ uma diregao de descida com respeito a O(S(z)). Sem embargo, Dy ndo sempre e
uma direcao viavel. De fato, quando z estd na fronteira de €2, segue de que
Dy é tangente a ). Assim, dependendo da curvatura da fronteira de €2, Dy pode
apontar fora do dominio vidvel. Para evitar esta dificuldade e obter uma direcao
viavel para o GNEP, aplica-se a mesma idéia de [16] e introduz-se no sistema linear

(5.5) um termo apropriado no lado direito:
VS(z)D = =S(z) — pE, (5.11)

onde pe Ry e E =10, Ay’ € Rvtm+,

A solugao do sistema linear (5.11)) pode também ser obtido resolvendo o sistema
linear (5.5)) e o sistema auxiliar

VS(2*)D, = —E, (5.12)
onde, D; devolve a viabilidade. Entao, segue que

Pode-se reescrever (5.13)) como

d dy dy
D=1 X|=|X|+p| X |- (5.14)
Iz Ho H1

Uma busca linear de Armijo serd executada usando a fungao potencial ([5.10)).
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Consequentemente, sob algumas hipoteses, na seguinte se¢ao, prova-se que a dire¢ao
Dy é uma diregao de descida para a fungao potencial (5.10)), isto ¢ D ©(S(z)) < 0.

Seguidamente, procura-se por p, tal que a condi¢ao
VO(S(2))D < EVO(S(z)) Dy (5.15)

¢ satisfeita para & € (0,1). Finalmente, calcula-se

Dy VO(S(2))

DIVO(S(:) o

p<(E—1)

no caso em que D] VO(S(z)) > 0. No caso contrario, (5.15) ¢ verificada para

qualquer p positivo. Em consequéncia, D é uma dire¢ao de descida para ©(S(z)).

5.2 Algoritmo de pontos interiores e diregoes via-

vels proposto para a solucao do GNEP

Nesta segao apresentamos o algoritmo proposto, as hipdteses necesséarias para

garantir a convergéncia e sua anélise.

Para obter a convergéncia do algoritmo precisamos fazer as seguintes hipdteses sobre
o problema (j5.1)). Considere-se a > 0 tal que

Qu ={z=(z,\,pn) € QO(S(2)) <a} (5.17)

é nao vazio para A, p limitados.

Hipotese 5.1. Existe um numero real a tal que €, € um conjunto compacto e
int(Q,) # 0. O

Como uma consequéncia da hipétese anterior, pode-se deduzir que a sequéncia {z*}
tem pontos de acumulagio e, desde que os sistemas lineares (5.8)) e (5.12)), que {\5}

e {uf} sao limitados.

Hipétese 5.2. Se z € int(§),) entdo gi(v) <0 e b, (z7) <0, para todo i =1,....,m
e para todo 3¥ =1,....1". O

Hipotese 5.3. f¥, gi, h}, pertencem a C%(int(%)), para todo v = 1,....N. VF,
Vg, e Vh satisfazem a condi¢do de Lipschitz. 0

Hipotese 5.4. As funcoes f¥, g, e b, sio converas sobre a varidvel ¥ para todo

x™" para cadav=1,...,N. O
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5.2.1 Descricao do Algoritmo

O algoritmo é estabelecido como segue:

Parametros. £ € (0,1), 7€ (0,1), 5> 0, and v € (0,1).

Dados Iniciais. z € int(€),).

Passo 1. Calcule-se a direcao Dy e a direcao de busca D.

1. Calcule-se Dy resolvendo

e D, resolvendo

VS(2)Dy = —S(2).

VS(Z)Dl = —E,

onde E = [0, \ p]" € Rrtm+,

Se ©(S(z)) = 0, parar.

2. Calcule-se o escalar positivo p, tal que:

p = min { 02(51(2)). (¢ - 1)

se D] VO(S(z)) > 0. Caso contréario:

Dy VO(S(2))

p = BO*(S(2)).

3. Calcule-se a dire¢ao de busca D como

Passo 2. Busca Linear. Encontrar t*, o primeiro elemento de {1,v,v% v

D

DO -+ le

que as seguintes condi¢oes sejam satisfeitas para todo v,

O(S(" +t*DF)) < O(S(2*)) + nt* DTVO(S(2Y)),

gi(z® + t*d*) < 0, para qualquer \F € R,

hi(z* + t*d*) <0, para qualquer ¥ € R.

Passo 3. Atualizacao.

i) z:=z+1tD.
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D{VO(5(2))

b

3

P

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

.} tal

(5.23)
(5.24)
(5.25)



ii) Definir novos valores para A, e M.

iii) Ir ao passo 1. O

A regra de busca linear é uma extensao da regra de Armijo para o GNEP, [14].

Agora, se introduzem algumas hipdteses sobre o algoritmo.

Hipétese 5.5. Existem N N pYl p7° € Ry tal que M < N\ < A9 e
u”lguj”»ySul’s,pamtodoyzl,...,]\f. O

Hipotese 5.6. O gradiente S(z), VS(z), € nao singular em §2,. O

5.3 Convergéncia do Algoritmo

Nesta secao, serd provado sob as hipoteses 7, que para qualquer ponto
inicial 2° € nt(£,), a sequéncia gerada pelo algoritmo converge para o ponto
de equilibrio normalizado do problema . Na sequéncia das demonstracoes é
necessario provar que o sistema é bem definido, ou seja, que o sistema sb
aceita uma tnica solucao. Para isto é suficiente para provar que o sistema tem uma
solugao trivial e isto é satisfeito pela hipotese [5.6, No lema [5.1] prova-se que Dy é

uma diregao de descenso da fungao potencial ©(S5(z)).

Lema 5.1. A direcao Dy satisfaz a sequinte desigualdade:
DETVO(S(2M) <o. (5.26)

Demonstragdo. Seja o  gradiente da  fungdo  potencial — O(S(zF)),

VO(S(24)) € R,
VO(S(ZM) = [2FT(2*) —1,, — 1;]VS(2"), (5.27)

onde 1, =(1...1) e1; = (1...1) vetores de dimensao m e [, respectivamente. Da

equacao e do sistema linear , tem-se que
VO(S(z")Dgy = [2F" () — 1 —LJVS(Z")Dg = [2F" () — 1 — LJ(=S(").
Usando a defini¢ao do vetor S(2*) (5.4
VO(S(z)Dy = [2F'(2") —1, —L][-F() -G )N — H(z )"
m N
= 2FCEOIP+ Y Nga@) + D (@)
i=1

v=1jv=1
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Da defini¢ao da fungao potencial (5.10]), segue que:

VO(S(z")Dy = —2F (") + i&gz-(w’“) + % b (2F)
= —[IFEHIP + (;:(;(Z’“))] < O-V:L] ) (5.28)
Portanto,
VO(S(z")DE < o. (5.29)

]

No lemal5.2}, prova-se que D é uma diregao viavel e de descida para a funcao potencial

O(S5(2)).
Lema 5.2. As direcoes Df e D* satisfazem a sequinte desigualdade:
D*TVO(S(2%) < €DETVO(S(2F)), (5.30)
para £ € (0,1).
Demonstracao. A partir de tem-se que
DFTVO(S(2%) = DETVO(S(2%) + p"DFTVve(S(2h)).

Pela definigao de p, ((5.20)-(5.21)), a desigualdade (5.30)) é satisfeita. O

Observe-se que, do sistema ((5.11)) e desde que z — S(2),2z — VS(2) e z = VS71(2)
sdo continuas pela hipotese [5.3] tem-se que D é limitado, o lemma 5.3 mostra este

fato.

Lema 5.3. Eziste 6 > 0 tal que a direcao de busca D* calculada desde o algoritmo

satisfaz
|DM|)* < 60(S(2")), (5.31)

para qualquer z* € €.

Demonstragao. A partir do sistema linear (5.11)), tem-se que
ID*] = IVS(M) " (=S(=") = pE)|| < [VS(") M| = S(*) = pE].

Usando o fato de que {V.S(2¥) " }en € limitado, isto ¢, ||[V.S(2%)71|| < T, obtém-se
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que
ID*[? < T2 = S(2*) = pEI* = T* (IS(M)II* + 25 (")pE + 2| EIIP) . (5.32)
Assim,
IDM* < 72 (IS(M)IP + 25 (%) pE + p?|| BIJ?) - (5.33)

Por definicio S(z%) = [F(z) G(z)A H(z)p]', assim substituimos na desigualdade

anterior e tem-se que o lado direito de (5.33)) é
T2 (IF I+ G @) + [1H (@)pll® + 28(2)pE + p*| E|?) . (5.34)
Agora, como [|G(2)A|* + [ H(z)pl* < ¢*(G(2)A, H(x)p), segue que (5.34) &
< T2(IFENIP + ¢* (G H(w)p) + 208" () E + p*||E|?)  (5.35)

A partir da definigao da fungao potencial ©(S(2*)) segue que ||F(2%)]|? <
O(S(2%)), *(G(x)\, H(z)u) < ©2(S(z k)) Além disso pelas hipoteses e
segue que S (zF)E = (ZZ igi(z) + 30 1Jv_1 0 hj”-u(x”)) < 0. Pela hipotese
A; e 1, sao limitados entdo pode-se considerar que existe um v > 0 tal que || E|| < 7.

Pelo anterior e pela defini¢ao de p (5.20)), segue a desigualdade com respeito a ([5.35)

IN

T? (B(S(2")) + O(8(2"))* +286(S(24)) ")
< TP (1+20(S(25)) +28°0(S(2"))*y%) ©(5(z9)). (5.36)

De , segue que (5.36))
< T?(1+2a+2B%°y%) ©(5(z")).
Agora, considere-se 6 = T? (1 + 2a + 23%a+?) > 0, entao
ID*|[? < 60(S(")).

O

Agora, analisemos a fungio potencial ©(S(z*)), esta fungao esta definida como a
somatoria do modulo de F' e a complementariedade. A fun¢ao modulo é de Lipschitz,
entao analisemos se a funcao de complementariedade também é de Lipschitz, o

seguinte lema mostra este fato.
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Lema 5.4. Seja ¢; uma funcao definida num conjunto aberto U C R x R"™.

N x) — Agi(z),

Suponha que I' C U € compacto e convero, onde g; € definida sob as hipdteses

5.4 O gradiente de ¢;(\,x), Véi(\, x), satisfaz a condi¢io de Lipschitz.

Demonstracao. Pela definicao de ¢;, tem-se que

V(A x) = (gi(z), \iVgi(z)).

~

Agora, sejam (A, z) e (A, y) pontos no dominio de ¢;, entao

[Voi(A, ) — Vcbi(i,y)H = |l(gi(z), A\Vgi(z)) — (gz'(y),;\VQi(y))”
= |(gi(z) — g:(y), \Vgi(z) — ng(y))ll
< gi(@) — g:(®)| + [AVai(x) — AVgi(y)|)-

Pela hipotese [5.3], Vg; satisfaz a condicao de Lipschitz, entao existe x4, > 0 tal que

IVoi(X2) = VoAl < gi(x) = i) + [AVgi(z) — AVgi(y) |
< o) — g + IAVai(x) — AVgi(x) + AVgi(x) — AV (y)|
< gi(w) = g: ) + [ = M Va(@)ll + A Vgi(x) = Vaily) |
< gi(2) — g+ A= VVa@) | + Mg lle =yl (5.37)

Assim,

IV, ) = VoA, w)ll < 1gs(@) = g:(w)] + [|(A = M Vga() || + |Alry,

=yl
(5.38)

Por outro lado, como Vg;(z) é continuo em I' segue que existe cy, tal que
|Vgi(z)]] < eygy,. Além disso, pelo teorema de valor médio, dados z,y € I', o

segmento x + o(y — x) € I' para todo o € [0, 1], entao

19:(y) = gi(2)]| = [Vgi(z + o(y — 2))(y — 2)| < cvg,lly — =] (5.39)

Por tanto, ¢;(x) satisfaz a condi¢ao de Lipschitz. E pela hipotese , )\ sdo limitados,

entdo existem valores positivos \° tal que

IVoi(X 2) = Vol < evglly — 2l + eoglIA = Al + A%k,

x—yl|
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. - S ~
Pode-se considerar ¢ = max {cy,,, A\° Ky, }, entdo

IVoi(A,2) = Voih )l < éllz =yl +evg A = Al

Finalmente, existe um valor C' > 0 tal que
VoA 2) = VoA m)l < Cll(hz) — (A )]l

]

Pelo lema anterior, VO(S(z)) satisfaz a condi¢ao de Lipzchitz. Assim, pode-se usar
a proposigao (4.1) de [I4] para obter a seguinte desigualdade para uma constante

positiva k e [u, p] C €.
O(S(u)) < O(S(p)) + (u—p)VO(S(p)) + &llu — pll?,

Lema 5.5. Eziste 7 > 0 tal que para qualquer z € Qq(2) e D € R® x R™ x R!
calculado pelo algoritmo, a condi¢ao ¢ satisfeita para qualquer t € [0, 7).

Demonstracdo. A partir de que VO(S(2*)) satisfaz a condicao de Lipchitz, tem-se

que
O(S(zF +1"DF)) < O(S(%) + t*D*TVO(S(2F)) + (t*) kel DF|?,  (5.40)

com kg > 0.

Para que a condi¢ao de Armijo seja satisfeita a seguinte desigualdade deve ser

mantida em todas as iteracoes.
O(S(2F)) +t"DFTVO(S(2%)) + (t5) ke || DF||> < ©(S(2%)) + t"nDFTVO(2¥).(5.41)

Vamos analisar o lado direito da desigualdade ([5.41)), especificamente o termo
D*TVO(2*), a partir das definicoes de D ([5.22)), o sistema linear (5.11)), e a funcao

potencial ([5.10).

VO(S(z*)D* = 2F(z*) —1,, —1,]VS(*)DF
[2F(Z’“)T — 1]VS(2*)(Dg + pDY)
= [2F(z")T — —L(VS(E))DE + pl2F (2% —1,, —1,](VS(z
= 2F(z")" - — L)(=S(") + p2F (") — 1, —1L)(-FE)

—[IFM)I* +6(s +p<ZAzgz Z u;h;(ﬂk)).

v=1jv=1
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Assim,

VO(S(+4)D* = ~[|F(*)| + e +p(zngz £y u§uh§u(fv”k)>-

v=1,jv=1

Pela igualdade anterior tem-se que o lado direito da desigualdade (5.41)) é igual a

O(S(:) + 17 < (szgz Z u]”-uh?u(:v”’“))—[HF(z’“)H2+@(S(Z’“))]>
— (1= t)O(S(:H) + thn ( (Zagz > u?»h]”-u(a:”’“)>—\!F(zk)!\2]>-

(5.42)
Assim, por (5.42)) a desigualdade ([5.41)) pode ser escrita da seguinte forma

O(S(24)) + D" VO(S(2Y)) + (1*) ke | D¥|*

< (1= t*)O(S(z")) + t*y ( (Z&gz Z M]”-uhj”-u(fv”k))—IIF(Z’“)IIQ]>

v=14v=1

(5.43)
Agora, ao simplificar o termo O(S(z*)) e seguidamente o t* na desigualdade (5.43)),
obtém-se que

DFTVO(S(2%)) + thke || D*|?

S—nG(S(zk)Hn(P (inmm > u;uhzu@“k))—||F<z’f>||2]).

Assim,
“rel D*|?
m N,
< —nO(S(2")) +1 (p (Z Nigi(a"®) + Z u?»hj”-u(fff”k)> - ||F(Zk)!|2]> — DMVO(S(2h)).
m N,
=1 <—@(S(Zk)) +p (Z Nigi(a"®) + Z M;h;(ﬁ’ﬁ)) - ||F(Zk)|!2]> — DMVe(S(2h)

=1 (D"'VO(S(2")) — DFTVO(S(2Y))

=(n— 1)D"’TV®(S(2'“)).
(5.44)
Portanto,

s - (1= 1)DTVO(S(H)
Rk

(5.45)
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para qualquer n € (0,1).
Agora, aplica-se o lema e o lema em (|5.45)).

(1 —n)éDF'VO(S(2"))

¢ 4
PR RIER) (5.46)
De (5.28), DETVO(S(2%)) < ©(S(2*)), entdo segue que
(1 =n)¢
tk —_— A4
para qualquer n € (0,1). Assim, 7 = % O
Ko

Lema 5.6. Seja D = [d )\ ji] € R" x R™ x R! calculada pelo algoritmo, existe o > 0

tal que para qualquer z € ), as condi¢oes - sao satisfeitas para qualquer
t €10,0].

Demonstragao. Pela hipotese [5.3] existe x4, > 0 tal que

gi(a:k + tkdk) < g,(wk) + tdeVgi(xk) + Ky, ||15kdk||2
= g,(xk) + tdeVgi(a:k) + (tk)Q/-fgi dkHz, (5.48)

para qualquer z* e 2% +t*d* em Q, tal que [z*, 2% +t*d*] C Q,, e pelo sistema linear

(5.11)), tem-se que

ga(a®) + TV gi(a) + (g 21 < ga(a®) + £ [_Wk) (J ; 1) _ p] T (PRl

Ai
(5.49)

Entao,

5
Bt ) S )+t ) (F41) -]+ PRl

A
< ) L= (1) | = ok (e
(5.50)
Agora, a condicao (5.24)) sera satisfeita se
k k Xi k ky2 k|2
gi(z®) |1 —t x—l—l —t"p 4+ (t")"Ky,||d"]|* < 0. (5.51)
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E pela hipotese [5.2] tem-se que

P
dF||2

tF < min (5.52)

)
A Kg;
/\¢+1‘ g

Assim, existem (; > 0 pela hipotese , e pela desigualdade (5.37) e a defini¢ao de
p (5.20) a condicao ([5.24)) ¢é satisfeita para qualquer t € [0, (;].

A prova da condi¢ao (5.25) tem um tratamento analogo ao anterior. Portanto,

existem (; > 0, para i = 1,...,m + [, tal que t € [0,¢;]. Finalmente as condigoes

(5.24) e (5.25) sao satisfeitas para qualquer t* € (0, 0], com o = min{¢;, 7}, onde 7
é obtido do lema (.5l O

Note que pode-se considerar a longitude do passo ¢ num intervalo definido como
[ea, o], onde € € (0,1).
Desde os lemas e [.6] pode-se observar que o passo t calculado pela regra de

Armijo esta bem definido.

Teorema 5.1. Seja D € R” x R™ x R! sob as hipéteses [5.105.6, dado um ponto
inicial 2° € int(Qy,), existe uma subsequéncia de {z*} gerada pelo algoritmo

convergindo a z*, que € a solucao do problema .

Demonstragao. Desde o lema [5.3], [5.5] e pela hipotese [5.1], pode-se considerar a
sequéncia {zk} — 2* tal que z* pertence ao conjunto compacto €2,. A direcao de
busca D* ¢é limitada desde que VF(2%), \* ¥ e p* sdo limitados. Entdo, pode-se

deduzir que existe una subsequéncia K C N tal que {D*}rcx — D*. Pelos lemas

B.5e[p.6 t € (0,0) entao t* > 0.
Agora, da condi¢ao de Armijo (5.23)) e do lema (5.2)) tomando o limite para k — oo,

tem-se que
Voe(S(z*))D* = 0. (5.53)
Pelo lema 5.2,
Voe(S(z*))Dg = 0. (5.54)
Pela equacao ([5.28]) e a definicao da funcao potencial ,
O(S(z")) =0.

Assim, usando novamente ([5.10), tem-se que S(z*) = 0. O
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Capitulo 6

Resultados numéricos

6.1 Resultados numéricos

No presente capitulo apresentam-se os resultados numéricos de diversos problemas
teste correspondentes a problemas generalizados de Nash com restricoes comparti-
lhadas e proprias sobre diversas variaveis. O objetivo dos testes numéricos é usar
os algoritmos propostos para encontrar o equilibrio normalizado dos GNEP, sendo
que consideramos que os multiplicadores de Lagrange associados as restri¢oes com-

partilhadas sao iguais.

Os GNEP com restricoes compartilhadas foram resolvidos aplicando os algoritmos
propostos que se inicializam num ponto interior da regiao de estratégias viaveis, e o
critério de parada que guia a convergéncia dos problemas foi o decréscimo da norma
da direcao dy. Um ponto inicial no conjunto de estratégias do jogo é empregado e o

algoritmo gera uma sequéncia dentro do mesmo conjunto.

O calculo do gradiente das fungoes de custo de cada jogador dentro dos jogos e das
restrigoes em relagao as variaveis foi realizado analiticamente em todos os problemas
apresentados.

Os testes numéricos foram implementados em Matlab e os parametros empregados

em cada problema foram os mesmos para todos os exemplos numéricos:

e Em todos os problemas foi definido o mesmo conjunto de parametros para o
calculo da diregao d e para a busca linear de Armijo: £ =1, n=10.2, 5 = 0.7,

v =1.

e O critério de parada considerado é a reducao da norma da direcao de busca
10(S(2))] < 107

O método de Quase-Newton usado para a implementacao segue a regra de Broyden

[4], onde sao consideradas aproximagoes A* de V¢(z¥), e uma nova aproximagao
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AFF1 ¢ obtida da seguinte forma:
ARFL AR 4 (y — AF6)ST /6, (6.1)

onde § = 2t — 2% e v = @(xF L — 2F).

Note-se que, o fato de que todos os testes sejam resolvidos com os mesmos

parametros mostra que o algoritmo é robusto.

Os GNEP’s resolvidos foram: A.11, A.13, A.14, A.16, A.17 apresentados em [10],
problema de Harker em [I3], problema de Rosen em [34]. Os problemas chamados
Lin(a)-Lin(f), descritos em [23], sdo um jogo oligopolico com diferentes parametros.
NTF1 e NTF2 sao problemas académicos propostos em [26], com restrigoes lineares
e nao lineares, respectivamente, o modelo de mercado de eletricidade em [26]
considerado como o problema A.18 em [I0]. O problema chamado MSY ¢é também

um problema académico e foi introduzido em [25].

O caso de estudo 2 vindo do sistema IEEE 30-bus assume nao-arbitragem e foi

introduzido [2]. Apresentam-se os resultados para 4 cenarios,

e O primeiro cenario é o caso base, onde cada empresa procura maximizar seu

lucro sob diversas condigoes.

e O segundo caso é o caso base com a adicdo de uma restrigao linear, que

representa a capacidade das linhas de transmissao.

e O terceiro cenario inclui uma restricao ambiental nao linear, imposta sob a
necessidade de controlar certos poluentes emitidos pela geracao de energias

das diversas unidades.

e No ultimo cenario, sao incluidas as duas restrigoes descritas anteriormente,
a linear e a nao linear que foram introduzidas em [3], que correspondem a

restricao de transmissao e a restrigao de poluicao.

Um problema adicional é apresentado quando se adiciona uma restri¢ao nao linear ao
problema A.18 descrito em [10], a restri¢do nao linear ambiental descrita num jogo
do mercado de electricidade bilateral descrito em [3] ¢ adicionada ao problema A.18.
Chama-se este problema A.18n, e os resultados sao modificados em comparagao ao

problema original.

Na tabela[6.13] apresenta-se as caracteristicas de cada problema segundo a seguinte
notagao: Na tabela[6.13, f¥ e g representam os tipos de fungoes associadas a cada

jogador e as restricoes.

Nas tabelas e [6.17, mostra-se uma comparacgao entre os GNEP’s obtidos com

J,VF(x, A\ pi*) e com a aproximacio desta usando o método de Broyden.
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Notagao Descricao

N Niamero de jogadores.
n Numero de estratégias.
m Numero de restricoes compartilhadas.

Numero de iteragoes feitas pelo algoritmo

Tter para atingir o equilibrio normalizado z*.

Tabela 6.1: Descricao da notacao da tabela

Exemplo 6.1. Este problema mostrado nas tabelas - como problema
A.11 é extraido de [10]. Neste jogo, sao considerados dois jogadores e cada jogador
tem uma varidvel de decisio em R. Assim mesmo, sao definidas fungoes custo nao

lineares para cada jogador v = 1,2 e uma restrigao linear em comum.

. 1\ 2
min (z! —1)2 i 2 _
{ o ) e { (“T 2> (6.2)

1 2
st. x +2°<1, st. b4 22 <1

31
O equilibrio normalizado para este problema é o vetor x* = <Z, 4_1>
Exemplo 6.2. Este problema é conhecido como “the river basin pollution problem” e

foi apresentado inicialmente por Krawczyk e Uryasev em [22] e mostrado nas tabelas

— como problema A.13, [10)]. Este jogo apresenta trés jogadores e duas

restricoes compartilhadas.

( 3
min (dy E ot + ey + cgx” — dy)a”
:L’V
p=1

3
6.3
st. q(r) = Zuylel,x” < K, 03
pn=1

0<z".

\

A tabela contém os parametros do problema. Neste jogo, o0s jogadores v

’Playery‘ Cl, Coy e, Uy Uy ‘ dy do ‘Kl K5 ‘
1 0.10 0.01 0.50 6.5 4.583 | 3.0 0.01 | 100 100

2 0.12 0.05 0.25 5.0 6.250
3 0.15 0.01 0.75 5.5 3.750

Tabela 6.2: Parametros para o river pollution problem

representam as empresas que desejam maximizar seus lucros sujeitos as diversas

restricoes impostas. Estas empresas estao envolvidas na atividade de extrair algum
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mineral ao longo de um rio e expulsam poluentes, mas devem respeitar certo limite de
polugcao ambiental imposto por uma autoridade local, isto €, satisfazendo restri¢oes
compartilhadas. Neste problema existem duas estacoes de controle da poluicao,

limitadas por K1 e Ky, formando duas restri¢oes.

O equilibrio normalizado € (21.146,16.027,2.724).

Exemplo 6.3. Este problema foi apresentado por Kesselman et al. [21] e mostrado

nas tabelas — como problema A.14, [10]. Este jogo € conhecido como
Internet switching model e dentro dele participam 10 jogadores com uma restri¢cao

compartilhada.
( ) v v
min @ — — ———
zv K Z;Z/V:l xrv
N
s.t. Zx” <K, (6.4)
pn=1
{ 0.01 < 2%,

Neste problema de troca de Internet, o trdfego € gerado por usudrios que tentam
mazimizar sua propria utilidade, desconsiderando os objetivos do sistema. E a
restrigao descreve a capacidade do buffer e considera-se como Facchinei et al. [6]

K=1.

O equilibrio normalizado deste problema € (0.09, ...,0.09).

Exemplo 6.4. Este GNEP foi proposto por Outrata et. al [31] e é uma variante do
NEP apresentado por Murphy et al. [30], e mostrado nas tabelas — como
problema A.16 (a)-(d), [10]. O jogo tem 5 jogadores e uma restrigao compartilhada.

min p(z”,z7") - 2" — 0,(2")

N

6.5

s.t. Zx”ﬁP, (6.5)
pn=1

onde p € o preco do mercado e € definido pela inversa da funcao de demanda

N -y
p(z¥, x7) = 50007 - (Z x) ,

a fungao de custo de cada jogador é

ﬂl/ - L Br+1
0" (") =c, - 2" + ——K, " - (") A,
(@) SR @)

1
e e —.
71

Este problema também € conhecido como modelo de oligopolio de Cournot que
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descreve um jogo onde competem diversas empresas que produzem um produto
homogéneo. Estas empresas tentam maximizar seus lucros e escolhem quanto
produzir, mas restritas o produgao conjunta delas e as empresas rivais. A

continuacao seque uma tabela com os pardmetros usados. Para o parametro P,

’ Jogador v \ o K, B ‘
1 10 5 1.2
2 8§ 5 1.1
3 6 5 1.0
4 4 5 09
5 2 5 038

Tabela 6.3: Parametros para o modelo de oligopélio de Cournot

que denota a quantidade mdrima de produgao conjunta considera-se como Facchinei
et al. [6] diferentes valores, P = {75,100,150,200}. Os equilibrios para diferentes

valores de P sao:

’ P \ xt x? x? x? x° ‘
75 1 10.403965 13.035817 15.407354 17.381556 18.771308
100 | 14.050088 17.798379 20.907187 23.111429 24.132916
150 | 23.588779 28.684248 32.021533 33.287258 32.418182
200 | 35.785329 40.748959 42.802485 41.966381 38.696846

Tabela 6.4: Solugdes para o modelo de oligopolio de Cournot [6]

Exemplo 6.5. Este problema foi apresentado por Nabetani et.al. [27] e mostrado
nas tabelas — como problema A.17, [10]. O jogo esta constituido por
dois jogadores com duas restri¢coes compartilhadas. O primeiro jogador controla dos
varidveis ' = (x1,23), e o sequndo jogador controla a varidvel x? = (z3). O GNEP

€ definido como:

min 2?2 + 2129 + 23 + (21 + 12)23 — 2521 — 3824
T1,T2

s.t. x|+ 21’2 — T3 § 14,
31’1 + 21‘2 + x3 S 30,

x1,T2 > 0

min (z3)% + (71 + 22)x3 — 2573
z3

st. x4+ 220 —x3 < 14,

31’1 + 2552 + a3 < 30,

$320
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Este problema tem diversas solugées dadas por (a, 11 — o, 8 — @), tal que « € [0, 2].

Quando o = 0, temos o equilibrio normalizado para este problema xz* = (0,11, 8).

Exemplo 6.6. Este problema foi apresentado por Nabetani et.al. [27] e mostrado
nas tabelas (6.13)-(6.16) como problema A.18, [I0]. Este modelo representa um
mercado de electricidade com arbitragem enddgena. O modelo consiste em N > 2
empresas de electricidade que competem numa rede de mercados com um drbitro
que tenta obter lucro explorando diferenciais de prego entre regioes. FEstas regioes
sao representadas por nos numa rede e cada empresa determina como deve produzir
em cada gerador e a quanto deve vender em cada nd para maximizar seu lucro. O

modelo tem a sequinte notacao.

e N: o conjunto de nds.
e AC N x N: conjunto de arcos com restri¢cao de preco diferencial.
e c,;. custo por unidade de geragao no no i pela empresa v.
e P;: interceptacao de prego da funcao de vendas no no i.
e ();: intercepcao da quantidade da func¢ao de vendas no no .
® ¢;;: custo de envio por unidade do no i até o no j.
o CAP,;: capacidade de produgao do no i para a empresa v.
o 1,;;: quantidade produzida no no i e vendida no no j pela empresa v.
o S, quantidade de vendas totais no no j.
N

Sj = szy’ij’ V]EN

v=1 ieN

® p;: preco do mercado no no j
P; .
pi(S;) == Pj — aSja VjieN
J

Cada empresa v tem como objetivo encontrar {x, 5} jyea que resolva

[(min D3 (i =S auss + D e

ieEN jeN (i,5)€A
st. qx) = Zx,,,ij < CAP,;, VieN
JEN
pi(S;) —pi(Si) < ey, V(i,j)eA
T, >0, V(i,j)eA

(6.6)
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para wm { Ty i fuitv, (ij)eA-

Em particular, o problema usado considera dois jogadores com |A| restri¢oes

compartilhadas, pois as restrigoes de pregos diferenciados pj(S;) — pi(Si) < ey
N

dependem das vendas totais em cada no S; = E E Ty ij-
v=1 ieN
A data usada neste exemplo, € a sequinte:

e N =2, com um conjunto de nés N' = {1,2,3}.

e O conjunto de arcos A = {(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2)}, e e;; = 1
para todo (i,7) € A.

e A empresa 1 tem suas propias usinas de eletricidade mos nds
1 e 2, e para a empresa 2 as wusinas de electricidade es-
taio no né 2 e 3. Por tanto, CAPy3= CAPy; =0, e também

T131 = T132 = T133 = To11 = T212 = T2,13 = 0.

A tabela mostra os custos por unidade de geragao c,; no no i pela empresa v e

as capacidades de produgao CAP,; do no i para a empresa v. Finalmente, a tabela

i) (L1 (L2) (1L3) (21) (22) (23)
Cui 15 15 15 15 15 15

)

CAP,, 100 50 0 0 100 50

Tabela 6.5: Custos de geragao c,; e capacidades CAP,;

mostra os valores dos precos das funcoes de vendas P; no nés i = 1,2,3 e a

quantidade de vendas QQ; nos nos 1 =1,2,3.

No; 1 2 3

P40 35 32
Q; 500 400 600

Tabela 6.6: Dados da fungao prego (P;, Q;)
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O equilibrio normalizado € apresentado na sequinte tabela.

(v,i,5) (1,1,1) (1,1,3) (1,2,2) (1,23) (221) (22.2) (23,1) (23,3)

P 77.01 2299 41.84 8.16 09.83  40.17 2.85 47.15

Tabela 6.7: Vendas das empresas 1 e 2 no equilibrio

Exemplo 6.7. Este problema foi apresentado por Harker [13], onde o conjunto
de estratégias wvidvers € compacto e convero.  Harker encontrou a solucao
normalizada em (5,9). Assim, este jogo apresenta dois jogadores com uma restri¢ao

compartilhada da sequinte forma:

8 5
~ 2, 0 12 g1 - N2, 2 1.2 2
min (x')? + 358 34z min (x%)* + 20t 24.25x
st. ab 4+ 2% <15, e st. xb 42?2 <15,
0< 2! <10, 0< 22 <10,

Nosso algoritmo converge ao ponto (5.0033,8.9976) em 52 iteragoes.

Exemplo 6.8. Este jogo foi apresentado por Rosen [3]|] e consiste em dois jogadores

com uma restri¢ao compartilhada.

1

min —(z')? — 2'2? min (2%)? + z'2?
z! 2 z2
st x4+ 2?2 <1, € st ol 42?2 <1, (6.8)
0<al, 0 < 22,

O equilibrio de Nash normalizado para este problema € (1,0).

Exemplo 6.9. Este problema foi apresentado por Li et. al em [23]. Considera
um oligopolio que consiste em N fabricantes que produzem produtos homogéneos ou
similares mao cooperativamente antes que a demanda do mercado seja percebida.
A demanda do mercado € caracterizada pela inversa das funcgoes de demanda
p(x), v =1,...N, onde p,(x) denota o preco do mercado do produto fabricado

pelo fabricante v e x = (x¥,x7") é a quantidade fornecida pelo fabricante v.

Antes que a demanda do mercado seja percebida, o fabricante v escolhe sua

quantidade de producao x, e seu lucro pode ser formulado como

R,(z",27") = 2"p, (2", x7") — ¢, (z").
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Onde x" denota as ofertas totais dos outros fabricantes, x¥p,(x", x™") significa o
total de lucro para o fabricante v, e c¢,(x,) denota a fun¢ao de custo do fabricante
v.

O principal problema de decisao do fabricante € escolher a quantidade de suprimento

x¥ que maximiza seu lucro, isto €,

max R,(z",27") = a"p,(z",27") — ¢, (")

e XV ={az" €10,+00) | g(z¥,xz7") < 0,h"(z") < 0}.

A continuagao sao usados os dados fornecidos na experiéncia numérica em [23] e

define-se o problema para dois fabricantes:

o A inversa da fun¢io demanda € dada por
pi(at, 2?) =g — Bi(at + 27),  po(at,2?) = ap — Ba(at + 2?)

o As fungoes de custo sio dadas por

1 2

c(zh) = mat,  e(a?) =y

o As restricoes sao dadas por

glz',2?) =2 +2* —u, h'(2') i=2' —wy, KA(2?) =27 — uy

Assim o GNEP € escrito como

min Br(x')? — (a; — 1)zt + Brata?

st. x1+u <0, (6.9)
b+ 2?2 —u<0,

min  By(2%)? — (az — 72)2” + foz'a?
sit. x®+uy <0, (6.10)
b+ 2?2 —u<0,

para o jogador 1 e 2, respectivamente.
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Na sequinte tabela mostra-se os valores dos parametros e os resultados obtidos com

nosso algoritmo. Observa-se que se tem seis grupos de pardmetros com suas solugoes

correspondentes.

| a2 || B wm | uz | u (z1,22)

48 | 52 | 23|25 5 | 6 | 2 |1.5]3.5 | (1.828,1.338)
64| 67 |28 32| 4|5 | 4 2 | 5.5 (3.661, 1.665)
68 | 78 |26 (23| 2 | 3 |35 2 |55 (3.494, 1.995)
76| 82 (3236 5 |6 |35|25|55] (3.280, 2.162)
84| 88 |36 42| 4 | 5| 5 3 | 7.5 | (4.913, 2.142)
98 1128 |48 |54 | 2 | 3 | 5 4 | 8 | (4.005, 3.993)

Tabela 6.8: Parametros e resultados do algoritmo para o modelo em 6 estagios

Os dois exemplos académicos a seguir foram apresentados em [26].

Exemplo 6.10. Neste primeiro ezemplo em [26] chamado NTF1 nas tabelas -
0s autores consideraram um jogo de 2-pessoas, onde os problemas do primeiro

e sequndo jogador sao
min (z')? + 2l2? — 2!
€T

st. x>0,
ot 4+ 2% <1,
e
min (22)? — jata? — 227
st. x2>0,
a2 <1

4 7
respectivamente. E o equilibrio normalizado deste jogo € x = (ﬁ’ ﬁ)

Exemplo 6.11. No outro exemplo NFT2 apresentado em [26], os autores fazem

uma modificacao a restricao compartilhada do problema. Neste exemplo a restri¢ao

linear € substituida por uma restricao nao linear.

min (z')% + z'2? — 2!
xl
st. ' >0,

(@2 + (s2)2 < 1,
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min (22)? — 1ata? — 227
x

st. x2>0,
(2)? + (2%)* < 1,
E o equilibrio normalizado deste jogo é x = (0,1).
Exemplo 6.12. Este problema MYS foi apresentado por [25], sao considerados dois
jogadores e uma restri¢ao linear compartilhada.

[ min (x1)3(2%)?

$1
st. zt>
\ ol 4 2% < 1,
) ( min (22)%(2?)?
$2
st. x2>1,
a4+ 2?2 <1,

\

E o equilibrio normalizado deste jogo é x = (1,1).

Exemplo 6.13. Este exemplo apresentado em [2] nao assume arbitragem, i.e.,
existéncia de comerciantes que podem vender e comprar megawatts de produtores

e consumidores, e uma rede linear.

e Os indices i e j indicam os nos. Cada empresa [ tem diversas unidades de

geracao distribuidas através da rede.

o C(Psy) € o custo por megawatt-hora da unidade geradora que pertence a

empresa f e € colocada no no i; sua produgao € Py MW.

o A mdzxima capacidade de um gerador € Ppay tgi MW. Os consumidores no no i
consumem q; MW. Em cada no, as fungoes de demanda lineares sao assumidas
para ser da forma p;(q;) = Poo — (Pio/Qi0) U.S.8/MWh, onde Py e Qi sdo as

interceptacoes de preco e quantidade, respectivamente.

o Assume-se que o mercado € bilateral e sy; MW sao vendidos pela empresa

f para os consumidores no no j. A compensacao do mercado € tal

que ZSfj:q]'. Um balango de energia € imposta a cada empresa
f

> Proi = 555

.9 !
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Dado que cada empresa f escolhe a geragcao Py e vendas sy; para mazimizar seu

lucro U.S.$/h, o qual € igual ao rendimento menos os custos de gera¢ao

P
max Y [P — (j) <3fj +) 5kj>] sti— Y C(Pryi)Prgi
j 70 kA S ig
s.t. Pty < Prag fgi, V 104, gerador g

D spi= Y Pry
J 4,9

Z Sfi = 45
j

stj, Pfgz > 0.

A data para a formulagao deste problema € dada a continuacao.

e Sao considerados trés buses i = 1,2,3 cada dos quais tem consumidores, o bus
€ um elemento de transmissao fisico que conecta dois ou mais nos em uma
representacdo de rede de uma grade de transmissao eléctrica. A geracdo so
acontece nos nos 1 e 2 e cada par de buses é conectado por uma unica linha

de transmissao.

o As fungoes de demanda sio p;(q;) = 40 — 0.08¢; para os buses i = 1,2 e
ps(q3) = 32—0.0516q3 U.S.$/MWh. Assim a demanda é mais eldstica somente
no no 3 (bus 3).

e O gerador da empresa 1 é alocado em i =1 e da empresa 2 em i = 2. Ambos

geradores tem uma capacidade ilimitada e 0s custos marginais constantes sao
U.S.$8 15 /MWh para a empresa 1 e U.S.$ 20/MWh para a empresa 2.

Na tabela[0.19 mostra-se o valor do equilibrio normalizado para este problema, onde

€ representado o primeiro cendrio do problema de 3 BUS ou o problema base.

Vendas da Vendas da Geragao
Empresa 1 Empresa 2 Errll[)orresa
(MWh) (MWh) %
S11 S12 513 S21 522 523 P, Py
125 125 124.1 | 62.5 62.5 45.2 | 392.1 | 179.2

Tabela 6.9: Geragao e vendas para o exemplo de 3-BUS
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No trabalho [3] foram introduzidas diversas restrigdes que modificam o problema

original (problema base) e partir disto sao apresentados a seguir trés cenéarios mais.

Exemplo 6.14. O problema [6.15 é um modelo chamado de rede multi-gerador e

multi-né. Em [3] sao agregadas restrigoes de transmissao e polui¢ao.

e Restricao de transmissao. A rede de energia é formada por nos. Estos estao
conectados por linhas de transmissao, que permitem transmitir energia dos
geradores até os nos de consumo. A sequinte representacao expressa o fluxo

através das linhas de transmissao.
P,,;=[Bs-A"-B7']-P.

Onde, P;_,; € o vetor coluna cujo nimero de linhas no vetor € igual ao
numero de linhas de transmissao, e cada elemento representa o fluxo da linha
de transmissao entre o nos i e j, medido em MW. As matrizes By, A e
B representam a topologia da rede e define a susceptincia das conexoes, (a
susceptiancia € a medida da franquia ou permissao a passagem da corrente
elétrica). Finalmente, P € um vetor coluna de dimensdo igual ao nimero
dos nds menos um, chamado de slack node em inglés. Isto € porque para
representar a topologia da rede, é necessdrio selecionar um né como o no de
referéncia. Para representar a topologia da rede, é necessdrio selecionar um
no como o no de referéncia. FEste € chamado de no oscilante, que no problema
€ 0mno 3.

Os elementos da restri¢ao sao da forma geragao menos demanda, (Prgi — qf),

que representa a energia injetada em MW em cada no, exceto no no slack .

Os limites para o fluzo de energia, sao representados por restri¢oes de
desigualdade.
Pl < Piyj,

onde 151-_>j € um wvetor columna que representa o limite da poténcia ativa
mdzxima em MW que pode fluir através de uma linha. O vetor P;_,; depende
das estratégias de geracao de todos os agentes, isto significa que as estratégias

s devem ser selecionadas para satisfazer as restrigoes de transmissao.

Os valores dos pardmetros da capacidade das linhas de transmissao sao:

0.33 —0.33 25
P —q

0.66 0.33 . < 200
Py —qo

0.33 0.66 200

Os wvalores das restricoes das linhas de transmissao sao 25 MW desde o no 1
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até o no 2, e os outros dois valores sao arbitrdrios e correspondem as outras

linhas.
Geragao
Vendas da Vendas da
Empresa 1 Empresa 2 Err?ofesa
(MWh) (MWh) %
S11 S12 513 S21 522 523 P Py
113.4 | 101.8 | 115.1 | 85.7 74.1 72.2 | 330.3 | 232

Tabela 6.10: Geracao e vendas para o exemplo de 3-BUS com restricao de
transmissao

e Restricoes de Polui¢cdo. O objetivo destas restrigoes € reduzir a emissao de
poluentes no processo de geragao de energia. A geracao total de poluicao das
unidades de geragao € denotado por K;, ao invés de emissoes individuais Ey,
que sao a quantidade de substincia nociva que sai do gerador f. Pode haver L
tipos de emissoes (por exemplo, SOy ou COs) produzidas pelas saidas Py(s),
em que f € o indice de um gerador. A sequinte func¢ao quadrdtica reflete melhor

o efeito prejudicial da grande producao.

K =) lap+BpPr+yuPf], 1=1,.., L
f

Os coeficientes oy, B e vp foram calibrados para uma topografia especifica,

isto €, distancia, ventos predominantes, etc., e lth tipo de poluicao.

Aqui sao somadas as poluicoes de diferentes geradores e sao restringidas em
conjunto por K. Assim, a poluicao mdxima permitida do tipo | deve ser

restringida da sequinte forma
K <K,l=1,.. L.

Esta restrigao é imposta por um agente requlador e a quantidade K; depende
das estratégias de geracao de todos os agentes. FEspecificamente, o caso de

estudo neste cendrio € sob o CO,, onde o mdzximo valor permitido € de:
(20— 0.4- P, +0.004 - P2) + (22 — 0.3 - P, +0.005 - Py) < 250,

A quantidade mdxima de poluicao permitida para o COy € assumida em

K =250 Ib/h.

e Neste ultimo cendrio ambas restricoes anteriores sao consideradas e o equilibrio

normalizado € mostrado na sequinte tabela.
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Vendas da Vendas da Geragao
Empresa 1 Empresa 2 Enforesa
(MWh) (MWh) %
S11 512 513 521 522 523 P, P,
85.9 85.9 81.4 53.2 53.2 30.8 | 253.2 | 137.2

Tabela 6.11: Geragao e vendas para o exemplo de 3-BUS com restri¢oes de poluigao

Vendas da Vendas da Gera;;ao
Empresa 1 Empresa 2 En?oresa
(MWh) (MWh) %
511 S12 513 521 529 523 P, P,
86.3 79.1 76.5 61.1 54.0 37.5 | 2419 | 152.6

Tabela 6.12: Geragao e vendas para o exemplo de 3-BUS com restricao de
transmissao e poluicao

Exemplo 6.15. Neste exemplo o problema A.18 € modificado. Aqui agregamos uma

restri¢cao nao linear, similar a restricao de poluicao do exemplo anterior.
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Tabela 6.13: Caracteristicas de cada GNEP com restri¢goes compartilhadas.

Problema N n m v g
All 2 2 2 quadratic linear
A13 3 3 9 quadratic linear
Al4 10 10 20 nao linear linear
Al6a 5 5 10 nao linear linear
A16b 5 5 10 nao linear linear
Al6e 5 5 10 nao linear linear
Al6d 5 5 10 nao linear linear
A17 2 3 7 quadréatica linear
A18 2 12 28 quadratica linear
Harker 2 2 6 quadratica linear
Rosen 2 2 3 quadratica linear
Lin(a) 2 2 3 nao linear linear
Lin(b) 2 2 3 nao linear linear
Lin(c) 2 2 3 nao linear linear
Lin(d) 2 2 3 nao linear linear
Lin(e) 2 2 3 nao linear linear
Lin(f) 2 2 3 nao linear linear
NTF1 2 2 4 quadratica linear
NTF2 2 2 4 quadratica nao linear
MYS 2 2 1 nao linear linear
IEEE 30-bus (a) 2 6 8 nao linear linear
IEEE 30-bus (b) 2 6 9 nao linear linear
IEEE 30-bus (c) 2 6 9 nao linear nao linear
IEEE 30-bus (d) 2 6 10 nao linear nao linear
Al8n 2 12 29 quadratica nao linear

N: # jogadores; n: # variaveis, m: # restricoes
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Tabela 6.14: Resultados dos GNEP’s com restrigoes compartilhadas - Algoritmo 1.

Problem Iterm Iter; Iterp =% xj T
A1l 29 150 106  (0.749, 0.249) (0.748, 0.249) (0.749, 0.249)
(21.141, 16.027, (21.141, 16.0279, (21.141, 16.027,
Al3 18275 58 5y 2.726) 2.721)
(0.0877,..., 0.0877)
Al4 39 120 123 (0.0877,...,0.0877) (0.0877,..., 0.0877)
(10.403,  13.035, (10.403,  13.035, (10.403,  13.035,
Al6a 9 19 19 15.406, 17.380, 15.406, 17.380, 15.406, 17.380,
18.770) 18.770) 18.770)
(14.050,  17.798, (14.049,  17.797, (14.049,  17.797,
Al6b 12 25 22 20.907, 23.111,  20.906, 23.110, 20.906, 23.110,
24.132) 24.132) 24.132)
(23.587,  28.683, (23.587,  28.683, (23.587,  28.683,
Al6éec 13 38 29 32.020, 33.286, 32.020, 33.286, 52.020, 33.286,
32.417) 32.417) 32.417)
(35.779,  40.743, (35.779,  40.743, (35.779,  40.743,
Al6d 36 105 100  42.798, 41.962, 42.798, 41.963, 42.798, 41.962,
38.6944) 38.694) 38.694)
(0.023, 10.975, (0.023, 10.975, (0.023, 10.975,
Alr 53 215 216 7.975) 7.975) 7.975)
(77.030, 0.003, (76.400, 0.017, (77.039, 0.009,
22.965, 0.003, 23.581, 0.021, 22.950, 0.009,
41.78, 8.208, 40.174, 9.803, 41.748, 8.241,
AlS 73 103 11 59.881, 40.114, 58.078, 41.760, 99.915, 40.074,
0.003, 2.821, 0.003, 0.160, 5.213, 0.008, 0.009, 2.802, 0.009,
47.174) 44.776) 47.186)
Harker 13 - - (5.000, 8.999) - -
Rosen 33 53 50  (0.980, 0.031) (0.984, 0.027) (0.987, 0.024)
Lin(a)* 51 51 56 (1.832, 1.333) (1.832, 1.333) (1.832, 1.333)
Lin(b)* 30 26 30 (3.666, 1.666) (3.666, 1.666) (3.666, 1.666)
Lin(c)* 28 24 25 (3.497, 1.998) (3.498, 1.998) (3.498, 1.998)
Lin(d)* 94 93 94 (3.309, 2.177) (3.309, 2.177) (3.309, 2.177)
Lin(e)* 85 83 90 (4.932, 2.133) (4.933, 2.133) (4.932, 2.133)
Lin(f)* 31 29 28  (4.001, 3.997) (4.001, 3.997) (4.001, 3.997)
NTF1 29 22 29 (0.599, 0.399) (0.599, 0.398) (0.599, 0.398)
NTF2 15 12 17  (0.689, 0.724) (0.689, 0.723) (0.689, 0.724)

Iter: # iteracoes, x7;: GNE usando By, 7: GNE usando By, 2;: GNE usando Bp.
Problem*: criterio de parada ||d|| < 1073.
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Tabela 6.15: Resultados dos GNEP’s com restri¢oes compartilhadas - Algoritmo 1.

*

Problem Iterm Iterr Iterp a7 xy Th
MYS 2 2 2 (1.001, 1.001) (1.001, 1.001) (1.001, 1.001)
IEEE (125.000, 125,000, (125.000, 125.000, (125.000, 125.000,
30-bus 8 171 19 142.118,  62.499, 142.120,  62.499, 142.119,  62.499,

(a) 62.499, 45.219) 62.499, 45.218) 62.499, 45.219)
IEEE (113.447, 101.894, (113.447, 101.895, (113.444, 101.890,
30-bus 58 121 55 115.252,  85.605, 115.253,  85.604, 119.257, ~ 85.609,

(b) 74.052, 72.086) 74.052, 72.084) 74.055, 72.085)
IEEE (85.856,  85.856, (85.853,  85.858, (85.854,  85.854,
30-bus 42 62 11 81.431, 53.190, 53.193, 53.194, 81.428, 53.189,

(c) 53.190, 30.787) 30.776) 53.189, 30.784)
IEEE (86.269,  79.233, (86.862,  79.856, (86.307,  79.243,
30-bus 27 150 6 76.617, 60.984, 75.392, 60.365, 70.552, 60.950,

(d) 53.948, 37.415) 53.360, 38.643) 53.939, 37.475)

(75.997, 0.009, (75.985,0.002, ( 75.984, 0.002,
22.118, 0.009, 22.132, 0.002, 22.137, 0.002,
40.792, 7.510, 40.841, 7.473, 40.844, 7.466,
Aldn 16109156 5 50, 30.438, 43.278, 30.487, 43.273, 30.490,

0.009, 8.877, 0.009,
31.381)

0.002, 8.884, 0.002,
31.365)

0.002, 8.889, 0.002,
31.364)

Iter: # iteracoes, x7;: GNE usando By, 7: GNE usando By, 2;: GNE usando Bp.
Problem*: criterio de parada ||d|| < 1073.
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Tabela 6.16: Resultados dos GNEP’s com restri¢goes compartilhadas - Algoritmo 2.

Problem Iterm Iterr Iterp T x5 Th
A1l 28 120 87  (0.725, 0.225) (0.725, 0.225) (0.725, 0.225)
(21.121, 15.997, ( 21.1315, 15.996, (21.032, 16.022,
Al3 10 50 25 2.706) 2.723) 2.573)
(0.0877,..., 0.0877)
Al4 39 120 123 (0.0877,...,0.0877) (0.0877,..., 0.0877)
(10.403,13.035, (10.403,  13.035, (10403,  13.035,
Al6a 10 14 9 15.406, 17.380, 15.406, 17.380, 15.406, 17.380,
18.770) 18.770) 18.770)
(14.058,  17.796, (14.079,  17.788, (14.058,  17.796,
Al6b 11 292 11 20.901, 23.107, 20.893, 23.106, 20.901, 23.107,
24.130) 24.129) 24.130)
(23.679,  28.640, (23.677,  28.690, (23.603,  28.676,
Al6ec 51 28 19 31.990, 33.275,  32.130, 33.279, 32.012, 33.282,
32.411) 32.410) 32.415)
(35.768,  40.732, (35.797,  40.732, (35.769,  40.732,
Al6d 32 112 34 42.788, 41.956, 42.794, 41.961, 42.789, 41.956,
38.689) 38.693) 38.690)
(0.014, 10.935, (0.014, 10.934, (0.014, 10.935,
AIT 76 8 99 7.915) 7.916) 7.915)
(77.103, 0.017, (77.100, 0.017, (77.102, 0.017,
22.877, 0.013, 22.981, 0.013, 22.955, 0.013,
41.618, 8.366 , 41.174, 8.565, 41.546, 8.677,
Al8 74 92 101 59.883, 40.099, 59.877, 40.099, 99.989, 40.089,
0.015, 2.801, 0.015, 0.013, 2.834, 0.012, 0.012, 2.813, 0.011,
47.182) 47.177) 47.186)
Harker 45 47 56 (5.015, 8.989) (5.050, 8.998) (5.050, 8.998)
Rosen 25 45 40 (0.992, 0.041) (0.991, 0.047) (0.991, 0.044)
Lin(a)* 2 3 2 (1.866, 1.367) (1.866, 1.367) (1.866, 1.367)
Lin(b)* 13 12 12 (3.746, 1.737) (3.750, 1.732) (3.752, 1.730)
Lin(c)* 3 3 3 (3.486, 1.996) (3.484, 1.993) (3.484, 1.993)
Lin(d)* 13 12 12 (3.277, 2.187) (3.283, 2.179) (3.281, 2.182)
Lin(e)* 10 6 12 (4.866, 2.166) (4.879, 2.160) (4.866, 2.166)
Lin(f)* 3 3 3 (4.007, 3.986) (4.006, 3.986) (4.006, 3.986)
NTF1 35 33 22 (0.598, 0.399) (0.599, 0.399) (0.599, 0.399)
NTF2 21 22 27 (0.688, 0.711) (0.688, 0.713) (0.688, 0.711)

Iter: # iteracoes, x7;: GNE usando By, 7: GNE usando By, x5: GNE usando Bp.

Problem*

. criterio de parada ||d| < 1073,
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Tabela 6.17: Resultados dos GNEP’s com restri¢oes compartilhadas - Algoritmo 2.

*

Problem Iterm Iterr Iterp a7 xy Th
MYS 4 3 3 (1.001, 1.001) (1.001, 1.001) (1.001, 1.001)
IEEE (125.001, 125.001, (125.0011, 125.001, ( 125.001, 125.001,
30-bus 9 80 50 142,121,  62.506, 142.121,  62.506, 142.120, ~ 62.506,

(a) 62.506, 45.235) 62.506, 45.235) 62.506, 45.236)
IEEE (113.450 , 101.898, (113.451, 101.900, (113.440, 101.990,
30-bus 14 49 100 115.255,  85.610, 115.261,  85.606, 119.257, ~ 85.709,

(b) 74.059, 72.097) 74.056, 72.095) 74.155, 72.005)
IEEE (85.866,  85.866, (85.303,  72.685, (85.863,  B85.858,
30-bus 16 43 80 81.445, 53.156, 70.463, 58.905, ©93-193, 53.194,

(c) 53.156, 30.736) 46.536, 30.922) 30.776)

IEEE (86.035,  79.450, (86.283,  79.856, (86.034,  79.243,

30-bus 19 112 24 76.152, 60.704, 75.286, 60.884, 70.416, 60.973,

(d) 53.310, 37.847) 53.315, 37.066) 53.665, 37.862)

(75.018, 0.006, (75.090, 0.006, (75.081, 0.006,
22.359, 0.006, 22.355, 0.006, 353?3 g-ggg,
38.533, 8.862, 38.656, 8.678, ATT, 897,
Al8n 89 102 106 0)0" 99931 44288 20.343 44.576,  29.767,

0.006, 9.200, 0.006,
31.202)

0.006, 9.233, 0.006,
31.212)

0.006, 9.243, 0.006,
31.078)

Iter: # iteracoes, x7;: GNE usando By, 7: GNE usando By, 2;: GNE usando Bp.
Problem*: criterio de parada ||d|| < 1073.
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Capitulo 7

Conclusoes e Sugestoes para

trabalhos futuros

7.1 Conclusoes

O presente trabalho abrange uma discussao sobre uma reformulacao para o problema
de equilibrio generalizado de Nash com restrigoes compartilhadas e proprias. O
enfoque proposto é baseado na reformulacao que implica a concatenacao das
condicoes de otimalidade de Karush-Khun-Tucker de cada um dos problemas de
otimizacao associados a cada jogador, isto com o objetivo de encontrar a melhor
estratégia para todos os jogadores de forma simultanea, esta estratégia simultanea
¢ chamada de equilibrio. Em particular, esta reformulagao permite obter um
equilibrio chamado equilibrio normalizado desde que os multiplicadores de Lagrange
das restri¢oes compartilhadas sejam iguais. Este fato é imposto convenientemente no
método proposto. Assim mesmo, usando uma adaptacao para o método de pontos
interiores e dire¢oes viaveis (FDIPA), os algoritmos apresentados geram sequéncias
de pontos no interior da regiao das estratégias viaveis do GNEP com diregoes vidveis,
na literatura pode-se encontrar trabalhos que usam o método de ponto interior mas

nao geram diregoes viaveis.

Nos capitulos 4 e 5 empregando apropriadas fungoes potenciais obtém-se o decrésimo

esperado no processo de otimizacao.

No algoritmo apresentado no capitulo 4 a funcao potencial é chamada de funcao
multipotencial pois por cada problema de otimizagao de cada jogador define-se uma
funcao potencial associada. O algoritmo resolve um sistema linear onde o bloco
do sistema correspondente ao bloco associado a segunda derivada do lagrangiano
¢ substituido convenientemente por uma matriz diagonal por blocos, esta matriz
é util no sentido que evitamos o calculo explicito da segunda derivada. Além

disso, pelas condicoes do problema esta matriz diagonal por blocos é uma matriz
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definida positiva, mas o inconveniente é que neste processo omitimos informagao
que proporciona a segunda derivada explicita fora dos blocos diagonais. A funcao
multipotencial guia a busca linear para cada jogador que procura um passo
apropriado em cada iteracao para cada fungao potencial, sendo escolhido o passo
minimo entre todos os passos apropriados em cada iteragao. E assim, é gerado um

novo ponto na sequéncia que converge ao equilibrio normalizado.

Por outro lado, no algoritmo apresentado no capitulo 5 é proposta uma fungao
potencial global que associa todos os problemas de otimizagao de todos os jogadores.
Uma diferenca entre este segundo algoritmo com respeito ao primeiro é que no
segundo se faz uso da segunda derivada de forma explicita, de qualquer modo
esta derivada poderia ser substituida por alguma aproximagao, incluso pela matriz
inversa para casos mais praticos. A tnica condi¢ao em base a esta matriz explicita
é que seja inversivel, isto com o fim de garantir que o sistema esteja bem definido.
Seguidamente a fungao potencial global guia a busca linear de forma global para
todos o0s jogadores e encontra um passo apropriado em cada iteracao, e em
consequéncia a geragao de um novo ponto na sequéncia é garantida, ao tempo que

converge ao equilibrio normalizado.

Com respeito aos testes numéricos, deve-se notar que o fato de que todos os testes
sejam resolvidos com os mesmos parametros mostra que os algoritmos sao robustos.
Os problemas resolvidos pelos algoritmos sao problemas encontrados na literatura
o que faz possivel comparar com nossos resultados numéricos e garantir o bom

desenvolvimento dos algoritmos.

7.2 Sugestoes para trabalhos futuros

Sobre as sugestoes poderiam ser aplicadas outras reformulacoes do GNEP além
da concatenacao das condigoes de Lagrange. Com respeito aos sistemas lineares
a matriz da derivada das condig¢oes de Lagrange pode ser substituida por uma
aproximagao usando diferentes métodos e analisando as diferengas com respeito
a precisao do resultado e a velocidade de convergéncia. Outras possiveis fungoes
potencias podem também ser estudadas e analisadas no sentido de esperar que
exista um decrescimento em cada iteragao do algoritmo assim como foi mostrado
nos capitulos 4 e 5. Pode ser estudado o caso quando os multiplicadores de Lagrange
sao diferentes nas restrigoes compartilhadas. Assim também, o estudo de problemas
mais grandes e mais complexos no sentido de restricoes altamente nao lineares pode

ser adicionado ao trabalho como forma de avaliar o desempenho dos algoritmos.
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Apéndice A
Método de Pontos Interiores

O algoritmo de pontos interiores usado neste capitulo é o FDIPA (Feasible Direction
Interior Point Algorithm) proposto por Herskovits [I4]. Dado um ponto interior
inicial 2° um algoritmo de pontos interiores gerard uma sequéncia {2*} de pontos
interiores com valores decrescentes na funcao objetivo e que convergem a um ponto

de KKT do seguinte problema de otimizacao.

sujeito a: g;(x) <0, i =1,....,m,

{ minimizar f (x)

onde f : R" - R, g : R" — R™ sao fungoes diferenciavéis e nao necessariamente

convexas.

O FDIPA em cada iteragao define uma dire¢ao de busca, a qual é uma diregao de
descida da funcao objetivo f(x) e também é uma diregdo viavel. E seguidamente
uma busca linear é executada para garantir a geracao de um novo ponto interior e

um objetivo de menor valor.

A partir das equagoes que determinan as condigoes de KKT do problema (A.1))

Vi) +A'Vgx) = 0, (A.2)
Myg(z) = 0, (A.3)

uma iteracao de Newton é definida:

|

Onde Gy;(z) = diag(g;(x)) e Ai; = diag(\;), para i =1,...,m.

-1

VieL(z) Vg(z)
AVg'(z) G(x)

Vf(x)+ Vg(z)
G(z)A

(A.4)
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Reescrevendo o sistema (A.4)), tem-se que

(A.5)

VieL(z) Vg(@)| |za—z| _  |Vf(x)+ Vy(z)
AVgT(x) G(z) | |Aa— A G(z)A '

A matriz V2_L(r) pode ser substituida por una matriz definida como B, esta
matriz pode ser uma estimativa de V2 L(z) ou a matriz identidad. Para garantir

convergéncia global do FDIPA B deve ser definida positiva.

Define-se a direcao de busca d, no espago primal, como

Aoy = Ty — .

NES

Este sistema calcula d, no espago primal e uma nova estimativa de \.

Entao (A.5) pode ser escrito como

B Vg(x)
AVg'(z) G(z)

Vf(x)
0.

Segundo o sistema (A.6) a dire¢do d, ¢ uma diregdo de descida da funcao f(z),
porém d, ném sempre viavel, isto porque quando as restri¢coes tendém a ser ativas

forzam a diregao d, a ser tangente ao conjunto viavel. A segunda equagao do sistema

(A.6) é equivalente a
ANV (2)dy + gi(2)Aai =0, i =1,...,m

implica que \;Vg;(x)d, = 0, entdo Vg;(z)d, = 0 para g;(x) = 0. Isto é, d, nao é
uma direcao viavel. Este fato é mostrado na figura , onde Vg;(z)d, < 0 deve
satisfazerse para garantir que as dire¢des sao vidveis para o problema , caso
contrario nao haveria viabilidade.

Para evitar o anterior, define-se o mesmo sistema linear adicionando-se uma

-

onde p é um escalar positivo A é a nova estimativa de A. Assim, a relagao sobre as

perturbagao ao lado direito do sistema

B Vy(z)
AVg'(z) G(z)

V()

" (A7)

restri¢coes impoe uma perturbacao ao lado direito.

)\ng;r(fﬂ)da —|—gz(x)5\l = —p)\l, 1= 1, cey .
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Figura A.1: Diregoes Viavéis

Para as restricoes ativas,
AV (2)dy = —pAi <0,

Onde uma nova diregao é formada a partir da combinagao linear de d, e dg, da

seguinte forma:
d=d, + pdg, (A.8)

que além de ser uma dire¢ao de descida também é viavel.

E possivel garantir que d ¢ uma direcio de descida, desde que dlVf <0 e

considerando-se a desviacao do novo sistema.
AV <EdIVf<0, €€ (0,1) (A.9)

implica que d'Vf < 0. Posteriormente mediante uma busca linear o algoritmo
encontra uma longitude de passo que satisfaz a condicdo de Armijo, e assim o
algoritmo gera uma sequéncia de pontos que convergem na solugao do problema

(A.1)). Para provar convergéncia global do FDIPA diversas hipdteses sao assumidas

A.1 Algoritmo FDIPA

Nesta secao é apresentada o algoritmo FDIPA para problemas com restricoes de

desigualdade que convergem globalmene no espago primal & ponto de KKT do
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Figura A.2: Enfoque empregado no FDIPA obtendo a direcao d mediante a
combinagao linear das diregoes d, e dg.

problema.

A.1.1 Algoritmo

Parametros. £ € (0,1), 7€ (0,1), o >0y v € (0,1).
Dados. z € Q0,0 < A € R™, B € R™™ matriz simétrica e definida positiva.

Passo 1. Calculo da dire¢ao de busca

i) Calcula-se (d,, Ay) resolvendo o sistema linear

Bd,+Vg(zx)\a = —Vf(z), (A.10)
AVg' (z)dy + G(z)Ae = 0. (A.11)

Se d,, = 0, STOP,

ii) Calcula-se (dg, A\g) resolvendo o sistema linear

Bd5+Vg(:z;))\ﬁ = 0, (A.12)
AVgT(z)ds + G(z)Ag = —A (A.13)
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iii) Se dgV f >0, se estabelece que
p = min{p||da|*; (§ = 1)da Vf/dsV f(2)}. (A.14)
Em outros casos, se estabelece
p = plldall*. (A.15)
iv) Calcula-se a dire¢ao de busca

d = d, + pds (A.16)

A= Ao+ pAs. (A.17)

Passo 2. Busca Linear. Calcula-se ¢, o primeiro ntimero da sequéncia

{1,v,v?, ...} que satisfaz

fl@+td) < f(x) + VT (z)d (A.18)

e
gi(z +td) <0, si \; >0, (A.19)
gi(z +td) < gi(x), si \; > 0. (A.20)

Passo 3. Atualizagoes.

e 1 := 1z + td e define-se novos valores para A > 0 e B.

e Voltar ao Passo 1.
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