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Resumo

Lopez Solis V. H. O problema de Nathan Jacobson e questoes relacionadas. 2017.
120 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo,
Sao Paulo, 2017.

Este trabalho consiste de trés partes: “Teoremas de coordenatizacao de Wedderburn e de
Zorn”, “O problema de Nathan Jacobson” e “Teoremas de Fatorizacao de Kronecker para as
superalgebras alternativas”.

Na primeira parte apresentamos os teoremas de coordenatizacao de Wedderburn e de
Zorn e suas aplicagoes na teoria de representacoes das algebras associativas e alternativas.

Na segunda parte resolvemos um problema de longa data que foi anunciado por Nathan
Jacobson sobre a descrigao das algebras alternativas que contém My (F') (algebra associativa
de matrizes 2 x 2) com o mesmo elemento identidade.

Na terceira parte damos uma prova independente que é valida em qualquer caracteristica
do classico Teorema de Fatorizagdo de Kronecker de Nathan Jacobson. Generalizamos esse
resultado e provamos um teorema de Fatorizacao de Kronecker para as superalgebras alter-
nativas cuja parte par contém O com o mesmo elemento identidade. Além disso, provamos
um Teorema de Fatorizagao de Kronecker para as superalgebras alternativas que contém a
superélgebra associativa M;1)(F') com o mesmo elemento identidade. Como Corolario desse
resultado, respondemos a um analogo do problema de Jacobson para as superalgebras alter-
nativas, isto é, descrevemos as superalgebras alternativas que contém a superalgebra associ-
ativa M(i1)(F') com o mesmo elemento identidade. Finalmente, estudamos as representacoes
das superalgebras alternativa simples Q(4|4) e O[u]. Classificamos os bimodules sobre essas
superalgebras e provamos alguns anélogos do Teorema de Fatorizagao de Kronecker para as

superalgebras alternativas que contenham Q(4[4) ou Q[u] com o mesmo elemento identidade.

Palavras-chave: (Super) algebras alternativas, teoremas de coordenatizagao, teoremas de

fatorizacao de Kronecker.
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Abstract

Lopez Solis V. H. The Nathan Jacobson’s problem and related questions. 2017. 120
f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, Sao
Paulo, 2017.

This work consists of three parts: “Wedderburn and Zorn coordinatizations theorems”,
“Nathan Jacobson’s problem” and “Kronecker’s Factorization theorems for alternative supe-
ralgebras”.

In the first part we present Wedderburn and Zorn coordinatizations theorems and their
applications in the theory of representations of associative and alternative algebras.

In the second part we solve a long standing problem that was announced by Nathan
Jacobson on the description of alternative algebras containing Ms(F') (associative matrix
algebra 2 x 2) with the same identity element.

In the third part we give an independent proof that is valid in any characteristic of
Nathan Jacobson’s classic Kronecker Factorization Theorem. We generalize this result and
prove a Kronecker Factorization Theorem for alternative superalgebras whose even part
contains Q@ with the same identity element. In addition, we prove a Kronecker Factoriza-
tion Theorem for alternative superalgebras containing the associative superalgebra M1y (F)
with the same identity element. As a corollary of this result, we respond to an analogue of
Jacobson’s problem for alternative superalgebras, that is, we describe the alternative supe-
ralgebras containing the associative superalgebra M 1)(F') with the same identity element.
Finally, we study the representations of the simple alternative superalgebras Q(4|4) e O[u].
We classify the bimodules on these superalgebras and prove some analogues of the Kronec-
ker Factorization Theorem for alternative superalgebras containing Q(4]4) or Q[u] with the

same identity element .

Keywords: Alternative algebras, coordinatization theorems, Kronecker’s factorization the-

orems.
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Introducao

“So sel que nada sei.” (Socrates
q

As algebras alternativas sao algebras nao-associativas e nem comutativas que satisfazem
as versoes debilitadas de associatividade

(zy)y = xy?, 2y = z(xy).

E claro que toda algebra associativa, é alternativa. Um exemplo classico de uma algebra
alternativa nao-associativa, é a algebra de octonios Q. Esta algebra foi descoberta antes da
algebra de matrizes, mas a teoria sistematica das algebras alternativas teve ainda seu comeco
nos anos 30, nos trabalhos de Zorn e Moufang dedicados a planos projetivos.

Assim, desde aquele tempo, as algebras alternativas, junto com as algebras de Jordan,
encontraram aplicagoes fundamentais em varias partes da matematica e na fisica e agora
formam uma parte intrinseca de métodos algébricos modernos.

A teoria estrutural das algebras alternativas estd bem desenvolvida [1, 6, 12, 19]. Essa
teoria tem as mesmas caracteristicas da teoria das algebras associativas. Por exemplo, cada
algebra alternativa contém um radical (ideal maximal quase-regular) tal que o quociente por
este ideal é soma subdireta de algebras primitivas. Dai, o famoso teorema de Kleinfeld diz
que cada algebra alternativa simples (ou primitiva) é associativa ou isomorfa & algebra de
octonios.

Nas teorias das algebras associativas, alternativas e de Jordan, os chamados teoremas
de coordenatiza¢do desempenham um papel importante. Um teorema classico deste tipo é
o teorema de coordenatizacao de Wedderburn para as algebras associativas, ele diz que se
uma algebra associativa unitéria A contém uma subélgebra M, (F') de matrizes n X n como
o mesmo elemento identidade, entdo A = B ®p M, (F) para uma certa subélgebra B de
A. Kaplansky no Teorema 2 de [4] estendeu o resultado de Wedderburn para as algebras
alternativas A e B a algebra de Cayley. Em um dos seus trabalhos, Nathan Jacobson deu uma
nova prova do resultado de Kaplansky, usando sua classificacao da redutibilidade completa
dos bimo6dulos alternativos e provou um analogo desse teorema para as algebras de Jordan
[2], onde o papel da algebra de Cayley é desempenhado pela algebra de Jordan simples
excepcional de dimensao 27 de Albert. Estes resultados tem aplicagoes importantes na teoria
de representagoes de dlgebras alternativas e de Jordan |1, 3.

Nossos principais objetivos sao:

e Descrever o Teorema de coordenatizacao de Wedderburn e aplica-lo na teoria de re-
presentacao de algebras associativas. Provar o Teorema de coordenatizacao de Zorn
que foi deixado como um exercicio em [19] e aplica-lo na teoria de representagao de
algebras alternativas.

e Resolver o problema de Nathan Jacobson que foi anunciado em [2].
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e Oferecer uma demonstracao que funcione para o caso geral do classico Teorema de

Fatorizagao de Kronecker de Jacobson. Generalizar esse resultado para as superalge-

bras alternativas. Resolver um analogo do problema de Jacobson para as superalgebras

alternativas. Finalmente, obter um Teorema de Fatorizacao de Kronecker para as supe-

ralgebras alternativas que contém as superalgebras alternativas simples com o mesmo
elemento identidade.

Assim, nosso trabalho comeca com:

O capitulo 1 que é dedicado as diferentes classes de (super)algebras. Nesse capitulo in-
cluimos algumas definigoes, exemplos de classes de (super)algebras que usamos nos seguintes
capitulos. O capitulo foi embasada nos livros de E. N. Kuzmin e I. Shestakov Nonassociative
structures [6], R. D. Schafer An Introduction to Nonassociative Algebras [12] e o artigo de
I. Shestakov Alternative and Jordan superalgebras [15].

O capitulo 2 refere-se a dois teoremas de coordenatizacao. Na secao 2.1, apresentamos o
Teorema de coordenatizacao de Wedderburn relativo as algebras associativas e o usamos na
teoria de representagoes (bimodulos) de algebras associativas para obter uma bela equivalén-
cia de categorias. Na se¢ao 2.2, apresentamos e demostramos o Teorema de coordenatizagao
de Zorn relativo as dlgebras alternativas nao-associativas. Esse teorema foi deixado como
um exercicio no livro [19], e o usamos na teoria de representagoes de algebras alternativas
para obter novamente uma bela equivaléncia de categorias, do qual, obtemos a classificacao
os bimoddulos alternativos irredutiveis unitarios sobre a algebra matricial de Cayley-Dickson
C(F). Na secao 2.3, obtemos que o Teorema de coordenatizacao de Wedderburn, no caso
n > 3, admite uma generalizacao formal para as algebras alternativas de dimensao e caracte-
ristica arbitraria, o qual, usamos para demostrar (via extensao cisao nula) que cada bimédulo
alternativo unitario para M, (F') com n > 3, é associativo. Esse resultado é anilogo ao te-
orema 11.1 de [3], demostrado por N. Jacobson para corpos de caracteristica diferente de
2.

O capitulo 3 é dedicado ao problema de Nathan Jacobson e suas solugoes. Na secao 3.1,
incluimos definigoes, exemplos e definimos um classe importante de algebras alternativas
(a algebra dos quaternides H) que é usada ao longo do capitulo. Na se¢ao 3.2, formulamos
o problema de N. Jacobson. Esse problema, refere-se a descricao das algebras alternativas
que contém uma subélgebra My (F') (4lgebra split dos quaternides) com o mesmo elemento
identidade, o qual, foi formulado por N. Jacobson na década de 50 em [2, 3]. Na segao 3.4,
descrevemos as solugoes desse problema, os quais sao obtidas ao longo da secao 3.3.

O capitulo 4 é dedicado as superalgebras alternativas simples e demostramos um Teorema
de Fatorizacao de Kronecker para essas superélgebras. Na secao 4.1, incluimos defini¢oes,
exemplos e alguns resultados principais sem apresentar demonstracao da classificagao das
superalgebras associativas simples de dimensao finita sobre corpos algebricamente fechados,
obtida por C. T. Wall [18], e a classificacao das superalgebras alternativas simples de carac-
teristica 2, obtida por I. Shestakov [16]. Na se¢ao 4.2, formulamos um analogo do problema
de Jacobson (dada no capitulo 3) para as superalgebras alternativas. Na se¢ao 4.3, damos
uma demonstracao independente que funciona para o caso geral do classico Teorema de
Fatorizacao de Jacobson. Generalizamos esse resultado para obter um Teorema de Fato-
rizagao de Kronecker para as superélgebras alternativas cuja parte par contem a &algebra
de Cayley-Dickson com o mesmo elemento identidade. Também, demostramos um Teorema
de Fatorizacao de Kronecker para as superdlgebras alternativas que contém My (F) com
o mesmo elemento identidade, o qual usamos para responder o analogo do problema de
Jacobson para as superélgebras alternativas que foi formulado na secao 4.2. Finalmente,
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demonstramos um Teorema de Fatorizacao de Kronecker para as superalgebras alternativas
simples Q(4[4) e Ofu].

Convém esclarecer ao leitor que, entre os resultados que aparecem na tese, todos aqueles
que tém demonstracao (a menos do Teorema 3) sdo contribui¢oes nossas.
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Capitulo 1

Algumas (super)algebras nao
assoclativas

Ao longo de cada capitulo vamos incluir definigbes necessarias para oferecer um contetido
proprio de cada um deles. Assim, neste capitulo, apresentamos defini¢oes de algumas classes
de (super)algebras que serdo estudadas nos proximos capitulos. As referéncias e os contetidos
podem ser encontrados em |6, 12, 15, 19].

1.1 Algebras e algebras livres

Definigao 1 Seja A um espago vetorial sobre um corpo F. O espago vetorial A é uma
glgebra sobre o corpo F' (ou F'— dlgebra) se existe uma aplicagao bilinear sobre A, isto €,
a aplicacao (z,y) — zy de A x A em A dada com as sequintes condigoes

(az + By)z = a(zz) + B(yz); x(ay + Bz) = alzy) + B(x2),
para todo a, 5 € F; x,y,z € A.

A aplicagao bilinear sobre A na defini¢ao acima é chamada de multiplicacao.

A é&lgebra A é chamada associativa se, a multiplicagao é associativa, isto é, (xy)z =
z(yz) para todo z,y,z € A. Se a multiplicacdo de A nao satisfaz a condi¢do anterior, a
algebra A é chamada de nao associativa.

Ao considerar algebras nao associativas, a nogdo de um associador seré tutil (z,y, z) =
(xy)z — x(yz). Além disso, consideramos o comutador [x,y] = xy — yx dos elementos
z,y € A

Uma F'—éalgebra £ é chamada uma dlgebra de Lie, se sua multiplicagao é anticomuta-
tiva, isto é,

2 =0

e se ela satisfaz a identidade de Jacob:
J(x,y,2) = (zy)z + (yz)x + (2x)y = 0.
As algebras que satisfazem as seguintes identidades
vy =yz, o'(yz) = (2"y)z

sao chamadas dlgebras de Jordan. As dlgebras alternativas estao definidas pelas iden-
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tidades
2y = x(zy), ya* = (yr)w.

Sejam A e B algebras sobre F'. O produto de Kronecker A®p B (escrito A® B se nao
houver ambiguidade) é o produto tensorial A ®p B dos espagos vetoriais A, B (assim, todos
os elementos sao somas Y a®b com a em A e b em B), sendo a multiplicagao definida pela
distributividade e

((1,1 ® bl)(ag ® bg) = (CL1(L2) ® (ble)

para a; em A e b; em B. Se A tem identidade 1, entdo o conjunto de todos os elementos
1®bem A® B é uma subalgebra de A® B que é isomorfa a B, e podemos identifica-la com
B (similarmente, se B tem identidade 1, entdo A ® B contém A como uma subélgebra).

Se A é um corpo K (uma extensao arbitraria de F'). Entao, K contém 1, assim Bx =
K ®p B contém B (no sentido de isomorfismo) como uma subélgebra sobre F. Além disso,
By ¢é facilmente visto como uma &lgebra sobre K, a qual, é chamada a extensao escalar
de B para uma &lgebra sobre K.

Seja A uma algebra arbitraria. Os seguintes subconjuntos serao considerados na élgebra
A: O centro associativo N(A), o centro comutativo K(A) e o centro Z(A). Esses
subconjuntos, respectivamente estao definidos da seguinte maneira:

N(A) ={aec Al(a,A,A) = (A, a, A) = (A, A ,a) =0},

K(A) = {a € Al[a, A] = 0},
Z(A) = N(A) N K(A).

Seja a qualquer elemento de uma algebra A. A multiplicagcao a direita R, de A
determinada por a, esta definida por R, : * — xa, para todo x em A. Claramente R, é
um operador linear sobre A. O conjunto de todas as multiplicagoes a direita de A é um
subespago da &dlgebra associativa Endg(A) de todos os operadores lineares sobre A pois,
a — R, é¢ uma aplicagao linear de A em Endp(A). Por R(A), denotamos a subéalgebra de
Endpg(A) gerada por todos os R,, e é chamada a dlgebra de multiplicagées a direita. De
maneira semelhante, a multiplicacao a esquerda L, definida por L, : © — ax para todo
x em A, é um operador linear sobre A, a aplicacao a — L, é linear e o conjunto de todas
as multiplicagoes a esquerda de A, é um subespago de Endg(A). Por L(A), denotamos a
subalgebra de Endp(.A) gerada por todos os L,, e é chamada a dlgebra de multiplicagoes
a esquerda.

Seja X um conjunto arbitrario de simbolos. Em [19] foi construida a F—algebra F[X],
a qual, chama-se de dlgebra livre sobre F' do conjunto de geradores X. As algebras livres
possuem a propriedade universal dada no seguinte

Teorema 1 Seja A uma F—dlgebra arbitrdaria e 0 uma aplicagao de X em A. Entdo, 6 se
estende de modo unico a um homomorfismo da dlgebra F[X] na dlgebra A.

Os elementos da algebra F[X] sdo chamados de polindmios ndo-associativos dos
elementos do conjunto X.

1.2 Algebras livres em uma variedade

Sejam X = {x1, s, ...} um conjunto enumeravel de simbolos e f um elemento arbitrario
de F[X]. Nesta, aparece apenas um quantidade finita de elementos de X, por exemplo
X1, To, ..., T, € escrevemos f = f(xy, T, ..., Ty,).
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Dados aq,as,...,a, elementos de uma F'—algebra A, pelo Teorema 1, existe um tnico
homomorfismo 6 : F[X] — A, tal que, 0(x;) = a; para todo i =1,2... ,n e §(z;) = 0 para
i # 1,2,...,n. Denotemos por f(ay,as,...,a,) a imagem do elemento f pelo homomor-
fismo 6 e dizemos que o elemento f(ay,as,...,a,) é obtido por substitui¢ao dos elementos
aj, as, . .., a, no polinébmio nao-associativo f(z1,xs,...,x,).

Um polindémio nao-associativo f = f(xy,29,...,2,) € F[X] é chamado de identidade
de uma élgebra A se f(ai,as,...,a,) = 0 para quaisquer as,as,...,a, € A. Neste caso,

também se diz que A satisfaz a identidade f ou que f é valida em A.

A colegao de todas as identidades de uma algebra A é um ideal da algebra F[X], que
é chamado de ideal das identidades ou T-ideal da algebra A e é denotado por T(A).
A colecao de todas as identidades que sao satisfeitas por cada algebra de uma classe de
algebras M também ¢é um ideal de F[X], chamado ideal das identidades ou T-ideal da
classe das algebras 91 e é denotado por T'(9).

Dado um subconjunto I de F[X], a classe 9 de todas as F'—algebras satisfazendo cada
identidade de I é chamada de variedade de F'—algebras definida pelo conjunto de identi-
dades I, e assim, [ é dito de identidades definindo a variedade 9.

Pela segao 1.1, a classe de todas as F'—algebras associativas é uma variedade com iden-
tidade f = (z122)x3 — z1(x2x3). A classe de todas as F'—algebras de Lie é uma variedade
com as identidades f = 2% e g = J(x1, 2, 73). A classe de todas as algebras de Jordan
¢ uma variedade com as identidades f = [x1,25] € g = 23 (x2m1) — (2322)71 e, todas as
F—algebras alternativas formam uma variedade com as identidades f = x2zy — z1(z179)
e g = 192 — (w9x1)x;. Vamos denotar a variedade das algebras associativas, a variedade
das algebras de Lie, a variedade das algebras de Jordan e alternativas, respectivamente, por
Ass, Lie, Jord e Alt.

Uma zero-dlgebra ¢ uma algebra em que o produto de quaisquer dos elementos é zero;
a variedade consistindo somente de zero-algebras recebe o nome de variedade trivial.

Seja 91 uma variedade nao trivial de F—élgebras e A uma élgebra de 9t com conjunto
de geradores Y. A algebra A é chamada de livre na variedade 9 (ou M—livre) com
conjunto de geradores livres Y se Y gera A e se toda aplicacao do conjunto Y em uma
algebra arbitraria B de 9 pode ser estendida de modo tinico a um homomorfismo da élgebra
Aem B.

Dado um conjunto de polindémios I de F[X], o ideal da F'—algebra A gerado por todos
os elementos da forma f(ay,as,...,a,), onde f € I e ay,as,...,a, € A, serd denotada por

I(A).

Teorema 2 Seja 9 uma variedade nao trivial de F—dlgebras com sistema de identidades
1. Entao, para qualquer conjunto Y, a restricao do homomorfismo candénico o a 'Y € injetiva,
onde

o: F[Y] — F[Y]|/I(F[Y)]).
Além disso, Fop[o(Y)] = F[Y]/I(F[Y]) € livre na variedade M com conjunto de geradores

livres o(Y'). E também, quaisquer duas dlgebras livres de M com conjuntos equivalentes de
geradores livres sdo isomorfas.

1.3 Bimodulos

As nogoes de um bimoédulo tem papel importante na teoria das algebras. Seja 91 uma
variedade de algebras sobre o corpo F'. Suponha que, para uma algebra A em 91 e um espago
vetorial V' sobre F', estao definidas as composigoes bilineares A XV — VeV x A —V,
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escritas como av e va, para a € A e v € V. Entao, o espago vetorial A &V é uma algebra
com a seguinte multiplicacao

(a+v)(b+w) =ab+ (vb+ aw),

onde a,b € A, v,w € V. A édlgebra A ® V é chamada a extensao cisao nula da algebra
A pelo espaco V. Se a algebra A @ V pertence a variedade M, entdao V' é chamado um
bimddulo sobre a dlgebra A (ou um A—bimaddulo) na variedade 9.

Exemplo 1 Se I € a variedade das dlgebras associativas Ass, entao as operacoes devem
satisfazer as sequintes condigoes:

(va)b =wv(ab), (av)b=a(vd), (ab)v = a(bv),

para todo a,b € A, v € V. Na variedade das dlgebras de Lie Lie, as correspondentes condi-
coes para as operacoes do bimodulo sao da forma

av = —va, v(ab) = (va)b— (vb)a.
A variedade das dlgebras alternativas Alt estd definida via as sequintes identidades:
(@,2,y) =0, (2,y,9) =0.

Portanto, um bimaodulo V' sobre uma dlgebra alternativa A € alternativa se, e somente se,
as sequintes relagoes sao vdlidas na extensdo cisao nula A @V :

(a+v,a+v,b+w)=0, (a+v,b+w,b+w)=0,

para todo a,b € A, v,w € V. Como V? =0 (na dlgebra A®V ), essas relagoes nos fornecem
as sequintes condigcoes para que um bimodulo V' seja alternativa:

(a7 CL?/U) = 07 (a7v7 b) + (U7 a7b) = O
(v,b,b) =0, (a,v,b)+ (a,b,v) =0.
Finalmente, a variedade Jord estd definida pelas sequintes identidades:
rvy =yx, (2y,2)=0.

Se J € uma dlgebra de Jordan e V' é um bimddulo sobre J, entao a dlgebra J &V € de
Jordan se, e somente se, as sequintes relagoes sao vdlidas:

(a+v)(b+w)=(b+w)(a+v); ((a+v)*b+w,a+v)=0,
para todo a,b € J; v,w € V. E fdcil ver que essas relagdes sio equivalentes aos sequintes:
av =va, (a*,v,a)=0, (a® b,v)+2(av,b,a)=0,
para todo a,be J,ve V.

Um endomorfismo do espaco vetorial A é chamada uma tnvolugcao da algebra A se, é
de periodo 2 e, é um anti-homomorfismo.
Vamos a introduzir a no¢ao de um bimé6dulo com involugao.
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Seja A uma algebra na variedade 9t com involucao “—”. Entao, um bimo6dulo V' para A
na variedade M, é um bimodulo com involugao, se existe um endomorfismo v — v* de
periodo 2 de V, tal que,
(av)* =v*a, (va)" = av*

para todo a € A, v € V. O endomorfismo v — v* é chamado a involugao de V.

Se V' é um bimo6dulo com involugao sobre A, entao junto com a involugao de A, podemos
obter uma involugao na extensao cisao nula £ = A & V. Inversamente, qualquer involugao
em E que estende a involucao de A, pode ser usada para fazer do bimédulo V', um bimédulo
com involugao.

1.4 Superalgebras

Definicao 2 Uma dlgebra A € chamada uma dlgebra Zs;—graduada ou uma superdlge-
bra, se A= Ay ® Az, onde A;A; C Aiyj, i,j € Zos.

Exemplo 2 Seja I' a dlgebra de Grassmann sobre um corpo F' gerada pelos elementos
l,e1,...,en,... tais que
e; =0, ee; = —eje,.

Os produtos
1, €i1€iy - - - €y s <ty <o < g,

formam uma base de T' sobre F (consideremos 1 como o produto do conjunto vazio dos
elementos e; ). Denote-se por I's e 'y 0s espagos gerados pelos produtos de comprimento par
e impar; entao I' é a soma direta desses espagos,

I'=T5®I7y,

onde

DL C T imod 20 1 € {0, 1}

Em outras palavras, I' é uma dlgebra Zo—graduada (ou superdlgebra) sobre F'.

Seja 91 uma variedade de algebras sobre um corpo infinito F', definida por algum sistema
de identidades.

Definicao 3 A superdlgebra A = As ® A; € chamada uma IM—superdlgebra se sua en-
volvente de Grassmann ['(A) =15 ® Ay ® I'1 ® Aj pertence a .

Exemplo 3 A superdlgebra de Grassmann I' € uma superdlgebra comutativa, pois sua en-
volvente de Grassmann I'(I') = Ty @ 'y + I't ® 'y € comutativa. Isto vem do fato de que T
satisfaz a sequinte identidade de comutatividade (ou supercomutatividade) graduada

ab = (—1)!Plpq,

onde a,b € TgUT'; e |x| denota a paridade de um elemento homogéneo x of A: |x| =1 se
T e Al

Se as identidades que definem a variedade 9t sao conhecidas, entao é possivel escrever
as “superidentidades” que definem as 9)—superalgebras.
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Exemplo 4 Sejam A = AgD.A; uma superdlgebra e d € Ag, a,b,c € AgUA7. A superdlgebra
A € uma superdlgebra alternativa se satisfaz as sequintes identidades:

(a,b,c) + (=1)Pl(a, ¢, b) =0,

(a,b,c) + (—1)|“|‘b‘(b, a,c) = 0;
(d,d,a) = 0.

Se a caracteristica do corpo F € diferente de 2, note que a ultima identidade se seque das
duas primeiras. Assim, também, as superdlgebras de Lie estao definidas pelas sequintes
identidades:

ab + (—1)Plpg = 0,

(ab)c — a(be) — (—1)"PI¥l(ac)b = 0;

e as superdlgebras de Jordan estio definidas pelas sequintes identidades:
ab — (—1)lalllpg = 0,

(_1)\d\(|a\+|cl)(ab, ¢, d) + (_1)|a\(|bl+|cl)(bd7 c,a)+ (_1)Ibl(\cl+|dl)(da’ c,b) =0,
onde a,b,c,d € Ay U Aj;.

Sejam A e B superalgebras sobre F. De modo anélogo ao caso das algebras, podemos
definir o produto de Kronecker A®rB (escrito A®B se nao houver ambiguidade) como
o produto tensorial graduado A®yB dos superespacos vetoriais A, B (assim, todos os ele-
mentos sio somas >.a®b com a em A e b em B), sendo a multiplicacio definida pela
distributividade e

(a1®b1)(a2®b2) = (—1)|b1|la2‘(alag)é(b1b2>

para a; em A e b; em B. De forma semelhante, se A tem identidade 1, entdo o conjunto de
todos os elementos 1®b em A®B é uma subsuperalgebra de AQB que é isomorfo a B, e que
podemos identificd-lo com B (similarmente, se B tem identidade 1, entao ARB contém A
como uma subsuperéalgebra).

Seja 9T uma arbitraria variedade de algebras. Uma 9t—superalgebra A de dimensao
finita é chamada semissimples se A é soma direta de ideais simples Zy,—graduados.

Uma M —superalgebra A de dimensao finita é chamada separdvel se Ax = K @ A
é semissimples.



Capitulo 2

Teoremas de Coordenatizacao de
Wedderburn e de Zorn

Seja A uma algebra associativa de dimensao finita sobre F. Entao existe um ideal R,
chamado o radical de A, que é o unico nilideal maximal de A (isto é, o ideal maximal que
consiste inteiramente de elementos nilpotentes). Além disso, R é nilpotente no sentido que
existe um inteiro ¢t com a propriedade que qualquer produto ajas . ..a; de t elementos de R
é zero; portanto R é também o tnico ideal nilpotente maximal de A. Médulo este radical,
a algebra é semissimples, isto é, a élgebra quociente A /R tem radical igual a zero. Além
disso, qualquer algebra associativa semissimples se escreve de maneira tinica como uma soma
direta I1 @ - - - @ I, de ideais bilaterais simples (onde uma algebra é simples, desde que nao
tenha ideais proprios e nao seja uma &algebra de dimensao 1 no qual o produto seja zero).
Um célebre teorema de Wedderburn afirma que qualquer algebra associativa simples I é o
produto de Kronecker D ®p M, (F') de uma algebra de divisao D sobre F' e a algebra de
matrizes M, (F) de dimensao n?, onde n é tnico e D esta determinada de maneira tnica a
menos de isomorfismo.

Outro resultado classico nas algebras associativas é o Teorema de Coordenatizacao
de Wedderburn (Teorema 3), o qual afirma que qualquer &lgebra associativa unitéaria
que contém um sistema de n? elementos de matrizes unitérias, ¢ também uma algebra de
matrizes.

Apresentamos o Teorema de Coordenatizacao de Wedderburn como bem disse K. Mc-
Crimmon, é o avd de todos os teoremas de Coordenatizagao. Além disso, apresentamos o
Teorema de Coordenatizacao de Zorn que foi deixada como um exercicio no livro [19]. Estes
sao exemplos de uma familia de teoremas de coordenatizacao, os quais afirmam que uma
algebra seréa de uma certa forma, se conter uma familia de elementos de um certo tipo.

2.1 O Teorema de coordenatizagcao de Wedderburn

Definimos os e;; como as matrizes com 1 na (7, j)—entrada e 0 nas outras. Vamos chamar
ao conjunto desses elementos, um sistema de matrizes unitdrias que satisfazem

€ij€rs = 0jr€is, E ey = 1,

onde ¢ é a delta de Kronecker.
Lembremos que uma &lgebra A é associativa se, todos os associadores dos elementos de
A sdo 0, isto ¢, (x,y, 2) = 0 para todo z,y, z € A.

11
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Exemplo 5 A dlgebra M, (F') de todas as matrizes n X n. com entradas no corpo F, é uma
dalgebra associativa. Em geral, se A é uma dlgebra associativa qualquer, podemos considerar
a dlgebra associativa M, (A) de todas as matrizes com coordenadas na dlgebra A.

Teorema 3 Seja A uma dlgebra associativa com elemento identidade 1 tal que A contém
um sistema de n* elementos de matrizes unitdrias. Entio, A = M,(B) para uma certa

subdlgebra B de A.

Demonstracao: Fixemos i, j, k,r,s € {1,2,...,n}. Consideremos o conjunto B = {a € A :
la, e;;] = 0 para todo i, j}. Pela seguinte identidade, véalida em toda algebra associativa,

[xy, z] = x[y, 2] + [z, 2]y

segue facilmente que o conjunto B é uma subélgebra de A.
Seja a € A e defina a;; = Y7 _; eg;ae . Entao,

n n
aiiers = ( § €kiAE ) )Ers = E exia(erers) = €riaejs
k=1 k=1
(§]
n n
Erattiy = €s() _eriaesr) = Y (erseri)acje = eqac;,.
k=1 k=1

Logo [aij, ers] = 0, e assim, a;; € B. Além disso,
n n n n
> agey = Y eqacy; = (Y eq)a(d ej) = a.
ij=1 ij=1 i=1 j=1

Agora suponha-se que os b;; sao elementos de B, tais que, Z?Fl bijei; = 0. Logo

0= Z ka(z bijeij)eqk = bpg
k=1

ij=1

para p,q = 1,...,n. Isto mostra que os elementos de A podem ser escritos de uma tnica
forma Z?jzl a;je;; onde a;; € B paratodo ¢, j. Isto implica que, a aplicacao f : A — M, (B),
definida por

@11 A1z - Qin

Q21 Qg2 *-°  Q2n
fla)="|".

Ap1 Gp2 - A

com a = ZZj:l a;je;; ¢ injetiva. E claro que f também é sobrejetiva, e portanto, ¢ um

isomorfismo de espagos de A sobre M, (B).
Finalmente, vamos mostrar que f é um homomorfismo de algebras. Sejama = > =1 Qij€ij

€ b = Z:;s:]_ bT‘SeTS com a’z]7 brg E B, entao

n n

ab = (Z aijez’j)<z brsers) = Z aijbrseijers = Z aijbjseis-

7,7‘7:1 ’I",S:l l‘,j,'f’,szl i7j78:1
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Assim,

doimiaybi Do aybp oo D00 aibi,
n n n
" a9 " gy " agib;
f(ab) _ Z] ]_: J77 Z] 1: J7 Z] ]_: Jamn
D it Gnbj D00y angbi e 30 angbin

e é claro que o produto f(a)f(b) é igual & matriz f(ab). Portanto, A = M, (B).
Isto prova o Teorema.

Q.ED.

Corolario 4 (Teorema de coordenatiza¢cao de Wedderburn) Seja A uma dlgebra as-
sociativa, tal que, A contém uma subdlgebra M, (F) como o mesmo elemento identidade.
Entao, A= B® M,(F) para uma certa subdlgebra B de A que comuta com todas as matri-
zes unitdrias e;; de M,(F).

Se consideramos uma algebra associativa unitiria B, podemos obter uma importante
aplicacao do Teorema de Coordenatizacao de Wedderburn na teoria de representagoes das
algebras associativas unitarias.

Corolario 5 A categoria dos bimddulos associativos unitdrios sobre M, (B) € equivalente a
categoria dos bimddulos associativos unitdrios sobre B.

Demonstracao: Denotemos por Bimod 4., a categoria dos bimodulos associativos unité-
rios sobre BB e por Bimod 4,,M,,(B) a categoria dos bimédulos associativos unitarios sobre
M, (B). Entao, desejamos mostrar que

Bimod 44,8 ~ Bimod 44, M, (B).

Seja N € Obj(Bimod 4s:B), e considere a extensao cisao nula £ = B @ N da algebra
associativa B pelo bimodulo N. Como E é uma algebra associativa, podemos formar a algebra
matricial K = M, (E) que contém M, (B) como uma subdalgebra. Além disso, K contém o
ideal M = M, (N)N K = M,(N), que é o conjunto de matrizes de K cujas entradas estao
no ideal N de E. Assim, M, (N) ¢ um bimodulo associativo unitario para M, (B) relativo a
multiplicagao definida em M,,(F). Vamos chamar M ao M, (B)—bimédulo associado com
o dado bimoédulo NV de B e denote

M = F(N).

Como E = B® N temos que K = M,,(B) ® M. Também N? = 0 em E, implica que M? =0
em K, assim K ¢é a extensao cisao nula de M, (B) por seu bim6dulo M.

Pode-se verificar facilmente que F é realmente um funtor da categoria Bimod 44,53 na
categoria Bimod 44, M,,(B). Além disso, para cada par de objetos N e N’ de Bimod 4,5, a
seguinte igualdade ¢é vélida:

F(Hom(N,N")) = Hom(F(N), F(N")).

Portanto, N e N’ s@o isomorfos, se e somente se, F(N) e F(N') sao isomorfos.
Similarmente, o funtor F oferece um isomorfismo reticulado do reticulado dos sub-
bimodulos de N relativo a B sobre o reticulado dos sub-bimodulos de M sobre M,,(B).
Para completar a redugdo da teoria dos bimodulos para M, (B) ao dos bim6dulos para
B, agora mostraremos que cada M, (B)—bimo6dulo unitario é isomorfo a algum bimodulo
associado com um bimoédulo unitario para B.
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Considere-se um bimédulo associativo unitario V' para M, (B), e seja

A= M,(B)®V

a extensao cis@o nula de M, (B) por V. Assim, A é uma algebra associativa (com elemento
identidade 1, a identidade de M, (B)) que contém a algebra matricial M, (B) como uma
subélgebra unitaria, entao pelo Teorema de Coordenatizagao de Wedderburn existe uma
algebra associativa D tal que A = M, (D). Considere o conjunto W dos elementos de D que
aparecem nas entradas das matrizes de V. Logo

V= M, (W),

onde W<aDeW?=0em D, poisViAeV:=0em A, e assim, D=B®W. Logo, D é a
extensao cisao nula de B por seu bimoédulo W, entao W é um bimoédulo associativo unitario
sobre B. Portanto, F(W) = V.

Isto prova o Corolario.

Q.ED.

Do Corolario 5, podemos classificar os bimédulos associativos irredutiveis unitarios sobre

Corolario 6 Cada bimddulo associativo irredutivel unitdrio sobre M, (F'), é isomorfo ao
bimddulo reqular Reg(M, (F)).

2.2 O Teorema de coordenatizacao de Zorn

Na secao 2.1 temos descrito o Teorema de Coordenatizacao de Wedderburn e algumas
de suas aplicagoes relacionadas as algebras associativas unitérias. Nesta secao vamos apre-
sentar e provar o Teorema de Coordenatizacao de Zorn, o qual, é o andlogo do Teorema de
Coordenatizacao de Wedderburn para as dlgebras alternativas. Além disso, apresentaremos
algumas das suas aplicacoes na teoria de representacoes das algebras alternativas unitérias.

Definicao 4 Uma dlgebra alternativa (linear) é um espago vetorial A com uma opera¢ao
bindria bilinear (x,y) — xy satisfazendo as sequintes identidades:

(2.1) 2y = x(xy), (xy)y =y’

para todo x,y € A.

As equacoes anteriores sao conhecidas, respectivamente, como identidade alternativa
a esquerda e a direita. A linearizacao de (2.1) é

(2.2) (zo2)y=x(2y) + 2(zy), y(roz)=(yx)z+ (yz)z,

onde zox = xz + zx ¢ o produto de Jordan. As igualdades de (2.1) sdo equivalentes, em
termos do associador, a

(z,z,y) = (y,z,z) =0 para todo z em A
ou, em termos das multiplicagoes a direita e esquerda, a

R, = R2, L,» = L2 paratodo z,y em A.
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E claro que toda algebra associativa é uma algebra alternativa. Como tinhamos dito na
introducao, o exemplo classico de uma algebra alternativa nao-associativa é a algebra de
Octonidces O e a algebra de Cayley-Dickson que vem do processo de duplicacao de Cayley-
Dickson (veja [19]).

A dlgebra de matrizes de Cayley-Dickson C(F) é uma &algebra alternativa nao-
associativa de dimensao 8 sobre F' com base e, egf) (1,7 =1,2;k = 1,2,3) cuja tabela de
multiplicagao é a que segue:

(23) G?Z- = €4, €4i€jj = 0;
k k k k k
(2.4) euegj) = egj)ejj = egj), e”efj) = €§j)€ii =0;
k k !
(2.5) (ez(j))z = ez(j) © e’gj) =0 (k#1);
(2.6) el(-f)e;]f) = e, eg)eg? =0 (k#I1);
(2.7) el = (j — )l (k mod 3).

k ~ . cp o . .
Os elementos ey, egj) sao chamados matrizes unitdrias de Cayley-Dickson.

A algebra de matrizes de Cayley-Dickson, pode ser considerada nao somente sobre corpos
mas também sobre anéis associativos e comutativos ®. Segue imediatamente que a algebra
C(P) sera também alternativa.

O nome “algebra de matrizes” vem do fato de que os elementos de C(F') podem ser
representados por matrizes da seguinte maneira: Seja a € C'(F') com

k) (k
a = Q€11 + Q€92 + Z a12 612) + 0421)651))‘

k=1

Associamos ao elemento a a matriz

0 o o) e F.

Q11 Q12
ij ) azg

onde a;; = («
9 1)
21 0422}

A soma e a multiplicagdo escalar dos elementos da algebra C'(F) correspondem as usuais
soma e multiplicacao escalar de matrizes da forma acima. No entanto, a multiplicacao dos
elementos da algebra C'(F') correspondem a uma multiplicagao especial (veja [19]).

Ao longo do nosso trabalho, vamos utilizar uma série de identidades que sao validas em
cada algebra alternativa, cada uma dessas identidades irao aparecer no momento em que
elas forem necessarias.

Para comecar, cada algebra alternativa A satisfaz as seguintes identidades chamadas as
identidades de Moufang

(2.8) z(yzy) = [(zy)z]y, identidade de Moufang a direita,
(2.9) (yzy)x = ylz(yz)], identidade de Moufang & esquerda,
(2.10) (xy)(zx) = z(yz)z, identidade de Moufang do meio.

Com isso, temos condigoes de anunciar e mostrar o Teorema de Coordenatizacao de Zorn
relacionada as algebras alternativas, o qual, foi formulado em [19] como um exercicio: Seja
A uma élgebra alternativa com elemento identidade 1 que contém um sistema de matrizes
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unitarias de Cayley-Dickson tais que ej; + ego = 1.

Lema 1 A dlgebra A é decomponivel numa soma direta de submddulos:
A=A & Ap & Ay & Ay
onde Aijj ={a € A:e;a=aej; =a}. Além disso, as componentes A;; possuem as relagoes
A C Ay, Ay =0,
AiAij + AijAj; C Ay, Ay Ay = AijAi = 0,
AijAij € Aji, Ay Aji © Au,
onde i # j.

Demonstragao: Seja a € A entao, pela identidade alternativa a direita, temos (a, e, €;;) =
0. Se i # 7, entao

(a, e, e55) = (aeii)ej; = (aei)el; = (a, eq ej5)ej;
= —(a,ej5, ei)es; = —((aeg)en)es; = —alegieies;) = 0.
Assim,
a = 1lal = (e11 + ex)a(enn + ez2) = en1aei; + epaeg + exaer + exaes;
e ejae;; € Ay (1,7 =1,2) pois
eii(eiacy;) = ef(aej;) = eiaey; e (euaej;)ej; = (ena)es; = eiaey;.
Logo, a € Ay + Ax + Ao + Ago, e assim, A C Ay; + Aig + Agi + Ags. Portanto
A=A + As + Ao + Ass.

Suponhamos que existem elementos a;; € A;;, tais que, > a;; = 0. Logo

0= (ertij)ess = ayg
para r, s = 1, 2. Consequentemente
A=A @ Az @ Ay @ Aso.
Agora, vamos provar as relagbes. Sejam a,b € A;; entdo, por (2.2)
eii(ab) = (e 0a)b — a(e;b) = 2ab—ab=ab e

(ab)e; = a(boe;) — (ae;)b = 2ab — ab = ab.

Portanto, ab € Ay, e assim A% C Aj;.
Consideremos a linearizagao da identidade de Moufang do meio (2.10)

(2.11) (zy)(zw) + (wy)(22) — [w(y2)lz = [x(yz)Jw = 0.

Sejam a € A; e b € Aj;. Entao, usando os fatos e;;b = be; = b(1 —e;;) = b —be;; =0,
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ejja = ae; = 0 e por (2.11), temos

ab = (ae;;)(ej;0) = —(beii)(ej5a) + [blewej;)]a + [aleiej;)]b = 0.

Isto implica que A;A;; = 0.
Sejam a € A;; e b € A;; entdo, por (2.2)

eii(ab) = (e;; 0a)b — a(e;b) = 2ab —ab=ab e

(ab)ej; = a(boej;) — (aej;)b = a(bej;) + a(e;;b) = ab.

Consequentemente ab € A;; para quaisquer a € A; e b € A;;, e assim A;A; C Aj.
Tomemos a € A;; e b € A;; entdo, novamente por (2.2)

eii(ab) = (eii ¢) (I)b — a(eiib) = (eiia)b + (aeii)b =ab e

(ab)ej; = a(boejj) — (aej;)b = 2ab — ab = ab.

Logo, ab € A;; para quaisquer a € A;; e b € Aj;, e assim A;;A4;; C A;;. Portanto, como
AMAU Q .Aij e .Aij.Ajj Q Aij, obtemos .A”A” + AijAjj Q ./42]

Sejam a € Aj;, b € A;j e ¢ € A; elementos arbitrarios. Entao, por (2.11) e o fato
ei;a = cej; = 0, obtemos

ab = (aej;)(eiib) = —(bej;)(ewa) + [b(ejzei)la + [alejieqn)]b =10 e

be = (bejj)(eic) = —(cejj)(eib) + [c(ejjei)]b + [b(ejjei)]c = 0.

Portanto, .Ajj.Aij = AUA” = 0.
Sejam a,b € A;; entao, por (2.2)

ejj(ab) = (ej; 0 a)b — a(ej;b) = (ej;a)b + (aej;)b = ab

pois e;;b =0 e
(ab)e;; = a(boey;) — (ae;)b = ab.
Assim, ab € A;; para quaisquer a,b € A;;, e portanto A;;A;; C Aj;.
Finalmente, sejam a € A;; e b € A;; entdo, novamente por (2.2)

eii(ab) = (e;; 0 a)b — ale;b) = (e a)b+ (aey)b=ab e

(ab)ey; = a(boey) — (aey;)b = a(bey;) + ale;b) = ab.

Logo, ab € A;; para quaisquer a € A;; e b € A;;, e portanto A;;A;; C Aj;.
Isto prova o Lema.

Q.ED.

Lema 2 Parai # j (1) ) (3)
Az‘j = Aij D Aij D ‘Aij

onde .Ag-c) = .Aiiegf) = eg-c)Ajj, k = 1,2,3. Além disso, as componentes .Az(»f) possuem as
sequintes relacoes - w0

k) 4(k k) 40
ADAD =0, AP ALY € AWk mod 3.

v
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Demonstragao: Pelas relagoes do Lema 1

k E)y (2.6) , (k) (k k
Aiiegj) = eii(Aiiez(j)) - (ez('j)eg'i))(Aiiez(j))
(210) oo .
C e (e Anel))
(k)
C e Ay
De maneira analoga, e Aﬂ - Ane . Logo, Aue = eg)Ajjv k = 1,2,3. Portanto, Az(;'g)

esta bem definida.
Em seguida, mostraremos que A;; = .AS-) + Ag) + Ag’). Sejam a; € Aj; e aj; € Ajj,
entdo por (2.2) e (2.4)

(k) (k) (k) _ (k)

_ (k)y _ (k) (k)y _
eiitly; = eii(aie;;’ ) = (e 0 ay)e;; — aylewe;;’) = 2ae;; — ayey; = a;; e
(k) (k) _ (k) (k) _ 9,.k) (k) (k)
A5 €55 = (el] ajjlej; = €ij (ajj o ejj) — (eij ejj)aj; = 2e;;0a55 — e, a5 = a;;.

Assim Agj) C A;j, o qual, implica imediatamente que A;; D A(l Ag) + A( ), Portanto,
sera suficiente mostrar a outra inclusdo. E claro que por (2.4)7 Z(f)
Seja a;; € A;;, entdo por (2.6) e (2.2), e pelas relagoes do Lema 1

sao elementos de A;;.

1 1 1 1 1
Q5 = €405 = (egj)eg‘i))aij = ez(j)( Ez) °ajj) — (egj)aij)eg'i)
1 1 1
= e (e}Pay) — (e ay)el) € el Ay + Ajel?,

onde 61(;)./4]']‘ = AZ(;) e para todo a;; € Aj;, temos por (2.7)

apel) = G = aee)) = (= (a0 e)ely — el (azel)

= (=P a)el) — e (azel]))) € Auel) + ) Ay;.

)

Logo a;; € AEJQ-) + AE + AW ¢ assim A C .Al(-;) + Ag) + Ag’). Portanto,

ij
Ay =AY + AP + AD

Agora, suponhamos que os az(f )

(2.2)

sdo elementos de A;; tais que ), agg )egf) = 0. Entao, por

k) (k)y (1 k), (k ! k) () (k
0= Z(agi)ez('j)>€§'i) = Z[az('i)(ez(j) ° 65‘1')) - (az(i)eg'i))ez('j)]
k k
k), (k) (1 DPRORC l
- Y ) = ) = e o,

k

onde por (2.6) Z]) gz) = 0 se k # . Isto mostra que os elementos de 4;; podem ser escritos de

uma Unica forma, para todo 7, j. Portanto, os coeficientes sao tinicos e a soma .Aij Ag AS)

¢é direta.
Agora, vamos mostrar as relagoes. As inclusoes .A(f C Ay, .A(k C Aj; e a relacao

A;jA;; € A do Lema 1, 1mp11cam que, A; k)A(k A”
Considere a“egc) ) e Ajj ™) ¢ b]]egll = b(l € .A (k # 1). Entao, por (2.11) e (2.6) e
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o fato que cz-iegf) = egf)bjj para algum ¢;; € Ay
l k k l
(auel ) (bjzel) = —(eel) by ai) + [ (b i + [ai(elb;)]el)

k !

= [—(au,cu, €§j)) + (aiicii)e,gj)]e;i)

k k)r (1

- [_(ez(‘j)a Qiiy Ciz) + (aiicii)egj) §‘z‘)
- [(a’ucu)e(k)] (ll)

(2.2) l l k
= (anci) (el o el)) + ((auci)eld)els)
= 0.

le

Assim (au )(b”eﬂ ) = 0, e portanto, A; k).A(l = 0 para k # .
Para provar Aij Ag-c) = 0 considera-se amegc),bme ) ¢ A( Entao, por (2.11) e (2.5)
tem-se

(aiet) (biell)) = —(e ) (biyai) + (el (e b aii + [ai(ely bi))ely) = 0.

) ZJ ) v ) v v

Isto implica o que querlamos mostrar.

Finalmente, sejam aZZ ) ¢ A(k b”e (k1) ¢ A(kH Entao, novamente por (2.11)
k k+1 k+1 k k+1 k k k+1
(auegj))(bnegf = —(€§j+ )ez(‘j))(biiaii) + [€§j+ )<€z(’j)bii)]aii + [aii(ez(j)bii)]ez(j )
k) (k+1
= (ez('j)egj ) (biais)
D (= )e D (byai) (k mod 3)

onde bya; € Aj; e e(k+ (b biia; A(H ara todo ag, b; € A;;. Portanto,
P

k k+1 k+2
AD AL < AW (K mod 3).

Isso prova o Lema.

Q.E.D.
Lema 3 O anel Q) = Ay € um anel associativo e comutativo.

Demonstracao: Fixemos elementos arbitrarios a;q, b1, ¢11 € Aji. Primeiramente provamos
. , 1 ~
que o associador (aj1,b11,c11) € anulado pelo elemento 652). Entao,

(an, b1, 011)6512) a11bi1)cnn — 011(511011)]652)

a11b11 C11}€12 [a11(bl1011)]6(112)

)
)
)
)

enlely — an((bien) o eld) + (a1rely) (brien)

a11b11 C11}€12 - a11((b11011)€§12))

[(
[(
(2.2) (
[(

pois pelo Lema 1, A;5.4;; = 0. Consideremos as linearizagoes da identidade de Moufang a
direita

(2.12) [z(w2)y] + z{(y2)w] = [(zw)2]y — [(zy)z]w =0 ou

(2.13) wlw(zy)] + 2ly(zw)] = [(zw)z]y — [(xy)z]w = 0.
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A equacao (2.12), pode-se escrever [(zw)z]y — x[(wz)y] = x[(yz)w] — [(zy)z]w. Entao,

[(anbn)cn]@glz) - all[(b11011)6§1)] = an[(@glg)cn)bn] - [(ane%))cll]bn =0.

Assim (CLH, bll; 011)6512) = 0.
Agora, como (a1, b1y, ¢11) € Ay, entao por (2.6)
(au,bu,cn) = (allu 5117011)611 = (a117b117011)(€g12)€§11))

2.2
22 (Gn, bi1, 011) o 6512))691) - 6512)((6611, b11, 011)6%))

(
= ((a117b117011)6§12))€§11)
0

Portanto, A;; ¢ um anel associativo.
Finalmente, vamos a mostrar a comutatividade de A;;. Por (2.7) sabemos que

3 1 1 2) (3 2
estes = (1= 2)ep) = —eiy e eiey) +epes) = ey oey =0,

os quais implicam, 652) = eg?i)egl) Entao, por (2.11)

lar, bulely = (anbi)(es)esy) — (brian)(elyesy)
= (e bun)(estan) + [e5r (bueiyJan + o (buey e
(2) )b (2) by — [by (3)\1,(2)
+(esy a11)<€21 11) [621 <a11621 )] 11 [ 1(aries )]621
= —(eSVbn)(esYan) + (e5yan) (€5 bi).
Assim, novamente por (2.11)
(5P bu)(estann) = —(anbu)(esVes?) + [an (bueS})]ely + [e57 (buies))]an
—(anbu)(es)es?)
= (aubu, €5y, ) — ((annbur)esy)ely
= (621)%‘11511»621)
e de forma semelhante (eg)all)(eg)bll) = (621 bllall,egl)) Mas, lembrando que egzl)egi) =
—6512) e usando a seguinte identidade obtida de (2.13) z[y(zw)] = —z[w(zy)] + [(zy)z]w +
[(zw)z]y, obtemos
(6;21)7511%176%?) = (6521)762171711@11)

= —(eSVes))(buan) + €5 (€5 (brian))

—es) [an (bues))] + [(e5) e bulan + [(e5) arn)buiesy

= (651)a ay1011, 35?):

por conseguinte, (eé?all)(eg?bll) = (eg)bll)(eg)all). Portanto,

[CLH, b11]6(112) = 0
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Logo, por (2.6)
[an,blﬂ = [allabll]ell = [au,bu](eu)eélf)

(22) (1) (1)

a1, bia] 0 efy)esy) — el (fanr, bualely)

(
([a11, b ety el
0:

Y

assim, [a11, by1] = 0. Portanto, A;; é um anel associativo e comutativo.
Isto prova o Lema.

Q.E.D.

Como no Lema 3, usando o mesmo processo de demonstracao pode-se mostrar que Aoy
¢ uma subalgebra associativa e comutativa de A.

Definimos as “fungoes de coordenadas : A — Q sobre A tomando 7;; (k)

igual a zero

em todas as componentes exceto em AP e sobre Aﬁj estao definidas da segumte forma:

l]’

7T11(Cl11) = a1, 7T22(6122) = 612(a22€21) LemRte(am),
k k (k k k k
7r§2)(a§2)) = a§2)621 = R Q (a12)) 7T§1)<a51)) = 652)@21) = Le§’;>(agl))v

onde pode-se observar que moy = L., Re,,, 7r§2) =R w e Wél) = L . Além disso, definimos
21 12

uma aplicagao linear 7 : A — C(12) dada por

k k
Z mi(a)es + Z 7712 e12 + W§1)<a)egl))

Lema 4 A aplicacao © € um homomorfismo de dlgebras, isto €, w(ab) = 7(a)w(b).

Demonstracao: Primeiro vamos mostrar a igualdade eja(agees) = eg)(amegﬁ)), k=23
Isto segue das relagoes dos espagos de Peirce do Lema 1 ou 2 e, por (2.11)

2 (2.7) 3 2
ey (anes)) = (elel)) (agel)

3 1 1 3 2 2
= —(e5)eS)) (anel)) + [ehy) (€5 as) ey + [ (€5 as)]ely

1 1
—(—el¥) (asel))

1 1
= 652)(61226%1))7

3 2 (2.7) 1) (2 3
e (anes)) = —(el) el (agel))

3 2 1 1 2 3 1
= —(e5)e5)) (anel)) + [e5) (e as)]ely + [ (€5 ass)]ely
(1) (1)
( 612)(a22621)

= egz)(am@gl))

Para provar que 7 ¢ um homomorﬁsmo de alg)ebras })remsaremos as seguintes expressoes
k

das fungoes de coordenadas 7r( ). por ( € s ajj, €5 ) =0 parai,j #

miy (anery) = (anely ey = an ey o eiy’) — (aneyy)ely = an,
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Wig)(egg)am) = (egg)am)egi) = 6@ (azzegi)) = e12(azea) = ma2(as),
Wéﬁ)(eg)an) = egg)(egi)@n) = (egg) © eg?)au - egﬁ)(egg)an) = 11,

Wélf)(am@g?) = 6%)(@26%)) = e12(aze21) = ma2(as),

(k)

i s assim:

Basta analisar os casos quando a e b estao nos espacos de Peirce A
(A) mi(ab) = 7ru(a)7ru(b), a, b c An

(k) _ k) (1. (k)
(B) 7’ (ab) = mi(a)m; " (b); a € Aiy e b € Ajj

(C) ng)(ab) = ﬂ(k)(a)wjj(b); a € Agf) ebe A

v

(D) mi(ab) = w(’?)(a)ﬁj(f)(b); wc Az(;c) cbhe Ag;:)

ij
(E) 75 (ab) = 67 (@)nF D (0); a € AP e b e AN
onde todas as igualdades sao resultado das relagoes de ortogonalidade do Lema 2. Usando

k . ~ :
os Lemas 1 e 2 para expressar as componente Agj) e, junto com as expressoes de acima das
(k

funcoes de coordenadas 771'3')7 obtemos os seguintes casos:
(Al) Sejam a1, by € Ajq, entao 7T11(a11511) = anbi = 7T11(a11)7T11(b11)-
(B1) Considere aj; € Ay e bneﬁ’;) = bg’;) € Aﬁ’;)

i) (anbly) = 78 (an (bnely)) = 78 ((anbn)ely) = by = m(an)mls (b15).

(k)

(C1) Agora, sejam ey’ a3 = ag’i) € Agi) e b € Ayy

s (as)bin) = 75 (e an)bu) = i) (€8 (annbin)) = anbiy = 75 (a5 )11 (bia).

(D1) Tome ayel?) =al¥) e AE e elb = b € A logo

a0 = (a2 an(elh) o b)) — (and$)elh)) = anlel (e$bu)] = anbu.
Entao,

m(alyb$y)) = 71 (a1ibi) = anbn = 7 (anely )msy (e8)bn) = 7 (al5)rd (05)).

(E1) Sejam anegg) = aﬁ’;) € Aﬁ’;) e b11e§§+” = bﬁ’;“) € Aﬁ’g“’, logo pela comutatividade de

All
11
al ol = (anely) (briels™) = —(e5T el (brian) = €5y (anbi).
Portanto,

k+2 k k+1 k+2 k+2 k k k+1 k+1
w2 (@B b TY) = 7l (e (anibn)) = anbn = 715 (@l TV (05T,

E analogamente, também temos:

(A2) Sejam g2, bag € A22, entao 7T22(a22b22) = agabogy = 7T22((122)7T22(b22)-
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(B2) Considere ag € Ag e bQQeg? = bg’? € .Agi)

oy (azably)) = 75y (asa(basesy))) = oy ((asabas)edy)) = oo (@nobas) = maz(aze) sy (b))

(C2) Agora, sejam egg)agg = agg) € AY;) e by € Ay

T8 (a8 b)) = ) (€45 an)bas) = 7l (€45 (aanban)) = Tan(@nobas) = w15 (a5 )72 (bas).
(D2) Tome a2ge$) = agi) € Ag? e e§’§)b22 = bg’;) € Aﬁ’;), logo

oS0 = (aneSIbE 2 an(elh) 0 b)) — (axbs)elh) = anfel? (€05 ban)] = azbas.

Entao,

Taa () 05)) = maa(a2abas) = Moo (ae) Tz (baz) = myy (asy) )iy (05).

k1) _ bé};ﬂ

(E2) Sejam anel?’ = al? € AP ¢ byyelt ) e A 1ogo pela comutatividade de

A22
aBE = (agoel)) (baaeli ™) B (S ell)) (bpsazs) = —el5* (aabes).
Portanto,
mia (s b ) = w5 (el (aabn)) = —mon(oaaban) = —map (o )™ (™).
Isso prova o Lema.
Q.E.D.

O Teorema de coordenatizacao de Wedderburn diz que uma algebra associativa com
elemento identidade contendo matrizes unitarias é uma algebra matricial. Da mesma forma,
o Teorema de coordenatizagao de Zorn diz que uma &lgebra alternativa com elemento
identidade contendo matrizes unitarias de Cayley-Dickson é uma algebra matricial de Cayley-
Dickson.

Teorema 7 (Teorema de coordenatizacao de Zorn) Seja A uma dlgebra alternativa
com elemento identidade 1 que contém um sistema de matrizes unitdrias de Cayley-Dickson
tal que e;; + ess = 1. Entao, A € uma dlgebra matricial de Cayley-Dickson sobre o anel

Q= Ay, isto é, A= C(Q).

Demonstragio: Consideremos a aplicagio 7 : A — C(Q) dada acima 7(a) = 3.7, mi(a)es+
k k k k k k

Zizl(ﬂg)(a)eg; + ﬁél)(a)eél)) com a=ay +3,_, a§2) +30 agl) + ays dada pela decom-
posicao de A nos Lemas 1 e 2.

Pelo Lema 4, ja sabemos que 7 € um homomorfismo de algebras. Portanto, sera suficiente
mostrar que 7 é bijetiva.

Usando as expressoes das fungoes de coordenadas do Lema 4, todas as aplicagoes ﬂff)
sao bijecoes; é claro que m; é uma bijegao, 775';) = R ) é a inversa de

€21

Reg) : ./411 — Anegg) = Ag),
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wélf) = Leg) ¢é a inversa de Le;';> AL — egi)/ln = .Agi), enquanto myy = Leﬁ’g) Reg;) tem inversa

Leg) Reg). Assim, isto mostra que 7 é um homomorfismo bijetivo. Portanto, A = C(€2).
Isso prova o Teorema.

Q.ED.

Ao considerar uma algebra associativa e comutativa €2 com elemento identidade podemos
obter do Teorema 7 a seguinte equivaléncia de categorias.

Corolario 8 A categoria dos bimddulos alternativos unitdrios sobre C(Q2) € equivalente a
categoria dos modulos associativos comutativos unitdrios sobre €.

Demonstracao: Vamos denotar por Mod 4s.comf2 a categoria dos médulos associativos e
comutativos sobre 2, e por Bimod4;C(2) a categoria dos bimédulos alternativos sobre
C(€2). Entao, desejamos mostrar que

Mod 4sscom$? ~ Bimod 4:C/(9).

Seja N € Obj(Mod ssscomf?) € considere a extensao cisao nula F = Q @ N de Q) por
N, E é uma &lgebra associativa comutativa. Assim, podemos formar a algebra matricial de
Cayley-Dickson K = C(F), que contém a algebra C'(€2) como uma subéalgebra. Também, K
contém o ideal M = N, N K = C(N), que é o conjunto de matrizes de K cujas entradas
estao no ideal N de E. Entdo M ¢é um bimddulo alternativo unitario para C(Q2), relativo
a multiplica¢do definida em K. Vamos chamar ao M o C(§2)—bimédulo associado com o
dado modulo N de €2 e denote

M = G(N).

Como E = Q@ N temos, K = C(Q) ® M. Também, N? =0 em E implica que M? =0 em
K, assim K é a extensao cisao nula de C(€2) por seu bimodulo M.

Pode-se verificar facilmente que G é realmente um funtor da categoria Mod s5scomf2 na
categoria Bimod 4;,C(2). Além disso, para cada par de objetos N e N’ de Mod ssscomf?, &
seguinte igualdade é vélida:

G(Hom(N,N")) = Hom(G(N),G(N")).

Portanto, N e N’ sao isomorfos, se e somente se, G(N) e G(N') sdo isomorfos.

Similarmente, o funtor G oferece um isomorfismo reticulado do reticulado dos sub-
modulos de N, relativo a €2 sobre o reticulado dos sub-bimédulos de M sobre C(€2).

Para completar a nossa redu¢do da teoria dos bimodulos para C(€2) ao dos modulos
para €2, agora mostraremos que cada C'(£2)—bimoédulo unitario é isomorfo a algum bimédulo
associado com um modulo unitario para €2.

Considere um bimédulo alternativo unitario V' para C'(£2), e seja

A=CQ)aV

a extensao cisao nula de C'(Q2) por V. Assim, A é uma é&lgebra alternativa que contém a
algebra matricial de Cayley-Dickson C'(€2) como uma subélgebra com o mesmo elemento
identidade, entao pelo Teorema de Coordenatizacao de Zorn - Teorema 7 - existe um algebra
associativa e comutativa D tal que A = C(D). Considere o conjunto W dos elementos de D
que aparecem nas entradas das matrizes de V. Logo,

Vi=C(W)
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onde W<DeW?=0em D pois, ViAdeV?=0em A, e assim, D = QS N. Logo, D ¢ a
extensao cisao nula de €2 por seu moédulo W, entao W é um modulo associativo e comutativo
unitario sobre €. Portanto G(W) = V.

Isto prova o Corolario.

Q.E.D.

Da equivaléncia de categorias dada no Coroléario 8, podemos classificar aos bimddulos
alternativos irredutiveis unitéarios sobre C'(F'), dada no Corolario 9, mas nos damos uma
demonstracao desse resultado usando diretamente o Teorema de Coordenatizagao de Zorn.

Corolario 9 Cada bimddulo alternativo irredutivel unitirio sobre a dlgebra matricial de
Cayley-Dickson C(F'), € isomorfo ao bimddulo reqular Reg(C(F))).

Demonstragao: Seja V' um bimoédulo alternativo irredutivel unitario sobre C'(F"). Entao,
a extensdo cisao nula £ = C(F) @V de C(F) pelo bimodulo V', é uma algebra alternativa
com a mesmo elemento identidade de C'(F). Portanto, pelo Teorema de Coordenatizagao de
Zorn (Teorema 7), existe uma certa subalgebra €2 de E tal que E = C(Q).

A partir de E = C(), considere o conjunto D dos elementos de 2 que aparecem nas
entradas das matrizes de V. Logo,

V:=C(D)

onde D<1Q e D?=0pois, V<EeV2=0em E, e assim, 0 = F'-1+ D ¢é a extensao cisao
nula de F' -1 por D. Mas, D é um F-bimédulo associativo irredutivel pois, V' o é. Portanto,
D = F -1, o qual implica, V = Reg(C(F)).

Isto prova o Corolario.

Q.ED.

2.3 Generalizacao de um teorema de Nathan Jacobson

A decomposicao de Peirce de uma élgebra alternativa foi dada de maneira geral no Lema
1 para alguns idempotentes especiais. Mas para nao perder a ilagao das nossas ideias aqui,
vamos descrever o que ¢ a decomposigao de Peirce associada a um idempotente e logo depois,
a decomposicao de Peirce associada a um sistema de idempotentes.

Seja A uma élgebra alternativa com um elemento idempotente e (e = ¢). Utilizando as
equivaléncias de (2.1) em termos das multiplicagoes a direita e esquerda, temos que R, e L,
sao operadores lineares idempotentes sobre A que comutam. Logo, se segue que A é a soma
direta de espacgos vetoriais

(2.14) A=A & Ao & Aot © Aoo,
onde A;; (i,7 = 0,1) é o subespago de A definido por
Aij = A{zijlexi; =inyy, xije = jay}, 1,7=0,1
com as relacoes dadas no Lema 1, os quais sao
AL C Ay, AuAj =0,
(2.15) AiAij + A Ay € Ay, AjjAi = A A =0,
AijAi; T A AjAj C A,
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onde i # j.

Os idempotentes eq,es,..., e, em uma algebra A (arbitraria) sdo chamados sistema
de idempotentes ortogonais quando e;e; = 0 para i # j. Observe que qualquer soma
e=e1+ey+...+e, de um sistema de idempotentes ortogonais (n > 1) é um idempotente.
Além disso, ee; = e;e =¢; (i=1,2,...,n).

No Lema 1 tinhamos observado que a relagao (z, €11, €22) = 0 é valida em cada algebra
alternativa, onde eq; e egy sao elementos da base da algebra de matrizes de Cayley-Dickson
com ey + exs = 1. Mas, na verdade, essa relacao é valida em cada algebra alternativa para
um sistema de idempotentes ortogonais, isto é, (z,e;,e;) = 0 para i # j (veja, [12]).

Uma decomposicao de Peirce mais refinada para uma algebra alternativa A é a seguinte

decomposicao, relacionada a um sistema de idempotentes ortogonais e;,...,e, em A: A é a
soma direta de espacos vetoriais
(2.16) A=Ay (i,j=1...,n),

onde os A;; sao subespagos de A e estao definidos por
(217) Aij = {xij|€k:xij = 5kixij7 Tij€r = 5jkxij para k= 1, AN 771} (Z,] = O, 17 PN ,TL).

Os subespagos A;; em (2.17), satisfazem também relagdes semelhantes aos subespagcos
de Peirce (2.15), obtidas por um idempotente:

) AiiAj € A, (4,5,k=0,1,...,n),
2.19) A Ay € Aji, (1,7 =0,1,...,n),

) AijAw =0, j#k, (6,5) # (k1) (6,5,k1=0,1,...,n),

) (@i, Yijzjis ti) = 0 se @ # j para todo xy, ty € Au, yi; € Aij e zj; € Ay,
e muitas outras que estao dadas no livro de Schafer [12].

Lema 5 Seja A uma dlgebra alternativa que contém um sistema de idempotentes ortogonais
e1,€s,...,e,. Seja (2.16) a decomposi¢ao de Peirce de A associada a ey, e, . .., e,. Entdo, a
dalgebra A € associativa, se e somente se, cada A;; € associativa e A?j =0 para i # j. Neste
caso, A;; serd associativa se A; = A;; Aj; para algunsi # j, e A?j =0 se A;; = A A; para
algum k # i, j.

Demonstragao: Certamente as duas condigdes sao necessarias. Também elas sao suficientes
pois, (as,bi;,cii) = 0 se Aj; é associativa, (a;j,b;;, A) = 0 porque A?j = 0, e através das
propriedades da decomposi¢ao de Peirce para algebras alternativas (2.18), (2.19) e (2.20);
de modo que todos os produtos diferentes de zero devem ter indices ligados.

Usando a identidade

(zy, 2z, w) = 2(y, 2,w) + (z, 2, w)y — (2,9, [z, w])
que é valida em toda algebra alternativa. Assim, para todo a;;, b; € Aj; e ¢;;dj; € AijAj;
(Cijdjia Qs bu’) = Cz‘j<dji7 Qi bn‘) + (Cija Qg bii)dj' - (Cija dji7 [am bu]) =0,

isto significa que A;;A;; se associa com A;;. Quando A;;A;; = A;; a dlgebra A;; é associativa.
Quando A;; = A;rAyj, entao pela identidade linearizada da identidade de Moufang do meio
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(2.11)

A?j = Ai]'Aij = (AZkAkj)(AzkAk])
C = (ApiAi) (A Aik) + (A (ArjAin)) Arj + (Ars (Arj Aie) ) A
= (0)
pois todos os espagos de Peirce sao distintos se i, j, k #.
Isto prova o Lema.

Q.ED.

Lema 6 Seja A uma dlgebra alternativa com idempotente e # 1. Seja (2.14) a decomposi¢io
de Peirce de A associada a e. Suponha que existem elementos ajg em Ao e bgr em Agy, tais
que,

a10b01 = €.

Entao, eAe = A9 Ap € associativa.

Demonstracao: E claro que ede = A;;. Também, A0 Ay € Aqi. Vamos mostrar a outra
inclus@o. Seja aq; um elemento de A;;, entao

2.2)
a1; = ane = an(aloam) (: ((ln o (llo)am - alo(anam) = (allalo)am e AipAon

para alguns ajp € Ap e ap1 € Apr. Portanto ede = Ay = AjpApr. Também (2.21) implica
que A9 Ag; € associativa.
Isto prova o Lema.

Q.E.D.

Agora, podemos enunciar e provar o teorema principal desta secao que é valido para as
algebras alternativas de dimensao e caracteristica arbitréria.

Teorema 10 Seja A uma dlgebra alternativa com elemento identidade 1 que contém um
sistema de idempotentes ortogonais €1, es, . .., e, tais que 1 = e1+ex+---+e,. Suponha que
para cada i # j existem a;; € A;j e by € Aj;, tais que,

aijbji =e€; € bjiaij = €.
Sen >3, entao A € uma dlgebra associativa.

Demonstracao: Seja A = > ®A;; a decomposicio de Peirce da algebra alternativa A
relativa aos idempotentes ey, es, ..., e,. Para qualquer : = 2,3, ...,n, primeiro mostraremos
que

AL =A% =0 (i=2,...,n).

Considere e = e; + ¢; # 1 pois n > 3. Logo, pela hipotese, existem ay; € Ayj, aj € Aj,
aix € Aig € ar; € Agi (1,4, 7,k #), tais que,

e=e +e = A1;a51 + Qi = (alj + aik)(aﬂ + aki),

onde os elementos a;; + a;, € aj; + ai; pertencem aos espacos de Peirce da decomposicao de
A associada a e. Assim, pelo Lema 6, temos

eAe = 6(2 EB.A@)Q = (61 + 61)(2 @.Aij)(el + €Z') = -All > .Ali S ./4.1'1 SY ./4“
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é associativa. Mais, essa decomposi¢ao é a decomposi¢ao de Peirce de eAe associada ao
idempotente eq; de fato, como

e(ede) = e(e(Ae)) = e*(Ae) = e(Ae) = ede

(eAe)e = ((eA)e)e = (eA)e? = (eA)e = eAe,

entao e é o elemento identidade de ede com a condigao e = e; + ¢;. A decomposicao de
Peirce de eAe associada a e; esta dada por

eAe = (eAe) @ (eAe); @ (eAe)n @ (eAe)s.
Portanto,
(eAe)ir = er(eAe)er = e1(Ann @ A @ A @ Aii)er = A,
(eAe)ri = ei(eAe)e; = e1(An & A & An & Aji)e; = Ay,
(eAe)in = e;(eAe)er = e;(An @ A @ A @ Aii)er = A,
(eAe)si = eileAe)er = ei(An & Au © An © Au)e; = Aq

e isso mostra o que querfamos. Portanto, pelo Lema 5, A;; é associativa e A2, = A2 =
Segue a partir da relacao A;; Ay = 0 para j # k dada em (2.20) que

(Z Ay)? = (Z Ain)? =0

Agora, consideramos a decomposicao de Peirce A = A1 @ Ao S Ay @ Aoy de A relativa ao
idempotente e; (Nao ha ambiguidade sobre a notagao Ai1, pois Ay = Aiq). Resulta do Lema
5 que A ¢ associativa quando as componentes Aj; e Agp sdo associativas e A3, = A3 = 0.

Mas,
A12 — ZAlja -’421 - ZAzla A22 - Z A’L]
1,j=2
onde,
A=Ay @ZAU @ZAM @ Z Aij
1,j=2
¢ a decomposicio de Peirce de A relativa aos idempotentes e, s, .. ., e,. Portanto, A%, =
12
= 0.
21

J& sabemos que A;; ¢ associativa. Mas vamos mostrar esse resultado por meio de um
argumento util. Para fazer isso, primeiro provamos que (a1, b11,¢11)a12 = 0 para quaisquer
ai, bu, Cc11 € AH € a2 € A12. De fato

(Gn, b117 011)a12 = ((a11511)011)a12 - (an(bncn))am

2.2
(:) ((anbn)cn)alz - CL11((511€11) o a12) + (analz)(bncn)
= ((011511)011)%2 - &11((511011)a12)

e logo usando a identidade linearizada de Moufang & direita (2.12), tem-se

((G11511)011)a12 - a11((511011)a12) = Gll((a12011)511) - ((011(112)011)511 =0
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pois Aj2A1; = 0 (isto se segue de (2.20)). Assim, como existem a2 € A € by € Asp, tais
que, ajsby; = e entao, temos

(a117 b1, 011) = (a11> b1, 011)61
= (an, bi1, 011)((112521)
= —((an, bi1, 011), 12, 521) + ((Cln, b11, 011)a12)b21
= (a12> (all, b1, 011)7 bzl)
= 0.

Portanto, A;; é uma algebra associativa.
)
Usando 08 argumentos acima expostos com 6/2 =eytes+---t+e,ee+ 6’2 = 1. Vamos
provar que Asy é uma algebra associativa. Temos que

Ay ={a € A:cha=aecy,=a}

e existem a;; € Ajp, by; € Ay, tais que a0y, = e; para @ = 2,3,...,n. Logo, €, = as by +
az1biz + - -+ + an1bi,, entao para quaisquer agg, bas, Cag € Aso tem-se

(G22, baa, 022) = (G22, ba2, 022)612
= (a2, baa, c22)(a21bia + agibiz + - - - + ap1biy)

= (a2, bag, C22)(a21b12) + (@22, bag, c22)(as1bi3) + - - - + (a2, bz, c22)(An1b1).

Logo, (age,baa, c22) = 0 se, e somente se, cada termo da soma do lado direito da igualdade
anterior é igual a zero. Assim,

(a2275227022)a21 = ((@2522)022)@21—(@2(1922022))(121

Z) ((CL22522)C22)G21 - G22((b22022) o Gzl) + (022<l21)(522c22)

= ((@2522)022)@21 - a22((b22022)a21)

pois Az Az = 0 (isto se segue de (2.20)). Logo, usando a identidade linearizada de Moufang
a direita (2.12), obtemos

((CL22522)C22)021 - a22((522022)a21) = azz((a21022)b22) - ((a22a21)622)b22 =0.

Entao,
(@22, baa, c22)a21 = 0.
De forma analoga, (ags, bag, Cao)asy = ... = (as9, bag, Ca2)a,1 = 0. Portanto,
(@92, baz, c22)(a21b12) = —((ag2, baz, C22), a1, b12) + ((ag2, baz, C22)a21)bas
= (a1, (agz, bag, c22), b12)
= 0.
Da mesma forma, também temos (ags, bag, c22)(azibiz) = ... = (aa2, bag, c22)(an1b1,) = 0.

Logo, todos os termos da soma sdo iguais a 0. Assim, (agg,bas,c22) = 0 para quaisquer
92, bag, oo € Ago, ou seja, Ay é uma éalgebra associativa. Portanto, A é uma algebra asso-
ciativa.

Isto prova o Teorema.

Q.E.D.
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Corolario 11 Seja A uma dlgebra alternativa com elemento identidade, tal que, A contém
M,(F) (n > 3) com o mesmo elemento identidade. Entao, A é associativa, e portanto é
vdlido o Teorema de Coordenatizacao de Wedderburn.

Usando o Coroléario 11 podemos classificar os bimédulos alternativos unitarios sobre
M,(F), n> 3.

Corolario 12 Cada bimddulo alternativo unitdrio para M, (F'), n > 3, € associativo.

Observagao 13 Deve-se notar que o Coroldrio 12 foi também obtido por Jacobson usando
sua classificacao da redutibilidade completa dos bimaddulos alternativos sobre corpos de ca-
racteristica diferente de 2 (veja [3), Teorema 11.1). Portanto, o Coroldrio 12 generaliza a
aquele Teorema de Jacobson.

Observagao 14 O coroldrio 12 nao € vdlido se n = 2 pois My(F') possui um bimddulo de
Cayley irredutivel unitdrio nao-associativo de dimensao 2 (veja o exemplo 8 do Cap. 3).



Capitulo 3

O problema de Nathan Jacobson

A teoria estrutural das élgebras alternativas de dimensao finita foi desenvolvida por Zorn:
se A é uma algebra altenativa de dimensao finita, entao A contém um tunico ideal nilpotente
maximal R (o nil-radical da algebra A), e a édlgebra quociente A/R é semissimples. Cada
algebra semissimples é uma soma direta de ideais que sao algebras simples. Cada algebra
alternativa simples ¢ uma algebra associativa o uma algebra de Cayley-Dickson sobre seu
centro (veja [13, 19]).

A teoria das representacoes das algebras alternativas foi iniciada nos artigos de R. D.
Schafer [14] e N. Jacobson [3], onde foram estudadas as birepresentacoes das algebras alter-
nativas de dimensao finita. Em particular, em [14] foi mostrado que qualquer birepresentagao
de uma éalgebra alternativa semissimples de caracteristica 0 (sem nenhuma restrigao sobre a
dimensao) é completamente redutivel, e em [3] foram classificados os bimddulos alternativos
irredutiveis sobre as dlgebras de dimensao finita.

N. Jacobson [3] descreveu os bimodulos alternativos irredutiveis sobre as algebras dos
quaternioes sob a suposicao que o corpo base tem caracteristica diferente de 2 e centra-
liza o bimodulo. 1. Shestakov [16] estendeu esse resultado, retirando as restrigdes sobre a
caracteristica, a dimensao, e a condi¢ao da centralizacao.

O Teorema de Coordenatizacao de Wedderburn no caso n > 3 admite uma generaliza-
¢ao formal para as algebras alternativas, pois cada algebra alternativa A que contém uma
subalgebra M, (F') para n > 3 com o mesmo elemento identidade é associativa (veja o Co-
rolario 11 do Cap. 2). O problema da descri¢ao das éalgebras alternativas que contém uma
subalgebra Ms(F') com o mesmo elemento identidade foi formulado por N. Jacobson em [2],
o qual, vamos chamar “O problema de Nathan Jacobson”. Neste capitulo, nés resolvemos
esse problema sem nenhuma restrigdo sobre a dimensao e a caracteristica do corpo F' (veja
a seccao 3.4).

Para obter a resposta do problema de Jacobson, usamos basicamente a descricao dos
bimoédulos alternativos unitéarios sobre os quaternides, obtida por Shestakov [16]. E na parte
final, desenvolvemos e usamos a teoria das algebras alternativas tensoriais sobre uma fixada
algebra alternativa. Essa teoria foi desenvolvida por I. Kashuba, S. Ovsienko e I. Shestakov
[5] para as dlgebras de Jordan. Eles a usaram para classificar as algebras de Jordan segundo
seu tipo de representacao.

31
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3.1 Algebras e bim6dulos alternativos

3.1.1 Algebras alternativas

Ao longo deste capitulo, salvo indicacao em contrario, F' denotara um corpo de caracte-
ristica arbitraria. Também, A denotara um espago de dimensao arbitraria sobre F'.

Como foi dito nos capitulos 2 e 3, uma dlgebra alternativa (linear) é um espago vetorial
A com uma operagao binaria bilinear (x,y) — zy satisfazendo as seguintes identidades:

(3.1) w?y = x(xy), (zy)y = zy’.

para todo x,y € A.
Usando o associador, as identidades (3.1) que definem as algebras alternativas podem ser
reescritas, como

(557$7y) = 07 (SC,y,y) =0.

Lembremos que a primeira dessas é chamada de identidade alternativa a esquerda e a se-
gunda, a identidade alternativa a direita.

Linearizando as identidades da alternatividade a esquerda e a direita, obtemos as iden-
tidades

(:C, Z? y) + (’27%7 y) = O (:E7 y? Z) + (x7 Z’ y) = 07

das quais, resulta que em uma &algebra alternativa, o associador é uma funcao antissimétrica
dos seus argumentos. Também, essas identidades podem ser escritas como

(3.2) (xoz)y—x(zy) — 2z(zy) =0, (zy)z+ (z2)y —z(yoz)=0.

Os exemplos mais importante de uma algebra alternativa sao as algebras com composicao.

Lembremos que em cada algebra com composi¢ao 4, além da forma quadratica n(zx)
(norma de z € A), estdo também definidas, a forma bilinear f(x,y) conectada com n(z)
e a forma linear traga t(x) = f(1,z). Além disso, a aplicagdo x — = = f(1,2) — =z, é
uma involugao na algebra A. Se B é algum subespaco da algebra com composi¢ao A, entao,
denotamos por B+, ao complemento ortogonal do espago B com respeito a forma f(x,y).

Pelo processo de duplicagao de Cayley-Dickson [19] (veja Cap. II), as algebras com com-
posicao diferentes do corpo F', podem ser apresentadas na forma:

K(u) = F + Fuy,

vi=v; +u, 4u+14#0;

a generalizada dlgebra dos quaternioes
Q(u, B) = (K(u), 8) = K(u) + v2 K (u),

vy € K(u)®t, vj=p+#0;

a dlgebra de Cayley-Dickson
Cu, B,7) = (Qu, 8),7) = Q(u, ) + v3Q(u, §),
U3z € Q(u>5)J—7 U% =7 7é 0.

Denotamos por H e O, respectivamente, a generalizada élgebra dos quaternioes Q(u, 5) e a
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algebra de Cayley-Dickson C(u, 3,7).
Além disso, se denotarmos as algebras de acima por A, = A+ Av com v = vy, Vs, U3,
introduzimos a involucao
TH+Yyv——> T — Yv

chamada —I, onde * —— T é a involucao da &lgebra com composicao A, onde A =
F, K(u), H.
Em uma algebra com composicao A, as seguintes condicoes, sao equivalentes:

(a) n(x) =0 para algum = # 0 de A;
(b) existem divisores de zero.

Se uma algebra com composicao A satisfaz uma das condigoes anteriores (a) ou (b), entao
A é chamada split.

Exemplo 6 Consideremos a dlgebra My(F) de matrizes de ordem 2 x 2 com entradas no
corpo F'. Pode-se observar que Msy(F) € uma dlgebra com composi¢ao com respeito a forma
quadrdtica n(x) = det(x). Também, em vista da presenca de divisores de zero, a dlgebra é
split. Por [19] (veja o Teorema 6 do Cap.Il), cada dlgebra com composicao split de dimensao
4 sobre F, € isomorfa a My(F). Consequentemente, H = My(F'). Jd temos notado, que a
correspondente forma quadrdtica sobre a dlgebra Msy(F'), € a determinante da matriz. Note,
também, que a forma linear traga t(x) sobre a dlgebra Ms(F'), € a traga usual de uma matriz.
Finalmente, a involug¢do a — a = t(a) — a, aparece na forma

a Bl |0 =B
v ol |- «
e € chamada a tnvolugao simplética.
Outro exemplo da generalizada algebra dos quaternides, é o seguinte:

Exemplo 7 Se a caracteristica do corpo for diferente de 2, temos a cldssica dlgebra dos
quaternioes, a qual, ¢ uma F-dlgebra de dimensao 4 com base 1,1,7,k e com a sequinte
tabela de multiplicacao

f=-1, j2=-1, K=-1 ij=—ji=k

Chamamos ao conjunto {1,1i,j,k}, base cldssica dos quaternioes.

3.1.2 Bimo6dulos alternativos

Sejam A uma algebra alternativa sobre F' e V' um bimoédulo sobre A, isto é, V' é um
espago vetorial sobre F' equipado com as aplicagoes AQV — V, a®v — av, VRA — V,
v®a+— va,a € A, v € V. Vamos a definir sobre o espaco vetorial £ = A®V uma operagao
binaria F-bilinear - : E X E — E por

(a+v)- (b+w)=ab+ (av + wb),

onde a,b € A, v,w € V. Assim, E com a operagao (produto) - torna-se uma algebra, onde
A ¢ uma subalgebra e V' é um ideal tal que V2 = 0. Entao, dizemos que V é um bimddulo
alternativo sobre A se F =A@V é uma algebra alternativa com respeito a -. Neste caso,
E = A&V échamada a extensdo cisao nula de A pelo bimodulo V.
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Portanto, um bimédulo V' sobre A é um bimo6dulo alternativo se, e somente se, sao
satisfeitas as seguintes relagoes

(a,a,v) =0, (a,v,b)+ (v,a,b) =0,
(v,b,b) =0, (a,v,b)+ (a,b,v) =0,

para todo a,b € A, v e V.
Lembre que um bimédulo V' sobre uma algebra de composigao A é chamada um bimo-
dulo de Cayley se satisfaz a relacao

(3.3) av = va,
ondea € A, v €V, ea— aé ainvolugdo candnica em A.

Exemplo 8 O bimddulo de Cayley irredutivel unitdario nao-associativo de dimensao 2 para
My(F) € o espago Cay = F.my + F.mgy, onde Ms(F) age sobre Cay por

€ij- My = 5ikmj

m.a = a.m

para todo i,j,k € {1,2}; onde a € My(F), m € Cay e a — a € a involu¢io simplética em
My (F).

Um caso concreto do exemplo anterior, é o seguinte:

Exemplo 9 Na dlgebra de matrizes de Cayley-Dickson C(F), o espago V = Feg) + Feg? é

um bimddulo de Cayley sobre My(F'), onde a agao de My(F) sobre V' estd dada no exemplo
8, e a qual, pode-se mostrar usando a tabela de multiplicagao da dlgebra C(F').

3.2 Formulacao do problema

No capitulo 2, temos mostrado que o Teorema de Coordenatizacao de Wedderburn no
caso n > 3 admite uma generalizagao formal para as algebras alternativas (veja o Corolério
11 desse capitulo), isto é,

Seja A uma dlgebra alternativa com elemento identidade tal que A contém M, (F') (n > 3)
com o mesmo elemento identidade. Entao, A é associativa.

Observamos que nesse caso, ¢ valido o Teorema de Coordenatizacao de Wedderburn, e
assim, a algebra alternativa é uma algebra de matrizes. A partir desse resultado, foi natural
a pergunta do caso n = 2, isto é, quando H = M, (F'). Em geral, para a generalizada algebra
dos quaternioes H isto foi formulado por Nathan Jacobson em [2] na década dos anos 50. O
problema ¢ o seguinte:

Descrever as dlgebras alternativas que contém uma subdlgebra H com o mesmo elemento
wdentidade.

Esclarecemos que, se A contem H com o mesmo elemento identidade, a conclusao do
Corolario 11 nao é verdade pois a existéncia da algebra de Cayley-Dickson mostra que este
nao € o caso.
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3.3 Solucao do problema

O enunciado e a demonstragao do seguinte resultado sao anélogos para algebras do Lema
11 de [16] que foi dado para superalgebras.

Proposicao 15 Seja A uma dlgebra alternativa unitdria sobre um corpo F' que contém uma
subdlgebra de composi¢cao C com o mesmo elemento identidade. Suponha que um subespaco
V de A é C—invariante e satisfaz (3.3). Entao, as sequintes identidades sao vdlidas para
quaisquer a,b € C, r € A, u,v € V;

(ab)v = b(av), v(ab) = (vb)a,

a(uv) = u(va), (uv)a = (au)v,

(3.4)
(3.5) a(ur) = u(ar),
(3.6)
(3.7) (u,v,a) = [uv, a

Demonstragao: Utilizando a linearizada identidade da alternatividade a direita e por (3.3)

(ab)v = a(v o b) — (av)b = a((b+ b)v)) — b(av) = (b + b)(av) — b(av) = b(av),

pois b+ b = t(b) € F. Por (3.3), também obtemos a segunda relacao de (3.4). Além disso,
pela linearizada identidade da alternatividade & esquerda

a(ur) = —u(ar) + (a o u)r = —u(ar) + t(a)(ur) = u(ar),

o qual mostra (3.5). Substituindo v pela r em (3.5), obtemos a primeira equagao de (3.6).
De maneira semelhante, podemos obter a segunda. Finalmente,

(u,v,a) = (uw)a — u(va) = (uv)a — a(uv) = [uww, al

o qual mostra (3.7).
Isto prova o Lema.

Q.E.D.

E importante descrever a estrutura dos H—bimodulos alternativos unitarios. Tal estru-
tura esta dada no seguinte resultado:

Proposigao 16 ([16], Lema 12) Cada H—bimddulo alternativo unitdirio V' admite a de-
composicao V. =V, ® V., onde V, é um H—bimodulo associativo e V, é um bimddulo de
Cayley sob H; além disso, o subbimddulo V. coincide com o subespago (V,H,H) e cada
componente irredutivel do subbimddulo V. é isomorfo ao H—mddulo associativo irredutivel a
direita W com a sequinte agao de H: se a € H e v € W, entao

av =v*xa, va=av,

onde v * a significa a ac¢ao associativa de H sob W e x +— T € a involu¢ao candnica em H.
Em particular, se H é uma dlgebra de divisao, entao dimpW = 4, e se H = My(F), entdao
dimpW =2 e W € isomorfo, como um H—bimaodulo, ao bimodulo de Cayley Cay.

Denotaremos por Cay H ao bimoédulo de Cayley para a algebra dos quaternices de divisao
H e por Cay ao bimodulo de Cayley de dimensao 2 para H = My (F'). Por Reg H denotaremos
ao H—bimodulo (associativo) regular.
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Seja A uma algebra alternativa, tal que, A contém H com o mesmo elemento identidade,
entao podemos fazer de A um H—bimodulo alternativo unitéario. Logo, pela Proposicao 16,
A & completamente redutivel e admite a decomposicao

A=A, D A,

onde A, é um H—bimdédulo associativo unitario e A. é um H—bimodulo de Cayley unitério.

Seja Z, = {v € A,|[v,H] = 0}. Como A, é um H—bimo6dulo associativo unitério,
entdo como em ([8], Lema 3.3), sabemos que a categoria dos H—bimo6dulos unitarios é
equivalente a categoria dos H° ® H—modulos unitarios a direita [10], onde H° é a algebra
antissimétrica a H. Como H° @ H = M,(F'), isto implica que cada H—bimddulo unitario
é completamente redutivel e que quaisquer dois H—bimodulos irredutiveis unitarios, sao
isomorfos. O H—bimo6dulo Reg = RegH ¢é unitéario e irredutivel. Portanto, temos que o
bimo6dulo A, é completamente redutivel e é isomorfo a uma soma direta de H—bimoddulos
regulares Reg, isto ¢, A, = >, ®Reg;. Logo, A, contém um conjunto de elementos {u;} (as
imagens de 1 no isomorfismo com Reg), tais que Reg, = u;H com u; € Z,, e cada elemento
de A, pode ser escrito somente em uma tnica da forma, da forma »_ w;a;, a; € H. Agora, é
claro que Z, #0e A, = Z,H.

Também, pela prop0s1§ao 16, o bimoédulo A, coincide com (A, H, H) e é completamente

redutivel; isto é, A, = Z EBCay], onde Cay ¢ igual a Cay H ou a Cay. Portanto,

= (> @Reg) @ (Y_ @Cay,).

Os enunciados e as demonstragoes dos Lemas 7 e 8 sao analogos para bimédulos dos
Lemas 3.1 e 3.2 de [8] dadas para superbimodulos.

Lema 7 Seja A= A,®A. a decomposicao de A de acima. Entdao, para quaisquer m,n € A,
a € H,

(3.8) (mn)a = (am)n, a(mn) =m(na)

e para quaisquer u € A,, m € A., a,b € H,

(3.9) (um)a = (ua)m
(3.10) a(mu) = m(au),
(3.11) ((um)a)b = (um)(ba),
(3.12) b(a(mu)) = (ab)(mu),
(3.13) (um,a,b) = (um)lb, al,
(3.14) (b, a,mu) = [b, a)(mu),

Demonstragao: Primeiro, consideremos m,n € A., a € H. By (3.3), (mn)a — (am)n =
(mn)a — (ma)n = (m,n,a) — (m,a,n) +m(na —an) = (m,n,a) + (m,a,n) = 0. De forma
analoga, a(mn) —m(na) = 0. Isto prova (3.8)

Agora, sejam u € A,, m € A, a,b € H. Entao

(um)a — (ua)m = (u,m,a) — (u,a, m) + u(ma — am) = 0,

e de forma semelhante, a(mu) — m(au) = 0, os quais provam (3.9) e (3.10). Além disso, por
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(3.9) ) o
(um)a.b = (ua.m)b = (ua.bym = (u.ba)m = (um)(ba),

o qual prova (3.11). Similarmente, por (3.10), obtemos (3.12). Finalmente, por (3.11) y (3.12)
se seguem

(um,a,b) = ((um)a)b — (um)(ab) = (um)(ba) — (um)(ab) = (um)[b,a] e

(b,a,um) = (ba)(mu) — b(a(mu)) = (ba)(mu) — (ab)(mu) = [b, a](mu)

os quais provam (3.13) e (3.14).
Isto prova o Lema.

Q.E.D.

Lema 8 Os produtos A, A, A A., AA, e A.A. sao subespacos H—invariantes. Além
disso, AgAc + AcAs € Ac e ALA: C A

Demonstracao: Como A, e A, sao H—invariantes, ¢ suficiente provar para a primeira
parte do Lema, que o produto de quaisquer subespacos H—invariantes U e W é de novo
H—invariante.

Temos pela linearizada identidade da alternatividade a direita

(UW)H C U(W o H) + (U)W C UW,

e de forma semelhante H(UW) C UW.
Agora, vamos a demonstrar que A, A, + A.A, C A.. Lembremos, que pela Proposicao
14, A, = (A, H, H). Escolhamos a,b € H tais que 0 # [a,b]? € F, e, por (3.14),

AcAq, = [a, b0 (AA,) C [a,b](AA) C (a,b, AA,) C (HH, A) = A,

e de forma semelhante A.A, C A.. Finalmente, para quaisquer m,n € A. e a € H, temos
por (3.8) e (3.4)

((mn)a)b = ((am)n)b = (b(am))n = ((ab)m)n = (mn)(ab),

o qual prova que A.A. C A,.
Isto prova o Lema.

Q.E.D.
Lema 9 A, € uma subdlgebra associativa de A.

Demonstragao: Fixemos elementos arbitrarios u,v,w € Z, e a,b, c € H. Consideremos as
identidades

(315> [ZL‘,yZ] - [ZE,y]Z—l—y[I,Z] —3($,y,2),
(3.16) (xy, z,t) = x(y, 2, t) + (z, 2, )y — (x,y,[2,t]),

e a identidade

(3.17) 20(2,y,2), 1] = ([z, 4], 2,1) + (v, 2], 2, 1) + ([, 2], 9, 1),
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que ¢é valida em cada algebra alternativa (veja [19], Lema 3,2). Entao, por (3.17)

(la, b, u,v) = 2[(a,b,u),v] — ([b,u],a,v) — ([u,al,b,v) = 0.
Assim, por (3.16)
(uv,a,b) = u(v,a,b) + (u,a,b)v — (u,v, [a,b]) = —([a, b, u,v) =0,

o qual implica, (Z,Z,,H,H) = 0. Agora, consideremos as seguintes identidades, que sao
validas em cada algebra alternativa (veja [19] e [16])

(318) [xany?yaz) = (xaya (l',y, Z)) = _(l',y, Z)[.T,y],

((z,w,t),x,y) = ((vavy)’w7t) + <Z7 (w,x,y),t)
+ (2w, (t, 2,y)) — [w, (2,1, [z, y])] + ([2, 1], w, [z, 9]).

Pela linearizacao de (3.18) e escolhendo a, b € H tais que [a,b]? = a € F, a # 0, temos para
quaisquer x € A,

(3.19)

[a,b](u,x,c) = —[u,b](a,x,c)— |a,x](u,b,c) — [u,z](a,b,c) + (a,b, (u,x,c))
+(u, b, (a,z,¢)) + (a,x, (u,b,¢)) + (u, x, (a,b,c))
= (a,b,(u,z,c))
(3.19)

=" ((w,a,b),z,¢) + (u,(x,a,b),c) + (u,x, (c,a,b))
—[z, (u, ¢, [a,b])] + ([u, c], z, [a,b]) = 0.

Logo, a(u,z,c) = [a,b]*(u,z,¢) = [a,b]([a,b](u,z,c)) = 0, e assim, (u,z,c¢) = 0, o qual
implica, (Z,, Ay, H) = 0. Em particular, (Z,, Z,, H) = 0. Entao, por (3.15)

la, uwv] = [a, u]v + ula, v] — 3(a,u,v) = 0;

e assim [H, Z,Z,] = 0. Portanto, Z,Z, C Z,.
Usando a linearizagao de (3.18), temos

[a,b](u,v,w) = —la,v](u,b,w)— [u,bl(a,v,w)— [u,v](a,b,w) + (a,b, (u,v,w))
+(a,v, (u,b,w)) + (u, b, (a,v,w)) + (u, v, (a,b,w)) = 0.

Escolha a, b € H tais que [a,b]> = a € F, a # 0. Entao
alu,v,w) = [a,b]z(u,v,w) = la, b]([a, b](u, v, w)) =0,

e assim, (u,v,w) = 0. Portanto, Z, é associativa.
Consequentemente, pela linearizacao da identidade de Moufang do meio e usando o fato
que A, ¢ um H—bimo6dulo associativo, obtemos

(ua)(vb) = —(ba)(vu)+ (u(av))b+ (b(av))u
= —(ba)(vu) + (u(va))b+ ((ba)v)u
= —(ba)(vu) + ((uv)a)b+ (ba)(vu)

(uv)(ab).

Portanto, A, A, C A,, isto é, A, é uma subalgebra de A.
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Lembrando que (Z,, A,,H) = 0, entao para todo z,y € A,, obtemos

(3.16)
=" wla,z,y)+ (u,z,y)a — (u,a,[z,y])

= u(a,z,y) + (u,z,y)a.

(ua, z,y)

Assim, usando a ultima igualdade varias vezes e o fato que Z, é associativa, temos

(ua,vb,wc) = wu(a,vb,we)+ (u,vb, we)a
= —u(v(b,a,wc) + (v, a,we)b) — (v(b, u, wc) + (v, u,we)b)a
—((w(e,v,u) + (w,v,u)c)b)a = 0.

Portanto, A, é uma subalgebra associativa de A.
Isto prova o Lema.

Q.E.D.

Dos Lemas 8 e 9, se segue imediatamente o seguinte resultado.

Corolario 17 A = A, ® A. € uma dlgebra Zs—graduada, onde A, € a parte par e A. € a
parte impar da Zo— graduagao de A.

No que segue vamos a usar de maneira permanente o fato de que A é uma &algebra
alternativa Z,-graduada. Assim, temos (A, Aq, Ac) C Aq, (A, H, A.) C Ay e [Z,, A] C A..

Lema 10 (Z,, A, A) = 0.

Demonstragao: Fixemos elementos arbitrarios u,v,w € Z,, m,n € A. e a,b,c € H. Na
prova do Lema anterior temos mostrado que (Z,, A,, H) = 0. Assim, vamos generalizar a
igualdade anterior y mostrar primeiro que

(3.20) (Za, A H) = 0.
Pelo fato de que A, é um H-bimo6dulo de Cayley, temos
(a,u,m) = (au)m — a(um) = (au)m — (um)a = (au)m — (ua)m = [a,ujm = 0,
o qual prova (H, Z,, A.) = 0. Portanto,
(Zo, A H) C (Zy, Ao, H) + (Z,, Ac, H) =0,

o qual prova (3.20).
Além disso, consideremos a identidade

(3.21) ([z.y],y,2) = [y, (2,9, 2)]

que ¢é valida em toda algebra alternativa. Usando sua linearizacao, obtemos
([u,m],a,b) = —([u, a],m,b) + [m, (u, a,b)] + [a, (u,m,b)] = 0.

Portanto, ([Z,, A.], H,H) = 0, isto &, [Z,, A.] C A,. Logo

[ZaaAc] - Aa N Ac = 07
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o qual implica [Z,, A =0

Pela linearizagao de (3.18), por (3.19) e escolhendo a,b € H tais que [a,b)> = a € F,
a # 0 obtemos

[a,b](u,m,n) = —[u,b](a,m,n)— [a,m](u,b,n) — [u,m](a,b,n)+ (a,b, (u,m,n))
+(u, b, (a,m,n)) + (a,m, (u,b,n)) + (u, m, (a,b,n))
= (u,m, (a,b,n))

= ((u,m,a),b,n) — ((u,b,n),m,a) — (u,(m,b,n),a)
+[mv (u7av [ba ’I‘L])] - ([U, a]’mv [bv n]) =0

logo, a(u,m,n) = [a,b(u,m,n) = [a,b)([a,b)(u,m,n)) = 0 e (u,m,n) = 0; portanto,
(Zay Acy Ae) = 0. Também

la,b](u,n,v) = —[u,b](a,n,v) — [a,n](u,b,v) — [u,n|(a,b,v)+ (a,b, (u,n,v))
+(u, b, (a,n,v)) + (a,n, (u,b,v)) + (u,n, (a,b,v))
= (a,b,(u,n,v))
((u,n,a),b,v) — ((u,b,v),n,a) — (u, (n,b,v),a)
+[n, (u, a, [b,v])] = ([u, a],n, [b,v]) = 0,

assim, a(u,n,v) = [a,b]*(u,n,v) = [a,b]([a,b](u,n,v)) = 0 e (u,n,v) = 0; portanto,
(Zay Acy Zs) = 0. Em seguida, por (3.16) e (3.20)

(ua,v,m) = u(a,v,m) + (u,v,m)a — (u,a, [v,m]) = 0;

assim (Z,H, Z,, A.) = 0. Portanto, (A,, Z,, A.) =
Também, usando duas vezes a identidade (3.16) e o fato que Z, é associativa, obtemos

(ua,vb,w) = wu(a,vb,w)+ (u,vb,w)a
= —u(v(b,a,w) + (v,a,w)b) — (v(b,u,w) + (v,u,w)b)a = 0.

Assim, (Z,H, Z,H, Z,) = 0; logo (A,, As, Z,) = 0. Portanto
(Zaa -’47 -’4) g (Zay Aaa Aa) + (Zm AC7 Aa) + (Zm Aa; Ac) + (Zau Aca Ac) =0

logo, Z, esta contido no centro associativo de A, isto é, Z, C Z(A).
Isto prova o Lema.

QED.
Corolario 18 A=7, @rH+ A..

Demonstragao: Como A, = > u;H, cada elemento de A, pode ser escrito em uma tnica
forma, da forma >  w;a; com a; € H. Sabemos que A, é associativa. Por utro lado, seja
xr =Y wa; € Z,, entdo ax = za para todo a € H. Logo, por [Z,, H] = 0 temos

E u;a; = E U;Q;

assim, aa; = a;a. Mas, como H é central, temos a; = ay1, o; € F. Entao, Z, = > Fu,.
Portanto, é claro que A, = Z, ®r H, onde pelo Lema 9, Z, é associativa.
Isto prova o Corolario.
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Q.E.D.

Lema 11 [Z,,Z,]A. = A.[Z., Z,] = 0.

Demonstragao: Do Lema 10 tem-se (Z,, A, A) = 0; em particular (Z,, Z,,.A) = 0. Assim,
pela linearizagao de (3.18)

20 ZJ(AAA) C A Z)(Za A A) = (2o, AA Zu A) = (A A)Za 2, A)
+(Za, Zay (A, A, A)) 4+ (A, Zay (Zay A, A)) + (Za, A, (A, Zo, A))
+(A7 A7 (Z(z7 Za,A)) - O

Portanto, [Z,, Z,|(A, A, A) = 0. De forma semelhante, (A, A, A)[Z,, Z,] = 0.
Seja w € A, por (3.4) temos

[a, blw = (ab)w — (ba)w = (ab)w — a(bw) = (a, b, w).

para todo a,b € H. Logo, escolhendo a,b € H tais que [a,b]*> = a € F, a # 0. Entao, por
(3.18) aw = [a,b]([a, blw) = [a,b](a,b,w) = ((a,b,w),a,b) € (A, A A) ew € (A A A).

Assim, [Z,, Z,Jw =0 e w[Z,, Z,] = 0, os quais implicam
(3.22) [Za, Zo|Ae =0 e Al[Z4, Z,) = 0.
Isso prova o Lema.
Q.E.D.

Corolario 19 Se A. # 0 e Anny(A.) = Ann,.(A.) = 0. Entdo, Z, € una subdlgebra comu-
tativa.

Observacao 20 Podemos dar uma demonstracao mais direta do Lema 11 usando a Zo-
graduagao de A. Na demonstra¢io do Lema 10 temos obtido [Z,, A.] = 0. Assim, por (3.15)
e pelo Lema 10

[Za’ Za]-Ac g [Zaa Za-Ac] - Za[Zaa AC] + 3<Zaa Zaa Ac) =0

Ac[Zay Za] g [Zm AcZa] - [Zaa Ac]Za + 3(Zaa Aca Za) - Oa
portanto [Za, Za|Ac = AclZa, Za) = 0. Além disso,
[Zaa Za] (ACAC) g ([Zaa Za]Ac)Ac + ([Zcm Za]a Aca Ac) - (Aca [Zm Za]a Ac) = 07
(AcA) [ Za, Za] € A(AclZa, Z4]) + (Acy Acy [ Za, Za]) = (Acy [Za; Za), Ac) = 0,
0s quais implicam
(3.23) [Za, Za](AcAe) =0 e (ALA)|Za, Za] = 0.

Se as condi¢oes do Coroldrio 19 sao vdlidas, temos que [Z,,Z,] = 0. Assim, Z, é uma
algebra comutativa

Observagao 21 Se car F = 2, entao A = A, ® A. € uma superdlgebra alternativa. Por
([16], Lema 8), sabemos que se A for prima e nao trivial, isto é, A. # 0, entao Ann(A.) = 0.
Portanto, pelo Corolario 19, a subdlgebra Z, de A,, € comutativa.
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Proposicao 22 Se H = My(F). Entdo, para todo i # j o H—subbimddulo associativo
unitdrio Cay; - Cay; de A, tem uma base de 4 elementos. Além disso, se i = j, entdao

Cay; = 0.

Demonstragao: Sabemos que A, =  ©Cay;, onde os Cay, = F.mgi) + F.mg) sa0 0s
bimodulos de Cayley irredutiveis sobre H. Além disso, sabemos que a algebra alternativa A
¢ Zy-graduada, logo A% C A,.

As relagoes

HAZ C (Ho A)A. + A(HA) C A

AZH C —(AH)A, + A (A0 H) C A

mostram que A? ¢ um subbimédulo de A,. Em particular, para todo i e j temos que
Cay,Cay; sao subbim6dulos de A, com Cay,Cay; C A, = > uH. Portanto, existem es-

calares «;, 3,7, & € F tais que mg) U) > oi(auiern + Piuiers + viuiean + iuiesn). Mas,

por (3.6) e (3.3)

622(m§ )mﬁj)) _ m( )( (9) €39) = mgi)(ém.mgj)) _ mgl)mgﬂ)
e também ' ' o
(Pmens = (el = i)

Assim, lembrando as propriedades da subélgebra Z,, temos

mﬁi)mﬁj) = ezg(mﬁi)m?)) = Z(Oéiemuien + Bieaguier1a + i€ + Eieant;ean)

%

= E (yuzeasers + Biuieaners + Yitieanear + Eueaneas)

)

= Z(%Uiem + &uiean)
i
e
mgz)mgj) (m§ )m?))eu = Z(%‘Uiemeu + Guieanerr) = Z Yili€21.
i i
Logo, escrevemos mgi)mgj ) — ugrez onde up; = Y, v;u;. Analogamente, existem os escalares

OZ;, B;a ’V;a 5; tais que m§’)m§” = Zi(a;UiGM + B;uzBlQ + %{Uz‘em + f;ui€22)- Mas,

eu(mg”mgj)) = mgi)(m(zj)-en) = mgi)(éu‘méj)) mgz)mgj)
e também ' ' o
(mmhen = e = mPm.
Portanto,
m{'m§) = en(mP’'my’) = Z(a;elluiell + Bienuiers + vienuiear + Geuien)

i
/ / / /
= E (ayuierrens + Byuzeriers + yuierrean + ueriean)
i

= Z(a;uien + 5;1%612)

i



3.3 SOLUCAO DO PROBLEMA 43

mgi)mgj) = (mﬁ”méj))en = Z(Oé;uienell + 5;%'612611) = Za;uiell-

7

Logo, mgi)mgj ) — uprer; onde upy =y . a;ui. Similarmente, existem os escalares 04;/, B;', ’y;', f;'
tais que mg)mgj) = 21;(0‘:%'611 + 5;7«%612 + ’V;/Uz‘em + 5;%622)- Mas,
e i) = mO mi? e30) = ) ez ) = D)
e . . . .
(PP e = (e i = P
Logo,
mg)mgj) gg(mg )mgj)) = Z(Oé;lemuz‘@n + 5;/622%612 + 7;/622%'621 + f;/622uz'€22)
= Z(O‘;/Uiemell + 5;%622612 + ’Y;/Ui€22621 + 5!%622622)
= Z(’Y;‘/uieﬂ + f;/uz‘€22)
e
mé) ) — (mé)my))@m = Z(% Uj€e21€22 + fi Ui€22622) = Z fz U;€22.
Assim, mé) W) _ = U99€99 ONdE U9y = Z f Uj. Flnalmente existem escalares ozz , ,6’;”, %”, SZ/-”
tais que mg)mé) = Zi(ai ujeq; + ﬁi u;e1a + %‘ Wiy + ﬁi "uieas). Mas,
en ) P) = ) e) = ) e ) = o
e o . . .
(mg)mgj))em _ (622.mg))mgj) _ m( )méj).
Entao,
my'my) = en(m§?m§) = > (o] enuien + B enuiers + 7, enien + & ernuien)
= Z(Oémuz@n@n + 5 " i€11€12 + % Uz€11€21 +f Uz€11€22)
= Z(O/Nuzen +5 uz€12)
e
mé)mg) (mé)méﬁ)em = Z(Oé u;e11€22 + 5 Uz€12€22 = Zﬁz U;€12.
Assim, mé) 0 — w5615 onde uyy = > B

Ao conmderar o H—bimo6dulo C' = {ujie11, u12€12, Ug1€01, Uszesn } finitamente gerado, te-
mos Cay,;Cay; C C. Como os elementos u;; pertencem a Z,, entao

U11€12 = (U11€11)€12 = (mi)méﬂ)eu = (612 mﬁz)) é” = mg)mé) = U12€12,
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o qual, implica u1; = u12. Também

D19y = m® ()

D) 1) = M (E.mP) = —mPm) =

Ui1€21 = 621(U11€11) = 621(m1 mgy —my m1 = —U21€21,
do qual, temos u;; = —us;. Seguidamente

Ur1€22 = (621(U11€11))612 = (612-m§i))(méj)-621) = m( )(6’21 m(])) mé”m%j) = —U22€22
e segue que uj; = —uUsge. Portanto, temos mostrado que o H—bimédulo C' é ciclico e pode ser

gerado por quaisquer dos elementos u,s (r,s = 1,2). Assim, Cay;Cay; = u;;H e o elemento
u;; esta bem definido para cada i e j. Portanto, Cay,Cay; tem uma base de 4 elementos.
Pelas relagoes obtidas acima, ao considerar u;; = es1, temos

@, G) _

my"my" = U;5€21,
mgl)mg) = —uijell,
mg)mgj) = u,;jem,
mg)mgj) = —Uij€12.

Por outro lado, se © = 7 sabemos que (mgi))2 = u;;e91. Entao, pela seguinte identidade

(3.24) [2%,y] = [z, 2 0y]
que ¢ valida en toda algebra alternativa, obtemos

@) (%)

[ @ (W) (i)] = [my"’, e10.my” + elg.mgi)] =0.

[(mgi))Qaew] =|my,Mmy;" 0 612] = [mgi),ml €12 + €12.Mm4

Imediatamente, por (3.15)
0= [uii€217 612] = —[612; uii]€21 - Uu‘[€12, 621] + 3(6127%‘1‘, e21) = —Uu‘(en - 622)-

Logo, se segue facilmente que u;; = 0. Portanto, Cay? = 0.
Isto prova o Lema.

Q.E.D.
Lema 12 Para cada i,j #, temos Cay,Cay; = ui;H e Cay; Cay; = uyH. Entao,

Uj; = —Ugy-

Demonstragao: Temos Cay;Cay; = u;;H, onde o elemento u;; € Z, esta bem definido e
é um dos elementos w1, U2, Uz € Uy de Z,. De forma semelhante, Caijayi = u;;H com
Uj; € Zg. Assim,

(@), () _ G, @ _ _
my My’ = Uij€12 = €12U55 € My My " = Uj;€12 = €12Uj;.

Primeiramente, vamos mostrar que mg) omy U) — 0. Por (3.6) e (3,3)

() o ) =

e1(m) o m D () ¢ @) (D) Dy 4 D ()

m{? (M7 ea1) + mP (M e01) = m{? (1. m?) + m'? (601 m) = 0.

Agora, como mgi) o mgj ) e A, entao pelo fato que A, € um H—bimoédulo associativo, temos

0= 612(621(m(1i) ° mgj))) = (612621)(m(1i) © mgj)) = en(m§> ° mgj))-
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Mas, por outro lado

0= [ezl(m?) o mﬁj))]em = [ea1(e12ui; + €12uj;)]e12 = ean(uyje12 + ujiern) = 622(m§i) o mY));

assim ‘ . ' ' 4 ‘
0= ell(mgz) o mgj)) + egg(mgl) o mgj)) = mgl) o mgj).
Portanto,
0= m® om o e e
my~ omy U;j€12 + Uji€12 (ulj + ujl)€127
o qual, implica facilmente que uj; = —u;;.

Isto prova o Lema.
Q.E.D.

Consideremos para cada i, j, o seguinte subconjunto Z = {u;;} dos elementos de Z,
obtidos na Proposicao 22, tais que, Cay,;Cay; = w;;H, onde u;; = 0.

Lema 13 [Z, A] = 0.
Demonstragao: Na prova do Lema 10 temos mostrado que [Z,, A.] = 0. Logo, em particular
[Z,A] = 0.

Agora, vamos mostrar que os elementos de Z comutam com os elementos de Z,, isto &,
[Z,Z,] = 0. Sejam m\? € Cay,, m{) € Cay; com i,j #. Como Z, C N(A), entao para todo
u € Z,, obtemos o

(m"m§ )y = Uij€11U = Ui U] .
E analogamente u(m{”"m{) = wugjerr. Mas [Z,, A:] = 0, logo

u(m&i)mgj)) = mgi)umgj) = mgi)mg)u = (mgi)mgj))u.

Assim,
UUj€11 = Ui5UCTT,

o qual, implica facilmente que [u, u;;] = 0; portanto [Z,, Z] = 0.
Assim, como sabemos que A, = Z,H, entdo por (3.15)

Z, A =1Z,Z,H] CZ, ZH+ Z,|Z,H]| — 3(Z, Z,, H) = [Z, Z,]H = 0.
Consequentemente, [Z, A,] =0 e
2, Al = [Z, A + [Z, A] = 0.
Isto prova o Lema.
Q.E.D.

O Lema 10 junto com o Lema 13 mostram que Z esta contido no centro da &algebra
alternativa A.

Sejam 7, j, k,l # e consideremos os elementos mgi), mgj ) e mék) das bases dos bimodulos
de Cayley irredutiveis Cay;, Cay; e Cay, de dimensao 2. Lembremos que na demonstragao
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da Proposi¢ao 22, tinhamos obtido mgi)mgj) = Ujjea1 € mgi)mgk) = —u;re11. Entao, usando a

igualdade [Z,, A.] = 0 junto com a linearizada identidade alternativa a direita, obtemos
wm{? = wgj(enmi?) = (ugjen)my’”

i j k
mmy”

B
—(~umer)m{ + mi? (—ujpers + ugjens)

uik<€11.mgj)) + ujk(mgi).ell) -+ uk](mgz)
uikmﬁj)

-622)

+ ujk(éll.mgz)) + Ug; (égg.mgz))

uikmgj) + Ujk(egg.mgl)) + Ug; (ell.mgl))
= ulkmgj) + ukjmgl).

Assim

De forma semelhante, podemos obter uijmék) = uikmgj ) + ukjmg). Olhamos que para achar

(3.25) temos usado mgk) = egl.mgk), mas se utilizarmos a relacao mgk) = ell.mgk), pode-se

mostrar que obtemos novamente (3.25). Logo, ao multiplicar (3.25) pelo elemento mgl) da
base de Cay;, temos
UjjUKIE21 = UikUj1€21 T Uk Ui €21,

a qual implica
(3.26) UijUky = Uk Ui + UkjUi-

Lema 14 Consideremos a dlgebra de polinomios Flx1,...,xn;01,...,Yn], € sejam o;; =

det BZ ?ZJ/Z} € Flry,....xn 01, ..., Y. Entao, a dlgebra algr(a;;j|1 < i < j < n) € uma
i Yi

dlgebra livre modulo as relagoes
Qjj = — g,

Qi Ol = — Qg Q1+ Qg Qg
Demonstracao: Vamos mostrar que os «;; satisfazem as relagoes. Rapidamente,

! J} = Ty — Yt = —(vy; — y;7;) = —det [ ’ ] A

Qi = det |:
Y y] y] Y

Sejam ay,; = det lxk xz} , aj = det [xj xl} ., gy = det [mk xj] e oy = det {xl wl} .
Yk Yi Yi Y Y Y Yi Y

Entao,

—Oi O+ Qg QG = —(zpy; — YRt (T — yjl’l> + (xkyj - ykxj>(xiyl — Y1)
(—virs + yiws)oryn + (—ay; + T59:)Ypry
= (@ — o) (Try — i)
= OG-
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Agora, seja F[u;;] uma &lgebra livre moédulo as relagdes dadas no enunciado do Lema.
Assim, existe um epimorfismo 7 : Fu;;] — Floyj]; u;j — ;. Provaremos que ker 7 = 0.

Seja f(ui, ..., Umn—1)n) € kerm, entdo existe k, tal que

u’f2f(uh-, e 7u(n—1)n) c F[uli, Ce ,U,Qj].
Se g(us, .. - Um-1)n) = uky f(u, . . . ,Un—1)n), € claro que g(uis, ..., Ump—1)) € kerm, entdo
g(oi, .. am-1yn) = 0. Logo, todos os coeficientes do polinémio f(uy,. .., Umn—1)n) sado 0;

portanto f (1, ..., Umn—1)n) = 0.
Q.ED.
Lema 15 Os elementos uia, ..., Uip, U3, . . ., Uz, SGO algebricamente independentes

Demonstragao: Da relagao u;jug + urit + ugjuy = 0, temos
UroUsj + UtiUjo + UgUg; = 0,

entdo uip € algp(ui;, ug; |1 < i < n, 2 < j <n). Vamos mostrar que os elementos uy;, uy;
sao algebricamente independentes. Primeiramente, observamos a igualdade dos corpos de
fracgoes

F(x1, 02, y1,y2) = F (21, T2, Y1, U12),

pois 4o = “ujs + 2% De forma semelhante, resolvendo o sistema
2 = ;U2 T 5
Uip = T1Yn — Y1Tn,
Ugp = T2Yn — Y2Tn
_ T2 _ z1 _ Y2 _ Y1 .
obtemos z,, = Trye—azy I T Tiga—aayr 2n € Yn = Ty YIn T Tl —gia, W20 logo

TplYn € F(uin, Uon, T1, T2, Y1, Y2) = F (Ui, Uon, T1, T2, Y1, Ur2).

Portanto,

F(9617 ey T2, Y1, - 792) = F(l"l,-il?z,yl,um, coey Ulp, U23, - - - >U2n)-
e tr.deg F(x1, o, Y1, U1z, - - -, Uin, U2s, - - ., U2y) = 21 (grau de transcendéncia), o qual, signi-
fica que os elementos uys, . .., Uiy, Uos, . . . , Uz, SA0 algebricamente independentes.

QED.

No que segue vamos a supor que H ¢é a algebra dos quaternioes de divisao.

Os H—bimoédulos de Cayley formam uma categoria que é isomorfa a categoria dos
H—modulos associativos & direita via o seguinte isomorfismo (veja a demonstragao da Pro-
posi¢ao 16 dada no Lema 12 de [16]): seja L um H—modulo associativo a direita com a agao
(v,a) — v * a. Entao, o espago vetorial L com as operagoes de bimodulo

a.v =17 *xa, v.a = av,

¢ um bimo6dulo de Cayley alternativo sobre H que denotaremos como CayL. Por outro lado,
se M é um H—bimo6dulo de Cayley com a agao (m,a) — a.m, definimos uma nova agao de
H sobre M tomando m x a = a.m; entao

m * (ab) = (ab).m () b.(a.m) = (mx*a)*b,
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o qual, mostra que M é um moédulo associativo unitario a direita sobre H.

Seja H a algebra dos quaternides de divisao com base {1,4, j, k}. Assim, ao considerar a
algebra alternativa A como um H—bimoédulo alternativo unitario, temos pela Proposicao 16
a decomposicao A = A, @ A., e além disso, o H—bimo6dulo de Cayley A, é completamente
redutivel e A. = > @M, onde cada M, é um subbimoédulo irredutivel de A..

A seguir, vamos a determinar as acoes de H sobre os bimodulos M,. Primeiramente,
sabemos que os M, sao H—modulos associativos a direita irredutiveis (sobre a agao (v, a) —
v *a, e a prova da irredutibilidade, veja a demonstracao da Proposicao 16 dada no Lema 12
de [16]) e isomorfos a um ideal & direita minimal I de H. Mas, como H é uma algebra de
divisao, entao I = H e dimp/ = 4. Portanto, como H ¢é a algebra dos quaternioes de divisao,
entdo os modulos associativos a direita irredutiveis M, tem uma base {1,, I, J., K} sobre
o qual H age pela seguinte tabela

El RN E
L L] L | |K
L L | -L | K |—J
7 g =K, | -1, I,
K, K | J. | -1 |1,

Assim, se m € M, e a € H. Das relagoes de acima
am=m*xa € m.a=am

podemos obter a estrutura do H—bimoédulo de Cayley M, = CayH a partir do H—moddulo
associativo a direita M,., isto €, temos as acoes a esquerda e a direita da algebra de divisao
H sobre o bimédulo M,

R P A I o PO 0 O O A
115 | J |K LT L [ =L —J | K,
? ]r _]—r _KT Jr Ir [7‘ ]-7“ _Kr J’I’
j Jr Kr _]-r _]r Jr Jr Kr ]-r _]r
E|K, | —=J-| I, | -1 K, | K, | —J.| I 1,

Seja M, outro subbimoédulo irredutivel da decomposicao do H—bimédulo de Cayley A.
com base {1, I5, Jg, K }. Segue-se de (3.8) que

(M, M,)H = (HM,)Mg C M, M,,

H(M, M,) = M,(MH) C M, M,;

assim, os produtos M, M, sao subbim6dulos do bimo6dulo associativo A, e cada um deles
tem posto menor ou igual do que 16 =4 x 4.

Proposicao 23 Para todo r,s os H—subbimodulos M, My tém uma base de 4 elementos.
Além disso, M, M, = w! H + w? H + w3 H + wiH com wi, € Z,,i=1,2,3,4.

Demonstragao: Sabemos pelo Lema 8 que, A.A. C A,, onde A, = > wHe A. => M,.
Sejam,
M,=F1,+FI,.+FJ.+FK, e M{=F1,+ FIl,+ FJ, + FK,,

entao existem escalares ay, 0y, v, & € F, tais que,

1,1, = Z Uy = Z oyl + Brugt + veueg + Sk
t ¢
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com a; = ayl + Byi + j + &k € H. Fazendo, w), = >, apuy, w2 =, Brug, wiy = >, vy
e wh, = Y., &uy elementos de Z,, temos
L1y = w14+ wi +wdj+whk.

Assim,
Z((lrls)’l) = _w;sl - wisl + w?s] + w£5k7

mas i((1,1,)i) % (i1,)(1,i) = —I,1,. Entdo,

LI, = w1+ wi—wdj—wk.
De forma anéloga, podemos obter
JTJS = wisl - w?sl + w?sj - wfsk’

.1 2 - 3 . 4
K. K, = wrsl — Wyl — W]+ wrsk

e observamos que 1,1y, I.1,, J.Js e K. K, sao diferentes. De forma semelhante nao é dificil
obter os outros elementos da base de M, M, a partir da expressao de 1,1, isto é, podemos
obter 1,1,,1,J,,1, K, ..., K, K, a partir de 1,1, e todos sao diferentes. Logo,

11y = wh 1+ w?i +wdj+whk,

J Ky = wli+ w1+ wk+wlj,
(3.27) :
K. I, =w! j+wk+ w1+ wi,

]TJS': wik +wlj +wli 4+ wi 1.
Portanto, em geral de (3.27) temos
M, M, = w}H + w2 H + w? H + w; H.
Isto prova o Lema.

Q.E.D.

3.3.1 Algebras alternativas tensoriais

Vamos descrever a categoria das algebras alternativas sobre uma fixada algebra alterna-
tiva A. Esta nocao foi introduzida para as algebras de Jordan por I. Kashuba, S. Ovsienko
e L. Shestakov (veja [5]) cuja fonte de inspiracao foi a analogia com a algebra associativa e
o significado categoérico das construcoes correspondentes.

Vamos estudar a nogao da dlgebra tensorial L£({V') de um bimo6dulo (no sentido de Ei-
lemberg) V sobre a F'—algebra L. Podemos defini-la como um objeto livre em uma categoria
conveniente, ou construi-la como uma &lgebra fator da algebra F'—linear livre F = F[LD V]
da correspondente variedade, gerada por £ & V modulo o ideal, gerado pelas relacoes

[a1] x [az] — [a1 0 as], a1,aq € L,
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[v] % [a] — [v.a], [a] x [v] = [av], a € Liv eV,

onde [z] significa um gerador de F, correspondente a x € L&V,  significa o produto em F,
o o produto em L e - a agao de L sobre V. Se a algebra L é associativa e V é um L—bimddulo
associativo unitério, esta construcdo nos da a usual algebra tensorial T'[V] do bimodulo V.
Se L é associativa e comutativa com V' é um L—bimodulo associativo comutativo unitario,
obtemos a algebra simétrica S[V]. No caso das algebras alternativas, denotaremos a algebra
alternativa tensorial de um bimédulo V' por L[V].

Vamos fazer um estudo das algebras alternativas tensoriais, anélogo como foi feito para
as algebras de Jordan tensoriais em [5].

Vamos a denotar por Alt a categoria das algebras alternativas. Por

Fa : F —mod — Alt

denotamos ao funtor que associa a cada espago M € Obj(F — mod) a algebra alternativa
livite Faw (M) = F[M] sobre F gerada por M. O funtor Fay ¢ uma adjunta a esquerda
do funtor esquecedor E : Alt — F — mod (que associa a cada algebra alternativa seu
respectivo espago vetorial), isto significa que para cada M € Obj(F —mod) e A € Obj(Alt),
existe uma bijecao

Qp A - HOHlAlt(FAlt(M),.A) — Homemod(M’ E(A))

que é natural em M e A. Isto é consequéncia da propriedade universal do objeto livre
Faw(M) (veja o Teorema 1).

Fixamos £ € Alt e definimos a categoria Alt, das dlgebras alternativas relativas
ou dlgebras alternativas sobre L. Um objeto da categoria Alt, é uma algebra alter-
nativa A4 dotado com um homomorfismo de &lgebras alternativas ¢ : L — A. Sejam
Ay, Ay € Obj(Alt,), entdo um morfismo f € Homaw, (A, A2) ¢ um homomorfismo de
algebras alternativas f : A; — Aj, tal que, o seguinte diagrama

L—F A

comuta, isto é, s = fp.

Usualmente na notagao ¢ : L — A de uma algebra alternativa sobre £ vamos ignorar
a estrutura de homomorfismo ¢ e escreveremos simplesmente por A, e se fosse necessério
denotamos ao correspondente homomorfismo por ¢ .

Se considerarmos a generalizada algebra dos quaternioes H. Entao, um objeto da catego-
ria Alty é uma algebra alternativa A dotado com um homomorfismo de algebras alternativas
unitarias ¢ : H — A. Assim:

Problema 1 Descrever a categoria Alty.

Seja A € Obj(Alty), entdao A pode ser escrita como A = H @ V, onde V é um

H—bimoédulo alternativo unitario, V' = V, @ V.. Neste caso, se A;, Ay € Obj(Alty), en-

tao A1 = Hae Vi, Ay = H& V2 e um morfismo f € Homap, (A, A2) ¢ um homomorfismo
de algebras alternativas f : A; — A, tal que, o seguinte diagrama

HL}Al

o ]

H——pF— A



3.3 SOLUCAO DO PROBLEMA 51
comuta, isto ¢, s = f;. O morfismo f € Homay, (A1, A2) € tal que fi = idy.
Eis aqui exemplos de alguns elementos da categoria Alty:

Exemplo 10 Se A ¢ associativa, tal que, A contem H com o mesmo elmento identidade.
Entao, A= 7 ®@p H.

Exemplo 11 Seja O a dlgebra de Cayley-Dickson, onde @ contem H e ambos tém o mesmo
elemento identidade. Entao, O = H + vH. Aqui, vH € um bimddulo de Cayley sobre H, isto
é, satisfaz (3.3), onde a — a € a involugao simplética em H. Se H € de divisao, entao vH €
irredutivel. Se H = My(F), entao vH é um bimddulo de dimensao 4, isto €,

vH = (veyr, vear) B (vera, vess).
Exemplo 12 A subdlgebra A = H & (veyr,ves) de O, tal que, (veyr,vesr)? = 0.

A seguir, fazemos uma curta descricao das somas e produtos de objetos da categoria
Alt, e também descrevemos a seus objetos livres.

Consideremos duas L—algebras alternativas ¢; : L — A; a ¢ : L — Ay e seja
Fai([A1] @ [Aq]) a algebra alternativa livre com multiplicacdo x. Entao o produto A; * Ay
(Aj x2 Ag) é o fator da algebra Fay([A1] @ [Az]) pelo ideal, gerado pelas relagoes [x1]x [y1] —
[T1 0], x1,y1 € Ax, [a] % [y2] — [T2 092, 2, y2 € Aa, [01(8)] — [¢2(s)], s € L, onde o denota
a multiplicacao em A; e A; respectivamente.

Lema 16 A; x Ay € a soma de Ay e Ay na categoria Alt,.

Para cada A € Alt,, o morfismo de estrutura ¢4 : L — A prové a A com a estrutura
de um L—bimoédulo alternativo unitario. A seguir, damos a definicao geral das dlgebras
alternativas tensoriais na categoria Alt.

Definigao 5 Seja V' um bimddulo alternativo unitdrio sobre L. A L—dlgebra L[V] junto
com um homomorfismo de L—bimddulos alternativos unitdrios vy : V. — L[V] é chamada
uma dlgebra alternativa tensorial do L—bimodulo V' se para cada L—dlgebra A e para
cada homomorfismo de L—bimddulos alternativos unitdrios f : V. — A existe um unico
homomorfismo de L—dlgebras g : LIV] — A, tal que, o diagrama

V\7>£

comuta, isto €, f = gouy.

Cada A € Obj(Alt,) tem estrutura de um L£—bimodulo, que define um funtor de restri-
¢ao (esquecedor) E. : Alt, — L£—Bimod. O funtor E, proporciona uma adjunta a esquerda
L[ |: L —Bimod — Alt, V —— L[V], isto significa que para cada V' € Obj(L — Bimod) e
A € Obj(Alt,) existe uma bijegao

/BV,A : HomAltL (ﬁ[V],A) — Homﬁ_Bimod(V, EL(A))

que ¢ natural em V e A.

A algebra alternativa tensorial £[V] do £—bimédulo V' pode ser construida como um
fator da &lgebra alternativa libre Fay([£] @ [V]) pelo ideal, gerado pelas relagoes [a;] * [as] —
laras], a1, as € L, [v]x[a]—[v.a], [a]*[v]—[a.v],a € L, v € V. A algebra L[V] é canonicamente
graduada por deg [ =0,l€ L,degv=1,v e V.
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Naturalmente a Definicao 5 pode ser dada em qualquer variedade de algebras.
Eis aqui exemplos de dlgebras alternativas tensoriais:

Exemplo 13 Seja V' um bimddulo associativo unitdrio sobre M, (F'). Nesse caso, sabemos

que V€ completamente redutivel e cada componente irredutivel € isomorfo ao bimddulo
reqular Reg(M, (F')). Assim, se V = >""" | Reg(M,(F));, entdo

M, (F)[V] = M, (F{xy,...,zm)),
onde F(x1,...,xy) € a dlgebra associativa livre com geradores Ty, ..., Tpy,.

Exemplo 14 Suponha que a caracteristica do corpo € diferente de 2. Em [3], N. Jacobson
mostro que cada bimodulo alternativo unitdrio sobre Q é completamente redutivel e cada
componente irredutivel é isomorfo ao bimddulo regular Reg(Q). Assim, se V= >"" Reg(0);,
entao

OV] =20 ®pF Flz1,...,Tm],

onde Flxy,..., x| € a dlgebra de polinomios nas varidveis 1, ..., Tpy,.

Do Corolario 8 temos

Exemplo 15 Seja L = C(Q2) a dlgebra matricial de Cayley-Dickson, V = C (D), onde Q é
uma dlgebra associativa e comutativa unitdaria e, D € um QQ—mddulo associativo comutativo.
Entao, temos a dlgebra tensorial associativo comutativo (D) do Q—mddulo D, e

E fundamental a descricio das dlgebras alternativas tensoriais na categoria Alty pois eles
irao responder o problema de Nathan Jacobson, ja que cada algebra alternativa que contenha
H com o mesmo elemento identidade, pela propriedade universal, a algebra alternativa seréa
a imagem homomorfica do objeto livre.

Sabemos que para cada A € Alty, o morfismo de estrutura ¢4 : H — A prové a
A com a estrutura de um H—bimo6dulo alternativo unitario. Portanto, pela Proposicao 16,
A=H®U, onde U é um L—bimoédulo alternativo unitario. Assim, na categoria Alty, a
definicao 5 fica da seguinte maneira:

Definigao 6 Seja V' um bimddulo alternativo unitdrio sobre H. A H—dlgebra H[V] junto
com um homomorfismo de H—bimddulos alternativos unitdrios vy : V. — H[V] é chamada
uma dlgebra alternativa tensorial do H—bimaodulo V' se para cada H—dlgebra A = HeU
e para cada homomorfismo de H—bimddulos alternativos unitdrios f : V. — U existe um
unico homomorfismo de H—dlgebras g : L[V]| — A, tal que, o diagrama

V—2 S H[V]

fl g

U—Z>
comuta, onde v € a inclusao.

Da Definicao 6 podemos dizer que o homomorfismo de algebras g estende ao homomor-
fismo de bimédulos f.

Cada A € Obj(Alty) tem a forma A = H @ U, onde U ¢ um H—bimddulo alternativo
unitario, que define um funtor de restri¢ao (esquecedor) Ey : Alty — H—Bimod. O funtor
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Ey proporciona uma adjunta a esquerda H| | : H — Bimod — Alt, V +—— H[V], isto
significa que para cada V € Obj(H — Bimod) e A € Obj(Alty) existe uma bije¢ao

Bv,a : Homayg, (H[V], A) — Homy gimeq(Vs Bu(A)).

que é natural em Ve A=H@a& U, onde Ey(A) =U.
Em nosso caso, temos

HV]=H®alg(V) =H&(V+V*xV+VK(VxV)+(VxV)*xV +...)

Agora, nosso objetivo é descrever a élgebra alternativa tensorial H[V| para o caso split
M,(F). Denotemos £ = My (F).

Seja A um objeto da categoria Alty,p), entdao A = My(F) @V, onde V' é um bimo-
dulo alternativo unitario completamente redutivel sobre My(F) e V =V, @ V,; V, é um
M, (F)—bimodulo associativo unitario completamente redutivel e V. é o My(F)—bimodulo
de Cayley completamente redutivel, isto &, V, = > (Reg M5(F)); e V. = > | Cay,.

Portanto, para o caso split £ = My (F'), descrevemos a algebra alternativa tensorial L[V],
a qual, nos leva aos seguintes casos:

1) O caso puramente associativo V' = V,. Nesse caso, A = My(F) @ V.

Consideremos V' = Y™ (Reg Ma(F)); = >, w;L. Consequentemente, pela demonstragao
do Lema 9

VxV = (i w; L) x (i w L) = i Wiy Ui, £
i=1 i=1

i1,02=1

onde > " u;, Ui, € um polindmio homogéneo de grau 2 nas variaveis u u
i1,40=1 i1 Wia p g g 1y« Um,

(V*V)xV = Z Uiy Uiy L )*(Zm:uiﬁ): zm: Uiy Wip Wi L

i1,d9=1 i=1 i1,02,i3=1

m m 4 N .
e claramente V x (V x V) = > . . _ wi u;,uiy, donde Y0 o ) wug,uq, ¢ um polindmio
homogéneo de grau 3. De forma semelhante pode-se deduzir que

m
(Vx(VxV))xV = E Wiy Wiy Uig Ui, L
11,82,13,64=1
neste caso Z“ iy isig=1 Wir Win Uiz i, ¢ um polindmio homogéneo de grau 4. Em geral, pode-se

mostrar que qualquer mondmio de comprimento k é igual a le i in=1 Wi Wiy - - Uz L, onde

m
2“722’.“,%:1 Uiy Wi, - - . U;,, € um polindmio homogéneo de grau k. Portanto

LV] = E@(V+V*V+V*(V*V) (V*V)*V—F((V*V)*V)*V—ir...)

= £+Zu1£+ Z Uy Wiy £+ Z Uiy Wiy Wi L

11,42=1 11,82,13=1

-+ Z uilui2ui3ui4£+...+ Z ulluwulkﬁ—i—

i1,12,i3,i4=1 11,82,..,0 =1
F<u17u27 cee 7um>£
MQ(F(Ul,Ug, e ,Um>)

1%
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Logo,
£[V] = M2<F<U1, U, . .. ,um>),

onde F(Z,,) = F(uj,us,...,uy,) é a algebra associativa livre sobre o conjunto de variéveis
livres Z,, = {uy,...,un,}. Isto &, a é&lgebra alternativa tensorial L£[V] é isomorfa a algebra
associativa matricial My(F(Z,,)).

2) O caso puramente Cayley V = V.. Nesse caso, A = My(F) @ V..
Consideremos V' = Cay, + - - - + Cay,,. De (3.25) para todo i, j, k # temos a relagao
(3.28) ui;Cayy, C uipCay; + usCay;,
onde Cay, = F.mgi) + F.mg). Assim, por (3.28) e pela Proposi¢ao 22, junto com o Lema 13,
vamos dar alguns exemplos de algebras alternativas tensoriais
Exemplo 16 Sen =1, temos V = Cay. Portanto, pela Proposi¢io 22
0= Cay*xCay=V+V=VxVxV)=V*kV)xV=(VAV)xV)xV = ...

e dai LIV] = L ® Cay é uma subdlgebra de dimensao 6 da dlgebra de Cayley-Dickson split.

Exemplo 17 Sen =2, temos V = Cay, ® Cay,. Denotemos Cay, » = Cay, ® Cay, e pela
Proposigao 22, Cay, o x Cayy o = ui2L pois ugy = —uya, logo temos os espagos homogéneos

VxV = Cay, o x Cay, 5, = u1aL,
(V*V)xV = (u12L) * Cay, 5 = w2 Cay, 5,
Vx (VxV) = Cayy 5 * (u12L) = u12Cay ,.
Logo (Vx V)« V =V % (VxV) = unCay, ,. Também
(V*x(VxV))xV = (u2Cay, 5) x Cay, , = u?, L.
Similarmente V x (Vx V)%« V)= (V*V)x (V V) =ui,L. Além disso,
Vx(VxV)x(VxV)) = Cai’h,z * (U%Q‘C) = U%Q 0091,27
(VxV)x V) x (VH(V*V)) = uaCay, o x u12Cay, , = ud, L,
(Vx(VHV)x V) * V)% (V% V) = (ui,L* Cayy o) *xu2 L = u, Cayy g xu12L = us, Cay, o, . ..
De forma semelhante podem ser obtidas as outras expressoes nao-associativas. Assim,
LIV] = LEVHVAVFVX(VAV)+VAV)5VE(VAV)+V)*xV +..)
= LAupl+ulL+ud,L+ ...
+Cay, 5 + u12Cay, 5, + i, Cay, 5 + U, Cay, o + ...
F[U12]£ -+ F[Ulg] O@yLQ

Fluis] @ L + Fluiz] Cay, 5
My (Fugs]) + Fluiz] Cay, 5;

1l

I

L[V] 2= My(Fluia]) + Fluia] Cay, 5.
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O conjunto dos elementos €11, €12, €21, €22 € 0S mg), mg) com i = 1,2 € uma base da dlge-

bra alternativa tensorial L[V] sobre a dlgebra associativa e comutativa Fluis]. Em efeito,
suponhamos que

w = aey; + bery + ceyr + dexy + EmiY + &ms” + mP + GmS? =0

para alguns elementos a, b, c,d,&;, (; de Fluys] com i =1,2. Entao,

1)

0= (enyw)en = aeyy + §1m§ .e11 + Clm(f)-en = aey + 51(511.77151)) + C1(é11-m§2)) = aeq

o qual implica facilmente que a = 0. De maneira andloga, b =c = d = 0. Logo

w = flm(ll) + fgm(zl) + Clm(lg) + Cgmf) =0

0= m§1)(euw) =& (mgl))2 + C1(m§1)m§2)) = (1ui2e€1;].

Entao Giuia = 0, isto implica que os coeficientes do polinémio (1 sao zero, logo (1 = 0. De
forma semelhante (o =& =0 com i =1, 2. "
1

Além disso, se considerarmos o elemento v = m, —i—mg) de Cay, o, entdao pela Proposigao
20

V= (mgl) + mg2))2 = mﬁl)mf) + m(22)m§1) = —Ujg€11 + U122 = —U12(€11 + 622) = —ujo.1

Assim, pelo processo de duplicagao de Cayley-Dickson [19)]
LIV] = My(Flurs]) + vMy(Flurs]) = (Ma(Flun]), v) = C(Flug]).
Portanto, L[V] é a dlgebra de Cayley-Dickson sobre a dlgebra associativa e comutativa Fus).

Em geral, seja V = Cay, @ --- @ Cay,,. De aqui em adiante vamos utilizar (3.28) para
reduzir relagoes, como por exemplo, u12Cay; C ui3Cay, + ug3Cay,. Além disso, pela Pro-
posicao 22 V xV = Z?’#j ui; L parai # j =1,...,n,isto &, V«V C A,. Se denotarmos
P = 2?75 ; Wij, entao V xV = PL e pelo Lema 10, temos os seguintes espagos homogéneos

(VxV)xV =PLKV = PV,

(V+V)xV)xV =PV xV = P2L,
(VA V)« V)% V)%V = P2LxV = PV,
(Vs V)5 V) V)% V)xV = PPV« V = P3L,
(VA WV)*s W)« V) * V)% V)%V = PPLxV = PV
((VFWV)« V) V)5 V)% V)% V)%V = PV« V = P'L

e assim sucessivamente. Pelo Lema 13, nao é dificil mostrar que as outras expressoes nao
associativas com o mesmo comprimento sao iguais as expressoes anteriores. Além disso, uti-
lizando o processo de acima, pode-se obter similarmente uma expressao geral para qualquer
espaco homogéneo nao-associativo de qualquer comprimento. Por exemplo, se o comprimento
fosse par, teremos P*2L. Agora, se o comprimento fosse impar, tem-se

P(k’—l)/QV
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Portanto, somando adequadamente os espagos homogéneos, a algebra alternativa tensorial
L[V] fica da seguinte forma

LIV] = L+V+PL+PV+PL+PV+PLA.. . +PED2y L pEpy
(F-1+FP+FP*+FP*+FP'+. )L+ (F1+FP+FP*+FP+.. )V
Flui;| £+ Flu; |V

Mo (Flug]) + Flug;] V.

I

Logo,
(3.29) LIV] = My(Flui;]) + Flug]V.
Mas, por (3.28)

F[UU]V = F[uij]CayLQ + F[Ulg, U23, -+« s Uln,y .« - - ,u(n,l)n]Cayg,
+F[U14, U4, U34s - -+ 5 Ulpy - - - 7U(n—1)n]ca}’4 +.oo+ F[Uln, s 7u(n—l)n]Ca‘yW,

e observamos que 0S8 espacos
F[U/Z]]) F[ul?)a U3y -+« s Ulp,y - - - 7u(n—1)n]a DR F[Uln, o 7u(n—1)n]

nao sao algebras de polinémios pois as variaveis u;;’s satisfazem (3.26).
Seja F[X,,UY,] o anel dos polinémios F[x1,y1, ..., Ty, Ys] em 2n varidveis. Consideremos
a algebra de Cayley-Dickson split

O = My(F) & vMy(F),

e tome na extensao escalar O ® F[X,, UY,] os elementos v; = ve;; ®@ x; + vejg @ y;, w; =
vegs ® Y; + veyy ® x; e seja V; = Fu; + Fw;. E claro que V; ~ Cay, além disso,

Vi- Vi = a;; My(F),
Ty Y

Lj Yj
F[X,, UY,], a qual, pelo Lema 14 é uma algebra livre modulo as relagoes

onde o; = det [ ] Consideremos a subalgebra S, = algp|a;;|1 < i < j < n] de
Qjj = — i,
QO] = — Ol Ol + Qg Q.

Entao, My(S,) + >°7 S, Vi ¢ uma subalgebra de O ® F[X,, UY,] e por (3.29) ¢ isomorfa a
algebra alternativa tensorial L[V].
Além disso, a subélgebra Ms(S,,) + > .7 S, Vi € livre, pois existe uma especializagao

2 F[xhyl;”'axnayn] — F
definida por x; — a;, y; — B; com v;; = det [Zi Bﬁl} tal que, a imagem de Ms(S,,)+>_7 S, Vi
J i

A= L+ Cay, + ...+ Cay,,

é a algebra

onde Cay,;Cay; = L.
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Finalmente chegamos ao caso onde V, # 0 e V. # 0.

3) O caso geral, V =V, & V.. Nesse caso, A = My(F) & (V, & V,).
Vamos continuar usando alguns resultados mostrados nos Lemas 10 e 13, isto €, as igualdades
(Zay A, A) =0 e [Z,,A] =2, A] = 0.

No que segue vamos considerar alguns exemplos particulares para ver o comportamento
da algebra alternativa tensorial.

Exemplo 18 Vamos fazer variar m e fizar n = 1, isto €, seja qualquer m € N en = 1,
entao temos V=" w;L + Cay. Lembremos Cay? = 0. Consequentemente

VxV = Zulﬁ + Cay) * Z w L+ Cay) = Z Uy Wiy L+ Z u; Cay

i=1 i=1 11,52=1
onde Zm w;, Uy, € um polindmio homogéneo de grau 2 nas variaveis u U
i1,40=1 Vi1 Yz p q g 1y+--y Um,
(V+V)*xV = E Wiy ui, £+ 5 u; Cay) * 5 w, L+ Cay)
i1,i9=1 =1
= g Uy Uip Uis £+ g i, Ui, Cay
i1,i2,i3=1 i1,i2=1

donde Z“ g1 Wiy Win Uiy € um polinomio homogéneo de grau 3. Entao, analogamente pode-se
deduzir que
m m
(V*V)xV)xV = E Ugy Wiy Ui Ui, L+ g U, Wiy Uiy Cay,
11,12,13,14=1 i1,12,i3=1

neste caso Z“’m’l&u 1 Uiy Win Uiy Uz, € um polindmio homogéneo de grau 4. Assim, de maneira
geral, para qualquer mondémio nao-associativo de comprimento k, temos

m m
g Uy Wiy - Uy L+ g Uiy Wiy - - - Wiy Cay,
i1502,ip=1 1,820 (1) =1

onde Z:’fulk:l Uiy Wiy - - - Uy, € um polindmio homogéneo de grau k. Portanto,

L[V] E—i—ZuzﬁnL Cay + Z u“uz2£+ZuZCay+ Z Uiy Uiy Uiy £+ Z Ui, ui, Cay

i1,02=1 11,82,93=1 i1,i2=1

+ E Uy Wiy Wi Ui L+ E Uy Wiy Uiy Cay

11,12,13,84=1 11,52,13=1

m

+ Z Uiy Wiy - - Ui L+ Z Uiy Wi - - - Uiy Cay+ ....

11,82, ip=1 01,12l —1) =1
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Logo,

LIV]=(F- 1—|—ZFUZ+ Z Fugu;, + Z Fu;, ui,u;,

i1,i9=1 11,82,03=1

+ Z Fuj upuug, + ...+ Z Fuzlum. Uiy, )L

i1,i2,i3,i4=1 11462,eife

(F - 1+ZFU,—|— Z Fu; w;, + Z Fu;, wi,wg,

i1,i2=1 11,89,i3=1
m

+...+ Z Fugug, - ooug +...)Cay,

11,82, 50 —1)=1

15to €,

LIV =F(Z )L+ F(Zy,)Cay = My(F(Z,,)) + F(Z,,) Cay,
onde F(Z,,)Cay = I<L[V] com I* =0 e a dlgebra quociente L]V|/I € a dlgebra associativa
matricial L = My(F). E como no exemplo 17, pode-se mostrar que o conjunto dos elemen-
tos eq1, €12, €21, €22, My, My € uma base da dlgebra alternativa tensoral L[V] sobre a dlgebra
associativa livre F(Z,,).

Exemplo 19 Agora vamos fizar m = 1 e vamos fazer variar n. Entao, neste caso V =
w L+ > Cay;. Aqui, como antes, vamos continuar usando (3.28) para reduzir relagoes.
Além disso, denotamos W =V, = Y" | Cay,, entao pela Proposi¢io 22 W? = Z;;j u;; £
para i # j=1,...,n, isto é, W? C A,. Se denotarmos novamente P = Z;;j U;j, temos 0s
sequintes espagos homogéneos

VxV =Ll +W)x(uL+W)=ull+uW+ PL,

(VA V)%V =L + W + w2W +w PL +u  PL+ PW = w3 L + W +u PL + PW,

(Vx(VxV)xV = ulL+uwiW +uiPL+u PW + uiW + uiPL + uy PW + P?L
= uiL +uSW +uiPL + uy PW + PL,
Vrk(VxV)x(VxV)) = ulL+uiW +uiPL+uPW +u PPL

+ulW + w3 PL + wiPW + u  P’L + P*W
= WL+ uW +ulPL+ uiPW +u PPL + P?W,

(VA V)*xV)x (V(VxV)) = UL+ uW +u] PL+ ui PW + ulP*L + uy P*W
+ W 4 ui PL + ui PW 4 ulP?L +u, PPW + P3L
= WL+ UW +ulPL+uSPW +uiP?L +u P*W + P3L,

(Vx((V x MxV))xV)*x(V*V)
= w L+ uSW + S PL + uiPW +udP2L 4 ulP*W 4 u  PPL
+uSW + uSPL + ui PW + u P’ L + w3 P*W + u P2L + P*W
= uwL+uSW +uiPL+uiPW + uiP*L + uiPPW +u PPL + PPW
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e assim sucessivamente. Utilizando o processo de acima, podemos obter uma expressao geral
para qualquer espago homogéneo mao-associativo de comprimento k, isto €, se k for par,

temos
(k—2)/2

N7 WP L 4wy P P+ PR
s=0

Agora, se k for impar, tem-se

(k—1)/2
S P e pe)
s=0
Portanto, somando adequadamente os espagos homogéneos, a dlgebra tensorial L[V] fica da
sequinte forma

LIV] = (F-1+Fu+ Fu*+ Fu® + Fu* + Fu® + Fu® + Fu™..)C
+(F -1+ Fu+ Fu® + Fu® + Fu* + Fu® + Fu® .. )W
(F-1+4+ Fu+ Fu® 4+ Fu® + Fu* + Fu’ .. .)PL
(F-1+ Fu+ Fu® + Fu® + Fu..)PW
(F-1+ Fu+ Fu®+ Fu® .. )P?L
(F
(F
(F

+ 4+ +

1+ Fu+ Fu®...)P*W
1+ Fu+..)PL
A4 )PP+

+ +

LIV] = F{u1)L+ F(u)W
+F(u1) PL + F(up) PW
+F{uy) P2L + F{uy) P*W
+F{uy)PPL + Flu) ) PPW + ...
= Flu)(F-1+F-P+F-P°P+F-P°+..)C
+F(u)(F-1+F-P+F-P>+F-P'+.. )W
= F(w)Fluij| L+ F(up) Flu;]W.

Mas, por (3.28)

F[UU]W = F[UU] Caym + F[Ulg, U23, ...y Ulp, - - - ;u(n—l)n] OCLy3 +
Fluig, uga, usa, - .., Utns - - - s Un—1yn) Cayy + ... + Fltin, . .., Umn—1)n] Cay,,

onde novamente como no caso puramente Cayley, os espagos Flu;;| parai#j=1,...,n,
F[u137 U23, ..., Uln,y - - - 7u(n—1)n]a F[u147 U4, U34y - -+ Ulny - - - 7u(n—1)n]7 ceey F[ulnv cee 7u(n—1)n]

nao sao dlgebras de polindmios pois as varidveis u;;’s satisfazem (3.26). Além disso, a dlgebra
livre F(u1) torna-se a dlgebra de polindmios Fuy] pois as poténcias de uy comutam quando
agem sobre os bimodulos irredutivers de Cayley, isto bem do sequinte resultado conhecido

[Za, A = 0.

No caso geral, usando os processos dos dois tltimos casos de acima, nao é dificil mostra
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que se V. =V"a V" = Y" ul+ Z?:l Cay; temos a seguinte expressao da élgebra
alternativa tensorial

£[V] = M2(QF[UU]) + QF[uij]Cayl,Q + QF[UB, U3y« -+ Ulny - - - 7u(n71)n]cay3
+QF[ur4, Uga, Usa, - -, Utns - - -, Un—1)n)Cayy + ... + QF [tan, . . ., Um-1)]Cay,,

onde Q = F(uy,...,u,) vira a algebra polinomial Q = Flui,...,u,] quando age sobre os
bimoédulos irredutiveis de Cayley pois para quaisquer ug,u; € Z, € m; € Cay,, entao pelos
resultados (Z,, A, A) = [Z,, A.] = 0 do Lema 10 e pela Zy-graduagao de A, tem-se

[up, wlm; = (upwg)m; — (wgug)m;
= up(wm) — w(upm;)
= wp(miug) — (uemg)w
= up(miuy) — up(miu)
= ()’

Entao, multiplicando a igualdade anterior pelo elemento m; € Cay; com i, j #, obtemos a
relacao

(3.30) [uk, w]u;; = 0.
Além disso, se fazemos as seguintes denotagoes P = QF[u;] para k =1,...,mei # j =
1,...,n, e as algebras Py = QF[u;;] = Flug, wij],
151 = QF[U13>U23> sy Ulpy - - ,U(n—1)n] = F[Uk, U3, U235 - - - Ulny - - - >u(n71)n]7
]52 = QF[U147 U24, U34s -« -5 Ulny - - - 7u(n71)n] = F[Uk, U4, U24, U4, - - -, Ulny - - - 7u(n71)n]
e —
Pn—2 = QF[UIHJ o 7u(n—1)n] - F[Uk, Uipy - - - 7u(n—1)n]‘
Temos
(3.31) L[V] = My(P) & PyCay, , & P,Cay; & P,Cay, & ... & P,_,Cay,.

E claro que a algebra L£[V] de (3.31) ndo esta imerso na algebra de Cayley-Dickson split O
pois contém Ms(P), onde P é associativa mas nao é comutativa.

Especificamente, denote R,, ., = S, ®p F(Z,,)/J, onde J é o ideal gerado pelo conjunto
{wijlug, ] |1 <i<j<n, 1<k<l<m} esejaS,m=>"5,Rr F|Z,]. Entao, por (3.31),
a algebra

M2(Rn,m) + Z Sn,m‘/z
1

¢ isomorfa a algebra tensorial L[V] .

3.4 Respostas do problema de Nathan Jacobson

Portanto, de acordo aos trés casos de acima, as respostas ao problema de N. Jacobson,
sem qualquer restricao de dimensao e caracteristica, sao os seguintes:
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Teorema 24 (O caso associativo) A dlgebra My(F(Z,,)) € isomorfa a dlgebra tensorial
M (F)[Reg, @ - - - @ Reg,,).

Teorema 25 (O caso puramente Cayley) A subdlgebra Ms(S,) + >.7 S,Vi da dlgebra
O ®p F[X,UY,], € isomorfa a dlgebra tensorial My(F)[Cay, @ - -+ @ Cay,).

Teorema 26 (O caso geral) A dlgebra My(Ry,m) ® D> 1 SnmVi € isomorfa & dlgebra ten-
sorial My(F)[Cay, @ --- @ Cay, ® Reg, ® - - - & Reg,,|.

Corolario 27 Seja A uma My(F)—dlgebra, A = My(F) @ V. Entao, A = ¢(Mz(F)[V]),
onde ¢ @ My(F)[V] — A € o epimorfismo de My(F)—dlgebras que estende a aplicagdo
identidade idy 'V — V.

Especificamente, V = V, & V., onde V, = @, cx Mo(F), ¢y € Z,, V. = @), Cay;,
Cay; - Cay; = bi;My(F), b; € Z(A). Sejam S, = alg(b;|1 <i < j<n) e Rym = Sp(ckll <
k < m), respectivamente, subdlgebras de Z(A) e Z,. Denote também ¢, = ckly,, e considere

Snm = S, [ck|1 < k < m]; entao A = Mg(Rn,m) e (Z?:l gn,mC’ayi).

Corolario 28 Se n = 1, entio A = My(B) @ Cay, onde B ¢ associativa, Cay? = 0 e
(B, Cay] = [B, B]Cay = 0.

Corolario 29 Se pelo menos um dos b;; no coroldrio 27 ¢ invertivel. Entao, n = 2, RQ,m -

Z(A) e AC O ®p Ry
Demonstracao: Suponhamos que b;; é invertivel. De (3.30), temos
[ck, ci]bij = 0.
Entao, [ck, ;] = [cx, ai]biby;' = 0. Portanto, Ry C Z(A). Também, de (3.28)
Cay,, C bi_jlbikCayj + bi_jlbjkCayi.

Assim, todas as componentes irredutiveis de V. com indices diferentes de i, j, estdo contidos
em Cay; @ Cay;. Isto implica que, n = 2. Além disso, segue-se A C O ®F Ry

Q.E.D.

Exemplo 20 Seja Ty = {lg ﬂ lo, B,y € F} e considere R = Tylx]|/I, onde I € o ideal

gerado pelo conjunto {x* xes}. Denote T = x + I € R, entdo
A = Ms(R) & F[z, e11, e20]( Cay, & Cay,)

com byy = &, é uma My(F)—dlgebra alternativa nao-associativa de dimensao 36. Além disso,
A € a imagem homomdrfica da dlgebra tensorial My(F)[Reg, © Reg, ® Regs ® Cay, ® Cays],
com SQ = F[SZ’], R372 = R, 5372 = F[j:, €11, 622].

3.5 Algebras e bimédulos alternativos com involucao

Seja A um algebra alternativa com involugao —. Lembremos que um bimddulo alternativo
com involucao sobre A, é um bimddulo alternativo V' junto com um endomorfismo v — v*
de V de periodo 2, tal que,

a®v—radv
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¢ uma involugdo da extensao cisao nula £ = A @ V. O endomorfismo v —— v* de V, é
chamada a tnvolucao de V.

Vamos denotar por (D, —) uma algebra com composi¢do D com involugao —.

Exemplo 21 Seja Reg D o bimaodulo reqular de D. Entao, os bimaodulos requlares com invo-
lucao RegD e —Reg D, sao obtidas tomando o bimodulo reqular Reg com a usual involugao
simplética ou seu negativo, isto €, os endomorfismos a — a e a — —a $ao as involugoes
de RegD e —Reg D, respectivamente.

Exemplo 22 Seja CayD o bimodulo de Cayley sobre D. Entao, os bimaodulos de Cayley
com involu¢ao CayD e —CayD, sao obtidas de maneira semelhante da involugcio usual
(chamada —1 ), induzida na dlgebra de Cayley-Dickson C(u, 3,7) no processo de duplica¢io
de Cayley-Dickson [19], isto é, os endomorfismos m — —m e m — m sao as involugoes de
CayD e —Cay D, respectivamente. O bimddulo de Cayley Cay D € alternativo se, e somente
se, D € associativo.

Um caso particular dos exemplos 21 e 22, é o seguinte:

Exemplo 23 Se D = Ms(F') com a involugao simplética. Entao, temos os sequintes bimo-
dulos irredutiveis nao isomorfos:

RegD, —RegD e CayD.

Observe que o bimodulo — Cay D neste caso, € nao alternativo. No entanto, o bimodulo Cay D
é alternativo nao-associativo.

Consideremos o seguinte resultado provado por K. MacCrimmon [1] (veja o Teorema 9

do Cap.VII):

Teorema 30 (1) Qualquer bimddulo alternativo unitdrio com involugdo sobre uma dlgebra
de composi¢ao (D, —) € a soma das imagens homomdrficas dos quatro bimddulos Reg D,
—RegD, CayD, —Cay D, onde os ultimos dois podem ser retirados se D for nao-associativo.
(2) Qualquer bimddulo alternativo unitdrio com involugio sobre (D, —) é completamente
redutivel e qualquer bimddulo irredutivel € isomorfo a uma componente irredutivel de Reg D,
—Reg D, CayD ou —CayD se D for associativo e a uma componente irredutivel de Reg D
ou —Reg D se D for nao-associativo (portanto uma dlgebra de octonios).

Voltando ao problema de Jacobson, suponhamos que a élgebra alternativa A tem uma
involugao * que estende a involuc¢ao simplética de H = My(F), isto é, x restrita a H, é a
involucao simplética de H, tal que, para todo = € A

4" =t(x)l, zz*=z"r=n(x)l;

onde t(z) € F e n(x) € F sao o trago e a norma de x, respectivamente.
Ao considerarmos a algebra alternativa, A como um bimdédulo alternativo unitario com
involucao * sobre H, temos pelo Teorema 30, a decomposicao

(3.32) A= Z ®Reg, H+ Z @& (—Reg; H)+ Z ®Cay,, H+ Z @®(—Cay, H).
5 7 P I

Isto implica, que o bimodulo A contém dois conjuntos de elementos {u;} (as imagens de
1 no isomorfismo com Reg) e {v;} (as imagens de 1 no isomorfismo com —Reg), tais que,
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Reg; >~ u;H e —Reg; ~ v;H. Dos isomorfismos, é claro que u;,v; € Z, e por [1] (veja o Lema
2 do Cap.VII)

* * .
u; =u; e v; =—v; paratodo i,j.

Além disso, Cay;, = F.mgk) + F.mgk) e —Cay, = F.ngl) + F.ngl) sao os bimoédulos de Cayley

irredutiveis de dimensao 2 sobre H. Logo, de 3.32, temos

(3.33) A=>"ouH+) ovH+ ) @Cay,Ht > @(—Cay, H).
% 7 k l

Sejam Sym(A) = {z € A|z* = x} e Skew(A) = {z € Al|z* = —z} os espagos dos
elementos simétricos e antissimétricos de A, respectivamente.
Seu € Z, e a,be H, entao t(u)l = u* +u € Sym(A) e

0= (t(u)l,a,b) = (u" +u,a,b),
logo (u*,a,b) = —(u,a,b) = 0. Também
[u*,a] = [t(u)l —u,a] = [u,a] =0;
assim, Z, é invariante sobre a involugao . Portanto
Z, = (Sym(A) N Z,) & (Skew(A) N Z,).

Pela Proposicao 16 sabemos que o H—bimo6dulo de Cayley A, coincide com o subespaco
(A, H, H). Assim, ao considerar a,b € H tais que a = [a,b]* # 0; entao 1, a, b, ab formam
uma base de H sobre F. Portanto, na prova da Proposi¢ao 16 (dada no Lema 12 de [16])
tem-se A, = (A, a,b); logo

Ap = (A a,0)" C ((Aa)b)” — (A(ab))" = b(@aA") — (ba) A" = (b,a, A") C (H,H, A) = A,
e A. é invariante sobre a involugao *. Portanto
A, = (Sym(A) N A.) @ (Skew(A) N A,).

Seja 9 uma variedade de algebras e consideremos um bimodulo V' para A na classe 9.
Se F = A®V é a extensao cisao nula de A pelo bimédulo V', entao definimos o nicleo
N(V') do bimédulo V', como a intersegao do nicleo da extensao cisao nula com o bimodulo,
istoé, N(V)=EnNnV.

Seja w = (v,a,b) € N(A.) para algum v € A. Entao, por (3.18)

0= (w,a,b) = ((v,a,b),a,b) = [a,b](v,a,b),

logo aw = [a, b]*(v, a,b) = [a, b]([a, b](v,a,b)) = 0 e assim w = 0. Portanto N(A.) = 0.

Suponhamos que a involucao * de A é de tipo nuclear, isto ¢, todos os elementos simétricos
estao contidos no nicleo (o centro associativo) de A, N(A). Agora, em A, precisamos que
os elementos simétricos estejam no nticleo. Como o nicleo de A, é 0, a involugao * aplica
cada elemento de A. no seu negativo, isto &, m* = —m para todo m € A.. Assim, como
para todo m € —Cay tem-se m* = m, entao m = 0. Logo, —Cay = 0.

Como Z, = (Sym(A) N Z,) & (Skew(A) N Z,). Seja v € Skew(A) N Z,, isto é, v* = —v
e av = va para todo a € A. Lembre-se que na prova do Lema 10 temos mostrado que

[Z4, Ac) = 0. Assim, ao considerar o elemento s = vmgk), onde mgk) ¢ um dos elementos da
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base de Cay,, obtemos

« k) )\ k k k
s* = (omg?)" = (m”)"o" = (=my?”)(—v) = myv = omy? = 5;
portanto s € N(A.) = 0 e umgk) = 0, o qual, implica facilmente que v = 0. Portanto,
Skew(A)NZ, =0 e Z, é a subalgebra dos elementos u € A, tais que, au = ua e u* = u para
todo a € A. Consequentemente, como v; = —v;, entao v; = 0 para todo j. Logo, —Reg = 0.

Assim, podemos retirar os bimédulos —Reg e —Cay da descomposicao de A, isto é,
i k

Portanto, se a algebra alternativa A tem uma involucao de tipo nuclear x — x*, que estende
a involucao simplética de Hl, entao obtemos os resultados da secao 3.4.



Capitulo 4

Teoremas de Fatorizacao de Kronecker
para as superalgebras alternativas

H. M. Wedderburn mostrou que se uma &lgebra associativa unitaria A contém uma
subélgebra simples central de dimensao finita B com o mesmo elemento identidade, entao
A é isomorfa a um produto de Kronecker S ®p B, onde S é a subalgebra dos elementos
que comutam com cada b € B. Em particular, se A contém M, (F') como subélgebra com o
mesmo elemento identidade, temos A = S ®p M, (F) onde S é a subalgebra de elementos
que comutam com cada matriz unitaria e;;. Esse tltimo resultado, é chamado “O Teorema
de Coordenatizagao de Wedderburn” como tinhamos observado no capitulo 2. Kaplansky no
Teorema 2 de [4] estendeu o resultado de Wedderburn para as dlgebras alternativas A e B
a algebra de Cayley split. Jacobson no Teorema 1 de [2] deu uma nova prova do resultado
de Kaplansky usando sua classificagao dos bimodulos alternativos completamente redutiveis
sobre corpos de caracteristica diferente de 2. Esse resultado é conhecido como o Teorema de
Fatorizacao de Kronecker de N. Jacobson.

No caso das superélgebras, M. Lopez Diaz e 1. Shestakov [7, 8] estudaram as represen-
tacoes das superdlgebras alternativas e de Jordan simples excepcionais de caracteristica 3
e por meio dessas representagoes, obtiveram uns anélogos do Teorema de Fatorizacao de
Kronecker para essas superalgebras. Similarmente, C. Martinez e E. Zelmanov [9] obtiveram
um Teorema de Fatorizacao de Kronecker para a superalgebra de Kac excepcional K, de
dimensao 10.

Neste capitulo, provamos um Teorema de Fatorizacao de Kronecker para as superalge-
bras alternativas que contém a superélgebra associativa M1)(F) com o mesmo elemento
identidade. Como corolério, respondemos ao analogo do problema de N. Jacobson [2] (veja
o Cap. 3) para as superalgebras alternativas, isto é, descrevemos a cada superalgebra alter-
nativa que contém a superalgebra associativa Mj1)(F) com o mesmo elemento identidade
sobre corpos de caracteristica diferentes de 2.

Além disso, provamos o Teorema de Fatorizagao de Kronecker de N. Jacobson que fun-
ciona para o caso geral. Também, provamos um Teorema de Fatorizacao de Kronecker para
as superalgebras alternativas, cuja parte par contém O com o mesmo elemento identidade.

M. Trushina e I. Shestakov [17] estudaram as representagoes das superalgebras alter-
nativa simples O(4]|4) ou O[u]. Eles mostraram que cada bimédulo alternativo irredutivel
nao-associativo fiel sobre essas superalgebras sao isomorfos ao bimédulo regular ou a seu
oposto das superalgebras @(4]4) ou Ou]. Finalmente, provamos a redutibilidade completa
dos bimodules sobre essas superalgebras e provamos alguns analogos do Teorema de Fatori-
zagao de Kronecker para cada superélgebra alternativa que contenha @(4[4) ou O[u] com o
mesmo elemento identidade.

65
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ALERNSHPeralgebras e (super) bimoédulos alternativos !

4.1.1 Superalgebras alternativas

Lembremos, uma superdlgebra ¢ uma algebra Z,—graduada A = Ag & Az, onde Aj e
Az sao espagos de A tais que A;A; C A;4; para todo 7, j € Zs. Os sdo espacos Aj e A sao
ditos como a parte par e impar, respectivamente, da Z,—graduacao de A.

Como antes, H denota a generalizada algebra dos quaternioes.

Exemplo 24 A dlgebra de Cayley-Dickson O = H + vH (v? = a # 0) tem a estrutura
natural de uma dlgebra Zo— graduada, onde a generalizada dlgebra dos quaternioes H € a parte
par e o H—bimddulo de Cayley vH € a parte impar da Zs— graduacao de Q. Se H = My(F),
temos a dlgebra de Cayley-Dickson split e se H € de divisao, temos a dlgebra de Cayley-
Dickson de divisao.

E como em [15]:

Exemplo 25 Seja I' a dlgebra de Grassmann sobre um corpo F gerada pelos elementos
l,e1,...,e,,... tais que
e; =0, ee; = —eje,.

Os produtos

1, €i1€iy - - - €y 1 <lg <o <1,

formam uma base de T' sobre F (consideremos 1 como o produto do conjunto vacio dos
elementos e; ). Denote-se por I'g e I'1 0s espagos gerados pelos produtos de comprimento par
e impar; entao I' € a soma direta desses espacos,

I'=TsaTIh,

onde

DLy C T imod 20 B0 € {0, 1}

Em outras palavras, T' € uma dlgebra Zs-graduada (ou superdlgebra) sobre F'.

Definicao 7 Seja V uma variedade de dlgebras sobre F' definida pelas identidades homogé-
neas (veja [19]). Uma superdlgebra A = A;® A1 € uma V—superalgebra se sua envolvente
de Grassmann I'(A) = 'y ® Ay + I't ® Ay pertence a V. Em particular, A é uma supe-
rdalgebra alternativa se, e somente se, A satisfaz as sequintes (super)identidades:

(.T,y,Z) + (_1)|y||z|(x7 Z7y) = 07

4.1
-y (,y.2) + (=1 (y, 2, 2) = 0,

(a7 0/7 a:) = 07

onde ag € Ao, x,y,z € AgU Ay e |z| denota a paridade de um elemento homogéneo x of A:
lz| =i sex € A,.

Observe que uma superalgebra alternativa nao é o mesmo como uma algebra alterna-
tiva Zo—graduada: as superalgebras alternativas simples de caracteristica 3, obtidas por I.
Shestakov [16] ndo sao algebras alternativas.
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Exemplo 26 A superdlgebra de Grassmann I € uma superdlgebra comutativa, pois sua en-
volvente de Grassmann I'(I') =g @ I'g + I'1 ® I'1 € comutativa. Isto vem do fato de que T
satisfaz a sequinte identidade de comutatividade (or supercomutatividade) graduada

ab = (—1)!Plpq,
onde a,b € I'gUT;.

De aqui em adiante denotaremos por A a cada superalgebra alternativa sobre F. Deno-
taremos também a parte par de A por B e a parte impar de A por M. Observamos que B é
uma subalgebra alternativa de A e M é um B—bimo6dulo alternativo.

C.T.C. Wall [18] mostrou que cada superalgebra associativa simples de dimensao finita
sobre um corpo algebricamente fechado F' é isomorfa a umas das seguintes superélgebras

assoclativas:
0 0
estin 5= {f ) = {[ )

- s wweman) o-{f - {f )

Lembremos que no caso quando o corpo ¢ de caracteristica 2 qualquer algebra alternativa
Zo—graduada é também uma superalgebra alternativa.

As superalgebras alternativas simples de caracteristica 2 foram classificadas por I. Shesta-
kov [16]. Nesse caso apareceram superalgebras simples ndo-triviais nem associativas. Assim,
sobre um corpo de caracteristica 2, qualquer tal superalgebra é isomorfa a uma das seguintes
duas superalgebras obtidas do processo de Cayley-Dickson:

Exemplo 27 A superdlgebra de Cayley-Dickson O(4]4) = O = H @ vH, v* = v #
0 (v € F) com a Zy—graduagao inducida pelo processo de duplicagiao de Cayley-Dickson
aplicada a generalizada dlgebra dos quaternioes H, onde

(ab)v = b(av),
v(ab) = (vb)a,
(4.2) (va)(vb) = aba.

para todo a,b € H.

Exemplo 28 A dlgebra de Cayley-Dickson dobrada Olu] = Flu] @ O = O & Ou,
onde Flul = F + Fu, 0 £y =u*> € F.

4.1.2 Superimédulos alternativos

Os superbimoédulos alternativos estao definidos de maneira semelhante ao caso nao-
graduado. Um bimédulo V' = V& V; sobre uma superalgebra alternativa A = B&® M é cha-
mado um A—superbimédulo alternativo se, a extensao cisao nula AGV = (BoVy) (M e V)
¢ uma superélgebra alternativa.

Como no caso das éalgebras, o problema principal da teoria de representacoes de supe-
ralgebras, é a descricao dos superbimoédulos irredutiveis. Para as algebras alternativas, tais
bimoédulos estao sempre definidos sobre algebras simples ou sobre uma soma direta de duas
algebras simples, e no ultimo caso, o bimédulo é associativo. Depois de isso, outro fato
importante é mostrar a redutibilidade completa dos superbimédulos.
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4.2 Um analogo do problema de Nathan Jacobson para
as superalgebras alternativas

Sejam A = B & M uma superalgebra alternativa com identidade 1 sobre F' e e; € B,
1 =1,...,n um sistema idempotentes ortogonais dois a dois, tais que, e; +---+e, = 1. Além
disso, seja A = Y A;; a decomposicao de Peirce de A relativo a esse sistema de idempotentes
{ei}.

Assim, temos a seguinte generalizacao para superalgebras alternativas do Teorema 10.

Teorema 31 Seja A = B® M uma superdlgebra alternativa com elemento identidade 1 que
contém um sistema de idempotentes ortogonais dois a dois e nao nulos ey, ..., e, tais que
1=e1+---+e,. Suponha que para cada @ # j existem a;; € A;j e bj; € Aj; tais que

aijbj,- = €; e bjia,-j = €j.
Entao, sen > 3, A é uma superdlgebra associativa.

Demonstragao: Seja ['(A) = B& '+ M @ I'; a envolvente de Grassmann da superalgebra
A. Como A é uma superélgebra alternativa, resulta que I'(A) é uma algebra alternativa.
Note

FrMA>BeIlj2{e=e®1;i=1,...,n}

onde €7 = (¢, @12 =€, ®1 =¢;, €6; = (e, @1)(e; ®1) = ee; @1 = 0 para i # j e
Y= (e, ®1) =1®1 = lpa); assim, I'(A) contém um sistema de idempotentes
ortogonais {€;}. Além disso, pela hipotese, para cada i # j existem a;; € A;j e bj; € Aj; tais

que a;;b;; = e; e bja;; = e;, entao

&ijgji = (aij [ 1)([?]1 & 1) = aijbji (24 1= €; & 1= él
bjitisy = (bji ® (ay ® 1) =bjiay © 1 =¢; © 1 = &,

onde a;; e l;ji pertencem a decomposicao de Peirce de I'(A) relativo ao idempotente 1p4).
Entao, como n > 3, I'(A) é uma algebra alternativa que satisfaz as condigdes to Teorema
10. Portanto, I'(A) é uma algebra associativa e, consequentemente, A é uma superalgebra
associativa.

Q.E.D.

Corolario 32 Seja A = B & M wuma superdlgebra alternativa com elemento identidade
que contém a superdlgebra associativa M,y (F) com o mesmo elemento identidade. Se
m+ k > 3, entao A € uma superdlgebra associativa e

A= My (F) @p Z = M) (2)
onde Z é uma superdlgebra associativa; além disso,

B = (M (F))o ®F Zo + (M (F))i ®F Zi

M = (M (F))1 ®r Zg + (M) (F))s QF Z1.
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Exemplo 29 Consideremos a superdlgebra associativa A = Mk (C) sobre R tal que A
contém My (R), entdo

AZ M) (R) ©r Z = Mimii) (R) @ C
onde Z = Zyg® Z; = R+ iR = C. Além disso,

M,,(R) mek(iR)] . M:{Mm(z’R) Mk (R)

B= Miym(iR)  Mi(R) Mim(R) My (iR)

Corolario 33 Cada superbimddulo alternativo unitdrio sobre My (F) (m +k > 3) €
associativo.

Consequentemente, a partir do Corolario 32 surge naturalmente o analogo do problema
de Nathan Jacobson [2] para as superalgebras alternativas quando m + k = 2:

Descrever as superdlgebras alternativas que contém Mupy(F) com o mesmo elemento
wdentidade.

4.3 Teoremas de Fatorizacao de Kronecker

Seja ' um corpo de caracteristica arbitraria. O seguinte resultado é conhecido como o
Teorema de Fatorizacao de Kronecker de Nathan Jacobson.

Teorema 34 Seja A uma dlgebra alternativa com elemento identidade, tal que, A contém
O com o mesmo elemento identidade. Entao, A= Z®RprQ para uma certa dlgebra associativa
e comutativa Z.

Demonstragao: No caso Car F' # 2, o resultado foi mostrado por N. Jacobson [2]. Daremos
outra prova que funciona para o caso geral.

Consideremos A como um OQ—bimo6dulo alternativo unitario. Em particular, podemos
considerar A como um H—bimoédulo alternativo unitério, entao pela Proposicao 16

A=A, ® A,

onde A, é um bimédulo associativo e A. € um bimédulo de Cayley. Sabemos que A, contém

um conjunto de elementos {w;} (as imagens de 1 no isomorfismo com RegH), tal que,
A, = > wH, onde u; € Z, = {a € A,|[a,H] = 0}. Além disso, pelo Lema 10

(Zo, ALA) = [Zy, Al =0

e, como A contem Q; em particular (Z,, Z,,0) = (Z,,0,0) = 0.
Seja B = > 4;0. E claro que B ¢ um O—subbimoédulo de A e

B 2 Z UZH == Aa.
Sabemos que a algebra de Cayley-Dickson O tem a decomposicao H @ vH, onde v? = v # 0

(v € F) e por (4.2)
(vz)(vy) = yyz
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para todo x,y € H. Escolha a,b € H, tais que, a = [a,b]> # 0 (o € F). Seja w € A, logo

al) = w((v[b, al)(v[a, 1))
))(v]a, b]) = (v[b, a])(w(v]a, b])).

E claro que vH esta contido em A.. Assim, pelo Lema 8, sabemos que A.A. C A,, entdo

wo (v[b,a]) € A, e w(vla,b]) € A,; portanto, ayw € B e como a,y # 0, temos w € B. Logo,

A. C B. Entao, A = B. Como cada u;Q ¢ irredutivel, A = B é completamente redutivel.
De [Z,, A.] =0, temos [Z,,vH] = 0 pois vH esta contido em A.. Entao,

o = wsfa
= (wo (v[b,al

Z,,0] = 0.

Como A = > u;0, cada elemento de A pode ser escrito em uma unica forma, da forma
> wza; com a; € O. Pelo Lema 9, Z, é uma algebra associativa. Por outro lado, se = =
> ua; € Z,, a; € Q. Entdo, ax = xa para todo a € O, isto é,

E au;a; = E Uu;a;a,
E u;a; = E U; A; 4y

portanto aa; = a;a. Como O é central, isso, implica a; = A\;1, onde \; € F. Portanto, Z, é o
espago gerado pelos u;, isto é, Z, = > Fu;. Logo, é claro que A = Z, ®F O.

Fixemos elementos arbitrarios =,y € Z, e a,b,c € Q. Aplicando a linearizagao de (3.18),
temos

[xvy](a’ bv C) = _[a>y]($’ bv C) - [va](a7yvc) - [CL, b]<x>yvc) + (I,y, (CL?bv C))
+(a,y, (z,b,¢)) + (x,b, (a,y,c)) + (a,b, (z,y,c)) = 0.

Podemos escrever o produto anterior como [z, y] ® (a,b,¢) = 0. Assim, como O é nao asso-
ciativa, existem a, b, c € O, tais que, (a, b, c) # 0. Entao, [z,y] = 0 e [Z,, Z,] = 0; portanto,
Z, € uma algebra associativa e comutativa.

Se denotamos Z = Z,, temos A= Z @ O.

Isso prova o Teorema.

Q.E.D.

Com a ajuda do Teorema 34, podemos classificar aos bimdédulos alternativos unitarios
sobre a élgebra de Cayley-Dickson O.

Teorema 35 Cada bimddulo alternativo unitdrio sobre Q é completamente redutivel.

Demonstragao: No caso Car F' # 2, o resultado foi mostrado por N. Jacobson [3]. Daremos
outra prova que funciona para o caso geral.

Seja V' um bimoédulo alternativo unitéario sobre @. A extensao cisao nula £ =0 @ V de
O pelo bimédulo V' é uma algebra alternativa que contém O como uma subalgebra unitaria.
Entao, pela demonstragao do Teorema 34, temos E = > @Reg O. Portanto, V = > ®Reg O,
isto mostra que, V' é completamente redutivel.

Isto prova o Teorema.

Q.E.D.

A seguir, generalizamos o Teorema 34 para as superalgebras alternativas unitarias, mas
para isso precisamos primeiro o seguinte resultado.
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Lema 17 Seja A = B® M uma superdlgebra alternativa tal que A contém uma subsupe-
rdlgebra U separdvel de dimensao finita. Consideremos Q = {a € A : [a,U] = 0}, onde
[a,u] = au — (—1)19"ua para todo v € U. Entdo, Q é uma subsuperdlgebra de A e

(au) (bv) = (=1)""(ab) (uv)
€ vdlida para todo a,b € U e u,v € ().

Demonstragao: Considere as envolventes de Grassmann I'(A) e I'(U), respectivamente de
A e U. Assim, I'(A) é uma algebra alternativa que contém uma subélgebra separavel de
dimensao finita I'(U). Portanto, pelo Lema 1 de [2], o conjunto

©={ael(A):[aIU) =0}

¢ uma subélgebra de I'(A). Além disso, (I'(A),['(U),0) = 0.

Vamos mostrar que © = I'(2). Seja @ um elemento homogéneo de O, isto ¢, a = g, ® a
onde g, € I'\UI'1 e a € AgUA; tem a mesma paridade. Entao, para todo elemento homogéneo
rT=g, @z el'(U)

0= [awaﬂ = Gafz & (CLLE - (_1)|a|\x|xa) = Gafz @ [aa 1‘]

e como ¢,g, ¢ um elemento da base da algebra de Grassmann, temos [a,z] = 0 para todo
x € Uy U Uj. Logo, a € Q; portanto a € I'(Q2) e © C I'(2). Agora, seja @ um elemento
homogéneo de TI'(Q2), isto é, @ = g, ® a para a € Qy U 4. Entao, [a,z] = 0 para todo
x € Uy U U;. Assim,

[a’ﬂ = [ga®aagx®x] = Gafz @ [a,x] =0

para todo = € I'(U). Logo, a € ©; portanto I'(2) C O.

Assim, (I'(A), T'(U),'(Q2)) = 0. Voltando para as superélgebras, € ¢ uma subsuperalgebra
de B e a ultima igualdade implica (A, U, Q) = 0. Além disso, pelo Lema 1 de [2] (au) (bD) =
(Eig)(ﬂ'ﬁ) para to @,b € L(U) e u,v € T'(Q), isto ¢, a = g, ® a, b=g®b U=g ®u,
U= gy QU

(@) (bv) = (ab) (i),
(9agu @ au)(grgy @ bv) = (gags ® ab)(gugs @ uv),
JaGugsgo @ (au)(bv) = gagsguge @ (ab)(uv),

mas gpgy = (—1)¥g,g,. Entdo, gugugege @ ((au)(bv) — (=1)PFl(ab)(uv)) = 0 e, como
GaGugsgy ¢ um elemento da base de T, temos (au)(bv) = (—1)""(ab)(uv) para todo a,b € U
eu,v € .

Isso prova o Lema.

Q.ED.

No que segue, provamos um Teorema de Fatorizacao de Kronecker para as superélgebras
alternativas, onde a parte par da superalgebra contém O com o mesmo elemento identidade.

Teorema 36 Seja A= B @ M uma superdlgebra alternativa, tal que, B contém Q e ambos
tem o mesmo elemento identidade de A. Entao, A = Q ®@p O para uma certa superdlgebra
associativa e comutativa €.
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Demonstragao: Sabemos que B é uma subélgebra alternativa de A que contém O e ambos
tém a mesma identidade de A. Consideremos B como um Q—bimoédulo alternativo unitério.
Entao, pelo Teorema 35, B é completamente redutivel, isto implica que, o bimédulo B contém
um conjunto de elementos {u;} (as imagens de 1 nos isomorfismos com RegQ), tais que,
B = > u;0 e cada elemento de B pode ser escrito em uma tnica forma, da forma »_ w;a;
onde a; € O.

Além disso, como A é uma superalgebra alternativa, temos que, M é um B—bimdodulo
alternativo unitario; em paticular, M é uma OQ—bimoédulo. Assim, como no paragrafo acima,
o bimodulo M contém um conjunto de elementos {v,} (as imagens de 1 nos isomorfismos
com RegQ, tais que, M = ) v,0 e cada elemento de M pode ser escrito em uma tnica
forma, da forma ) v;a; onde a; € Q.

Seja Q = {x € A;[x,0] = 0}. Pelo Lema 17, Q2 é uma subsuperalgebra e (A, O, Q) = 0;
em particular (£2,0,Q) = (0,0,Q) = 0. Claramente u;,v; € €. Por outro lado, seja x =
Yowia; + Y vja; € Q, a;,a; € Q. Entdo, ax = xa para todo a € O, isto é,

E au;a; + E av;a; = E u;a;a + E v;ja;a,
E u;aa; + E vjaa; = E u,-aia+§ Vja;a.

Portanto, aa; = a,a e aa; = aja. Como O é central, isso implica, a; = A1 e a; = A1, onde
Ai e A estao no corpo F. Portanto, €2 é o espago gerado pelos u; e os vj, isto ¢é,

Logo, é claro que A = Q @ O.

Fixemos elementos arbitrarios x,y,z € Q e a,b,c € Q. Como O contem H, escolha
elementos a, b € H tais que [a,b]> = a € F, a # 0. Entao, pela superlinearizacao de (3.18),
obtemos

[a,0](z,y,2) = =£[a,y](z,b,2) £ [2,b](a,y, 2) + [z, y](a, b, 2) + (a,b, (2,y, 2))
+(a,y, (x,b,2)) £ (2,b, (a,y, 2)) £ (z,v, (a,b,z)) = 0.

Similarmente, (z,y, 2)[a, b] = 0. Assim,

a(z,y,z) = [a,0]*(z,y,2) = la,0)([a,0)(z,y.2))
£(([a, b)(z, y, 2))[a, b] — [a, b]((x, y, 2)[a, b])) = 0
e (z,y,2) = 0; portanto, 2 é associativa.
Aplicando novamente a superlinearizagao de (4.18), temos
[z,9](a,b,c) = =*la,y](z,b,c) £ [2,b](a,y,c) £ [a,b](z,y,c) £ (z,y, (a,b,¢))
+(a,y, (z,b,¢)) £ (z,b, (a,y,c)) £ (a,b, (x,y,c)) = 0.

Podemos escrever o produto anterior como [z, y] ® (a,b,c) = 0. Assim, como O é nao asso-
ciativa, existem a,b,c € O, tais que, (a, b, c) # 0. Entao, [z,y] = 0 e [2, Q] = 0; portanto, 2

¢ uma superalgebra associativa e comutativa.
Isso prova o Teorema.

Q.ED.
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Seja A uma arbitraria superalgebra e U uma subsuperalgebra de A. O conjunto

Ca(B) = {a € Al[a, B] = 0}

¢ chamado o centralizador de U em A.
Usando a envolvente de Grassmann e a definicao de centralizador, podemos dar uma
outra demonstracao do teorema 36:

Demonstragao: Consideremos a envolvente de Grassmann I'(A) de A. Identificando O
com 1 ® O C I'y ® B, concluimos, pelo Teorema 34 que, existe uma &algebra associativa e
comutativa Z tal que I'(A) = Z ® O, onde Z é o centralizador de @ em I'(A).

Denotemos por €2 o centralizador de @ em A. Seja @ um elemento homogéneo de Z, isto
é,a =g, ®aonde a € A éum elemento homogéneo, tal que, [a,z] = 0 para todo z € Q.
Como z = 1®z, entdo 0 = [a,2] = [g, ® a,1 ® z] = g, ® [a,z] e como g, é um elemento
da base da algebra de Grassmann, temos [a, z] = 0 para todo = € Q. Logo, a € §2; portanto
aecl(Q) ez CT(Q). Agora, seja a € I'(2), isto é, a = g, ® a para a € 2 homogéneo.
Entao,

@, 2] =[9a®a,1®z] =g, ®[a,2] =0

para todo z € Q. Logo, @ € Z e I'(2) C Z. Assim, Z = T'(Q2), isto &, o centralizador de
O na envolvente de Grassmann de A é a envolvente de Grassmann do centralizador de O
em A; portanto A = (Qp + ;) ®@r O, onde Q2 = Qy + Q; é uma superalgebra associativa e
comutativa de A.

Q.E.D.

A seguir, vamos supor que a caracteristica do corpo F' é diferente de 2.

N. A. Pisarenko [11] mostro que cada bimoédulo alternativo unitario sobre M1y (F) é
associativo e completamente redutivel e, os tinicos My)1)(F')—bimoédulos irredutiveis sao o
bimédulo regular Reg M1)(F') e seu oposto.

Vamos provar para a superalgebra associativa unitaria M1y (F’) um analogo do teorema
de Fatorizagdo de Kronecker de N. Jacobson [2].

Teorema 37 Seja A uma superdlgebra alternativa tal que A contém M y(F) com o mesmo
elemento identidade. Entio, A= U®pMan)(F) para uma certa superdlgebra associativa U.

Demonstragao: Considere A como um M1y (#)—bimoédulo alternativo unitario. Por [11],
temos A = Y, u;Map)(F), onde u; € Z,(A) = {u € A: [u, Mupy(F)] = 0}. Se U = Z,.
Entdo, A = UM)1)(F) e mostraremos que U é a superalgebra desejada.

Primeiro mostraremos que U é uma subsuperalgebra de A. Consideremos elementos
arbitrarios u,v,w € U e a,b, ¢ € My1)(F). Assim, pelo fato que A é um M1y (F)—bimodulo
associativo, isto €, (A, M) (F), Majy(F)) = 0 e, pelas superlinearizacoes de (3.18) e (3.19),
temos

la,b](u,v,¢) = =lug, bl(a,v,c)+£ [a,v](u,b,c) + [u,v](a,b,c) £ (a,b, (u,v,c))
+(u, b, (a,v,c)) £ (a,v, (u,b,¢)) £ (u,v, (a,b,c))
= =£(a,b, (u,v,¢))
= +((u,a,b),v,¢) £ (u, (v,a,b),c
)

+ (u,v, (c,a,b))
) =0.
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Similarmente (u, v, ¢)[a,b] = 0. Escolhendo elementos homogéneos a,b € My1)(F) tais que
la,b]> = a € F, a # 0. Entao, usando a superidentidade que define a uma superalgebra
alternativa, obtemos

alu,v,c) = [a,b*(u,v,¢) = |a,b]([a,d](u,v,c))
+(([a, b](u, v, ¢))[a, b] — [a, b]((u,v,c)[a,b])) =0

e (u,v,¢) = 0. Assim, (U, U, M1)(F)) = 0. Logo, pela seguinte identidade

que ¢ valida em toda superalgebra alternativa (veja [15])
[uv, ] = +ulv, ] £ [u, cJv £ 3(u, v, c) = 0;

portanto UU C U.
Além disso, de novo pela superlinearizac¢ao de (3.18), temos

la,b](u,v,w) = =[u;,bl(a,v,w) % [a,v](u,b,w) £ [u,v](a,b,w) £ (a,b, (u,v,w))
+(u, b, (a,v,w)) £+ (a,v, (u,b,w)) £ (u,v, (a,b,w)) = 0.

Similarmente (u, v, w)|a,b] = 0. Logo,

alu,v,w) = [a, 0 (u,v,w) = [a,b]([a,b](u,v,w))
i(([aa b](u7 v, w))[au b] - [(l, b]((uv v, w)[a, b])) = 07
o qual, implica (u,v,w) = 0. Portanto, U é associativa.

E claro que A ¢ a imagem homomérfica de U®FM(1‘1)( ). Suponha que w = ujeq; +
Ug€a + Ui2€12 + Ugi1€21 = 0 para alguns u;, u; € U. Entao, como A & M1y (F)—bimédulo
associativo, temos

0 = weq; = ujeq; + ugre

0= WeE22 = U2€E22 + U12€12.

Multiplicar a primeira equagao separadamente pela esquerda por eq; e e, assim 0 = ujeqq
e 0 = ug1e11. Logo,

0= (621(U1611))€12 = U1€22,
0= (621(U21€11))€12 = U21€22.

Entao,
0 =wuje1; + urese = ug

0 = ugie11 + ugre90 = Us1.

Similarmente, de 0 = wegy = ugeaa+uiae1s segue us = 1o = 0. Portanto, B =2 U@FM(M)(F).
Isto prova o Teorema.

Q.E.D.

Corolario 38 Seja A wma superdlgebra alternativa, tal que, A contém My (F) com o
mesmo elemento identidade. Entdao, A € uma superdlgebra associativa.

O corolario 38 responde ao analogo do problema de N. Jacobson para as superalgebras
alternativas sobre corpos de caracteristica diferente de 2.
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Observagao 39 Se a caracteristica do corpo F for 2, a superdlgebra M) (F) possui um
bimddulo de Cayley irredutivel unitdrio que nao € associativo (veja, [17)).

No que segue, vamos supor que a caracteristica do corpo F' é igual a 2.
Maria Trushina e Ivan Shestakov [17] mostraram os seguintes resultados:

Teorema 40 Seja V' um bimddulo alternativo irredutivel fiel sobre a superdlgebra O(4]4).
Entao, V' é isomorfo a RegQ(4]4) ou a seu oposto.

Teorema 41 Seja V' um bimddulo alternativo irredutivel fiel sobre a superdlgebra Ou]. En-
tao, V' € isomorfo a RegQOlu] ou a seu oposto.

Nos seguintes resultados vamos descrever a redutibilidade completa dos bimédulos al-
ternativos unitarios sobre as superalgebras alternativas simples Q(4]4) e O[u]. Dividimos as
provas em uma sequencia de Lemas.

Seja V' um bimoédulo alternativo unitario sobre a superalgebra O(4|4) = H + M, onde
M = vH. Pela Proposicao 16, V =V, & V., onde V, é um H—bimo6dulo associativo unitario
e V. ¢ um H—bimoédulo de Cayley.

Os enunciados e as demonstragoes dos Lemas 18 e 19 sao analogos a dos Lemas 3.1 e 3.2
de [8], por isso, vamos omitir suas demonstragoes.

Lema 18 Seja V =V, &V, um superbimddulo alternativo unitdrio sobre Q(4]4) = H + M.
Entao, para qualquer v € V., m € M, a € H,

(4.4) (vm)a = (av)m, a(mv) = m(va)

e para quaisquer u € V,, m € M, a,b € H,

(4.5) (um)a = (ua)m
(46) () = m(au),
(47) (um)a) = (wm) (ba),
(4.8) b(a(mu)) = (ab)(mu),
(4.9) (um, a,b) = (um)b, al,
(4.10) (b, a, mu) = [b, al(mu),

Lema 19 Seja V =V, @ V. um superbimddulo alternativo unitdrio sobre Q(4]4) = H + M.
Entao, V,M, MV,, V.M e MV, sao subespagos H—invariantes. Além disso, V,M+MV, C V.
e VoM + MV, C V.

Corolario 42 Nas notagoes dos Lemas 18 e 19, V, # 0.

Demonstragao: Suponha que V, = 0, entao pelo Lema 19 VM = MV = 0. Escolha
a,b € H, tais que, a = [a,b]? # 0 (o € F). Para qualquer w € V, por (4.2)

ayw = w(y[a
= w(

(o]
= (w(]

Como «a, v # 0, temos w = 0, uma contradigao.
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Q.E.D.

Lema 20 Seja V =V, &V, um superbimddulo alternativo unitdrio sobre O(4|4) = H+ M
e Zy ={v € V,|[v,H] = 0}. Entao, Z, # 0 e satisfaz as sequintes condigoes:

i) [Za, O(4]4)] =0,
ii) (Z.,0(4]4),0(4/4)) = 0.

Demonstragao: Pelo Corolario 42, V, # 0 e ¢ um H—bimoddulo associativo unitério com-
pletamente redutivel, isto é, V, = >~ ®W;, onde W; ~ RegH. Assim, V,, contem uma familia
{u;} (as imagens de 1 no isomorfismo com RegH), tais que, V, = > @u;H. Agora, é claro
que Z, # 0.

Fixemos elementos arbitrarios w,v,w € Z,, m,n € M e a,b,c € H. Vamos mostrar
primeiro que

(4.11) (Zo, H, M) = 0.

Pelos Lemas 18 e 19, temos

(a,u,m) = (au)m — a(um) = (au)m — (um)a (%2) (au)m — (ua)m = [a,ulm = 0,

o qual prova (4.11). Além disso, pela superlinearizac¢ao de (3.21)
([u,m],a,b) = ([u,al,m,b) + [m, (u, a,b)] + [a, (u,m,b)] = 0.
Portanto, ([Z,, M|,H,H) = 0, isto é, [Z,, M] C V,. Como [Z,, M] C V., entao
(Z,, M] CV, NV, =0,
o qual, implica [Z,, M| = 0. Isto prova ).

Pelas superlinearizagoes de (3.18) e (3.19) e, escolhendo a, b € H tais que [a,b]* = a € F,
a # 0, obtemos

la,b](u,m,n) = [u,b](a,m,n)+ [a,m](u,b,n)+ [u,m|(a,b,n) + (a,b, (u,m,n))
+(u, b, (a,m,n)) + (a,m, (u,b,n)) + (u, m, (a,b,n))
= (u,m,(a,b,n))

= ((u,m,a),b,n)+ ((u,b,n),m,a) + (u, (m,b,n),a)
+[m, (u,a, [b,n])] + ([u, a],m, [b,n]) = 0.

De forma analoga, (u, m,n)la,b] = 0. Logo,

a(u,m,n) = [a,b*(u,m,n) = [a,b]([a,b)(u,m,n))
+(([a, 0] (u, m,n))[a,b] — [a, b]((u, m, n)[a,b])) =0

e (u,m,n) = 0; assim (Z,, M, M) = 0. Isto prova 7).
Isto prova o Lema.

Q.E.D.

Teorema 43 Cada bimddulo alternativo unitdrio sobre a superdlgebra Q(4|4) é completa-
mente redutivel.
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Demonstragao: Seja V um O(4]4)—bimodulo alternativo unitario. Entao, pela Proposicao
16, V =V, ® V., onde V, é um H—bimoédulo associativo e V. é um H—bimddulo de Cayley.
Além disso, o bimédulo V, é isomorfo a uma soma direta de H—bimo6dulos regulares: V, =
D, Vi, onde para cada i, V; = w;H e u; € Z,(V;) é a imagem da identidade 1 no isomorfismo
¢ : a+— u;a dos H—bimédulos RegH e V;. Em particular, como la = al para todo a € H,
aplicando ¢ temos u;a = au;; assim [u;, H] = 0. Portanto, w; € Z, = Z,(V) = {v € V, :
[v,H] = 0}. Pelo Lema 20, temos Z, # 0 e

(Za, O(414), O(414)) = [Z,, O(4]4)] = 0.

Consideremos W = 3. 4;0(4[4). E claro que W é um O(4/4)—subbimédulo de V e
W=> w0(44) 2 uwH=V,.

Seja w € V.. Entao,

afw = w(a[ci,b][l_),&])
= w(epa)elat) _
= (w(v[b,al))(vla, b]) + ((v[b, a])w)(v[a, b]) — (v[b, a])(w(v[a,b])).

Pelo Lema 19 w(v[b, a]) (v[b, a])w, w(v|a,b]) € V,; assim w € W. Portanto, V. CWeW = V.
Como cada bimo6dulo w;Q(4]4) ¢é irredutivel; portanto V' = W é completamente redutivel.
Isto prova o Teorema.

QED.

Teorema 44 Cada bimddulo alternativo unitdrio sobre a superdlgebra Ofu] é completamente
redutivel.

Demonstragao: Seja V um O[u]—bimodulo alternativo unitario. Como a algebra de Cayley-
Dickson O é uma subalgebra da superalgebra alternativa Q[u|, podemos considerar V' como
um OQ—bimodulo alternativo unitario. Entao, pelo Teorema 35, V' é completamente redutivel,
isto ¢, V. = > @V, e existe uma familia {u;} de elementos de V (as imagens de 1 no
isomorfismo com Reg@), tais que, [u;, Q] = 0 e V; = 4;0 ~ RegO. Além disso, na prova
do Teorema 6.1 de [17] tem-se mostrado que (V;,u, Ou]) = [V;,u] = 0 para cada ¢; assim
[ui, u] = 0. Entéo, pela superlinearizagao de (3.15) e para todo a € O, temos

[u;, au] = [u;, aju + afu;, u] + 3(u;, a,u) = 0;

assim [u;, Qu] = 0. Portanto, [u;, Ofu]] = [u;, O] + [u;, Ou] = 0.
Também, pela superlinearizagao de (3.15)

3(0lul, Oful, u;) € [O[u]Ofu], w] + O[u][O[u], w] + [O[u], w]Ofu] = 0;

portanto (Ou], Ofu], u;) = 0.
Consideremos W = Y. 14;0[u]. E claro que W é um O[u]—subbimédulo de V e

W:Zui@)[u] D) Zui(@:V.

Como cada bimo6dulo w;Q[u] é irredutivel; portanto V' = W é completamente reductivel.
Isto prova o Teorema.
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Q.E.D.

No que segue, provamos para as superalgebras alternativas simples O(4[4) e Ofu] uns
analogos do Teorema de Fatorizacao de Kronecker.

Teorema 45 Seja A uma superdlgebra alternativa, tal que, A contem O(4[4) com o mesmo
elemento identidade. Entao, A = U ®@p O(4]4) para uma certa superdlgebra associativa e
comutativa U.

Demonstragao: Considere A como um O(4|4)—bimddulo alternativo unitario. Pelo Teo-
rema43, A =>".u;0(4]|4), onde u; € Z, = Z,(A) ={u € A: [u,0(4]4)] = 0} é um elemento
homogéneo. Se denotamos U = Z,. Entao, A = UQ(4|4). Além disso, pelo Lema 20, U # 0
e [U,0(4[4)] = (U,0(4]4),0(4]4)) = 0. Mostraremos que U ¢ a desejada superélgebra.
Fixemos elementos arbitréarios u,w € U, a,b,c € Q(4]4) e m € M = vH.
Se a,b,c € H. Entao, pela superlinearizagao de (3.18) e (3.19), e escolhendo a,b € H,
tais que, [a,b]? = a € F, a # 0, temos para qualquer z € U

[a,b](u,z,¢) = [u,b|(a,z,c)+ [a,z|(u,b,c)+ [u,z|(a,b,c)+ (a,b, (u,z,c))
+(u, b, (a,x,c)) + (a,z, (u,b,¢)) + (u, x, (a,b,c))
(a,b, (u,x,c))

= ((u,a,b),z,¢)+ (u, (x,a,b),c) + (u,z,(c,a,b))
+z, (u, ¢, [a,b))] + ([u, c], x, [a, b]) = 0.

De forma analoga, (u,x,c)[a,b] = 0. Logo,

a(u,z,c) = [a,b*(u,z,c)

= [a,0)([a, bl(u, z, ¢)) + (([a, bl (u, 2, ¢))[a, b] — [a, O] ((u, z, ¢)[a, ])) = O;

assim, (u,x,c) = 0; portanto (U, U, H) = 0. Novamente, pela superlinearizacao de (3.18) e
(3.19)

[a,b](u,n,v) = [u,b|(a,n,v)+ [a,n](u,b,v)+ [u,n](a,b,v)+ (a,b, (u,n,v))
+(u, b, (a,n,v)) + (a,n, (u,b,v)) + (u, n, (a,b,v))
= (a,b, (u,n,v))

= ((u,m,a),b,v) + ((u,b,v),n,a) + (u, (n,b,v),a)
+[n, (u, a, [b,v])] + ([u, a],n, [b,v]) = 0.

Similarmente, (u,n,v)[a,b] = 0. Assim,

a(u,n,v) = [a,b]*(u,n,v)
= [a’ b]([a7 b] (’LL, n, U)) + ([a7 b](u7 n, U))[a7 b] + [a’ b]((uv n, U)[a’ b]) =0

e (u,n,v) = 0; logo, (U, M,U) = 0. Portanto, (U,U,0(4[4)) = 0.
Além disso, pela superlinearizacao de (3.15)

[uv, a] = ulv, a] + [u, alv + 3(u,v,a) =0,

temos U? C U. Portanto, U é uma subsuperalgebra de A.
Seja x = Y wa; € U, a; € O(4]4). Entao, ax = za para todo a € Q(4]4), isto é,

E au;a; = E U;a;a,
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E u;aa; = E U;a; Q.

Portanto, aa; = a;a e aa; = aja. Como O(4|4) é central, isso, implica a; = A1 e a; = A1,
onde \; e A\; estao no corpo F'. Portanto, U é o espago gerado pelos u;. Logo, ¢ claro que
A=U@r O(4[4).

Escolha a,b € H, tais que, [a,b> = a € F, a # 0. Pela superlinearizacao de (3.18),
obtemos

[a,b](u,v,w) = [a,v](u,b,w)+ [u,b](a,v,w) + [u,v](a,b,w)+ (a,b, (u,v,w))
+(a,v, (u,b,w)) + (u,b, (a,v,w)) + (u,v, (a,b,w)) = 0.

Similarmente, (u,v,w)[a,b] = 0. Entao,

a(u,v,w) = [a,b*(u,v,w) = [a,b]([a,b](u,v,w))

+(([a, 0] (u, v, w))[a, b] = [a, b]((u, v, w)]a, b])) = O

e (u,v,w) = 0. Portanto, U é associativo.
Aplicando novamente a superlinearizagao de (3.18), temos

[u,v](a,b,¢) = [a,v](u,b,c)+ [u,b(a,v,c)+ [a,b](u,v,c)+ (u,v, (a,b,c))
+(a,v, (u,b,¢)) + (u, b, (a,v,¢)) + (a,b, (u,v,c)) = 0.

Podemos escrever o produto anterior como [u,v] ® (a,b,c) = 0. Assim, como O(4[4) é néo
associativa, existem a,b,c € O(4[4), tais que, (a,b,c) # 0. Entao, [u,v] = 0 e [U,U] = 0;
portanto, U é uma superalgebra associativa e comutativa.

Isto prova o Teorema.

QED.

Teorema 46 Seja A uma superdlgebra alternativa, tal que, A contém Olu] com o mesmo
elemento identidade. Entao, A = U @ Ou] para uma certa superdlgebra associativa e co-
mutativa U.

Demonstragao: Considere A como um OQfu|—bimddulo alternativo unitario. Entao, pelo
Teorema 44, A = ) . u,Ou], onde v; € Z, = {xr € A : [z,0u]] = 0} é um elemento
homogéneo. Denotemos U = Z,. Entao, A = UO[u], mostraremos que U é a desejada
superalgebra.

Provamos primeiro que U é uma subsuperalgebra de A. Fixemos elementos arbitrarios
z,y,z €U e a,b,c € Olu]. Entao, U # 0 e [U,O[u]] = 0. Entao, pela superlinearizagao de
(3.15)

3(Olu], Ou],U) C [O[u]O[u], U] + Ou][Ou], U] + [Ofu],U]Ou] = 0;

portanto (Ofu], Olu|,U) = 0. Em particular, (0, Q,U) = 0. Assim, como na prova do Teo-
rema 44, obtemos (O, U,U) = 0.
Seja x = > wa; €U, a; € Ofu]. Entdo, ax = xa para todo a € Olul, isto ¢é,

E au;a; = E U;a;a,
E u;aa; = E U;a; Q.

Portanto, aa; = a;a e aa; = aja. Como Ofu| é central, isso, implica a; = \;1 e a; = A1,
onde \; e A\; estao no corpo F. Portanto, U & o espaco gerado pelos u;. Portanto, é claro que

AU @p Olu).
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Pela superlinearizacao de (3.18) e (3.19), e escolhendo a,b € H tais que [a,b]> = a € F,
a # 0 obtemos

la,b)(U,u,U) < U, bl(a,u,U) + [a,u)(U,b,U) + [U,u](a,b,U) + (a,b, (U, u,U))
+U, b, (a,u,U)) + (a,u, (U, b,U)) + (U, u, (a,b,U))
(a,b,U,u,U))

(U, a,b),u,U)+ U, (u,a,b),U) + (U, u, (U, a,b))

+u, (U, U, [a,b])] — (U, U], u,[a,b]) =0

N

pois (U, U, [a,b]) C Ae [U,U] C A. Similarmente, (U, u,U)[a,b] = 0. Logo,

o, u,U) = la, b U uU) = [a,0]([a, ] U, u.U))
+(([a, 01U, w,U))a, 0] = [a, bI(U, u,U)[a, b])) = 0.

Consequentemente, (U, u,U) = 0. Também, pela superlinearizagao de (3.15)

qu y]’ a] = ['Tyv CL] + [yxa a]
= zly,a] + [z,aly + 3(z,y,q)
+ylz,a] + [y, alx + 3(y, z,a) = 6(z,y,a) =0,

isto é, [[U,U], Ofu]] = 0; portanto [U,U] C U. Assim, pela superlinearizagao de (3.16)
(Ou,U,U) C O(u,U,U) + (O,U,U)u + (O, u, [U,U]) = 0;

e (Ou,U,U) = 0. Portanto, (Ofu],U,U) = (O, U,U) + (Ou,U,U) = 0.
Agora, novamente pela superlinearizagao de (3.15) temos

[zy, a] = zly, a] + [z, aly + 3(z, y,a) = 0;
portanto U? C U. Além disso, pela superlinearizagao de (3.18), obtemos

[a,0](z,y,2) = [a,y)(z,b,2) + [z, b](a,y,2) + [z, y](a, ], 2) + (a,b, (2,y, 2))
+(a,y, (z,b,2)) + (x,b, (a,y,2)) + (z,9, (a,b,2)) = 0.

Similarmente, (z,y, z)[a,b] = 0. Escolha a,b € H tais que [a,b]*> = a € F, a # 0. Entao,

a(z,y,2) = la, 0 (z,y,2) = [a,8]([a,b)(z,y,2))
+(([a’ b](x,y,z))[a, b] - [a,b]((x,y,z)[a,b])) =0

e (x,y,z) = 0; portanto, U é associativa.
Finalmente, pela superlinearizacao de (3.18), temos

[z,y)(a,b,¢) = [a,yl(x, b, ¢) + [x,0](a, y, ¢) + [a, b] (2, y, ¢) + (2,9, (a,b,¢))
+(a,y, (z,b,¢)) + (x,b, (a,y,c)) + (a,b, (z,y,c)) = 0.

Podemos escrever o produto anterior como [z,y] ® (a,b,¢) = 0. Assim, como Q[u] é nao
associativa, existem a,b,c € QOful, tais que, (a,b,c¢) # 0. Entao, [z,y] = 0 e [U,U] = 0;
portanto, U é uma superélgebra associativa e comutativa.

Isto prova o teorema.
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