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Resumo

López Solís V. H. O problema de Nathan Jacobson e questões relacionadas. 2017.
120 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo,
São Paulo, 2017.

Este trabalho consiste de três partes: “Teoremas de coordenatização de Wedderburn e de
Zorn”, “O problema de Nathan Jacobson” e “Teoremas de Fatorização de Kronecker para as
superálgebras alternativas”.

Na primeira parte apresentamos os teoremas de coordenatização de Wedderburn e de
Zorn e suas aplicações na teoria de representações das álgebras associativas e alternativas.

Na segunda parte resolvemos um problema de longa data que foi anunciado por Nathan
Jacobson sobre a descrição das álgebras alternativas que contém M2(F ) (álgebra associativa
de matrizes 2× 2) com o mesmo elemento identidade.

Na terceira parte damos uma prova independente que é válida em qualquer característica
do clássico Teorema de Fatorização de Kronecker de Nathan Jacobson. Generalizamos esse
resultado e provamos um teorema de Fatorização de Kronecker para as superálgebras alter-
nativas cuja parte par contém O com o mesmo elemento identidade. Além disso, provamos
um Teorema de Fatorização de Kronecker para as superálgebras alternativas que contêm a
superálgebra associativaM(1|1)(F ) com o mesmo elemento identidade. Como Corolário desse
resultado, respondemos a um análogo do problema de Jacobson para as superálgebras alter-
nativas, isto é, descrevemos as superálgebras alternativas que contêm à superálgebra associ-
ativaM(1|1)(F ) com o mesmo elemento identidade. Finalmente, estudamos as representações
das superálgebras alternativa simples O(4|4) e O[u]. Classificamos os bimodules sobre essas
superálgebras e provamos alguns análogos do Teorema de Fatorização de Kronecker para as
superálgebras alternativas que contenham O(4|4) ou O[u] com o mesmo elemento identidade.

Palavras-chave: (Super) álgebras alternativas, teoremas de coordenatização, teoremas de
fatorização de Kronecker.
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Abstract

López Solís V. H. The Nathan Jacobson’s problem and related questions. 2017. 120
f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São
Paulo, 2017.

This work consists of three parts: “Wedderburn and Zorn coordinatizations theorems”,
“Nathan Jacobson’s problem” and “Kronecker’s Factorization theorems for alternative supe-
ralgebras”.

In the first part we present Wedderburn and Zorn coordinatizations theorems and their
applications in the theory of representations of associative and alternative algebras.

In the second part we solve a long standing problem that was announced by Nathan
Jacobson on the description of alternative algebras containing M2(F ) (associative matrix
algebra 2× 2) with the same identity element.

In the third part we give an independent proof that is valid in any characteristic of
Nathan Jacobson’s classic Kronecker Factorization Theorem. We generalize this result and
prove a Kronecker Factorization Theorem for alternative superalgebras whose even part
contains O with the same identity element. In addition, we prove a Kronecker Factoriza-
tion Theorem for alternative superalgebras containing the associative superalgebraM(1|1)(F )

with the same identity element. As a corollary of this result, we respond to an analogue of
Jacobson’s problem for alternative superalgebras, that is, we describe the alternative supe-
ralgebras containing the associative superalgebra M(1|1)(F ) with the same identity element.
Finally, we study the representations of the simple alternative superalgebras O(4|4) e O[u].
We classify the bimodules on these superalgebras and prove some analogues of the Kronec-
ker Factorization Theorem for alternative superalgebras containing O(4|4) or O[u] with the
same identity element .

Keywords: Alternative algebras, coordinatization theorems, Kronecker’s factorization the-
orems.
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Introdução

“Só sei que nada sei.” (Sócrates)

As álgebras alternativas são álgebras não-associativas e nem comutativas que satisfazem
as versões debilitadas de associatividade

(xy)y = xy2, x2y = x(xy).

É claro que toda álgebra associativa, é alternativa. Um exemplo clássico de uma álgebra
alternativa não-associativa, é a álgebra de octônios O. Esta álgebra foi descoberta antes da
álgebra de matrizes, mas a teoria sistemática das álgebras alternativas teve ainda seu começo
nos anos 30, nos trabalhos de Zorn e Moufang dedicados a planos projetivos.

Assim, desde aquele tempo, as álgebras alternativas, junto com as álgebras de Jordan,
encontraram aplicações fundamentais em várias partes da matemática e na física e agora
formam uma parte intrínseca de métodos algébricos modernos.

A teoria estrutural das álgebras alternativas está bem desenvolvida [1, 6, 12, 19]. Essa
teoria tem as mesmas características da teoria das álgebras associativas. Por exemplo, cada
álgebra alternativa contém um radical (ideal maximal quase-regular) tal que o quociente por
este ideal é soma subdireta de álgebras primitivas. Daí, o famoso teorema de Kleinfeld diz
que cada álgebra alternativa simples (ou primitiva) é associativa ou isomorfa à álgebra de
octônios.

Nas teorias das álgebras associativas, alternativas e de Jordan, os chamados teoremas
de coordenatização desempenham um papel importante. Um teorema clássico deste tipo é
o teorema de coordenatização de Wedderburn para as álgebras associativas, ele diz que se
uma álgebra associativa unitária A contém uma subálgebra Mn(F ) de matrizes n× n como
o mesmo elemento identidade, então A ∼= B ⊗F Mn(F ) para uma certa subálgebra B de
A. Kaplansky no Teorema 2 de [4] estendeu o resultado de Wedderburn para as álgebras
alternativasA e B a álgebra de Cayley. Em um dos seus trabalhos, Nathan Jacobson deu uma
nova prova do resultado de Kaplansky, usando sua classificação da redutibilidade completa
dos bimódulos alternativos e provou um análogo desse teorema para as álgebras de Jordan
[2], onde o papel da álgebra de Cayley é desempenhado pela álgebra de Jordan simples
excepcional de dimensão 27 de Albert. Estes resultados tem aplicações importantes na teoria
de representações de álgebras alternativas e de Jordan [1, 3].

Nossos principais objetivos são:

• Descrever o Teorema de coordenatização de Wedderburn e aplica-lo na teoria de re-
presentação de álgebras associativas. Provar o Teorema de coordenatização de Zorn
que foi deixado como um exercício em [19] e aplica-lo na teoria de representação de
álgebras alternativas.

• Resolver o problema de Nathan Jacobson que foi anunciado em [2].

1
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• Oferecer uma demonstração que funcione para o caso geral do clássico Teorema de

Fatorização de Kronecker de Jacobson. Generalizar esse resultado para as superálge-
bras alternativas. Resolver um análogo do problema de Jacobson para as superálgebras
alternativas. Finalmente, obter um Teorema de Fatorização de Kronecker para as supe-
rálgebras alternativas que contêm as superálgebras alternativas simples com o mesmo
elemento identidade.

Assim, nosso trabalho começa com:

O capítulo 1 que é dedicado as diferentes classes de (super)álgebras. Nesse capítulo in-
cluimos algumas definições, exemplos de classes de (super)álgebras que usamos nos seguintes
capítulos. O capítulo foi embasada nos livros de E. N. Kuzmin e I. Shestakov Nonassociative
structures [6], R. D. Schafer An Introduction to Nonassociative Algebras [12] e o artigo de
I. Shestakov Alternative and Jordan superalgebras [15].

O capítulo 2 refere-se a dois teoremas de coordenatização. Na seção 2.1, apresentamos o
Teorema de coordenatização de Wedderburn relativo as álgebras associativas e o usamos na
teoria de representações (bimódulos) de álgebras associativas para obter uma bela equivalên-
cia de categorias. Na seção 2.2, apresentamos e demostramos o Teorema de coordenatização
de Zorn relativo as álgebras alternativas não-associativas. Esse teorema foi deixado como
um exercício no livro [19], e o usamos na teoria de representações de álgebras alternativas
para obter novamente uma bela equivalência de categorias, do qual, obtemos a classificação
os bimódulos alternativos irredutíveis unitários sobre a álgebra matricial de Cayley-Dickson
C(F ). Na seção 2.3, obtemos que o Teorema de coordenatização de Wedderburn, no caso
n ≥ 3, admite uma generalização formal para as álgebras alternativas de dimensão e caracte-
rística arbitrária, o qual, usamos para demostrar (via extensão cisão nula) que cada bimódulo
alternativo unitário para Mn(F ) com n ≥ 3, é associativo. Esse resultado é análogo ao te-
orema 11.1 de [3], demostrado por N. Jacobson para corpos de característica diferente de
2.

O capítulo 3 é dedicado ao problema de Nathan Jacobson e suas soluções. Na seção 3.1,
incluímos definições, exemplos e definimos um classe importante de álgebras alternativas
(a álgebra dos quaterniões H) que é usada ao longo do capítulo. Na seção 3.2, formulamos
o problema de N. Jacobson. Esse problema, refere-se à descrição das álgebras alternativas
que contém uma subálgebra M2(F ) (álgebra split dos quaterniões) com o mesmo elemento
identidade, o qual, foi formulado por N. Jacobson na década de 50 em [2, 3]. Na seção 3.4,
descrevemos as soluções desse problema, os quais são obtidas ao longo da seção 3.3.

O capítulo 4 é dedicado as superálgebras alternativas simples e demostramos um Teorema
de Fatorização de Kronecker para essas superálgebras. Na seção 4.1, incluímos definições,
exemplos e alguns resultados principais sem apresentar demonstração da classificação das
superálgebras associativas simples de dimensão finita sobre corpos algebricamente fechados,
obtida por C. T. Wall [18], e a classificação das superálgebras alternativas simples de carac-
terística 2, obtida por I. Shestakov [16]. Na seção 4.2, formulamos um análogo do problema
de Jacobson (dada no capítulo 3) para as superálgebras alternativas. Na seção 4.3, damos
uma demonstração independente que funciona para o caso geral do clássico Teorema de
Fatorização de Jacobson. Generalizamos esse resultado para obter um Teorema de Fato-
rização de Kronecker para as superálgebras alternativas cuja parte par contem a álgebra
de Cayley-Dickson com o mesmo elemento identidade. Também, demostramos um Teorema
de Fatorização de Kronecker para as superálgebras alternativas que contém M(1|1)(F ) com
o mesmo elemento identidade, o qual usamos para responder o análogo do problema de
Jacobson para as superálgebras alternativas que foi formulado na seção 4.2. Finalmente,
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demonstramos um Teorema de Fatorização de Kronecker para as superálgebras alternativas
simples O(4|4) e O[u].

Convém esclarecer ao leitor que, entre os resultados que aparecem na tese, todos aqueles
que têm demonstração (a menos do Teorema 3) são contribuições nossas.
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Capítulo 1

Algumas (super)álgebras não
associativas

Ao longo de cada capítulo vamos incluir definições necessárias para oferecer um conteúdo
próprio de cada um deles. Assim, neste capítulo, apresentamos definições de algumas classes
de (super)álgebras que serão estudadas nos próximos capítulos. As referências e os conteúdos
podem ser encontrados em [6, 12, 15, 19].

1.1 Álgebras e álgebras livres
Definição 1 Seja A um espaço vetorial sobre um corpo F . O espaço vetorial A é uma
álgebra sobre o corpo F (ou F− álgebra) se existe uma aplicação bilinear sobre A, isto é,
a aplicação (x, y) 7−→ xy de A×A em A dada com as seguintes condições

(αx+ βy)z = α(xz) + β(yz); x(αy + βz) = α(xy) + β(xz),

para todo α, β ∈ F ; x, y, z ∈ A.

A aplicação bilinear sobre A na definição acima é chamada de multiplicação.
A álgebra A é chamada associativa se, a multiplicação é associativa, isto é, (xy)z =

x(yz) para todo x, y, z ∈ A. Se a multiplicação de A não satisfaz a condição anterior, a
álgebra A é chamada de não associativa.

Ao considerar álgebras não associativas, a noção de um associador será útil (x, y, z) ≡
(xy)z − x(yz). Além disso, consideramos o comutador [x, y] ≡ xy − yx dos elementos
x, y ∈ A.

Uma F−álgebra L é chamada uma álgebra de Lie, se sua multiplicação é anticomuta-
tiva, isto é,

x2 = 0

e se ela satisfaz a identidade de Jacobi

J(x, y, z) ≡ (xy)z + (yz)x+ (zx)y = 0.

As álgebras que satisfazem as seguintes identidades

xy = yx, x2(yx) = (x2y)x

são chamadas álgebras de Jordan. As álgebras alternativas estão definidas pelas iden-

5



6 ALGUMAS (SUPER)ÁLGEBRAS NÃO ASSOCIATIVAS 1.2
tidades

x2y = x(xy), yx2 = (yx)x.

Sejam A e B álgebras sobre F . O produto de Kronecker A⊗F B (escrito A⊗B se não
houver ambiguidade) é o produto tensorial A⊗F B dos espaços vetoriais A, B (assim, todos
os elementos são somas

∑
a⊗ b com a em A e b em B), sendo a multiplicação definida pela

distributividade e
(a1 ⊗ b1)(a2 ⊗ b2) = (a1a2)⊗ (b1b2)

para ai em A e bi em B. Se A tem identidade 1, então o conjunto de todos os elementos
1⊗ b em A⊗B é uma subálgebra de A⊗B que é isomorfa a B, e podemos identificá-la com
B (similarmente, se B tem identidade 1, então A⊗ B contém A como uma subálgebra).

Se A é um corpo K (uma extensão arbitrária de F ). Então, K contém 1, assim BK =
K ⊗F B contém B (no sentido de isomorfismo) como uma subálgebra sobre F . Além disso,
BK é facilmente visto como uma álgebra sobre K, a qual, é chamada a extensão escalar
de B para uma álgebra sobre K.

Seja A uma álgebra arbitrária. Os seguintes subconjuntos serão considerados na álgebra
A: O centro associativo N(A), o centro comutativo K(A) e o centro Z(A). Esses
subconjuntos, respectivamente estão definidos da seguinte maneira:

N(A) = {a ∈ A|(a,A,A) = (A, a,A) = (A,A, a) = 0},

K(A) = {a ∈ A|[a,A] = 0},

Z(A) = N(A) ∩K(A).

Seja a qualquer elemento de uma álgebra A. A multiplicação à direita Ra de A
determinada por a, está definida por Ra : x −→ xa, para todo x em A. Claramente Ra é
um operador linear sobre A. O conjunto de todas as multiplicações à direita de A é um
subespaço da álgebra associativa EndF (A) de todos os operadores lineares sobre A pois,
a −→ Ra é uma aplicação linear de A em EndF (A). Por R(A), denotamos a subálgebra de
EndF (A) gerada por todos os Ra, e é chamada a álgebra de multiplicações à direita. De
maneira semelhante, a multiplicação à esquerda La definida por La : x −→ ax para todo
x em A, é um operador linear sobre A, a aplicação a −→ La é linear e o conjunto de todas
as multiplicações à esquerda de A, é um subespaço de EndF (A). Por L(A), denotamos a
subálgebra de EndF (A) gerada por todos os La, e é chamada a álgebra de multiplicações
à esquerda.

Seja X um conjunto arbitrário de símbolos. Em [19] foi construída a F−álgebra F [X],
a qual, chama-se de álgebra livre sobre F do conjunto de geradores X. As álgebras livres
possuem a propriedade universal dada no seguinte

Teorema 1 Seja A uma F−álgebra arbitrária e θ uma aplicação de X em A. Então, θ se
estende de modo único a um homomorfismo da álgebra F [X] na álgebra A.

Os elementos da álgebra F [X] são chamados de polinômios não-associativos dos
elementos do conjunto X.

1.2 Álgebras livres em uma variedade
Sejam X = {x1, x2, . . . } um conjunto enumerável de símbolos e f um elemento arbitrário

de F [X]. Nesta, aparece apenas um quantidade finita de elementos de X, por exemplo
x1, x2, . . . , xn e escrevemos f = f(x1, x2, . . . , xn).
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Dados a1, a2, . . . , an elementos de uma F−álgebra A, pelo Teorema 1, existe um único

homomorfismo θ : F [X] −→ A, tal que, θ(xi) = ai para todo i = 1, 2 . . . , n e θ(xi) = 0 para
i 6= 1, 2, . . . , n. Denotemos por f(a1, a2, . . . , an) a imagem do elemento f pelo homomor-
fismo θ e dizemos que o elemento f(a1, a2, . . . , an) é obtido por substituição dos elementos
a1, a2, . . . , an no polinômio não-associativo f(x1, x2, . . . , xn).

Um polinômio não-associativo f = f(x1, x2, . . . , xn) ∈ F [X] é chamado de identidade
de uma álgebra A se f(a1, a2, . . . , an) = 0 para quaisquer a1, a2, . . . , an ∈ A. Neste caso,
também se diz que A satisfaz a identidade f ou que f é válida em A.

A coleção de todas as identidades de uma álgebra A é um ideal da álgebra F [X], que
é chamado de ideal das identidades ou T -ideal da álgebra A e é denotado por T (A).
A coleção de todas as identidades que são satisfeitas por cada álgebra de uma classe de
álgebras M também é um ideal de F [X], chamado ideal das identidades ou T -ideal da
classe das álgebras M e é denotado por T (M).

Dado um subconjunto I de F [X], a classe M de todas as F−álgebras satisfazendo cada
identidade de I é chamada de variedade de F−álgebras definida pelo conjunto de identi-
dades I, e assim, I é dito de identidades definindo a variedade M.

Pela seção 1.1, a classe de todas as F−álgebras associativas é uma variedade com iden-
tidade f = (x1x2)x3 − x1(x2x3). A classe de todas as F−álgebras de Lie é uma variedade
com as identidades f = x2

1 e g = J(x1, x2, x3). A classe de todas as álgebras de Jordan
é uma variedade com as identidades f = [x1, x2] e g = x2

1(x2x1) − (x2
1x2)x1 e, todas as

F−álgebras alternativas formam uma variedade com as identidades f = x2
1x2 − x1(x1x2)

e g = x2x
2
1 − (x2x1)x1. Vamos denotar a variedade das álgebras associativas, a variedade

das aĺgebras de Lie, a variedade das álgebras de Jordan e alternativas, respectivamente, por
Ass, Lie, Jord e Alt.

Uma zero-álgebra é uma álgebra em que o produto de quaisquer dos elementos é zero;
a variedade consistindo somente de zero-álgebras recebe o nome de variedade trivial.

Seja M uma variedade não trivial de F−álgebras e A uma álgebra de M com conjunto
de geradores Y . A álgebra A é chamada de livre na variedade M (ou M−livre) com
conjunto de geradores livres Y se Y gera A e se toda aplicação do conjunto Y em uma
álgebra arbitrária B de M pode ser estendida de modo único a um homomorfismo da álgebra
A em B.

Dado um conjunto de polinômios I de F [X], o ideal da F−álgebra A gerado por todos
os elementos da forma f(a1, a2, . . . , an), onde f ∈ I e a1, a2, . . . , an ∈ A, será denotada por
I(A).

Teorema 2 Seja M uma variedade não trivial de F−álgebras com sistema de identidades
I. Então, para qualquer conjunto Y , a restrição do homomorfismo canônico σ a Y é injetiva,
onde

σ : F [Y ] −→ F [Y ]/I(F [Y ]).

Além disso, FM[σ(Y )] = F [Y ]/I(F [Y ]) é livre na variedade M com conjunto de geradores
livres σ(Y ). E também, quaisquer duas álgebras livres de M com conjuntos equivalentes de
geradores livres são isomorfas.

1.3 Bimódulos
As noções de um bimódulo tem papel importante na teoria das álgebras. Seja M uma

variedade de álgebras sobre o corpo F . Suponha que, para uma álgebra A em M e um espaço
vetorial V sobre F , estão definidas as composições bilineares A× V −→ V e V ×A −→ V ,
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escritas como av e va, para a ∈ A e v ∈ V . Então, o espaço vetorial A ⊕ V é uma álgebra
com a seguinte multiplicação

(a+ v)(b+ w) = ab+ (vb+ aw),

onde a, b ∈ A, v, w ∈ V . A álgebra A ⊕ V é chamada a extensão cisão nula da álgebra
A pelo espaço V . Se a álgebra A ⊕ V pertence à variedade M, então V é chamado um
bimódulo sobre a álgebra A (ou um A−bimódulo) na variedade M.

Exemplo 1 Se M é a variedade das álgebras associativas Ass, então as operações devem
satisfazer as seguintes condições:

(va)b = v(ab), (av)b = a(vb), (ab)v = a(bv),

para todo a, b ∈ A, v ∈ V . Na variedade das álgebras de Lie Lie, as correspondentes condi-
ções para as operações do bimódulo são da forma

av = −va, v(ab) = (va)b− (vb)a.

A variedade das álgebras alternativas Alt está definida via as seguintes identidades:

(x, x, y) = 0, (x, y, y) = 0.

Portanto, um bimódulo V sobre uma álgebra alternativa A é alternativa se, e somente se,
as seguintes relações são válidas na extensão cisão nula A⊕ V :

(a+ v, a+ v, b+ w) = 0, (a+ v, b+ w, b+ w) = 0,

para todo a, b ∈ A, v, w ∈ V . Como V 2 = 0 (na álgebra A⊕V ), essas relações nos fornecem
as seguintes condições para que um bimódulo V seja alternativa:

(a, a, v) = 0, (a, v, b) + (v, a, b) = 0

(v, b, b) = 0, (a, v, b) + (a, b, v) = 0.

Finalmente, a variedade Jord está definida pelas seguintes identidades:

xy = yx, (x2, y, x) = 0.

Se J é uma álgebra de Jordan e V é um bimódulo sobre J , então a álgebra J ⊕ V é de
Jordan se, e somente se, as seguintes relações são válidas:

(a+ v)(b+ w) = (b+ w)(a+ v); ((a+ v)2, b+ w, a+ v) = 0,

para todo a, b ∈ J ; v, w ∈ V . É fácil ver que essas relações são equivalentes aos seguintes:

av = va, (a2, v, a) = 0, (a2, b, v) + 2(av, b, a) = 0,

para todo a, b ∈ J , v ∈ V .

Um endomorfismo do espaço vetorial A é chamada uma involução da álgebra A se, é
de período 2 e, é um anti-homomorfismo.

Vamos a introduzir a noção de um bimódulo com involução.
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Seja A uma álgebra na variedade M com involução “−”. Então, um bimódulo V para A

na variedade M, é um bimódulo com involução, se existe um endomorfismo v 7−→ v∗ de
período 2 de V , tal que,

(av)∗ = v∗ā, (va)∗ = āv∗

para todo a ∈ A, v ∈ V . O endomorfismo v 7−→ v∗ é chamado a involução de V .
Se V é um bimódulo com involução sobre A, então junto com a involução de A, podemos

obter uma involução na extensão cisão nula E = A⊕ V . Inversamente, qualquer involução
em E que estende a involução de A, pode ser usada para fazer do bimódulo V , um bimódulo
com involução.

1.4 Superálgebras
Definição 2 Uma álgebra A é chamada uma álgebra Z2−graduada ou uma superálge-
bra, se A = A0̄ ⊕A1̄, onde AiAj ⊆ Ai+j, i, j ∈ Z2.

Exemplo 2 Seja Γ a álgebra de Grassmann sobre um corpo F gerada pelos elementos
1, e1, . . . , en, . . . tais que

e2
i = 0, eiej = −ejei.

Os produtos
1, ei1ei2 . . . eik , i1 < i2 < · · · < ik,

formam uma base de Γ sobre F (consideremos 1 como o produto do conjunto vazio dos
elementos ei). Denote-se por Γ0̄ e Γ1̄ os espaços gerados pelos produtos de comprimento par
e ímpar; então Γ é a soma direta desses espaços,

Γ = Γ0̄ ⊕ Γ1̄,

onde
ΓiΓj ⊆ Γ

i+j(mod 2)
, i, i ∈ {0̄, 1̄}.

Em outras palavras, Γ é uma álgebra Z2−graduada (ou superálgebra) sobre F .

Seja M uma variedade de álgebras sobre um corpo infinito F , definida por algum sistema
de identidades.

Definição 3 A superálgebra A = A0̄ ⊕ A1̄ é chamada uma M−superálgebra se sua en-
volvente de Grassmann Γ(A) = Γ0̄ ⊗A0̄ ⊕ Γ1̄ ⊗A1̄ pertence a M.

Exemplo 3 A superálgebra de Grassmann Γ é uma superálgebra comutativa, pois sua en-
volvente de Grassmann Γ(Γ) = Γ0̄ ⊗ Γ0̄ + Γ1̄ ⊗ Γ1̄ é comutativa. Isto vem do fato de que Γ
satisfaz a seguinte identidade de comutatividade (ou supercomutatividade) graduada

ab = (−1)|a||b|ba,

onde a, b ∈ Γ0̄ ∪ Γ1̄ e |x| denota a paridade de um elemento homogêneo x of A: |x| = i se
x ∈ Ai.

Se as identidades que definem à variedade M são conhecidas, então é possível escrever
as “superidentidades” que definem as M−superálgebras.
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Exemplo 4 Sejam A = A0̄⊕A1̄ uma superálgebra e d ∈ A0̄, a, b, c ∈ A0̄∪A1̄. A superálgebra
A é uma superálgebra alternativa se satisfaz as seguintes identidades:

(a, b, c) + (−1)|b||c|(a, c, b) = 0,

(a, b, c) + (−1)|a||b|(b, a, c) = 0;

(d, d, a) = 0.

Se a característica do corpo F é diferente de 2, note que a última identidade se segue das
duas primeiras. Assim, também, as superálgebras de Lie estão definidas pelas seguintes
identidades:

ab+ (−1)|a||b|ba = 0,

(ab)c− a(bc)− (−1)|b||c|(ac)b = 0;

e as superálgebras de Jordan estão definidas pelas seguintes identidades:

ab− (−1)|a||b|ba = 0,

(−1)|d|(|a|+|c|)(ab, c, d) + (−1)|a|(|b|+|c|)(bd, c, a) + (−1)|b|(|c|+|d|)(da, c, b) = 0,

onde a, b, c, d ∈ A0 ∪ A1.

Sejam A e B superálgebras sobre F . De modo análogo ao caso das álgebras, podemos
definir o produto de Kronecker A⊗̃FB (escrito A⊗̃B se não houver ambiguidade) como
o produto tensorial graduado A⊗̃FB dos superespaços vetoriais A, B (assim, todos os ele-
mentos são somas

∑
a⊗̃b com a em A e b em B), sendo a multiplicação definida pela

distributividade e
(a1⊗̃b1)(a2⊗̃b2) = (−1)|b1||a2|(a1a2)⊗̃(b1b2)

para ai em A e bi em B. De forma semelhante, se A tem identidade 1, então o conjunto de
todos os elementos 1⊗̃b em A⊗̃B é uma subsuperálgebra de A⊗̃B que é isomorfo a B, e que
podemos identificá-lo com B (similarmente, se B tem identidade 1, então A⊗̃B contém A
como uma subsuperálgebra).

Seja M uma arbitrária variedade de álgebras. Uma M−superálgebra A de dimensão
finita é chamada semissimples se A é soma direta de ideais simples Z2−graduados.

Uma M−superálgebra A de dimensão finita é chamada separável se AK = K ⊗F A
é semissimples.



Capítulo 2

Teoremas de Coordenatização de
Wedderburn e de Zorn

Seja A uma álgebra associativa de dimensão finita sobre F . Então existe um ideal <,
chamado o radical de A, que é o único nilideal maximal de A (isto é, o ideal maximal que
consiste inteiramente de elementos nilpotentes). Além disso, < é nilpotente no sentido que
existe um inteiro t com a propriedade que qualquer produto a1a2 . . . at de t elementos de <
é zero; portanto < é também o único ideal nilpotente maximal de A. Módulo este radical,
a álgebra é semissimples, isto é, a álgebra quociente A/< tem radical igual a zero. Além
disso, qualquer álgebra associativa semissimples se escreve de maneira única como uma soma
direta I1⊕ · · · ⊕ Ir de ideais bilaterais simples (onde uma álgebra é simples, desde que não
tenha ideais próprios e não seja uma álgebra de dimensão 1 no qual o produto seja zero).
Um célebre teorema de Wedderburn afirma que qualquer álgebra associativa simples I é o
produto de Kronecker D ⊗F Mn(F ) de uma álgebra de divisão D sobre F e a álgebra de
matrizes Mn(F ) de dimensão n2, onde n é único e D está determinada de maneira única a
menos de isomorfismo.

Outro resultado clássico nas álgebras associativas é o Teorema de Coordenatização
de Wedderburn (Teorema 3), o qual afirma que qualquer álgebra associativa unitária
que contém um sistema de n2 elementos de matrizes unitárias, é também uma álgebra de
matrizes.

Apresentamos o Teorema de Coordenatização de Wedderburn como bem disse K. Mc-
Crimmon, é o avô de todos os teoremas de Coordenatização. Além disso, apresentamos o
Teorema de Coordenatização de Zorn que foi deixada como um exercício no livro [19]. Estes
são exemplos de uma família de teoremas de coordenatização, os quais afirmam que uma
álgebra será de uma certa forma, se conter uma família de elementos de um certo tipo.

2.1 O Teorema de coordenatização de Wedderburn
Definimos os eij como as matrizes com 1 na (i, j)−entrada e 0 nas outras. Vamos chamar

ao conjunto desses elementos, um sistema de matrizes unitárias que satisfazem

eijers = δjreis,
∑

eii = 1,

onde δ é a delta de Kronecker.
Lembremos que uma álgebra A é associativa se, todos os associadores dos elementos de

A são 0, isto é, (x, y, z) = 0 para todo x, y, z ∈ A.

11
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Exemplo 5 A álgebra Mn(F ) de todas as matrizes n× n com entradas no corpo F , é uma
álgebra associativa. Em geral, se A é uma álgebra associativa qualquer, podemos considerar
a álgebra associativa Mn(A) de todas as matrizes com coordenadas na álgebra A.

Teorema 3 Seja A uma álgebra associativa com elemento identidade 1 tal que A contém
um sistema de n2 elementos de matrizes unitárias. Então, A ∼= Mn(B) para uma certa
subálgebra B de A.

Demonstração: Fixemos i, j, k, r, s ∈ {1, 2, . . . , n}. Consideremos o conjunto B = {a ∈ A :
[a, eij] = 0 para todo i, j}. Pela seguinte identidade, válida em toda álgebra associativa,

[xy, z] = x[y, z] + [x, z]y

segue facilmente que o conjunto B é uma subálgebra de A.
Seja a ∈ A e defina aij =

∑n
k=1 ekiaejk. Então,

aijers = (
n∑

k=1

ekiaejk)ers =
n∑

k=1

ekia(ejkers) = eriaejs

e

ersaij = ers(
n∑

k=1

ekiaejk) =
n∑

k=1

(erseki)aejk = eriaejs.

Logo [aij, ers] = 0, e assim, aij ∈ B. Além disso,

n∑
i,j=1

aijeij =
n∑

i,j=1

eiiaejj = (
n∑

i=1

eii)a(
n∑

j=1

ejj) = a.

Agora suponha-se que os bij são elementos de B, tais que,
∑n

i,j=1 bijeij = 0. Logo

0 =
n∑

k=1

ekp(
n∑

i,j=1

bijeij)eqk = bpq

para p, q = 1, . . . , n. Isto mostra que os elementos de A podem ser escritos de uma única
forma

∑n
i,j=1 aijeij onde aij ∈ B para todo i, j. Isto implica que, a aplicação f : A −→Mn(B),

definida por

f(a) =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann


com a =

∑n
i,j=1 aijeij é injetiva. É claro que f também é sobrejetiva, e portanto, é um

isomorfismo de espaços de A sobre Mn(B).
Finalmente, vamos mostrar que f é um homomorfismo de álgebras. Sejam a =

∑n
i,j=1 aijeij

e b =
∑n

r,s=1 brsers com aij, brs ∈ B, então

ab = (
n∑

i,j=1

aijeij)(
n∑

r,s=1

brsers) =
n∑

i,j,r,s=1

aijbrseijers =
n∑

i,j,s=1

aijbjseis.
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Assim,

f(ab) =


∑n

j=1 a1jbj1
∑n

j=1 a1jbj2 · · ·
∑n

j=1 a1jbjn∑n
j=1 a2jbj1

∑n
j=1 a2jbj2 · · ·

∑n
j=1 a2jbjn

...
...

...∑n
j=1 anjbj1

∑n
j=1 anjbj2 · · ·

∑n
j=1 anjbjn


e é claro que o produto f(a)f(b) é igual à matriz f(ab). Portanto, A ∼= Mn(B).

Isto prova o Teorema.

Q.E.D.

Corolário 4 (Teorema de coordenatização de Wedderburn) Seja A uma álgebra as-
sociativa, tal que, A contém uma subálgebra Mn(F ) como o mesmo elemento identidade.
Então, A ∼= B ⊗Mn(F ) para uma certa subálgebra B de A que comuta com todas as matri-
zes unitárias eij de Mn(F ).

Se consideramos uma álgebra associativa unitária B, podemos obter uma importante
aplicação do Teorema de Coordenatização de Wedderburn na teoria de representações das
álgebras associativas unitárias.

Corolário 5 A categoria dos bimódulos associativos unitários sobre Mn(B) é equivalente à
categoria dos bimódulos associativos unitários sobre B.

Demonstração: Denotemos por BimodAssB a categoria dos bimódulos associativos unitá-
rios sobre B e por BimodAssMn(B) a categoria dos bimódulos associativos unitários sobre
Mn(B). Então, desejamos mostrar que

BimodAssB ' BimodAssMn(B).

Seja N ∈ Obj(BimodAssB), e considere a extensão cisão nula E = B ⊕ N da álgebra
associativa B pelo bimóduloN . Como E é uma álgebra associativa, podemos formar a álgebra
matricial K = Mn(E) que contém Mn(B) como uma subálgebra. Além disso, K contém o
ideal M = Mn(N) ∩K = Mn(N), que é o conjunto de matrizes de K cujas entradas estão
no ideal N de E. Assim, Mn(N) é um bimódulo associativo unitário para Mn(B) relativo à
multiplicação definida em Mn(E). Vamos chamar M ao Mn(B)−bimódulo associado com
o dado bimódulo N de B e denote

M = F(N).

Como E = B⊕N temos que K = Mn(B)⊕M . Também N2 = 0 em E, implica que M2 = 0
em K, assim K é a extensão cisão nula de Mn(B) por seu bimódulo M .

Pode-se verificar facilmente que F é realmente um funtor da categoria BimodAssB na
categoria BimodAssMn(B). Além disso, para cada par de objetos N e N ′ de BimodAssB, a
seguinte igualdade é válida:

F(Hom(N,N ′)) = Hom(F(N),F(N ′)).

Portanto, N e N ′ são isomorfos, se e somente se, F(N) e F(N ′) são isomorfos.
Similarmente, o funtor F oferece um isomorfismo reticulado do reticulado dos sub-

bimódulos de N relativo a B sobre o reticulado dos sub-bimódulos de M sobre Mn(B).
Para completar a redução da teoria dos bimódulos para Mn(B) ao dos bimódulos para

B, agora mostraremos que cada Mn(B)−bimódulo unitário é isomorfo a algum bimódulo
associado com um bimódulo unitário para B.
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Considere-se um bimódulo associativo unitário V para Mn(B), e seja

A = Mn(B)⊕ V

a extensão cisão nula de Mn(B) por V . Assim, A é uma álgebra associativa (com elemento
identidade 1, a identidade de Mn(B)) que contém a álgebra matricial Mn(B) como uma
subálgebra unitária, então pelo Teorema de Coordenatização de Wedderburn existe uma
álgebra associativa D tal que A = Mn(D). Considere o conjunto W dos elementos de D que
aparecem nas entradas das matrizes de V . Logo

V := Mn(W ),

onde W CD e W 2 = 0 em D, pois V CA e V 2 = 0 em A, e assim, D = B⊕W . Logo, D é a
extensão cisão nula de B por seu bimódulo W , então W é um bimódulo associativo unitário
sobre B. Portanto, F(W ) = V.

Isto prova o Corolário.

Q.E.D.

Do Corolário 5, podemos classificar os bimódulos associativos irredutíveis unitários sobre
Mn(F ).

Corolário 6 Cada bimódulo associativo irredutível unitário sobre Mn(F ), é isomorfo ao
bimódulo regular Reg(Mn(F )).

2.2 O Teorema de coordenatização de Zorn
Na seção 2.1 temos descrito o Teorema de Coordenatização de Wedderburn e algumas

de suas aplicações relacionadas às álgebras associativas unitárias. Nesta seção vamos apre-
sentar e provar o Teorema de Coordenatização de Zorn, o qual, é o análogo do Teorema de
Coordenatização de Wedderburn para as álgebras alternativas. Além disso, apresentaremos
algumas das suas aplicações na teoria de representações das álgebras alternativas unitárias.

Definição 4 Uma álgebra alternativa (linear) é um espaço vetorial A com uma operação
binária bilinear (x, y) 7→ xy satisfazendo as seguintes identidades:

(2.1) x2y = x(xy), (xy)y = xy2.

para todo x, y ∈ A.

As equações anteriores são conhecidas, respectivamente, como identidade alternativa
à esquerda e à direita. A linearização de (2.1) é

(2.2) (x ◦ z)y = x(zy) + z(xy), y(x ◦ z) = (yx)z + (yz)x,

onde x ◦ x ≡ xz + zx é o produto de Jordan. As igualdades de (2.1) são equivalentes, em
termos do associador, a

(x, x, y) = (y, x, x) = 0 para todo x em A

ou, em termos das multiplicações à direita e esquerda, a

Rx2 = R2
x, Lx2 = L2

x para todo x, y em A.
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É claro que toda álgebra associativa é uma álgebra alternativa. Como tinhamos dito na

introdução, o exemplo clássico de uma álgebra alternativa não-associativa é a álgebra de
Octoniões O e a álgebra de Cayley-Dickson que vem do processo de duplicação de Cayley-
Dickson (veja [19]).

A álgebra de matrizes de Cayley-Dickson C(F ) é uma álgebra alternativa não-
associativa de dimensão 8 sobre F com base eii, e

(k)
ij (i, j = 1, 2; k = 1, 2, 3) cuja tabela de

multiplicação é a que segue:

e2
ii = eii, eiiejj = 0;(2.3)

eiie
(k)
ij = e

(k)
ij ejj = e

(k)
ij , ejje

(k)
ij = e

(k)
ij eii = 0;(2.4)

(e
(k)
ij )2 = e

(k)
ij ◦ e

(l)
ij = 0 (k 6= l);(2.5)

e
(k)
ij e

(k)
ji = eii, e

(k)
ij e

(l)
ji = 0 (k 6= l);(2.6)

e
(k)
ij e

(k+1)
ij = (j − i)e(k+2)

ji (k mod 3).(2.7)

Os elementos eii, e
(k)
ij são chamados matrizes unitárias de Cayley-Dickson.

A álgebra de matrizes de Cayley-Dickson, pode ser considerada não somente sobre corpos
mas também sobre anéis associativos e comutativos Φ. Segue imediatamente que a álgebra
C(Φ) será também alternativa.

O nome “álgebra de matrizes” vem do fato de que os elementos de C(F ) podem ser
representados por matrizes da seguinte maneira: Seja a ∈ C(F ) com

a = α11e11 + α22e22 +
3∑

k=1

(α
(k)
12 e

(k)
12 + α

(k)
21 e

(k)
21 ).

Associamos ao elemento a a matriz[
α11 a12

a21 α22

]
, onde aij = (α

(1)
ij , α

(2)
ij , α

(3)
ij ) ∈ F 3.

A soma e a multiplicação escalar dos elementos da álgebra C(F ) correspondem às usuais
soma e multiplicação escalar de matrizes da forma acima. No entanto, a multiplicação dos
elementos da álgebra C(F ) correspondem a uma multiplicação especial (veja [19]).

Ao longo do nosso trabalho, vamos utilizar uma série de identidades que são válidas em
cada álgebra alternativa, cada uma dessas identidades irão aparecer no momento em que
elas forem necessárias.

Para começar, cada álgebra alternativa A satisfaz as seguintes identidades chamadas as
identidades de Moufang

x(yzy) = [(xy)z]y, identidade de Moufang à direita,(2.8)

(yzy)x = y[z(yx)], identidade de Moufang à esquerda,(2.9)

(xy)(zx) = x(yz)x, identidade de Moufang do meio.(2.10)

Com isso, temos condições de anunciar e mostrar o Teorema de Coordenatização de Zorn
relacionada às álgebras alternativas, o qual, foi formulado em [19] como um exercício: Seja
A uma álgebra alternativa com elemento identidade 1 que contém um sistema de matrizes
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unitárias de Cayley-Dickson tais que e11 + e22 = 1.

Lema 1 A álgebra A é decomponível numa soma direta de submódulos:

A = A11 ⊕A12 ⊕A21 ⊕A22

onde Aij = {a ∈ A : eiia = aejj = a}. Além disso, as componentes Aij possuem as relações

A2
ii ⊆ Aii, AiiAjj = 0,

AiiAij +AijAjj ⊆ Aij, AjjAij = AijAii = 0,

AijAij ⊆ Aji, AijAji ⊆ Aii,

onde i 6= j.

Demonstração: Seja a ∈ A então, pela identidade alternativa à direita, temos (a, eii, eii) =
0. Se i 6= j, então

(a, eii, ejj) = (aeii)ejj = (aeii)e
2
jj = (a, eii, ejj)ejj

= −(a, ejj, eii)ejj = −((aejj)eii)ejj
(2.8)
= −a(ejjeiiejj) = 0.

Assim,

a = 1a1 = (e11 + e22)a(e11 + e22) = e11ae11 + e11ae22 + e22ae11 + e22ae22

e eiiaejj ∈ Aij (i, j = 1, 2) pois

eii(eiiaejj) = e2
ii(aejj) = eiiaejj e (eiiaejj)ejj = (eiia)e2

jj = eiiaejj.

Logo, a ∈ A11 +A12 +A21 +A22, e assim, A ⊆ A11 +A12 +A21 +A22. Portanto

A = A11 +A12 +A21 +A22.

Suponhamos que existem elementos aij ∈ Aij, tais que,
∑
aij = 0. Logo

0 =
∑

(erraij)ess = ars

para r, s = 1, 2. Consequentemente

A = A11 ⊕A12 ⊕A21 ⊕A22.

Agora, vamos provar as relações. Sejam a, b ∈ Aii então, por (2.2)

eii(ab) = (eii ◦ a)b− a(eiib) = 2ab− ab = ab e

(ab)eii = a(b ◦ eii)− (aeii)b = 2ab− ab = ab.

Portanto, ab ∈ Aii, e assim A2
ii ⊆ Aii.

Consideremos a linearização da identidade de Moufang do meio (2.10)

(2.11) (xy)(zw) + (wy)(zx)− [w(yz)]x− [x(yz)]w = 0.

Sejam a ∈ Aii e b ∈ Ajj. Então, usando os fatos eiib = beii = b(1 − ejj) = b − bejj = 0,
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ejja = aeii = 0 e por (2.11), temos

ab = (aeii)(ejjb) = −(beii)(ejja) + [b(eiiejj)]a+ [a(eiiejj)]b = 0.

Isto implica que AiiAjj = 0.
Sejam a ∈ Aii e b ∈ Aij então, por (2.2)

eii(ab) = (eii ◦ a)b− a(eiib) = 2ab− ab = ab e

(ab)ejj = a(b ◦ ejj)− (aejj)b = a(bejj) + a(ejjb) = ab.

Consequentemente ab ∈ Aij para quaisquer a ∈ Aii e b ∈ Aij, e assim AiiAij ⊆ Aij.
Tomemos a ∈ Aij e b ∈ Ajj então, novamente por (2.2)

eii(ab) = (eii ◦ a)b− a(eiib) = (eiia)b+ (aeii)b = ab e

(ab)ejj = a(b ◦ ejj)− (aejj)b = 2ab− ab = ab.

Logo, ab ∈ Aij para quaisquer a ∈ Aij e b ∈ Ajj, e assim AijAjj ⊆ Aij. Portanto, como
AiiAij ⊆ Aij e AijAjj ⊆ Aij, obtemos AiiAij +AijAjj ⊆ Aij.

Sejam a ∈ Ajj, b ∈ Aij e c ∈ Aii elementos arbitrários. Então, por (2.11) e o fato
eiia = cejj = 0, obtemos

ab = (aejj)(eiib) = −(bejj)(eiia) + [b(ejjeii)]a+ [a(ejjeii)]b = 0 e

bc = (bejj)(eiic) = −(cejj)(eiib) + [c(ejjeii)]b+ [b(ejjeii)]c = 0.

Portanto, AjjAij = AijAii = 0.
Sejam a, b ∈ Aij então, por (2.2)

ejj(ab) = (ejj ◦ a)b− a(ejjb) = (ejja)b+ (aejj)b = ab

pois ejjb = 0 e
(ab)eii = a(b ◦ eii)− (aeii)b = ab.

Assim, ab ∈ Aji para quaisquer a, b ∈ Aij, e portanto AijAij ⊆ Aji.
Finalmente, sejam a ∈ Aij e b ∈ Aji então, novamente por (2.2)

eii(ab) = (eii ◦ a)b− a(eiib) = (eiia)b+ (aeii)b = ab e

(ab)eii = a(b ◦ eii)− (aeii)b = a(beii) + a(eiib) = ab.

Logo, ab ∈ Aii para quaisquer a ∈ Aij e b ∈ Aji, e portanto AijAji ⊆ Aii.
Isto prova o Lema.

Q.E.D.

Lema 2 Para i 6= j
Aij = A(1)

ij ⊕A
(2)
ij ⊕A

(3)
ij

onde A(k)
ij = Aiie

(k)
ij = e

(k)
ij Ajj, k = 1, 2, 3. Além disso, as componentes A(k)

ij possuem as
seguintes relações

A(k)
ij A

(k)
ji ⊆ Aii, A(k)

ij A
(l)
ji = 0, k 6= l

A(k)
ij A

(k)
ij = 0, A(k)

ij A
(k+1)
ij ⊆ A(k+2)

ji , k mod 3.
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Demonstração: Pelas relações do Lema 1

Aiie
(k)
ij = eii(Aiie

(k)
ij )

(2.6)
= (e

(k)
ij e

(k)
ji )(Aiie

(k)
ij )

(2.10)

⊆ e
(k)
ij ((e

(k)
ji Aii)e

(k)
ij )

⊆ e
(k)
ij Ajj.

De maneira análoga, e(k)
ij Ajj ⊆ Aiie

(k)
ij . Logo, Aiie

(k)
ij = e

(k)
ij Ajj, k = 1, 2, 3. Portanto, A(k)

ij

está bem definida.
Em seguida, mostraremos que Aij = A(1)

ij + A(2)
ij + A(3)

ij . Sejam aii ∈ Aii e ajj ∈ Ajj,
então por (2.2) e (2.4)

eiia
(k)
ij = eii(aiie

(k)
ij ) = (eii ◦ aii)e(k)

ij − aii(eiie
(k)
ij ) = 2aiie

(k)
ij − aiie

(k)
ij = a

(k)
ij e

a
(k)
ij ejj = (e

(k)
ij ajj)ejj = e

(k)
ij (ajj ◦ ejj)− (e

(k)
ij ejj)ajj = 2e

(k)
ij ajj − e

(k)
ij ajj = a

(k)
ij .

Assim A(k)
ij ⊆ Aij, o qual, implica imediatamente que Aij ⊇ A(1)

ij + A(2)
ij + A(3)

ij . Portanto,
será suficiente mostrar a outra inclusão. É claro que por (2.4), os e(k)

ij são elementos de Aij.
Seja aij ∈ Aij, então por (2.6) e (2.2), e pelas relações do Lema 1

aij = eiiaij = (e
(1)
ij e

(1)
ji )aij = e

(1)
ij (e

(1)
ji ◦ aij)− (e

(1)
ij aij)e

(1)
ji

= e
(1)
ij (e

(1)
ji aij)− (e

(1)
ij aij)e

(1)
ji ∈ e

(1)
ij Ajj +Ajie

(1)
ji ,

onde e(1)
ij Ajj = A(1)

ij e para todo aji ∈ Aji, temos por (2.7)

ajie
(1)
ji = (j − i)aji(e(2)

ij e
(3)
ij ) = (j − i)((aji ◦ e(2)

ij )e
(3)
ij − e

(2)
ij (ajie

(3)
ij ))

= (j − i)((e(2)
ij aji)e

(3)
ij − e

(2)
ij (ajie

(3)
ij )) ∈ Aiie

(3)
ij + e

(2)
ij Ajj.

Logo aij ∈ A(2)
ij +A(3)

ij +A(1)
ij , e assim Aij ⊆ A(1)

ij +A(2)
ij +A(3)

ij . Portanto,

Aij = A(1)
ij +A(2)

ij +A(3)
ij .

Agora, suponhamos que os a(k)
ii são elementos de Aii tais que

∑
k a

(k)
ii e

(k)
ij = 0. Então, por

(2.2)

0 =
∑
k

(a
(k)
ii e

(k)
ij )e

(l)
ji =

∑
k

[a
(k)
ii (e

(k)
ij ◦ e

(l)
ji )− (a

(k)
ii e

(l)
ji )e

(k)
ij ]

=
∑
k

a
(k)
ii (e

(k)
ij e

(l)
ji ) = a

(l)
ii (e

(l)
ij e

(l)
ji ) = a

(l)
ii eii = a

(l)
ii ,

onde por (2.6) e
(k)
ij e

(l)
ji = 0 se k 6= l. Isto mostra que os elementos de Aij podem ser escritos de

uma única forma, para todo i, j. Portanto, os coeficientes são únicos e a somaA(1)
ij +A(2)

ij +A(3)
ij

é direta.
Agora, vamos mostrar as relações. As inclusões A(k)

ij ⊆ Aij, A(k)
ji ⊆ Aji e a relação

AijAji ⊆ Aii do Lema 1, implicam que, A(k)
ij A

(k)
ji ⊆ Aii.

Considere aiie
(k)
ij = a

(k)
ij ∈ A

(k)
ij e bjje

(l)
ji = b

(l)
ji ∈ A

(l)
ji (k 6= l). Então, por (2.11) e (2.6) e,
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o fato que ciie

(k)
ij = e

(k)
ij bjj para algum cii ∈ Aii

(aiie
(k)
ij )(bjje

(l)
ji ) = −(e

(l)
ji e

(k)
ij )(bjjaii) + [e

(l)
ji (e

(k)
ij bjj)]aii + [aii(e

(k)
ij bjj)]e

(l)
ji

= [−(aii, cii, e
(k)
ij ) + (aiicii)e

(k)
ij ]e

(l)
ji

= [−(e
(k)
ij , aii, cii) + (aiicii)e

(k)
ij ]e

(l)
ji

= [(aiicii)e
(k)
ij ]e

(l)
ji

(2.2)
= (aiicii)(e

(k)
ij ◦ e

(l)
ji ) + ((aiicii)e

(l)
ji )e

(k)
ij

= 0.

Assim (aiie
(k)
ij )(bjje

(l)
ji ) = 0, e portanto, A(k)

ij A
(l)
ji = 0 para k 6= l.

Para provar A(k)
ij A

(k)
ij = 0 considera-se aiie

(k)
ij , biie

(k)
ij ∈ A

(k)
ij . Então, por (2.11) e (2.5)

tem-se

(aiie
(k)
ij )(biie

(k)
ij ) = −(e

(k)
ij e

(k)
ij )(biiaii) + [e

(k)
ij (e

(k)
ij bii)]aii + [aii(e

(k)
ij bii)]e

(k)
ij = 0.

Isto implica o que queríamos mostrar.
Finalmente, sejam aiie

(k)
ij ∈ A

(k)
ij e biie

(k+1)
ij ∈ A(k+1)

ij . Então, novamente por (2.11)

(aiie
(k)
ij )(biie

(k+1)
ij ) = −(e

(k+1)
ij e

(k)
ij )(biiaii) + [e

(k+1)
ij (e

(k)
ij bii)]aii + [aii(e

(k)
ij bii)]e

(k+1)
ij

= (e
(k)
ij e

(k+1)
ij )(biiaii)

(2.7)
= (j − i)e(k+2)

ji (biiaii) (k mod 3)

onde biiaii ∈ Aii e e
(k+2)
ji (biiaii) ∈ A(k+2)

ji para todo aii, bii ∈ Aii. Portanto,

A(k)
ij A

(k+1)
ij ⊆ A(k+2)

ji (k mod 3).

Isso prova o Lema.

Q.E.D.

Lema 3 O anel Ω = A11 é um anel associativo e comutativo.

Demonstração: Fixemos elementos arbitrários a11, b11, c11 ∈ A11. Primeiramente provamos
que o associador (a11, b11, c11) é anulado pelo elemento e(1)

12 . Então,

(a11, b11, c11)e
(1)
12 = [(a11b11)c11 − a11(b11c11)]e

(1)
12

= [(a11b11)c11]e
(1)
12 − [a11(b11c11)]e

(1)
12

(2.2)
= [(a11b11)c11]e

(1)
12 − a11((b11c11) ◦ e(1)

12 ) + (a11e
(1)
12 )((b11c11)

= [(a11b11)c11]e
(1)
12 − a11((b11c11)e

(1)
12 )

pois pelo Lema 1, A12A11 = 0. Consideremos as linearizações da identidade de Moufang à
direita

[x(wz)y] + x[(yz)w]− [(xw)z]y − [(xy)z]w = 0 ou(2.12)

x[w(zy)] + x[y(zw)]− [(xw)z]y − [(xy)z]w = 0.(2.13)
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A equação (2.12), pode-se escrever [(xw)z]y − x[(wz)y] = x[(yz)w]− [(xy)z]w. Então,

[(a11b11)c11]e
(1)
12 − a11[(b11c11)e

(1)
12 ] = a11[(e

(1)
12 c11)b11]− [(a11e

(1)
12 )c11]b11 = 0.

Assim (a11, b11, c11)e
(1)
12 = 0.

Agora, como (a11, b11, c11) ∈ A11, então por (2.6)

(a11, b11, c11) = (a11, b11, c11)e11 = (a11, b11, c11)(e
(1)
12 e

(1)
21 )

(2.2)
= ((a11, b11, c11) ◦ e(1)

12 )e
(1)
21 − e

(1)
12 ((a11, b11, c11)e

(1)
21 )

= ((a11, b11, c11)e
(1)
12 )e

(1)
21

= 0.

Portanto, A11 é um anel associativo.
Finalmente, vamos a mostrar a comutatividade de A11. Por (2.7) sabemos que

e
(2)
21 e

(3)
21 = (1− 2)e

(1)
12 = −e(1)

12 e e
(2)
21 e

(3)
21 + e

(3)
21 e

(2)
21 = e

(2)
21 ◦ e

(3)
21 = 0,

os quais implicam, e(1)
12 = e

(3)
21 e

(2)
21 . Então, por (2.11)

[a11, b11]e
(1)
12 = (a11b11)(e

(3)
21 e

(2)
21 )− (b11a11)(e

(3)
21 e

(2)
21 )

= −(e
(2)
21 b11)(e

(3)
21 a11) + [e

(2)
21 (b11e

(3)
21 )]a11 + [a11(b11e

(3)
21 )]e

(2)
21

+(e
(2)
21 a11)(e

(3)
21 b11)− [e

(2)
21 (a11e

(3)
21 )]b11 − [b11(a11e

(3)
21 )]e

(2)
21

= −(e
(2)
21 b11)(e

(3)
21 a11) + (e

(2)
21 a11)(e

(3)
21 b11).

Assim, novamente por (2.11)

(e
(2)
21 b11)(e

(3)
21 a11) = −(a11b11)(e

(3)
21 e

(2)
21 ) + [a11(b11e

(3)
21 )]e

(2)
21 + [e

(2)
21 (b11e

(3)
21 )]a11

= −(a11b11)(e
(3)
21 e

(2)
21 )

= (a11b11, e
(3)
21 , e

(2)
21 )− ((a11b11)e

(3)
21 )e

(2)
21

= (e
(2)
21 , a11b11, e

(3)
21 )

e de forma semelhante (e
(2)
21 a11)(e

(3)
21 b11) = (e

(2)
21 , b11a11, e

(3)
21 ). Mas, lembrando que e(2)

21 e
(3)
21 =

−e(1)
12 e usando a seguinte identidade obtida de (2.13) x[y(zw)] = −x[w(zy)] + [(xy)z]w +

[(xw)z]y, obtemos

(e
(2)
21 , b11a11, e

(3)
21 ) = −(e

(2)
21 , e

(3)
21 , b11a11)

= −(e
(2)
21 e

(3)
21 )(b11a11) + e

(2)
21 (e

(3)
21 (b11a11))

= −e(2)
21 [a11(b11e

(3)
21 )] + [(e

(2)
21 e

(3)
21 )b11]a11 + [(e

(2)
21 a11)b11]e

(3)
21

= (e
(2)
21 , a11b11, e

(3)
21 ),

por conseguinte, (e
(2)
21 a11)(e

(3)
21 b11) = (e

(2)
21 b11)(e

(3)
21 a11). Portanto,

[a11, b11]e
(1)
12 = 0.
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Logo, por (2.6)

[a11, b11] = [a11, b11]e11 = [a11, b11](e
(1)
12 e

(1)
21 )

(2.2)
= ([a11, b11] ◦ e(1)

12 )e
(1)
21 − e

(1)
12 ([a11, b11]e

(1)
21 )

= ([a11, b11]e
(1)
12 )e

(1)
21

= 0;

assim, [a11, b11] = 0. Portanto, A11 é um anel associativo e comutativo.
Isto prova o Lema.

Q.E.D.

Como no Lema 3, usando o mesmo processo de demonstração pode-se mostrar que A22

é uma subálgebra associativa e comutativa de A.
Definimos as “funções de coordenadas” π(k)

ij : A −→ Ω sobre A tomando π(k)
ij igual a zero

em todas as componentes exceto em A(k)
ij , e sobre A(k)

ij estão definidas da seguinte forma:

π11(a11) = a11, π22(a22) = e12(a22e21) = Le12Re21(a22),

π
(k)
12 (a

(k)
12 ) = a

(k)
12 e

(k)
21 = R

e
(k)
21

(a
(k)
12 ), π

(k)
21 (a

(k)
21 ) = e

(k)
12 a

(k)
21 = L

e
(k)
12

(a
(k)
21 ),

onde pode-se observar que π22 = Le12Re21 , π
(k)
12 = R

e
(k)
21

e π(k)
21 = L

e
(k)
12
. Além disso, definimos

uma aplicação linear π : A −→ C(Ω) dada por

π(a) =
2∑

i=1

πii(a)eii +
3∑

k=1

(π
(k)
12 (a)e

(k)
12 + π

(k)
21 (a)e

(k)
21 ).

Lema 4 A aplicação π é um homomorfismo de álgebras, isto é, π(ab) = π(a)π(b).

Demonstração: Primeiro vamos mostrar a igualdade e12(a22e21) = e
(k)
12 (a22e

(k)
21 ), k = 2, 3.

Isto segue das relações dos espaços de Peirce do Lema 1 ou 2 e, por (2.11)

e
(2)
12 (a22e

(2)
21 )

(2.7)
= (e

(1)
21 e

(3)
21 )(a22e

(2)
21 )

= −(e
(2)
21 e

(3)
21 )(a22e

(1)
21 ) + [e

(1)
21 (e

(3)
21 a22)]e

(2)
21 + [e

(2)
21 (e

(3)
21 a22)]e

(1)
21

= −(−e(1)
12 )(a22e

(1)
21 )

= e
(1)
12 (a22e

(1)
21 ),

e
(3)
12 (a22e

(2)
21 )

(2.7)
= −(e

(1)
21 e

(2)
21 )(a22e

(3)
21 )

= −(e
(3)
21 e

(2)
21 )(a22e

(1)
21 ) + [e

(1)
21 (e

(2)
21 a22)]e

(3)
21 + [e

(3)
21 (e

(2)
21 a22)]e

(1)
21

= −(−e(1)
12 )(a22e

(1)
21 )

= e
(1)
12 (a22e

(1)
21 ).

Para provar que π é um homomorfismo de álgebras, precisaremos as seguintes expressões
das funções de coordenadas π(k)

ij : por (2.2) e (e
(k)
ij , ajj, e

(k)
ji ) = 0 para i, j 6=

π
(k)
12 (a11e

(k)
12 ) = (a11e

(k)
12 )e

(k)
21 = a11(e

(k)
12 ◦ e

(k)
21 )− (a11e

(k)
21 )e

(k)
12 = a11,
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π

(k)
12 (e

(k)
12 a22) = (e

(k)
12 a22)e

(k)
21 = e

(k)
12 (a22e

(k)
21 ) = e12(a22e21) = π22(a22),

π
(k)
21 (e

(k)
21 a11) = e

(k)
12 (e

(k)
21 a11) = (e

(k)
12 ◦ e

(k)
21 )a11 − e(k)

21 (e
(k)
12 a11) = a11,

π
(k)
21 (a22e

(k)
21 ) = e

(k)
12 (a22e

(k)
21 ) = e12(a22e21) = π22(a22),

Basta analisar os casos quando a e b estão nos espaços de Peirce A(k)
ij , assim:

(A) πii(ab) = πii(a)πii(b); a, b ∈ Aii.

(B) π(k)
ij (ab) = πii(a)π

(k)
ij (b); a ∈ Aii e b ∈ A(k)

ij

(C) π(k)
ij (ab) = π

(k)
ij (a)πjj(b); a ∈ A(k)

ij e b ∈ Ajj

(D) πii(ab) = π
(k)
ij (a)π

(k)
ji (b); a ∈ A(k)

ij e b ∈ A(k)
ji

(E) π(k+2)
ji (ab) = δijπ

(k)
ij (a)π

(k+1)
ij (b); a ∈ A(k)

ij e b ∈ A(k+1)
ij

onde todas as igualdades são resultado das relações de ortogonalidade do Lema 2. Usando
os Lemas 1 e 2 para expressar as componente A(k)

ij e, junto com as expressões de acima das
funções de coordenadas π(k)

ij , obtemos os seguintes casos:

(A1) Sejam a11, b11 ∈ A11, então π11(a11b11) = a11b11 = π11(a11)π11(b11).

(B1) Considere a11 ∈ A11 e b11e
(k)
12 = b

(k)
12 ∈ A

(k)
12

π
(k)
12 (a11b

(k)
12 ) = π

(k)
12 (a11(b11e

(k)
12 )) = π

(k)
12 ((a11b11)e

(k)
12 ) = a11b11 = π(a11)π

(k)
12 (b

(k)
12 ).

(C1) Agora, sejam e
(k)
21 a11 = a

(k)
21 ∈ A

(k)
21 e b11 ∈ A11

π
(k)
21 (a

(k)
21 b11) = π

(k)
21 ((e

(k)
21 a11)b11) = π

(k)
12 (e

(k)
21 (a11b11)) = a11b11 = π

(k)
21 (a

(k)
21 )π11(b11).

(D1) Tome a11e
(k)
12 = a

(k)
12 ∈ A

(k)
12 e e(k)

21 b11 = b
(k)
21 ∈ A

(k)
21 , logo

a
(k)
12 b

(k)
21 = (a11e

(k)
12 )b

(k)
21

(2)
= a11(e

(k)
12 ◦ b

(k)
21 )− (a11b

(k)
21 )e

(k)
12 ) = a11[e

(k)
12 (e

(k)
21 b11)] = a11b11.

Então,

π11(a
(k)
12 b

(k)
21 ) = π11(a11b11) = a11b11 = π

(k)
12 (a11e

(k)
12 )π

(k)
21 (e

(k)
21 b11) = π

(k)
12 (a

(k)
12 )π

(k)
21 (b

(k)
21 ).

(E1) Sejam a11e
(k)
12 = a

(k)
12 ∈ A

(k)
12 e b11e

(k+1)
12 = b

(k+1)
12 ∈ A(k+1)

12 , logo pela comutatividade de
A11

a
(k)
12 b

(k+1)
12 = (a11e

(k)
12 )(b11e

(k+1)
12 )

(11)
= −(e

(k+1)
12 e

(k)
12 )(b11a11) = e

(k+2)
21 (a11b11).

Portanto,

π
(k+2)
21 (a

(k)
12 b

(k+1)
12 ) = π

(k+2)
21 (e

(k+2)
21 (a11b11)) = a11b11 = π

(k)
12 (a

(k)
12 )π

(k+1)
12 (b

(k+1)
12 ).

E analogamente, também temos:

(A2) Sejam a22, b22 ∈ A22, então π22(a22b22) = a22b22 = π22(a22)π22(b22).
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(B2) Considere a22 ∈ A22 e b22e

(k)
21 = b

(k)
21 ∈ A

(k)
21

π
(k)
21 (a22b

(k)
21 ) = π

(k)
21 (a22(b22e

(k)
21 )) = π

(k)
21 ((a22b22)e

(k)
21 ) = π22(a22b22) = π22(a22)π

(k)
21 (b

(k)
21 ).

(C2) Agora, sejam e
(k)
12 a22 = a

(k)
12 ∈ A

(k)
12 e b22 ∈ A22

π
(k)
12 (a

(k)
12 b22) = π

(k)
12 ((e

(k)
12 a22)b22) = π

(k)
12 (e

(k)
12 (a22b22)) = π22(a22b22) = π

(k)
12 (a

(k)
12 )π22(b22).

(D2) Tome a22e
(k)
21 = a

(k)
21 ∈ A

(k)
21 e e(k)

12 b22 = b
(k)
12 ∈ A

(k)
12 , logo

a
(k)
21 b

(k)
12 = (a22e

(k)
21 )b

(k)
12

(2)
= a22(e

(k)
21 ◦ b

(k)
12 )− (a22b

(k)
12 )e

(k)
21 = a22[e

(k)
21 (e

(k)
12 b22)] = a22b22.

Então,

π22(a
(k)
21 b

(k)
12 ) = π22(a22b22) = π22(a22)π22(b22) = π

(k)
21 (a

(k)
21 )π

(k)
12 (b

(k)
12 ).

(E2) Sejam a22e
(k)
21 = a

(k)
21 ∈ A

(k)
21 e b22e

(k+1)
21 = b

(k+1)
21 ∈ A(k+1)

21 , logo pela comutatividade de
A22

a
(k)
21 b

(k+1)
21 = (a22e

(k)
21 )(b22e

(k+1)
21 )

(11)
= (e

(k+1)
21 e

(k)
21 )(b22a22) = −e(k+2)

12 (a22b22).

Portanto,

π
(k+2)
12 (a

(k)
21 b

(k+1)
21 ) = π

(k+2)
12 (−e(k+2)

12 (a22b22)) = −π22(a22b22) = −π(k)
21 (a

(k)
21 )π

(k+1)
21 (b

(k+1)
21 ).

Isso prova o Lema.

Q.E.D.

O Teorema de coordenatização de Wedderburn diz que uma álgebra associativa com
elemento identidade contendo matrizes unitárias é uma álgebra matricial. Da mesma forma,
o Teorema de coordenatização de Zorn diz que uma álgebra alternativa com elemento
identidade contendo matrizes unitárias de Cayley-Dickson é uma álgebra matricial de Cayley-
Dickson.

Teorema 7 (Teorema de coordenatização de Zorn) Seja A uma álgebra alternativa
com elemento identidade 1 que contém um sistema de matrizes unitárias de Cayley-Dickson
tal que e11 + e22 = 1. Então, A é uma álgebra matricial de Cayley-Dickson sobre o anel
Ω = A11, isto é, A ∼= C(Ω).

Demonstração: Consideremos a aplicação π : A −→ C(Ω) dada acima π(a) =
∑2

i=1 πii(a)eii+∑3
k=1(π

(k)
12 (a)e

(k)
12 + π

(k)
21 (a)e

(k)
21 ) com a = a11 +

∑3
k=1 a

(k)
12 +

∑3
k=1 a

(k)
21 + a22 dada pela decom-

posição de A nos Lemas 1 e 2.
Pelo Lema 4, já sabemos que π é um homomorfismo de álgebras. Portanto, será suficiente

mostrar que π é bijetiva.
Usando as expressões das funções de coordenadas do Lema 4, todas as aplicações π(k)

ij

são bijeções; é claro que π11 é uma bijeção, π(k)
12 = R

e
(k)
21

é a inversa de

R
e
(k)
12

: A11 → A11e
(k)
12 = A(k)

12 ,
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π

(k)
21 = L

e
(k)
12

é a inversa de L
e
(k)
21

: A11 → e
(k)
21 A11 = A(k)

21 , enquanto π22 = L
e
(k)
12
R

e
(k)
21

tem inversa
L
e
(k)
21
R

e
(k)
12
. Assim, isto mostra que π é um homomorfismo bijetivo. Portanto, A ∼= C(Ω).

Isso prova o Teorema.

Q.E.D.

Ao considerar uma álgebra associativa e comutativa Ω com elemento identidade podemos
obter do Teorema 7 a seguinte equivalência de categorias.

Corolário 8 A categoria dos bimódulos alternativos unitários sobre C(Ω) é equivalente à
categoria dos módulos associativos comutativos unitários sobre Ω.

Demonstração: Vamos denotar por ModAssComΩ a categoria dos módulos associativos e
comutativos sobre Ω, e por BimodAltC(Ω) a categoria dos bimódulos alternativos sobre
C(Ω). Então, desejamos mostrar que

ModAssComΩ ' BimodAltC(Ω).

Seja N ∈ Obj(ModAssComΩ) e considere a extensão cisão nula E = Ω ⊕ N de Ω por
N , E é uma álgebra associativa comutativa. Assim, podemos formar a álgebra matricial de
Cayley-Dickson K = C(E), que contém a álgebra C(Ω) como uma subálgebra. Também, K
contém o ideal M = N2 ∩ K = C(N), que é o conjunto de matrizes de K cujas entradas
estão no ideal N de E. Então M é um bimódulo alternativo unitário para C(Ω), relativo
à multiplicação definida em K. Vamos chamar ao M o C(Ω)−bimódulo associado com o
dado módulo N de Ω e denote

M = G(N).

Como E = Ω⊕N temos, K = C(Ω)⊕M . Também, N2 = 0 em E implica que M2 = 0 em
K, assim K é a extensão cisão nula de C(Ω) por seu bimódulo M .

Pode-se verificar facilmente que G é realmente um funtor da categoria ModAssComΩ na
categoria BimodAltC(Ω). Além disso, para cada par de objetos N e N ′ de ModAssComΩ, a
seguinte igualdade é válida:

G(Hom(N,N ′)) = Hom(G(N),G(N ′)).

Portanto, N e N ′ são isomorfos, se e somente se, G(N) e G(N ′) são isomorfos.
Similarmente, o funtor G oferece um isomorfismo reticulado do reticulado dos sub-

módulos de N , relativo a Ω sobre o reticulado dos sub-bimódulos de M sobre C(Ω).
Para completar a nossa redução da teoria dos bimódulos para C(Ω) ao dos módulos

para Ω, agora mostraremos que cada C(Ω)−bimódulo unitário é isomorfo a algum bimódulo
associado com um módulo unitário para Ω.

Considere um bimódulo alternativo unitário V para C(Ω), e seja

A = C(Ω)⊕ V

a extensão cisão nula de C(Ω) por V . Assim, A é uma álgebra alternativa que contém a
álgebra matricial de Cayley-Dickson C(Ω) como uma subálgebra com o mesmo elemento
identidade, então pelo Teorema de Coordenatização de Zorn - Teorema 7 - existe um álgebra
associativa e comutativa D tal que A = C(D). Considere o conjunto W dos elementos de D
que aparecem nas entradas das matrizes de V . Logo,

V := C(W )
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onde W CD e W 2 = 0 em D pois, V CA e V 2 = 0 em A, e assim, D = Ω⊕N . Logo, D é a
extensão cisão nula de Ω por seu móduloW , entãoW é um módulo associativo e comutativo
unitário sobre Ω. Portanto G(W ) = V.

Isto prova o Corolário.

Q.E.D.

Da equivalência de categorias dada no Corolário 8, podemos classificar aos bimódulos
alternativos irredutíveis unitários sobre C(F ), dada no Corolário 9, mas nós damos uma
demonstração desse resultado usando diretamente o Teorema de Coordenatização de Zorn.

Corolário 9 Cada bimódulo alternativo irredutível unitário sobre a álgebra matricial de
Cayley-Dickson C(F ), é isomorfo ao bimódulo regular Reg(C(F )).

Demonstração: Seja V um bimódulo alternativo irredutível unitário sobre C(F ). Então,
a extensão cisão nula E = C(F )⊕ V de C(F ) pelo bimódulo V , é uma álgebra alternativa
com a mesmo elemento identidade de C(F ). Portanto, pelo Teorema de Coordenatização de
Zorn (Teorema 7), existe uma certa subálgebra Ω de E tal que E = C(Ω).

A partir de E = C(Ω), considere o conjunto D dos elementos de Ω que aparecem nas
entradas das matrizes de V . Logo,

V := C(D)

onde DCΩ e D2 = 0 pois, V CE e V 2 = 0 em E, e assim, Ω = F · 1 +D é a extensão cisão
nula de F · 1 por D. Mas, D é um F -bimódulo associativo irredutível pois, V o é. Portanto,
D = F · 1, o qual implica, V = Reg(C(F )).

Isto prova o Corolário.

Q.E.D.

2.3 Generalização de um teorema de Nathan Jacobson
A decomposição de Peirce de uma álgebra alternativa foi dada de maneira geral no Lema

1 para alguns idempotentes especiais. Mas para não perder a ilação das nossas ideias aqui,
vamos descrever o que é a decomposição de Peirce associada a um idempotente e logo depois,
a decomposição de Peirce associada a um sistema de idempotentes.

Seja A uma álgebra alternativa com um elemento idempotente e (e2 = e). Utilizando as
equivalências de (2.1) em termos das multiplicações à direita e esquerda, temos que Re e Le

são operadores lineares idempotentes sobre A que comutam. Logo, se segue que A é a soma
direta de espaços vetoriais

(2.14) A = A11 ⊕A10 ⊕A01 ⊕A00,

onde Aij (i, j = 0, 1) é o subespaço de A definido por

Aij = {xij|exij = ixij, xije = jxij}, i, j = 0, 1

com as relações dadas no Lema 1, os quais são

A2
ii ⊆ Aii, AiiAjj = 0,

AiiAij +AijAjj ⊆ Aij, AjjAij = AijAii = 0,(2.15)

AijAij ⊆ Aji, AijAji ⊆ Aii,
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onde i 6= j.

Os idempotentes e1, e2, . . . , en em uma álgebra A (arbitrária) são chamados sistema
de idempotentes ortogonais quando eiej = 0 para i 6= j. Observe que qualquer soma
e = e1 + e2 + . . .+ en de um sistema de idempotentes ortogonais (n ≥ 1) é um idempotente.
Além disso, eei = eie = ei (i = 1, 2, . . . , n).

No Lema 1 tínhamos observado que a relação (x, e11, e22) = 0 é válida em cada álgebra
alternativa, onde e11 e e22 são elementos da base da álgebra de matrizes de Cayley-Dickson
com e11 + e22 = 1. Mas, na verdade, essa relação é válida em cada álgebra alternativa para
um sistema de idempotentes ortogonais, isto é, (x, ei, ej) = 0 para i 6= j (veja, [12]).

Uma decomposição de Peirce mais refinada para uma álgebra alternativa A é a seguinte
decomposição, relacionada a um sistema de idempotentes ortogonais e1, . . . , en em A: A é a
soma direta de espaços vetoriais

(2.16) A =
∑
Aij (i, j = 1 . . . , n),

onde os Aij são subespaços de A e estão definidos por

(2.17) Aij = {xij|ekxij = δkixij, xijek = δjkxij para k = 1, . . . , n} (i, j = 0, 1, . . . , n).

Os subespaços Aij em (2.17), satisfazem também relações semelhantes aos subespaços
de Peirce (2.15), obtidas por um idempotente:

AijAjk ⊆ Aik, (i, j, k = 0, 1, . . . , n),(2.18)

AijAij ⊆ Aji, (i, j = 0, 1, . . . , n),(2.19)

AijAkl = 0, j 6= k, (i, j) 6= (k, l) (i, j, k, l = 0, 1, . . . , n),(2.20)

(xii, yijzji, tii) = 0 se i 6= j para todo xii, tii ∈ Aii, yij ∈ Aij e zji ∈ Aji,(2.21)

e muitas outras que estão dadas no livro de Schafer [12].

Lema 5 Seja A uma álgebra alternativa que contém um sistema de idempotentes ortogonais
e1, e2, . . . , en. Seja (2.16) a decomposição de Peirce de A associada a e1, e2, . . . , en. Então, a
álgebra A é associativa, se e somente se, cada Aii é associativa e A2

ij = 0 para i 6= j. Neste
caso, Aii será associativa se Aii = AijAji para alguns i 6= j, e A2

ij = 0 se Aij = AikAkj para
algum k 6= i, j.

Demonstração: Certamente as duas condições são necessárias. Também elas são suficientes
pois, (aii, bii, cii) = 0 se Aii é associativa, (aij, bij,A) = 0 porque A2

ij = 0, e através das
propriedades da decomposição de Peirce para álgebras alternativas (2.18), (2.19) e (2.20);
de modo que todos os produtos diferentes de zero devem ter índices ligados.

Usando a identidade

(xy, z, w) = x(y, z, w) + (x, z, w)y − (x, y, [z, w])

que é válida em toda álgebra alternativa. Assim, para todo aii, bii ∈ Aii e cijdji ∈ AijAji

(cijdji, aii, bii) = cij(dji, aii, bii) + (cij, aii, bii)dji − (cij, dji, [aii, bii]) = 0,

isto significa que AijAji se associa com Aii. Quando AijAji = Aii a álgebra Aii é associativa.
Quando Aij = AikAkj, então pela identidade linearizada da identidade de Moufang do meio
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(2.11)

A2
ij = AijAij = (AikAkj)(AikAkj)

⊆ −(AkjAkj)(AikAik) + (Aik(AkjAik))Akj + (Akj(AkjAik))Akj

(2.20)
= (0)

pois todos os espaços de Peirce são distintos se i, j, k 6=.
Isto prova o Lema.

Q.E.D.

Lema 6 Seja A uma álgebra alternativa com idempotente e 6= 1. Seja (2.14) a decomposição
de Peirce de A associada a e. Suponha que existem elementos a10 em A10 e b01 em A01, tais
que,

a10b01 = e.

Então, eAe = A10A01 é associativa.

Demonstração: É claro que eAe = A11. Também, A10A01 ⊆ A11. Vamos mostrar a outra
inclusão. Seja a11 um elemento de A11, então

a11 = a11e = a11(a10a01)
(2.2)
= (a11 ◦ a10)a01 − a10(a11a01) = (a11a10)a01 ∈ A10A01

para alguns a10 ∈ A01 e a01 ∈ A01. Portanto eAe = A11 = A10A01. Também (2.21) implica
que A10A01 é associativa.

Isto prova o Lema.

Q.E.D.

Agora, podemos enunciar e provar o teorema principal desta seção que é válido para as
álgebras alternativas de dimensão e característica arbitrária.

Teorema 10 Seja A uma álgebra alternativa com elemento identidade 1 que contém um
sistema de idempotentes ortogonais e1, e2, . . . , en tais que 1 = e1 + e2 + · · ·+ en. Suponha que
para cada i 6= j existem aij ∈ Aij e bji ∈ Aji, tais que,

aijbji = ei e bjiaij = ej.

Se n ≥ 3, então A é uma álgebra associativa.

Demonstração: Seja A =
∑
⊕Aij a decomposição de Peirce da álgebra alternativa A

relativa aos idempotentes e1, e2, . . . , en. Para qualquer i = 2, 3, . . . , n, primeiro mostraremos
que

A2
1i = A2

i1 = 0 (i = 2, . . . , n).

Considere e = e1 + ei 6= 1 pois n ≥ 3. Logo, pela hipótese, existem a1j ∈ A1j, aj1 ∈ Aj1,
aik ∈ Aik e aki ∈ Aki (1, i, j, k 6=), tais que,

e = e1 + ei = a1jaj1 + aikaki = (a1j + aik)(aj1 + aki),

onde os elementos a1j + aik e aj1 + aki pertencem aos espaços de Peirce da decomposição de
A associada a e. Assim, pelo Lema 6, temos

eAe = e(
∑
⊕Aij)e = (e1 + ei)(

∑
⊕Aij)(e1 + ei) = A11 ⊕A1i ⊕Ai1 ⊕Aii.
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é associativa. Mais, essa decomposição é a decomposição de Peirce de eAe associada ao
idempotente e1; de fato, como

e(eAe) = e(e(Ae)) = e2(Ae) = e(Ae) = eAe

e
(eAe)e = ((eA)e)e = (eA)e2 = (eA)e = eAe,

então e é o elemento identidade de eAe com a condição e = e1 + ei. A decomposição de
Peirce de eAe associada a e1 está dada por

eAe = (eAe)11 ⊕ (eAe)1i ⊕ (eAe)i1 ⊕ (eAe)ii.

Portanto,
(eAe)11 = e1(eAe)e1 = e1(A11 ⊕A1i ⊕Ai1 ⊕Aii)e1 = A11,

(eAe)1i = e1(eAe)ei = e1(A11 ⊕A1i ⊕Ai1 ⊕Aii)ei = A1i,

(eAe)i1 = ei(eAe)e1 = ei(A11 ⊕A1i ⊕Ai1 ⊕Aii)e1 = Ai1,

(eAe)ii = ei(eAe)ei = ei(A11 ⊕A1i ⊕Ai1 ⊕Aii)ei = Aii

e isso mostra o que queríamos. Portanto, pelo Lema 5, A11 é associativa e A2
1i = A2

i1 = 0.
Segue a partir da relação AijAkl = 0 para j 6= k dada em (2.20) que

(
n∑

j=2

A1j)
2 = (

n∑
i=2

Ai1)2 = 0.

Agora, consideramos a decomposição de Peirce A = A11⊕Ā12⊕Ā21⊕Ā22 de A relativa ao
idempotente e1 (Não há ambiguidade sobre a notaçãoA11, pois Ā11 = A11). Resulta do Lema
5 que A é associativa quando as componentes A11 e Ā22 são associativas e Ā2

12 = Ā2
21 = 0.

Mas,

Ā12 =
n∑

j=2

A1j, Ā21 =
n∑

i=2

Ai1, Ā22 =
n∑

i,j=2

Aij

onde,

A = A11 ⊕
n∑

j=2

A1j ⊕
n∑

i=2

Ai1 ⊕
n∑

i,j=2

Aij

é a decomposição de Peirce de A relativa aos idempotentes e1, e2, . . . , en. Portanto, Ā2
12 =

Ā2
21 = 0.
Já sabemos que A11 é associativa. Mas vamos mostrar esse resultado por meio de um

argumento útil. Para fazer isso, primeiro provamos que (a11, b11, c11)a12 = 0 para quaisquer
a11, b11, c11 ∈ A11 e a12 ∈ A12. De fato

(a11, b11, c11)a12 = ((a11b11)c11)a12 − (a11(b11c11))a12

(2.2)
= ((a11b11)c11)a12 − a11((b11c11) ◦ a12) + (a11a12)(b11c11)

= ((a11b11)c11)a12 − a11((b11c11)a12)

e logo usando a identidade linearizada de Moufang á direita (2.12), tem-se

((a11b11)c11)a12 − a11((b11c11)a12) = a11((a12c11)b11)− ((a11a12)c11)b11 = 0
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pois A12A11 = 0 (isto se segue de (2.20)). Assim, como existem a12 ∈ A12 e b21 ∈ A21, tais
que, a12b21 = e1 então, temos

(a11, b11, c11) = (a11, b11, c11)e1

= (a11, b11, c11)(a12b21)

= −((a11, b11, c11), a12, b21) + ((a11, b11, c11)a12)b21

= (a12, (a11, b11, c11), b21)

= 0.

Portanto, A11 é uma álgebra associativa.
Usando os argumentos acima expostos com e′2 = e2 + e3 + · · ·+ en e e1 + e′2 = 1. Vamos

provar que Ā22 é uma álgebra associativa. Temos que

Ā22 = {a ∈ A : e′2a = ae′2 = a}

e existem ai1 ∈ Ai1, b1i ∈ A1i tais que ai1b1i = ei para i = 2, 3, . . . , n. Logo, e′2 = a21b12 +
a31b13 + · · ·+ an1b1n, então para quaisquer a22, b22, c22 ∈ Ā22 tem-se

(a22, b22, c22) = (a22, b22, c22)e′2
= (a22, b22, c22)(a21b12 + a31b13 + · · ·+ an1b1n)

= (a22, b22, c22)(a21b12) + (a22, b22, c22)(a31b13) + · · ·+ (a22, b22, c22)(an1b1n).

Logo, (a22, b22, c22) = 0 se, e somente se, cada termo da soma do lado direito da igualdade
anterior é igual a zero. Assim,

(a22, b22, c22)a21 = ((a22b22)c22)a21 − (a22(b22c22))a21

(2.2)
= ((a22b22)c22)a21 − a22((b22c22) ◦ a21) + (a22a21)(b22c22)

= ((a22b22)c22)a21 − a22((b22c22)a21)

pois A21Ā22 = 0 (isto se segue de (2.20)). Logo, usando a identidade linearizada de Moufang
á direita (2.12), obtemos

((a22b22)c22)a21 − a22((b22c22)a21) = a22((a21c22)b22)− ((a22a21)c22)b22 = 0.

Então,
(a22, b22, c22)a21 = 0.

De forma análoga, (a22, b22, c22)a31 = . . . = (a22, b22, c22)an1 = 0. Portanto,

(a22, b22, c22)(a21b12) = −((a22, b22, c22), a21, b12) + ((a22, b22, c22)a21)b21

= (a21, (a22, b22, c22), b12)

= 0.

Da mesma forma, também temos (a22, b22, c22)(a31b13) = . . . = (a22, b22, c22)(an1b1n) = 0.
Logo, todos os termos da soma são iguais a 0. Assim, (a22, b22, c22) = 0 para quaisquer
a22, b22, c22 ∈ Ā22, ou seja, Ā22 é uma álgebra associativa. Portanto, A é uma álgebra asso-
ciativa.

Isto prova o Teorema.

Q.E.D.
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Corolário 11 Seja A uma álgebra alternativa com elemento identidade, tal que, A contém
Mn(F ) (n ≥ 3) com o mesmo elemento identidade. Então, A é associativa, e portanto é
válido o Teorema de Coordenatização de Wedderburn.

Usando o Corolário 11 podemos classificar os bimódulos alternativos unitários sobre
Mn(F ), n ≥ 3.

Corolário 12 Cada bimódulo alternativo unitário para Mn(F ), n ≥ 3, é associativo.

Observação 13 Deve-se notar que o Corolário 12 foi também obtido por Jacobson usando
sua classificação da redutibilidade completa dos bimódulos alternativos sobre corpos de ca-
racterística diferente de 2 (veja [3], Teorema 11.1). Portanto, o Corolário 12 generaliza a
aquele Teorema de Jacobson.

Observação 14 O corolário 12 não é válido se n = 2 pois M2(F ) possui um bimódulo de
Cayley irredutível unitário não-associativo de dimensão 2 (veja o exemplo 8 do Cap. 3).



Capítulo 3

O problema de Nathan Jacobson

A teoria estrutural das álgebras alternativas de dimensão finita foi desenvolvida por Zorn:
se A é uma álgebra altenativa de dimensão finita, então A contém um único ideal nilpotente
maximal R (o nil-radical da álgebra A), e a álgebra quociente A/R é semissimples. Cada
álgebra semissimples é uma soma direta de ideais que são álgebras simples. Cada álgebra
alternativa simples é uma álgebra associativa o uma álgebra de Cayley-Dickson sobre seu
centro (veja [13, 19]).

A teoria das representações das álgebras alternativas foi iniciada nos artigos de R. D.
Schafer [14] e N. Jacobson [3], onde foram estudadas as birepresentações das álgebras alter-
nativas de dimensão finita. Em particular, em [14] foi mostrado que qualquer birepresentação
de uma álgebra alternativa semissimples de característica 0 (sem nenhuma restrição sobre a
dimensão) é completamente redutível, e em [3] foram classificados os bimódulos alternativos
irredutíveis sobre as álgebras de dimensão finita.

N. Jacobson [3] descreveu os bimódulos alternativos irredutíveis sobre as álgebras dos
quaterniões sob a suposição que o corpo base tem característica diferente de 2 e centra-
liza o bimódulo. I. Shestakov [16] estendeu esse resultado, retirando as restrições sobre a
característica, a dimensão, e a condição da centralização.

O Teorema de Coordenatização de Wedderburn no caso n ≥ 3 admite uma generaliza-
ção formal para as álgebras alternativas, pois cada álgebra alternativa A que contém uma
subálgebra Mn(F ) para n ≥ 3 com o mesmo elemento identidade é associativa (veja o Co-
rolário 11 do Cap. 2). O problema da descrição das álgebras alternativas que contém uma
subálgebra M2(F ) com o mesmo elemento identidade foi formulado por N. Jacobson em [2],
o qual, vamos chamar “O problema de Nathan Jacobson”. Neste capítulo, nós resolvemos
esse problema sem nenhuma restrição sobre a dimensão e a característica do corpo F (veja
a secção 3.4).

Para obter a resposta do problema de Jacobson, usamos basicamente a descrição dos
bimódulos alternativos unitários sobre os quaterniões, obtida por Shestakov [16]. E na parte
final, desenvolvemos e usamos a teoria das álgebras alternativas tensoriais sobre uma fixada
álgebra alternativa. Essa teoria foi desenvolvida por I. Kashuba, S. Ovsienko e I. Shestakov
[5] para as álgebras de Jordan. Eles a usaram para classificar as álgebras de Jordan segundo
seu tipo de representação.

31
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3.1 Álgebras e bimódulos alternativos

3.1.1 Álgebras alternativas

Ao longo deste capítulo, salvo indicação em contrário, F denotará um corpo de caracte-
rística arbitrária. Também, A denotará um espaço de dimensão arbitrária sobre F .

Como foi dito nos capítulos 2 e 3, uma álgebra alternativa (linear) é um espaço vetorial
A com uma operação binária bilinear (x, y) 7→ xy satisfazendo as seguintes identidades:

(3.1) x2y = x(xy), (xy)y = xy2.

para todo x, y ∈ A.
Usando o associador, as identidades (3.1) que definem às álgebras alternativas podem ser

reescritas, como
(x, x, y) = 0, (x, y, y) = 0.

Lembremos que a primeira dessas é chamada de identidade alternativa à esquerda e a se-
gunda, a identidade alternativa à direita.

Linearizando as identidades da alternatividade à esquerda e à direita, obtemos as iden-
tidades

(x, z, y) + (z, x, y) = 0 (x, y, z) + (x, z, y) = 0,

das quais, resulta que em uma álgebra alternativa, o associador é uma função antissimétrica
dos seus argumentos. Também, essas identidades podem ser escritas como

(3.2) (x ◦ z)y − x(zy)− z(xy) = 0, (xy)z + (xz)y − x(y ◦ z) = 0.

Os exemplos mais importante de uma álgebra alternativa são as álgebras com composição.
Lembremos que em cada álgebra com composição A, além da forma quadrática n(x)

(norma de x ∈ A), estão também definidas, a forma bilinear f(x, y) conectada com n(x)
e a forma linear traça t(x) = f(1, x). Além disso, a aplicação x 7−→ x̄ = f(1, x) − x, é
uma involução na álgebra A. Se B é algum subespaço da álgebra com composição A, então,
denotamos por B⊥, ao complemento ortogonal do espaço B com respeito à forma f(x, y).

Pelo processo de duplicação de Cayley-Dickson [19] (veja Cap. II), as álgebras com com-
posição diferentes do corpo F , podem ser apresentadas na forma:

K(u) = F + Fv1,

v2
1 = v1 + u, 4u+ 1 6= 0;

a generalizada álgebra dos quaterniões

Q(u, β) = (K(u), β) = K(u) + v2K(u),

v2 ∈ K(u)⊥, v2
2 = β 6= 0;

a álgebra de Cayley-Dickson

C(u, β, γ) = (Q(u, β), γ) = Q(u, β) + v3Q(u, β),

v3 ∈ Q(u, β)⊥, v2
2 = γ 6= 0.

Denotamos por H e O, respectivamente, a generalizada álgebra dos quaterniões Q(u, β) e a



3.1 ÁLGEBRAS E BIMÓDULOS ALTERNATIVOS 33
álgebra de Cayley-Dickson C(u, β, γ).

Além disso, se denotarmos as álgebras de acima por Av = A + Av com v = v1, v2, v3,
introduzimos a involução

x+ yv 7−→ x̄− yv

chamada −I, onde x 7−→ x̄ é a involução da álgebra com composição A, onde A =
F,K(u),H.

Em uma álgebra com composição A, as seguintes condições, são equivalentes:

(a) n(x) = 0 para algum x 6= 0 de A;

(b) existem divisores de zero.

Se uma álgebra com composição A satisfaz uma das condições anteriores (a) ou (b), então
A é chamada split .

Exemplo 6 Consideremos a álgebra M2(F ) de matrizes de ordem 2 × 2 com entradas no
corpo F . Pode-se observar que M2(F ) é uma álgebra com composição com respeito à forma
quadrática n(x) = det(x). Também, em vista da presença de divisores de zero, a álgebra é
split. Por [19] (veja o Teorema 6 do Cap.II), cada álgebra com composição split de dimensão
4 sobre F , é isomorfa a M2(F ). Consequentemente, H ∼= M2(F ). Já temos notado, que a
correspondente forma quadrática sobre a álgebra M2(F ), é a determinante da matriz. Note,
também, que a forma linear traça t(x) sobre a álgebra M2(F ), é a traça usual de uma matriz.
Finalmente, a involução a 7−→ ā = t(a)− a, aparece na forma[

α β
γ δ

]
=

[
δ −β
−γ α

]
e é chamada a involução simplética.

Outro exemplo da generalizada álgebra dos quaterniões, é o seguinte:

Exemplo 7 Se a característica do corpo for diferente de 2, temos a clássica álgebra dos
quaterniões, a qual, é uma F -álgebra de dimensão 4 com base 1, i, j, k e com a seguinte
tabela de multiplicação

i2 = −1, j2 = −1, k2 = −1, ij = −ji = k.

Chamamos ao conjunto {1, i, j, k}, base clássica dos quaterniões.

3.1.2 Bimódulos alternativos

Sejam A uma álgebra alternativa sobre F e V um bimódulo sobre A, isto é, V é um
espaço vetorial sobre F equipado com as aplicações A⊗V −→ V , a⊗v 7−→ av, V ⊗A −→ V ,
v⊗a 7−→ va, a ∈ A, v ∈ V . Vamos a definir sobre o espaço vetorial E = A⊕V uma operação
binária F -bilinear · : E × E −→ E por

(a+ v) · (b+ w) = ab+ (av + wb),

onde a, b ∈ A, v, w ∈ V . Assim, E com a operação (produto) · torna-se uma álgebra, onde
A é uma subálgebra e V é um ideal tal que V 2 = 0. Então, dizemos que V é um bimódulo
alternativo sobre A se E = A⊕ V é uma álgebra alternativa com respeito a ·. Neste caso,
E = A⊕ V é chamada a extensão cisão nula de A pelo bimódulo V .
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Portanto, um bimódulo V sobre A é um bimódulo alternativo se, e somente se, são

satisfeitas as seguintes relações

(a, a, v) = 0, (a, v, b) + (v, a, b) = 0,

(v, b, b) = 0, (a, v, b) + (a, b, v) = 0,

para todo a, b ∈ A, v ∈ V .
Lembre que um bimódulo V sobre uma álgebra de composição A é chamada um bimó-

dulo de Cayley se satisfaz a relação

(3.3) av = vā,

onde a ∈ A, v ∈ V , e a→ ā é a involução canônica em A.

Exemplo 8 O bimódulo de Cayley irredutível unitário não-associativo de dimensão 2 para
M2(F ) é o espaço Cay = F.m1 + F.m2, onde M2(F ) age sobre Cay por

eij.mk = δikmj

m.a = ā.m

para todo i, j, k ∈ {1, 2}; onde a ∈ M2(F ), m ∈ Cay e a 7→ ā é a involução simplética em
M2(F ).

Um caso concreto do exemplo anterior, é o seguinte:

Exemplo 9 Na álgebra de matrizes de Cayley-Dickson C(F ), o espaço V = Fe
(2)
12 +Fe

(3)
21 é

um bimódulo de Cayley sobre M2(F ), onde a ação de M2(F ) sobre V está dada no exemplo
8, e a qual, pode-se mostrar usando a tabela de multiplicação da álgebra C(F ).

3.2 Formulação do problema
No capítulo 2, temos mostrado que o Teorema de Coordenatização de Wedderburn no

caso n ≥ 3 admite uma generalização formal para as álgebras alternativas (veja o Corolário
11 desse capítulo), isto é,

Seja A uma álgebra alternativa com elemento identidade tal que A contémMn(F ) (n ≥ 3)
com o mesmo elemento identidade. Então, A é associativa.

Observamos que nesse caso, é válido o Teorema de Coordenatização de Wedderburn, e
assim, a álgebra alternativa é uma álgebra de matrizes. A partir desse resultado, foi natural
a pergunta do caso n = 2, isto é, quando H ∼= M2(F ). Em geral, para a generalizada álgebra
dos quaterniões H isto foi formulado por Nathan Jacobson em [2] na década dos anos 50. O
problema é o seguinte:

Descrever as álgebras alternativas que contém uma subálgebra H com o mesmo elemento
identidade.

Esclarecemos que, se A contem H com o mesmo elemento identidade, a conclusão do
Corolário 11 não é verdade pois a existência da álgebra de Cayley-Dickson mostra que este
não é o caso.
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3.3 Solução do problema

O enunciado e a demonstração do seguinte resultado são análogos para álgebras do Lema
11 de [16] que foi dado para superálgebras.

Proposição 15 Seja A uma álgebra alternativa unitária sobre um corpo F que contém uma
subálgebra de composição C com o mesmo elemento identidade. Suponha que um subespaço
V de A é C−invariante e satisfaz (3.3). Então, as seguintes identidades são válidas para
quaisquer a, b ∈ C, r ∈ A, u, v ∈ V ;

(ab)v = b(av), v(ab) = (vb)a,(3.4)

a(ur) = u(ār),(3.5)

a(uv) = u(va), (uv)a = (au)v,(3.6)

(u, v, a) = [uv, a](3.7)

Demonstração: Utilizando a linearizada identidade da alternatividade à direita e por (3.3)

(ab)v = a(v ◦ b)− (av)b = a((b+ b̄)v))− b̄(av) = (b+ b̄)(av)− b̄(av) = b(av),

pois b + b̄ = t(b) ∈ F . Por (3.3), também obtemos a segunda relação de (3.4). Além disso,
pela linearizada identidade da alternatividade à esquerda

a(ur) = −u(ar) + (a ◦ u)r = −u(ar) + t(a)(ur) = u(ār),

o qual mostra (3.5). Substituindo v pela r em (3.5), obtemos a primeira equação de (3.6).
De maneira semelhante, podemos obter a segunda. Finalmente,

(u, v, a) = (uv)a− u(va) = (uv)a− a(uv) = [uv, a]

o qual mostra (3.7).
Isto prova o Lema.

Q.E.D.

É importante descrever a estrutura dos H−bimódulos alternativos unitários. Tal estru-
tura está dada no seguinte resultado:

Proposição 16 ([16], Lema 12) Cada H−bimódulo alternativo unitário V admite a de-
composição V = Va ⊕ Vc, onde Va é um H−bimódulo associativo e Vc é um bimódulo de
Cayley sob H; além disso, o subbimódulo Vc coincide com o subespaço (V,H,H) e cada
componente irredutível do subbimódulo Vc é isomorfo ao H−módulo associativo irredutível à
direita W com a seguinte ação de H: se a ∈ H e v ∈ W , então

av = v ∗ a, va = āv,

onde v ∗ a significa a ação associativa de H sob W e x 7→ x̄ é a involução canônica em H.
Em particular, se H é uma álgebra de divisão, então dimFW = 4, e se H = M2(F ), então
dimFW = 2 e W é isomorfo, como um H−bimódulo, ao bimódulo de Cayley Cay.

Denotaremos por CayH ao bimódulo de Cayley para a álgebra dos quaterniões de divisão
H e por Cay ao bimódulo de Cayley de dimensão 2 para H ∼= M2(F ). Por RegH denotaremos
ao H−bimódulo (associativo) regular.
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Seja A uma álgebra alternativa, tal que, A contém H com o mesmo elemento identidade,

então podemos fazer de A um H−bimódulo alternativo unitário. Logo, pela Proposição 16,
A é completamente redutível e admite a decomposição

A = Aa ⊕Ac,

onde Aa é um H−bimódulo associativo unitário e Ac é um H−bimódulo de Cayley unitário.
Seja Za = {v ∈ Aa|[v,H] = 0}. Como Aa é um H−bimódulo associativo unitário,

então como em ([8], Lema 3.3), sabemos que a categoria dos H−bimódulos unitários é
equivalente à categoria dos H◦ ⊗ H−módulos unitários à direita [10], onde H◦ é a álgebra
antissimétrica a H. Como H◦ ⊗ H ∼= M4(F ), isto implica que cada H−bimódulo unitário
é completamente redutível e que quaisquer dois H−bimódulos irredutíveis unitários, são
isomorfos. O H−bimódulo Reg = RegH é unitário e irredutível. Portanto, temos que o
bimódulo Aa é completamente redutível e é isomorfo a uma soma direta de H−bimódulos
regulares Reg, isto é, Aa =

∑
i⊕Regi. Logo, Aa contém um conjunto de elementos {ui} (as

imagens de 1 no isomorfismo com Reg), tais que Regi = uiH com ui ∈ Za, e cada elemento
de Aa pode ser escrito somente em uma única da forma, da forma

∑
uiai, ai ∈ H. Agora, é

claro que Za 6= 0 e Aa = ZaH.
Também, pela proposição 16, o bimódulo Ac coincide com (A,H,H) e é completamente

redutível; isto é, Ac =
∑

j ⊕C̃ayj, onde C̃ay é igual a CayH ou a Cay. Portanto,

A = (
∑
⊕Regi)⊕ (

∑
⊕C̃ayj).

Os enunciados e as demonstrações dos Lemas 7 e 8 são análogos para bimódulos dos
Lemas 3.1 e 3.2 de [8] dadas para superbimódulos.

Lema 7 Seja A = Aa⊕Ac a decomposição de A de acima. Então, para quaisquer m,n ∈ Ac,
a ∈ H,

(3.8) (mn)a = (am)n, a(mn) = m(na)

e para quaisquer u ∈ Aa, m ∈ Ac, a, b ∈ H,

(um)a = (uā)m(3.9)

a(mu) = m(āu),(3.10)

((um)a)b = (um)(ba),(3.11)

b(a(mu)) = (ab)(mu),(3.12)

(um, a, b) = (um)[b, a],(3.13)

(b, a,mu) = [b, a](mu),(3.14)

Demonstração: Primeiro, consideremos m,n ∈ Ac, a ∈ H. By (3.3), (mn)a − (am)n =
(mn)a− (mā)n = (m,n, a)− (m, ā, n) + m(na− ān) = (m,n, a) + (m, a, n) = 0. De forma
análoga, a(mn)−m(na) = 0. Isto prova (3.8)

Agora, sejam u ∈ Aa, m ∈ Ac, a, b ∈ H. Então

(um)a− (uā)m = (u,m, a)− (u, ā,m) + u(ma− ām) = 0,

e de forma semelhante, a(mu)−m(āu) = 0, os quais provam (3.9) e (3.10). Além disso, por



3.3 SOLUÇÃO DO PROBLEMA 37
(3.9)

(um)a.b = (uā.m)b = (uā.b̄)m = (u.ba)m = (um)(ba),

o qual prova (3.11). Similarmente, por (3.10), obtemos (3.12). Finalmente, por (3.11) y (3.12)
se seguem

(um, a, b) = ((um)a)b− (um)(ab) = (um)(ba)− (um)(ab) = (um)[b, a] e

(b, a, um) = (ba)(mu)− b(a(mu)) = (ba)(mu)− (ab)(mu) = [b, a](mu)

os quais provam (3.13) e (3.14).
Isto prova o Lema.

Q.E.D.

Lema 8 Os produtos AaAa, AaAc, AcAa e AcAc são subespaços H−invariantes. Além
disso, AaAc +AcAa ⊆ Ac e AcAc ⊆ Aa.

Demonstração: Como Aa e Ac são H−invariantes, é suficiente provar para a primeira
parte do Lema, que o produto de quaisquer subespaços H−invariantes U e W é de novo
H−invariante.

Temos pela linearizada identidade da alternatividade a direita

(UW )H ⊆ U(W ◦H) + (UH)W ⊆ UW,

e de forma semelhante H(UW ) ⊆ UW.
Agora, vamos a demonstrar que AaAc + AcAa ⊆ Ac. Lembremos, que pela Proposição

14, Ac = (A,H,H). Escolhamos a, b ∈ H tais que 0 6= [a, b]2 ∈ F , e, por (3.14),

AcAa = [a, b]2(AcAa) ⊆ [a, b](AcAa) ⊆ (a, b,AcAa) ⊆ (H,H,A) = Ac

e de forma semelhante AcAa ⊆ Ac. Finalmente, para quaisquer m,n ∈ Ac e a ∈ H, temos
por (3.8) e (3.4)

((mn)a)b = ((am)n)b = (b(am))n = ((ab)m)n = (mn)(ab),

o qual prova que AcAc ⊆ Aa.
Isto prova o Lema.

Q.E.D.

Lema 9 Aa é uma subálgebra associativa de A.

Demonstração: Fixemos elementos arbitrários u, v, w ∈ Za e a, b, c ∈ H. Consideremos as
identidades

[x, yz] = [x, y]z + y[x, z]− 3(x, y, z),(3.15)

(xy, z, t) = x(y, z, t) + (x, z, t)y − (x, y, [z, t]),(3.16)

e a identidade

(3.17) 2[(x, y, z), t] = ([x, y], z, t) + ([y, z], x, t) + ([z, x], y, t),
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que é válida em cada álgebra alternativa (veja [19], Lema 3, 2). Então, por (3.17)

([a, b], u, v) = 2[(a, b, u), v]− ([b, u], a, v)− ([u, a], b, v) = 0.

Assim, por (3.16)

(uv, a, b) = u(v, a, b) + (u, a, b)v − (u, v, [a, b]) = −([a, b], u, v) = 0,

o qual implica, (ZaZa,H,H) = 0. Agora, consideremos as seguintes identidades, que são
válidas em cada álgebra alternativa (veja [19] e [16])

(3.18) [x, y](x, y, z) = (x, y, (x, y, z)) = −(x, y, z)[x, y],

((z, w, t), x, y) = ((z, x, y), w, t) + (z, (w, x, y), t)

+ (z, w, (t, x, y))− [w, (z, t, [x, y])] + ([z, t], w, [x, y]).
(3.19)

Pela linearização de (3.18) e escolhendo a, b ∈ H tais que [a, b]2 = α ∈ F , α 6= 0, temos para
quaisquer x ∈ Aa

[a, b](u, x, c) = −[u, b](a, x, c)− [a, x](u, b, c)− [u, x](a, b, c) + (a, b, (u, x, c))

+(u, b, (a, x, c)) + (a, x, (u, b, c)) + (u, x, (a, b, c))

= (a, b, (u, x, c))
(3.19)
= ((u, a, b), x, c) + (u, (x, a, b), c) + (u, x, (c, a, b))

−[x, (u, c, [a, b])] + ([u, c], x, [a, b]) = 0.

Logo, α(u, x, c) = [a, b]2(u, x, c) = [a, b]([a, b](u, x, c)) = 0, e assim, (u, x, c) = 0, o qual
implica, (Za,Aa,H) = 0. Em particular, (Za, Za,H) = 0. Então, por (3.15)

[a, uv] = [a, u]v + u[a, v]− 3(a, u, v) = 0;

e assim [H, ZaZa] = 0. Portanto, ZaZa ⊆ Za.
Usando a linearização de (3.18), temos

[a, b](u, v, w) = −[a, v](u, b, w)− [u, b](a, v, w)− [u, v](a, b, w) + (a, b, (u, v, w))

+(a, v, (u, b, w)) + (u, b, (a, v, w)) + (u, v, (a, b, w)) = 0.

Escolha a, b ∈ H tais que [a, b]2 = α ∈ F , α 6= 0. Então

α(u, v, w) = [a, b]2(u, v, w) = [a, b]([a, b](u, v, w)) = 0,

e assim, (u, v, w) = 0. Portanto, Za é associativa.
Consequentemente, pela linearização da identidade de Moufang do meio e usando o fato

que Aa é um H−bimódulo associativo, obtemos

(ua)(vb) = −(ba)(vu) + (u(av))b+ (b(av))u

= −(ba)(vu) + (u(va))b+ ((ba)v)u

= −(ba)(vu) + ((uv)a)b+ (ba)(vu)

= (uv)(ab).

Portanto, AaAa ⊆ Aa, isto é, Aa é uma subálgebra de A.
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Lembrando que (Za,Aa,H) = 0, então para todo x, y ∈ Aa, obtemos

(ua, x, y)
(3.16)
= u(a, x, y) + (u, x, y)a− (u, a, [x, y])

= u(a, x, y) + (u, x, y)a.

Assim, usando a última igualdade várias vezes e o fato que Za é associativa, temos

(ua, vb, wc) = u(a, vb, wc) + (u, vb, wc)a

= −u(v(b, a, wc) + (v, a, wc)b)− (v(b, u, wc) + (v, u, wc)b)a

= −((w(c, v, u) + (w, v, u)c)b)a = 0.

Portanto, Aa é uma subálgebra associativa de A.
Isto prova o Lema.

Q.E.D.

Dos Lemas 8 e 9, se segue imediatamente o seguinte resultado.

Corolário 17 A = Aa ⊕ Ac é uma álgebra Z2−graduada, onde Aa é a parte par e Ac é a
parte ímpar da Z2−graduação de A.

No que segue vamos a usar de maneira permanente o fato de que A é uma álgebra
alternativa Z2-graduada. Assim, temos (Ac,Aa,Ac) ⊆ Aa, (Ac,H,Ac) ⊆ Aa e [Za,Ac] ⊆ Ac.

Lema 10 (Za,A,A) = 0.

Demonstração: Fixemos elementos arbitrários u, v, w ∈ Za, m,n ∈ Ac e a, b, c ∈ H. Na
prova do Lema anterior temos mostrado que (Za,Aa,H) = 0. Assim, vamos generalizar a
igualdade anterior y mostrar primeiro que

(3.20) (Za,A,H) = 0.

Pelo fato de que Ac é um H-bimódulo de Cayley, temos

(a, u,m) = (au)m− a(um) = (au)m− (um)ā = (au)m− (ua)m = [a, u]m = 0,

o qual prova (H, Za,Ac) = 0. Portanto,

(Za,A,H) ⊆ (Za,Aa,H) + (Za,Ac,H) = 0,

o qual prova (3.20).
Além disso, consideremos a identidade

(3.21) ([x, y], y, z) = [y, (x, y, z)]

que é válida em toda álgebra alternativa. Usando sua linearização, obtemos

([u,m], a, b) = −([u, a],m, b) + [m, (u, a, b)] + [a, (u,m, b)] = 0.

Portanto, ([Za,Ac],H,H) = 0, isto é, [Za,Ac] ⊆ Aa. Logo

[Za,Ac] ⊆ Aa ∩ Ac = 0,
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o qual implica [Za,Ac] = 0.

Pela linearização de (3.18), por (3.19) e escolhendo a, b ∈ H tais que [a, b]2 = α ∈ F ,
α 6= 0 obtemos

[a, b](u,m, n) = −[u, b](a,m, n)− [a,m](u, b, n)− [u,m](a, b, n) + (a, b, (u,m, n))

+(u, b, (a,m, n)) + (a,m, (u, b, n)) + (u,m, (a, b, n))

= (u,m, (a, b, n))

= ((u,m, a), b, n)− ((u, b, n),m, a)− (u, (m, b, n), a)

+[m, (u, a, [b, n])]− ([u, a],m, [b, n]) = 0

logo, α(u,m, n) = [a, b]2(u,m, n) = [a, b]([a, b](u,m, n)) = 0 e (u,m, n) = 0; portanto,
(Za,Ac,Ac) = 0. Também

[a, b](u, n, v) = −[u, b](a, n, v)− [a, n](u, b, v)− [u, n](a, b, v) + (a, b, (u, n, v))

+(u, b, (a, n, v)) + (a, n, (u, b, v)) + (u, n, (a, b, v))

= (a, b, (u, n, v))

= ((u, n, a), b, v)− ((u, b, v), n, a)− (u, (n, b, v), a)

+[n, (u, a, [b, v])]− ([u, a], n, [b, v]) = 0,

assim, α(u, n, v) = [a, b]2(u, n, v) = [a, b]([a, b](u, n, v)) = 0 e (u, n, v) = 0; portanto,
(Za,Ac, Za) = 0. Em seguida, por (3.16) e (3.20)

(ua, v,m) = u(a, v,m) + (u, v,m)a− (u, a, [v,m]) = 0;

assim (ZaH, Za,Ac) = 0. Portanto, (Aa, Za,Ac) = 0.
Também, usando duas vezes a identidade (3.16) e o fato que Za é associativa, obtemos

(ua, vb, w) = u(a, vb, w) + (u, vb, w)a

= −u(v(b, a, w) + (v, a, w)b)− (v(b, u, w) + (v, u, w)b)a = 0.

Assim, (ZaH, ZaH, Za) = 0; logo (Aa,Aa, Za) = 0. Portanto

(Za,A,A) ⊆ (Za,Aa,Aa) + (Za,Ac,Aa) + (Za,Aa,Ac) + (Za,Ac,Ac) = 0;

logo, Za está contido no centro associativo de A, isto é, Za ⊆ Z(A).
Isto prova o Lema.

Q.E.D.

Corolário 18 A = Za ⊗F H +Ac.

Demonstração: Como Aa =
∑
uiH, cada elemento de Aa pode ser escrito em uma única

forma, da forma
∑
uiai com ai ∈ H. Sabemos que Aa é associativa. Por utro lado, seja

x =
∑
uiai ∈ Za, então ax = xa para todo a ∈ H. Logo, por [Za,H] = 0 temos∑

uiaai =
∑

uiaia;

assim, aai = aia. Mas, como H é central, temos ai = α11, αi ∈ F . Então, Za =
∑
Fui.

Portanto, é claro que Aa = Za ⊗F H, onde pelo Lema 9, Za é associativa.
Isto prova o Corolário.
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Q.E.D.

Lema 11 [Za, Za]Ac = Ac[Za, Za] = 0.

Demonstração: Do Lema 10 tem-se (Za,A,A) = 0; em particular (Za, Za,A) = 0. Assim,
pela linearização de (3.18)

[Za, Za](A,A,A) ⊆ −[A, Za](Za,A,A)− [Za,A](A, Za,A)− [A,A](Za, Za,A)

+(Za, Za, (A,A,A)) + (A, Za, (Za,A,A)) + (Za,A, (A, Za,A))

+(A,A, (Za, Za,A)) = 0.

Portanto, [Za, Za](A,A,A) = 0. De forma semelhante, (A,A,A)[Za, Za] = 0.
Seja w ∈ Ac, por (3.4) temos

[a, b]w = (ab)w − (ba)w = (ab)w − a(bw) = (a, b, w).

para todo a, b ∈ H. Logo, escolhendo a, b ∈ H tais que [a, b]2 = α ∈ F , α 6= 0. Então, por
(3.18) αw = [a, b]([a, b]w) = [a, b](a, b, w) = ((a, b, w), a, b) ∈ (A,A,A) e w ∈ (A,A,A).
Assim, [Za, Za]w = 0 e w[Za, Za] = 0, os quais implicam

(3.22) [Za, Za]Ac = 0 e Ac[Za, Za] = 0.

Isso prova o Lema.

Q.E.D.

Corolário 19 Se Ac 6= 0 e Annl(Ac) = Annr(Ac) = 0. Então, Za é una subálgebra comu-
tativa.

Observação 20 Podemos dar uma demonstração mais direta do Lema 11 usando a Z2-
graduação de A. Na demonstração do Lema 10 temos obtido [Za,Ac] = 0. Assim, por (3.15)
e pelo Lema 10

[Za, Za]Ac ⊆ [Za, ZaAc]− Za[Za,Ac] + 3(Za, Za,Ac) = 0

e
Ac[Za, Za] ⊆ [Za,AcZa]− [Za,Ac]Za + 3(Za,Ac, Za) = 0;

portanto [Za, Za]Ac = Ac[Za, Za] = 0. Além disso,

[Za, Za](AcAc) ⊆ ([Za, Za]Ac)Ac + ([Za, Za],Ac,Ac) = (Ac, [Za, Za],Ac) = 0,

(AcAc)[Za, Za] ⊆ Ac(Ac[Za, Za]) + (Ac,Ac, [Za, Za]) = (Ac, [Za, Za],Ac) = 0,

os quais implicam

(3.23) [Za, Za](AcAc) = 0 e (AcAc)[Za, Za] = 0.

Se as condições do Corolário 19 são válidas, temos que [Za, Za] = 0. Assim, Za é uma
álgebra comutativa

Observação 21 Se car F = 2, então A = Aa ⊕ Ac é uma superálgebra alternativa. Por
([16], Lema 8), sabemos que se A for prima e não trivial, isto é, Ac 6= 0, então Ann(Ac) = 0.
Portanto, pelo Corolário 19, a subálgebra Za de Aa, é comutativa.
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Proposição 22 Se H ∼= M2(F ). Então, para todo i 6= j o H−subbimódulo associativo
unitário Cayi · Cayj de Aa tem uma base de 4 elementos. Além disso, se i = j, então
Cay2

i = 0.

Demonstração: Sabemos que Ac =
∑
⊕Cayj, onde os Cayi = F.m

(i)
1 + F.m

(i)
2 são os

bimódulos de Cayley irredutíveis sobre H. Além disso, sabemos que a álgebra alternativa A
é Z2-graduada, logo A2

c ⊆ Aa.
As relações

HA2
c ⊆ (H ◦ Ac)Ac +Ac(HAc) ⊆ A2

c

e
A2

cH ⊆ −(AcH)Ac +Ac(Ac ◦H) ⊆ A2
c

mostram que A2
c é um subbimódulo de Aa. Em particular, para todo i e j temos que

CayiCayj são subbimódulos de Aa com CayiCayj ⊆ Aa =
∑
ukH. Portanto, existem es-

calares αi, βi, γi, ξi ∈ F tais que m(i)
1 m

(j)
1 =

∑
i(αiuie11 + βiuie12 + γiuie21 + ξiuie22). Mas,

por (3.6) e (3.3)

e22(m
(i)
1 m

(j)
1 ) = m

(i)
1 (m

(j)
1 .e22) = m

(i)
1 (ē22.m

(j)
1 ) = m

(i)
1 m

(j)
1

e também
(m

(i)
1 m

(j)
1 )e11 = (e11.m

(i)
1 )m

(j)
1 = m

(i)
1 m

(j)
1 .

Assim, lembrando as propriedades da subálgebra Za, temos

m
(i)
1 m

(j)
1 = e22(m

(i)
1 m

(j)
1 ) =

∑
i

(αie22uie11 + βie22uie12 + γie22uie21 + ξie22uie22)

=
∑
i

(αiuie22e11 + βiuie22e12 + γiuie22e21 + ξiuie22e22)

=
∑
i

(γiuie21 + ξiuie22)

e
m

(i)
1 m

(j)
1 = (m

(i)
1 m

(j)
1 )e11 =

∑
i

(γiuie21e11 + ξiuie22e11) =
∑
i

γiuie21.

Logo, escrevemos m(i)
1 m

(j)
1 = u21e21 onde u21 =

∑
i γiui. Analogamente, existem os escalares

α
′
i, β

′
i, γ

′
i, ξ

′
i tais que m

(i)
1 m

(j)
2 =

∑
i(α

′
iuie11 + β

′
iuie12 + γ

′
iuie21 + ξ

′
iuie22). Mas,

e11(m
(i)
1 m

(j)
2 ) = m

(i)
1 (m

(j)
2 .e11) = m

(i)
1 (ē11.m

(j)
2 ) = m

(i)
1 m

(j)
2

e também
(m

(i)
1 m

(j)
2 )e11 = (e11.m

(i)
1 )m

(j)
2 = m

(i)
1 m

(j)
2 .

Portanto,

m
(i)
1 m

(j)
2 = e11(m

(i)
1 m

(j)
2 ) =

∑
i

(α
′

ie11uie11 + β
′

ie11uie12 + γ
′

ie11uie21 + ξ
′

ie11uie22)

=
∑
i

(α
′

iuie11e11 + β
′

iuie11e12 + γ
′

iuie11e21 + ξ
′

iuie11e22)

=
∑
i

(α
′

iuie11 + β
′

iuie12)
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e

m
(i)
1 m

(j)
2 = (m

(i)
1 m

(j)
2 )e11 =

∑
i

(α
′

iuie11e11 + β
′

iuie12e11) =
∑
i

α
′

iuie11.

Logo, m(i)
1 m

(j)
2 = u11e11 onde u11 =

∑
i α
′
iui. Similarmente, existem os escalares α′′i , β

′′
i , γ

′′
i , ξ

′′
i

tais que m(i)
2 m

(j)
1 =

∑
i(α

′′
i uie11 + β

′′
i uie12 + γ

′′
i uie21 + ξ

′′
i uie22). Mas,

e22(m
(i)
2 m

(j)
1 ) = m

(i)
2 (m

(j)
1 .e22) = m

(i)
2 (ē22.m

(j)
1 ) = m

(i)
2 m

(j)
1

e
(m

(i)
2 m

(j)
1 )e22 = (e22.m

(i)
2 )m

(j)
1 = m

(i)
2 m

(j)
1 .

Logo,

m
(i)
2 m

(j)
1 = e22(m

(i)
1 m

(j)
2 ) =

∑
i

(α
′′

i e22uie11 + β
′′

i e22uie12 + γ
′′

i e22uie21 + ξ
′′

i e22uie22)

=
∑
i

(α
′′

i uie22e11 + β
′′

i uie22e12 + γ
′′

i uie22e21 + ξ
′′

i uie22e22)

=
∑
i

(γ
′′

i uie21 + ξ
′′

i uie22)

e
m

(i)
2 m

(j)
1 = (m

(i)
2 m

(j)
1 )e22 =

∑
i

(γ
′′

i uie21e22 + ξ
′′

i uie22e22) =
∑
i

ξ
′′

i uie22.

Assim, m(i)
2 m

(j)
1 = u22e22 onde u22 =

∑
i ξ
′′
i ui. Finalmente, existem escalares α′′′i , β

′′′
i , γ

′′′
i , ξ

′′′
i

tais que m(i)
2 m

(j)
2 =

∑
i(α

′′′
i uie11 + β

′′′
i uie12 + γ

′′′
i uie21 + ξ

′′′
i uie22). Mas,

e11(m
(i)
2 m

(j)
2 ) = m

(i)
2 (m

(j)
2 .e11) = m

(i)
2 (ē11.m

(j)
2 ) = m

(i)
2 m

(j)
2

e
(m

(i)
2 m

(j)
2 )e22 = (e22.m

(i)
2 )m

(j)
2 = m

(i)
2 m

(j)
2 .

Então,

m
(i)
2 m

(j)
2 = e11(m

(i)
2 m

(j)
2 ) =

∑
i

(α
′′′

i e11uie11 + β
′′′

i e11uie12 + γ
′′′

i e11uie21 + ξ
′′′

i e11uie22)

=
∑
i

(α
′′′

i uie11e11 + β
′′′

i uie11e12 + γ
′′′

i uie11e21 + ξ
′′′

i uie11e22)

=
∑
i

(α
′′′

i uie11 + β
′′′

i uie12)

e
m

(i)
2 m

(j)
2 = (m

(i)
2 m

(j)
2 )e22 =

∑
i

(α
′′′

i uie11e22 + β
′′′

i uie12e22) =
∑
i

β
′′′

i uie12.

Assim, m(i)
2 m

(j)
2 = u12e12 onde u12 =

∑
i β
′′′
i ui.

Ao considerar o H−bimódulo C = {u11e11, u12e12, u21e21, u22e22} finitamente gerado, te-
mos CayiCayj ⊂ C. Como os elementos uij pertencem a Za, então

u11e12 = (u11e11)e12 = (m
(i)
1 m

(j)
2 )e12 = (e12.m

(i)
1 )m

(j)
2 = m

(i)
2 m

(j)
2 = u12e12,
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o qual, implica u11 = u12. Também

u11e21 = e21(u11e11) = e21(m
(i)
1 m

(j)
2 ) = m

(i)
1 (m

(j)
2 .e21) = m

(i)
1 (ē21.m

(j)
2 ) = −m(i)

1 m
(j)
1 = −u21e21,

do qual, temos u11 = −u21. Seguidamente

u11e22 = (e21(u11e11))e12 = (e12.m
(i)
1 )(m

(j)
2 .e21) = m

(i)
2 (ē21.m

(j)
2 ) = −m(i)

2 m
(j)
1 = −u22e22

e segue que u11 = −u22. Portanto, temos mostrado que o H−bimódulo C é cíclico e pode ser
gerado por quaisquer dos elementos urs (r, s = 1, 2). Assim, CayiCayj = uijH e o elemento
uij esta bem definido para cada i e j. Portanto, CayiCayj tem uma base de 4 elementos.

Pelas relações obtidas acima, ao considerar uij = e21, temos

m
(i)
1 m

(j)
1 = uije21,

m
(i)
1 m

(j)
2 = −uije11,

m
(i)
2 m

(j)
1 = uije22,

m
(i)
2 m

(j)
2 = −uije12.

Por outro lado, se i = j sabemos que (m
(i)
1 )2 = uiie21. Então, pela seguinte identidade

(3.24) [x2, y] = [x, x ◦ y]

que é válida en toda álgebra alternativa, obtemos

[(m
(i)
1 )2, e12] = [m

(i)
1 ,m

(i)
1 ◦ e12] = [m

(i)
1 ,m

(i)
1 .e12 + e12.m

(i)
1 ] = [m

(i)
1 , ē12.m

(i)
1 + e12.m

(i)
1 ] = 0.

Imediatamente, por (3.15)

0 = [uiie21, e12] = −[e12, uii]e21 − uii[e12, e21] + 3(e12, uii, e21) = −uii(e11 − e22).

Logo, se segue facilmente que uii = 0. Portanto, Cay2
i = 0.

Isto prova o Lema.
Q.E.D.

Lema 12 Para cada i, j 6=, temos CayiCayj = uijH e CayjCayi = ujiH. Então,

uji = −uij.
Demonstração: Temos CayiCayj = uijH, onde o elemento uij ∈ Za esta bem definido e
é um dos elementos u11, u12, u21 e u22 de Za. De forma semelhante, CayjCayi = ujiH com
uji ∈ Za. Assim,

m
(i)
1 m

(j)
1 = uije12 = e12uij e m

(j)
1 m

(i)
1 = ujie12 = e12uji.

Primeiramente, vamos mostrar que m(i)
1 ◦m

(j)
1 = 0. Por (3.6) e (3, 3)

e21(m
(i)
1 ◦m

(j)
1 ) = m

(i)
1 (m

(j)
1 .e21) +m

(j)
1 (m

(i)
1 .e21) = m

(i)
1 (ē21.m

(j)
1 ) +m

(i)
1 (ē21.m

(j)
1 ) = 0.

Agora, como m(i)
1 ◦m

(j)
1 ∈ Aa, então pelo fato que Aa é um H−bimódulo associativo, temos

0 = e12(e21(m
(i)
1 ◦m

(j)
1 )) = (e12e21)(m

(i)
1 ◦m

(j)
1 ) = e11(m

(i)
1 ◦m

(j)
1 ).
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Mas, por outro lado

0 = [e21(m
(i)
1 ◦m

(j)
1 )]e12 = [e21(e12uij + e12uji)]e12 = e22(uije12 + ujie12) = e22(m

(i)
1 ◦m

(j)
1 );

assim
0 = e11(m

(i)
1 ◦m

(j)
1 ) + e22(m

(i)
1 ◦m

(j)
1 ) = m

(i)
1 ◦m

(j)
1 .

Portanto,
0 = m

(i)
1 ◦m

(j)
1 = uije12 + ujie12 = (uij + uji)e12,

o qual, implica facilmente que uji = −uij.
Isto prova o Lema.

Q.E.D.

Consideremos para cada i, j, o seguinte subconjunto Z = {uij} dos elementos de Za

obtidos na Proposição 22, tais que, CayiCayi = uijH, onde uii = 0.

Lema 13 [Z,A] = 0.

Demonstração: Na prova do Lema 10 temos mostrado que [Za,Ac] = 0. Logo, em particular

[Z,Ac] = 0.

Agora, vamos mostrar que os elementos de Z comutam com os elementos de Za, isto é,
[Z,Za] = 0. Sejam m

(i)
1 ∈ Cayi, m

(j)
2 ∈ Cayj com i, j 6=. Como Za ⊆ N(A), então para todo

u ∈ Za, obtemos
(m

(i)
1 m

(j)
2 )u = uije11u = uijue11.

E analogamente u(m
(i)
1 m

(j)
2 ) = uuije11. Mas [Za,Ac] = 0, logo

u(m
(i)
1 m

(j)
2 ) = m

(i)
1 um

(j)
2 = m

(i)
1 m

(j)
2 u = (m

(i)
1 m

(j)
2 )u.

Assim,
uuije11 = uijue11,

o qual, implica facilmente que [u, uij] = 0; portanto [Za, Z] = 0.
Assim, como sabemos que Aa = ZaH, então por (3.15)

[Z,Aa] = [Z,ZaH] ⊆ [Z,Za]H + Za[Z,H]− 3(Z,Za,H) = [Z,Za]H = 0.

Consequentemente, [Z,Aa] = 0 e

[Z,A] = [Z,Aa] + [Z,Ac] = 0.

Isto prova o Lema.

Q.E.D.

O Lema 10 junto com o Lema 13 mostram que Z está contido no centro da álgebra
alternativa A.

Sejam i, j, k, l 6= e consideremos os elementos m(i)
1 , m(j)

1 e m(k)
2 das bases dos bimódulos

de Cayley irredutíveis Cayi, Cayj e Cayk de dimensão 2. Lembremos que na demonstração
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da Proposição 22, tínhamos obtido m(i)

1 m
(j)
1 = uije21 e m(i)

1 m
(k)
2 = −uike11. Então, usando a

igualdade [Za,Ac] = 0 junto com a linearizada identidade alternativa à direita, obtemos

uijm
(k)
1 = uij(e21.m

(k)
2 ) = (uije21)m

(k)
2

= (m
(i)
1 m

(j)
1 )m

(k)
2

= −(m
(i)
1 m

(k)
2 )m

(j)
1 +m

(i)
1 (m

(j)
1 ◦m

(k)
2 )

= −(−uike11)m
(j)
1 +m

(i)
1 (−ujke11 + ukje22)

= uik(e11.m
(j)
1 ) + ujk(m

(i)
1 .e11) + ukj(m

(i)
1 .e22)

= uikm
(j)
1 + ujk(ē11.m

(i)
1 ) + ukj(ē22.m

(i)
1 )

= uikm
(j)
1 + ujk(e22.m

(i)
1 ) + ukj(e11.m

(i)
1 )

= uikm
(j)
1 + ukjm

(i)
1 .

Assim

(3.25) uijm
(k)
1 = uikm

(j)
1 + ukjm

(i)
1 .

De forma semelhante, podemos obter uijm
(k)
2 = uikm

(j)
2 + ukjm

(i)
2 . Olhamos que para achar

(3.25) temos usado m(k)
1 = e21.m

(k)
2 , mas se utilizarmos a relação m(k)

1 = e11.m
(k)
1 , pode-se

mostrar que obtemos novamente (3.25). Logo, ao multiplicar (3.25) pelo elemento m(l)
1 da

base de Cayl, temos
uijukle21 = uikujle21 + ukjuile21,

a qual implica

(3.26) uijukl = uikujl + ukjuil.

Lema 14 Consideremos a álgebra de polinômios F [x1, . . . , xn; y1, . . . , yn], e sejam αij =

det
[
xi yi
xj yj

]
∈ F [x1, . . . , xn; y1, . . . , yn]. Então, a álgebra algF 〈αij | 1 ≤ i < j ≤ n〉 é uma

álgebra livre módulo as relações

αij = −αji,

αijαkl = −αkiαjl + αkjαil.

Demonstração: Vamos mostrar que os αij satisfazem as relações. Rapidamente,

αij = det
[
xi xj
yi yj

]
= xiyj − yixj = −(xjyi − yjxi) = −det

[
xj xi
yj yi

]
= −αji.

Sejam αki = det
[
xk xi
yk yi

]
, αjl = det

[
xj xl
yj yl

]
, αkj = det

[
xk xj
yk yj

]
e αil = det

[
xi xl
yi yl

]
.

Então,

−αkiαjl + αkjαil = −(xkyi − ykxi)(xjyl − yjxl) + (xkyj − ykxj)(xiyl − yixl)
= (−yixj + yjxi)xkyl + (−xiyj + xjyi)ykxl

= (xiyj − xjyi)(xkyl − ylxl)
= αijαkl.
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Agora, seja F [uij] uma álgebra livre módulo as relações dadas no enunciado do Lema.

Assim, existe um epimorfismo π : F [uij] −→ F [αij]; uij 7−→ αij. Provaremos que ker π = 0.
Seja f(u1i, . . . , u(n−1)n) ∈ kerπ, então existe k, tal que

uk12f(u1i, . . . , u(n−1)n) ∈ F [u1i, . . . , u2j].

Se g(u1i, . . . , u(n−1)n) = uk12f(u1i, . . . , u(n−1)n), é claro que g(u1i, . . . , u(n−1)n) ∈ kerπ, então
g(α1i, . . . , α(n−1)n) = 0. Logo, todos os coeficientes do polinômio f(u1i, . . . , u(n−1)n) são 0;
portanto f(u1i, . . . , u(n−1)n) = 0.

Q.E.D.

Lema 15 Os elementos u12, . . . , u1n, u23, . . . , u2n são algebricamente independentes

Demonstração: Da relação uijukl + ukiujl + ukjuil = 0, temos

u12uij + u1iuj2 + u1ju2i = 0,

então u12 ∈ algF 〈u1i, u2j | 1 < i ≤ n, 2 < j ≤ n〉. Vamos mostrar que os elementos u1i, u2j

são algebricamente independentes. Primeiramente, observamos a igualdade dos corpos de
fracções

F (x1, x2, y1, y2) = F (x1, x2, y1, u12),

pois y2 = 1
x1
u12 + x2y1

x1
. De forma semelhante, resolvendo o sistema

u1n = x1yn − y1xn,

u2n = x2yn − y2xn

obtemos xn = x2

x1y2−x2y1
u1n − x1

x1y2−x2y1
u2n e yn = y2

x1y2−y1y2u1n − y1
x1y2−y1x2

u2n; logo

xnyn ∈ F (u1n, u2n, x1, x2, y1, y2) = F (u1n, u2n, x1, x2, y1, u12).

Portanto,

F (x1, . . . , x2, y1, . . . , y2) = F (x1, x2, y1, u12, . . . , u1n, u23, . . . , u2n).

e tr.degF (x1, x2, y1, u12, . . . , u1n, u23, . . . , u2n) = 2n (grau de transcendência), o qual, signi-
fica que os elementos u12, . . . , u1n, u23, . . . , u2n são algebricamente independentes.

Q.E.D.

No que segue vamos a supor que H é a álgebra dos quaterniões de divisão.
Os H−bimódulos de Cayley formam uma categoria que é isomorfa à categoria dos

H−módulos associativos à direita via o seguinte isomorfismo (veja a demonstração da Pro-
posição 16 dada no Lema 12 de [16]): seja L um H−módulo associativo à direita com a ação
(v, a) 7→ v ∗ a. Então, o espaço vetorial L com as operações de bimódulo

a.v = v ∗ a, v.a = āv,

é um bimódulo de Cayley alternativo sobre H que denotaremos como CayL. Por outro lado,
se M é um H−bimódulo de Cayley com a ação (m, a) 7→ a.m, definimos uma nova ação de
H sobre M tomando m ∗ a = a.m; então

m ∗ (ab) = (ab).m
(3.4)
= b.(a.m) = (m ∗ a) ∗ b,
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o qual, mostra que M é um módulo associativo unitário à direita sobre H.

Seja H a álgebra dos quaterniões de divisão com base {1, i, j, k}. Assim, ao considerar a
álgebra alternativa A como um H−bimódulo alternativo unitário, temos pela Proposição 16
a decomposição A = Aa ⊕Ac, e além disso, o H−bimódulo de Cayley Ac é completamente
redutível e Ac =

∑
⊕Mr, onde cada Mr é um subbimódulo irredutível de Ac.

A seguir, vamos a determinar as ações de H sobre os bimódulos Mr. Primeiramente,
sabemos que os Mr são H−módulos associativos à direita irredutíveis (sobre a ação (v, a) 7→
v ∗ a, e a prova da irredutibilidade, veja a demonstração da Proposição 16 dada no Lema 12
de [16]) e isomorfos a um ideal à direita minimal I de H. Mas, como H é uma álgebra de
divisão, então I = H e dimF I = 4. Portanto, como H é a álgebra dos quaterniões de divisão,
então os módulos associativos à direita irredutíveis Mr tem uma base {1r, Ir, Jr, Kr} sobre
o qual H age pela seguinte tabela

∗ 1 i j k

1r 1r Ir Jr Kr

Ir Ir −1r Kr −Jr
Jr Jr −Kr −1r Ir
Kr Kr Jr −Ir −1r

Assim, se m ∈Mr e a ∈ H. Das relações de acima

a.m = m ∗ a e m.a = ā.m

podemos obter a estrutura do H−bimódulo de Cayley Mr = CayH a partir do H−módulo
associativo à direita Mr, isto é, temos as ações à esquerda e à direita da álgebra de divisão
H sobre o bimódulo Mr

. 1r Ir Jr Kr

1 1r Ir Jr Kr

i Ir −1r −Kr Jr
j Jr Kr −1r −Ir
k Kr −Jr Ir −1r

. 1 i j k

1r 1r −Ir −Jr −Kr

Ir Ir 1r −Kr Jr
Jr Jr Kr 1r −Ir
Kr Kr −Jr Ir 1r

Seja Ms outro subbimódulo irredutível da decomposição do H−bimódulo de Cayley Ac

com base {1s, Is, Js, Ks}. Segue-se de (3.8) que

(MrMs)H = (HMr)MS ⊆MrMs,

H(MrMs) = Mr(MsH) ⊆MrMs;

assim, os produtos MrMs são subbimódulos do bimódulo associativo Aa e cada um deles
tem posto menor ou igual do que 16 = 4× 4.

Proposição 23 Para todo r, s os H−subbimódulos MrMs têm uma base de 4 elementos.
Além disso, MrMs = w1

rsH + w2
rsH + w3

rsH + w4
rsH com wi

rs ∈ Za, i = 1, 2, 3, 4.

Demonstração: Sabemos pelo Lema 8 que, AcAc ⊆ Aa, onde Aa =
∑
uiH e Ac =

∑
Mr.

Sejam,
Mr = F1r + FIr + FJr + FKr e Ms = F1s + FIs + FJs + FKs,

então existem escalares αt, βt, γt, ξt ∈ F , tais que,

1r1s =
∑
t

utat =
∑
t

αtut1 + βtuti+ γtutj + ξtutk
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com at = αt1 + βti + γtj + ξtk ∈ H. Fazendo, w1

rs =
∑

t αtut, w2
rs =

∑
t βtut, w

3
rs =

∑
t γtut

e w4
rs =

∑
t ξtut elementos de Za, temos

1r1s = w1
rs1 + w2

rsi+ w3
rsj + w4

rsk.

Assim,
i((1r1s)i) = −w1

rs1− w2
rsi+ w3

rsj + w4
rsk,

mas i((1r1s)i)
(3.8)
= (i1r)(1si) = −IrIs. Então,

IrIs = w1
rs1 + w2

rsi− w3
rsj − w4

rsk.

De forma análoga, podemos obter

JrJs = w1
rs1− w2

rsi+ w3
rsj − w4

rsk,

KrKs = w1
rs1− w2

rsi− w3
rsj + w4

rsk

e observamos que 1r1s, IrIs, JrJs e KrKs são diferentes. De forma semelhante não é difícil
obter os outros elementos da base de MrMs a partir da expressão de 1r1s, isto é, podemos
obter 1rIs, 1rJs, 1rKs, . . . , KrKs a partir de 1r1s e todos são diferentes. Logo,

1r1s = w1
rs1 + w2

rsi+ w3
rsj + w4

rsk,

...
JrKs = w1

rsi+ w2
rs1 + w3

rsk + w4
rsj,

...
KrIs = w1

rsj + w2
rsk + w3

rs1 + w4
rsi,

...
IrJs = w1

rsk + w2
rsj + w3

rsi+ w4
rs1.

(3.27)

Portanto, em geral de (3.27) temos

MrMs = w1
rsH + w2

rsH + w3
rsH + w4

rsH.

Isto prova o Lema.

Q.E.D.

3.3.1 Álgebras alternativas tensoriais

Vamos descrever a categoria das álgebras alternativas sobre uma fixada álgebra alterna-
tiva A. Esta noção foi introduzida para as álgebras de Jordan por I. Kashuba, S. Ovsienko
e I. Shestakov (veja [5]) cuja fonte de inspiração foi a analogia com a álgebra associativa e
o significado categórico das construções correspondentes.

Vamos estudar a noção da álgebra tensorial L〈V 〉 de um bimódulo (no sentido de Ei-
lemberg) V sobre a F−álgebra L. Podemos defini-la como um objeto livre em uma categoria
conveniente, ou construí-la como uma álgebra fator da álgebra F−linear livre F = F [L⊕V ]
da correspondente variedade, gerada por L ⊕ V módulo o ideal, gerado pelas relações

[a1] ? [a2]− [a1 ◦ a2], a1, a2 ∈ L,
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[v] ? [a]− [v.a], [a] ? [v]− [a.v], a ∈ L, v ∈ V,

onde [x] significa um gerador de F , correspondente a x ∈ L⊕V , ? significa o produto em F ,
◦ o produto em L e · a ação de L sobre V . Se a álgebra L é associativa e V é um L−bimódulo
associativo unitário, esta construção nos dá a usual álgebra tensorial T [V ] do bimodulo V .
Se L é associativa e comutativa com V é um L−bimódulo associativo comutativo unitário,
obtemos a álgebra simétrica S[V ]. No caso das álgebras alternativas, denotaremos a álgebra
alternativa tensorial de um bimódulo V por L[V ].

Vamos fazer um estudo das álgebras alternativas tensoriais, análogo como foi feito para
as álgebras de Jordan tensoriais em [5].

Vamos a denotar por Alt a categoria das álgebras alternativas. Por

FAlt : F −mod −→ Alt

denotamos ao funtor que associa a cada espaço M ∈ Obj(F − mod) a álgebra alternativa
livre FAlt(M) = F [M ] sobre F gerada por M . O funtor FAlt é uma adjunta à esquerda
do funtor esquecedor E : Alt −→ F − mod (que associa a cada álgebra alternativa seu
respectivo espaço vetorial), isto significa que para cadaM ∈ Obj(F −mod) e A ∈ Obj(Alt),
existe uma bijeção

αM,A : HomAlt(FAlt(M),A) −→ Hom
F−mod(M,E(A))

que é natural em M e A. Isto é consequência da propriedade universal do objeto livre
FAlt(M) (veja o Teorema 1).

Fixamos L ∈ Alt e definimos a categoria AltL das álgebras alternativas relativas
ou álgebras alternativas sobre L. Um objeto da categoria AltL é uma álgebra alter-
nativa A dotado com um homomorfismo de álgebras alternativas ϕ : L −→ A. Sejam
A1,A2 ∈ Obj(AltL), então um morfismo f ∈ HomAltL(A1,A2) é um homomorfismo de
álgebras alternativas f : A1 −→ A2, tal que, o seguinte diagrama

L ϕ1
//

ϕ2
  

A1

f}}

A2

comuta, isto é, ϕ2 = fϕ1.
Usualmente na notação ϕ : L −→ A de uma álgebra alternativa sobre L vamos ignorar

a estrutura de homomorfismo ϕ e escreveremos simplesmente por A, e se fosse necessário
denotamos ao correspondente homomorfismo por ϕL.

Se considerarmos a generalizada álgebra dos quaterniões H. Então, um objeto da catego-
riaAltH é uma álgebra alternativa A dotado com um homomorfismo de álgebras alternativas
unitárias ϕ : H −→ A. Assim:

Problema 1 Descrever à categoria AltH.

Seja A ∈ Obj(AltH), então A pode ser escrita como A = H ⊕ V , onde V é um
H−bimódulo alternativo unitário, V = Va ⊕ Vc. Neste caso, se A1,A2 ∈ Obj(AltH), en-
tão A1 = H ⊕ V1, A2 = H ⊕ V2 e um morfismo f ∈ HomAltH(A1,A2) é um homomorfismo
de álgebras alternativas f : A1 −→ A2, tal que, o seguinte diagrama

H ϕ1
//

idH
��

A1

f
��

H ϕ2

// A2
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comuta, isto é, ϕ2 = fϕ1. O morfismo f ∈ HomAltH(A1,A2) é tal que fH = idH.

Eis aqui exemplos de alguns elementos da categoria AltH:

Exemplo 10 Se A é associativa, tal que, A contem H com o mesmo elmento identidade.
Então, A = Z ⊗F H.

Exemplo 11 Seja O a álgebra de Cayley-Dickson, onde O contem H e ambos têm o mesmo
elemento identidade. Então, O = H + vH. Aquí, vH é um bimódulo de Cayley sobre H, isto
é, satisfaz (3.3), onde a→ ā é a involução simplética em H. Se H é de divisão, então vH é
irredutível. Se H ∼= M2(F ), então vH é um bimódulo de dimensão 4, isto é,

vH = 〈ve11, ve21〉 ⊕ 〈ve12, ve22〉.

Exemplo 12 A subálgebra A = H⊕ 〈ve11, ve21〉 de O, tal que, 〈ve11, ve21〉2 = 0.

A seguir, fazemos uma curta descrição das somas e produtos de objetos da categoria
AltL e também descrevemos a seus objetos livres.

Consideremos duas L−álgebras alternativas ϕ1 : L −→ A1 a ϕ2 : L −→ A2 e seja
FAlt([A1]⊕ [A2]) a álgebra alternativa livre com multiplicação ?. Então o produto A1 ∗ A2

(A1 ∗LA2) é o fator da álgebra FAlt([A1]⊕ [A2]) pelo ideal, gerado pelas relações [x1]? [y1]−
[x1 ◦ y1], x1, y1 ∈ A1, [x2] ? [y2]− [x2 ◦ y2], x2, y2 ∈ A2, [ϕ1(s)]− [ϕ2(s)], s ∈ L, onde ◦ denota
a multiplicação em A1 e A2 respectivamente.

Lema 16 A1 ∗ A2 é a soma de A1 e A2 na categoria AltL.

Para cada A ∈ AltL, o morfismo de estrutura ϕA : L −→ A provê a A com a estrutura
de um L−bimódulo alternativo unitário. A seguir, damos a definição geral das álgebras
alternativas tensoriais na categoria AltL.

Definição 5 Seja V um bimódulo alternativo unitário sobre L. A L−álgebra L[V ] junto
com um homomorfismo de L−bimódulos alternativos unitários ıV : V −→ L[V ] é chamada
uma álgebra alternativa tensorial do L−bimódulo V se para cada L−álgebra A e para
cada homomorfismo de L−bimódulos alternativos unitários f : V −→ A existe um único
homomorfismo de L−álgebras g : L[V ] −→ A, tal que, o diagrama

V
ıV //

f
��

L[V ]

g
}}

A
comuta, isto é, f = g ◦ ıV .

Cada A ∈ Obj(AltL) tem estrutura de um L−bimódulo, que define um funtor de restri-
ção (esquecedor) EL : AltL −→ L−Bimod. O funtor EL proporciona uma adjunta à esquerda
L[ ] : L−Bimod −→ Alt, V 7−→ L[V ], isto significa que para cada V ∈ Obj(L−Bimod) e
A ∈ Obj(AltL) existe uma bijeção

βV,A : HomAltL(L[V ],A) −→ HomL−Bimod(V,EL(A)).

que é natural em V e A.
A álgebra alternativa tensorial L[V ] do L−bimódulo V pode ser construída como um

fator da álgebra alternativa libre FAlt([L]⊕ [V ]) pelo ideal, gerado pelas relações [a1]? [a2]−
[a1a2], a1, a2 ∈ L, [v]?[a]−[v.a], [a]?[v]−[a.v], a ∈ L, v ∈ V . A álgebra L[V ] é canonicamente
graduada por deg l = 0, l ∈ L, deg v = 1, v ∈ V .
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Naturalmente a Definição 5 pode ser dada em qualquer variedade de álgebras.
Eis aqui exemplos de álgebras alternativas tensoriais:

Exemplo 13 Seja V um bimódulo associativo unitário sobre Mn(F ). Nesse caso, sabemos
que V é completamente redutível e cada componente irredutível é isomorfo ao bimódulo
regular Reg(Mn(F )). Assim, se V =

∑m
i=1 Reg(Mn(F ))i, então

Mn(F )[V ] ∼= Mn(F 〈x1, . . . , xm〉),

onde F 〈x1, . . . , xm〉 é a álgebra associativa livre com geradores x1, . . . , xm.

Exemplo 14 Suponha que a característica do corpo é diferente de 2. Em [3], N. Jacobson
mostro que cada bimódulo alternativo unitário sobre O é completamente redutível e cada
componente irredutível é isomorfo ao bimódulo regular Reg(O). Assim, se V =

∑m
i=1 Reg(O)i,

então
O[V ] ∼= O⊗F F [x1, . . . , xm],

onde F [x1, . . . , xm] é a álgebra de polinômios nas variáveis x1, . . . , xm.

Do Corolário 8 temos

Exemplo 15 Seja L = C(Ω) a álgebra matricial de Cayley-Dickson, V = C(D), onde Ω é
uma álgebra associativa e comutativa unitária e, D é um Ω−módulo associativo comutativo.
Então, temos a álgebra tensorial associativo comutativo Ω〈D〉 do Ω−módulo D, e

L[V ] ∼= C(Ω〈D〉).

É fundamental a descrição das álgebras alternativas tensoriais na categoriaAltH pois eles
irão responder o problema de Nathan Jacobson, já que cada álgebra alternativa que contenha
H com o mesmo elemento identidade, pela propriedade universal, a álgebra alternativa será
a imagem homomórfica do objeto livre.

Sabemos que para cada A ∈ AltH, o morfismo de estrutura ϕA : H −→ A provê a
A com a estrutura de um H−bimódulo alternativo unitário. Portanto, pela Proposição 16,
A = H ⊕ U , onde U é um L−bimódulo alternativo unitário. Assim, na categoria AltH, a
definição 5 fica da seguinte maneira:

Definição 6 Seja V um bimódulo alternativo unitário sobre H. A H−álgebra H[V ] junto
com um homomorfismo de H−bimódulos alternativos unitários ıV : V −→ H[V ] é chamada
uma álgebra alternativa tensorial do H−bimódulo V se para cada H−álgebra A = H⊕U
e para cada homomorfismo de H−bimódulos alternativos unitários f : V −→ U existe um
único homomorfismo de H−álgebras g : L[V ] −→ A, tal que, o diagrama

V
ıV //

f
��

H[V ]

g

��

U ı
// A

comuta, onde ı é a inclusão.

Da Definição 6 podemos dizer que o homomorfismo de álgebras g estende ao homomor-
fismo de bimódulos f .

Cada A ∈ Obj(AltH) tem a forma A = H ⊕ U , onde U é um H−bimódulo alternativo
unitário, que define um funtor de restrição (esquecedor) EH : AltH −→ H−Bimod. O funtor
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EH proporciona uma adjunta à esquerda H[ ] : H − Bimod −→ Alt, V 7−→ H[V ], isto
significa que para cada V ∈ Obj(H− Bimod) e A ∈ Obj(AltH) existe uma bijeção

βV,A : HomAltH(H[V ],A) −→ HomH−Bimod(V,EH(A)).

que é natural em V e A = H⊕ U , onde EH(A) = U .
Em nosso caso, temos

H[V ] = H⊕ alg〈V 〉 = H⊕ (V + V ? V + V ? (V ? V ) + (V ? V ) ? V + . . .)

Agora, nosso objetivo é descrever à álgebra alternativa tensorial H[V ] para o caso split
M2(F ). Denotemos L = M2(F ).

Seja A um objeto da categoria AltM2(F ), então A = M2(F ) ⊕ V , onde V é um bimó-
dulo alternativo unitário completamente redutível sobre M2(F ) e V = Va ⊕ Vc; Va é um
M2(F )−bimódulo associativo unitário completamente redutível e Vc é o M2(F )−bimódulo
de Cayley completamente redutível, isto é, Va =

∑m
i=1(RegM2(F ))i e Vc =

∑n
i=1 Cayi.

Portanto, para o caso split L = M2(F ), descrevemos a álgebra alternativa tensorial L[V ],
a qual, nós leva aos seguintes casos:

1) O caso puramente associativo V = Va. Nesse caso, A = M2(F )⊕ Va.

Consideremos V =
∑m

i=1(RegM2(F ))i =
∑m

i=1 uiL. Consequentemente, pela demonstração
do Lema 9

V ? V = (
m∑
i=1

uiL) ? (
m∑
i=1

uiL) =
m∑

i1,i2=1

ui1ui2L

onde
∑m

i1,i2=1 ui1ui2 é um polinômio homogêneo de grau 2 nas variaveis u1, . . . , um,

(V ? V ) ? V = (
m∑

i1,i2=1

ui1ui2L) ? (
m∑
i=1

uiL) =
m∑

i1,i2,i3=1

ui1ui2ui3L

e claramente V ? (V ? V ) =
∑m

i1,i2,i3=1 ui1ui2ui3 , donde
∑m

i1,i2,i3=1 ui1ui2ui3 é um polinômio
homogêneo de grau 3. De forma semelhante pode-se deduzir que

(V ? (V ? V )) ? V =
m∑

i1,i2,i3,i4=1

ui1ui2ui3ui4L,

neste caso
∑m

i1,i2,i3,i4=1 ui1ui2ui3ui4 é um polinômio homogêneo de grau 4. Em geral, pode-se
mostrar que qualquer monômio de comprimento k é igual a

∑m
i1,i2,...,ik=1 ui1ui2 . . . uikL, onde∑m

i1,i2,...,ik=1 ui1ui2 . . . uik é um polinômio homogêneo de grau k. Portanto

L[V ] = L ⊕ (V + V ? V + V ? (V ? V ) + (V ? V ) ? V + ((V ? V ) ? V ) ? V + . . .)

= L+
m∑
i=1

uiL+
m∑

i1,i2=1

ui1ui2L+
m∑

i1,i2,i3=1

ui1ui2ui3L

+
m∑

i1,i2,i3,i4=1

ui1ui2ui3ui4L+ . . .+
m∑

i1,i2,...,ik=1

ui1ui2 . . . uikL+ . . .

= F 〈u1, u2, . . . , um〉L
∼= M2(F 〈u1, u2, . . . , um〉).



54 O PROBLEMA DE NATHAN JACOBSON 3.3
Logo,

L[V ] ∼= M2(F 〈u1, u2, . . . , um〉),

onde F 〈Zm〉 = F 〈u1, u2, . . . , um〉 é a álgebra associativa livre sobre o conjunto de variáveis
livres Zm = {u1, . . . , um}. Isto é, a álgebra alternativa tensorial L[V ] é isomorfa à álgebra
associativa matricial M2(F 〈Zm〉).

2) O caso puramente Cayley V = Vc. Nesse caso, A = M2(F )⊕ Vc.

Consideremos V = Cay1 + · · ·+ Cayn. De (3.25) para todo i, j, k 6= temos a relação

(3.28) uijCayk ⊆ uikCayj + ujkCayi,

onde Cayi = F.m
(i)
1 + F.m

(i)
2 . Assim, por (3.28) e pela Proposição 22, junto com o Lema 13,

vamos dar alguns exemplos de álgebras alternativas tensoriais

Exemplo 16 Se n = 1, temos V = Cay. Portanto, pela Proposição 22

0 = Cay ? Cay = V ? V = V ? (V ? V ) = (V ? V ) ? V = ((V ? V ) ? V ) ? V = ...

e daí L[V ] = L ⊕ Cay é uma subálgebra de dimensão 6 da álgebra de Cayley-Dickson split.

Exemplo 17 Se n = 2, temos V = Cay1 ⊕ Cay2. Denotemos Cay1,2 ≡ Cay1 ⊕ Cay2 e pela
Proposição 22, Cay1,2 ? Cay1,2 = u12L pois u21 = −u12, logo temos os espaços homogêneos

V ? V = Cay1,2 ? Cay1,2 = u12L,

(V ? V ) ? V = (u12L) ? Cay1,2 = u12Cay1,2,

V ? (V ? V ) = Cay1,2 ? (u12L) = u12Cay1,2.

Logo (V ? V ) ? V = V ? (V ? V ) = u12Cay1,2. Também

(V ? (V ? V )) ? V = (u12Cay1,2) ? Cay1,2 = u2
12L.

Similarmente V ? ((V ? V ) ? V ) = (V ? V ) ? (V ? V ) = u2
12L. Além disso,

V ? ((V ? V ) ? (V ? V )) = Cay1,2 ? (u2
12L) = u2

12Cay1,2,

((V ? V ) ? V ) ? (V ? (V ? V )) = u12Cay1,2 ? u12Cay1,2 = u3
12L,

((V ? ((V ?V )?V ))?V )? (V ?V ) = (u2
12L?Cay1,2)?u12L = u2

12Cay1,2 ?u12L = u3
12Cay1,2, . . .

De forma semelhante podem ser obtidas as outras expressões não-associativas. Assim,

L[V ] = L ⊕ (V + V ? V + V ? (V ? V ) + (V ? V ) ? V + ((V ? V ) ? V ) ? V + . . .)

= L+ u12L+ u2
12L+ u3

12L+ . . .

+Cay1,2 + u12Cay1,2 + u2
12Cay1,2 + u3

12Cay1,2 + . . .

= F [u12]L+ F [u12]Cay1,2

∼= F [u12]⊗F L+ F [u12]Cay1,2

∼= M2(F [u12]) + F [u12]Cay1,2;

e
L[V ] ∼= M2(F [u12]) + F [u12]Cay1,2.
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O conjunto dos elementos e11, e12, e21, e22 e os m(i)

1 , m(i)
2 com i = 1, 2 é uma base da álge-

bra alternativa tensorial L[V ] sobre a álgebra associativa e comutativa F [u12]. Em efeito,
suponhamos que

w = ae11 + be12 + ce21 + de22 + ξ1m
(1)
1 + ξ2m

(1)
2 + ζ1m

(2)
1 + ζ2m

(2)
2 = 0

para alguns elementos a, b, c, d, ξi, ζi de F [u12] com i = 1, 2. Então,

0 = (e11w)e11 = ae11 + ξ1m
(1)
1 .e11 + ζ1m

(2)
1 .e11 = ae11 + ξ1(ē11.m

(1)
1 ) + ζ1(ē11.m

(2)
1 ) = ae11

o qual implica facilmente que a = 0. De maneira análoga, b = c = d = 0. Logo

w = ξ1m
(1)
1 + ξ2m

(1)
2 + ζ1m

(2)
1 + ζ2m

(2)
2 = 0

e
0 = m

(1)
1 (e11w) = ξ1(m

(1)
1 )2 + ζ1(m

(1)
1 m

(2)
1 ) = ζ1u12e11.

Então ζ1u12 = 0, isto implica que os coeficientes do polinômio ζ1 são zero, logo ζ1 = 0. De
forma semelhante ζ2 = ξi = 0 com i = 1, 2.

Além disso, se considerarmos o elemento ν = m
(1)
1 +m

(2)
2 de Cay1,2, então pela Proposição

20

ν2 = (m
(1)
1 +m

(2)
2 )2 = m

(1)
1 m

(2)
2 +m

(2)
2 m

(1)
1 = −u12e11 + u21e22 = −u12(e11 + e22) = −u12.1

Assim, pelo processo de duplicação de Cayley-Dickson [19]

L[V ] ∼= M2(F [u12]) + νM2(F [u12]) = (M2(F [u12]), ν) ∼= C(F [u12]).

Portanto, L[V ] é a álgebra de Cayley-Dickson sobre a álgebra associativa e comutativa F [u12].

Em geral, seja V = Cay1 ⊕ · · · ⊕ Cayn. De aqui em adiante vamos utilizar (3.28) para
reduzir relações, como por exemplo, u12Cay3 ⊆ u13Cay2 + u23Cay1. Além disso, pela Pro-
posição 22 V ? V =

∑n
i 6=j uijL para i 6= j = 1, . . . , n, isto é, V ? V ⊆ Aa. Se denotarmos

P ≡
∑n

i 6=j uij, então V ? V = PL e pelo Lema 10, temos os seguintes espaços homogêneos

(V ? V ) ? V = PL ? V = PV,

((V ? V ) ? V ) ? V = PV ? V = P 2L,

(((V ? V ) ? V ) ? V ) ? V = P 2L ? V = P 2V,

((((V ? V ) ? V ) ? V ) ? V ) ? V = P 2V ? V = P 3L,

(((((V ? V ) ? V ) ? V ) ? V ) ? V ) ? V = P 3L ? V = P 3V

((((((V ? V ) ? V ) ? V ) ? V ) ? V ) ? V ) ? V = P 3V ? V = P 4L

e assim sucessivamente. Pelo Lema 13, não é difícil mostrar que as outras expressões não
associativas com o mesmo comprimento são iguais as expressões anteriores. Além disso, uti-
lizando o processo de acima, pode-se obter similarmente uma expressão geral para qualquer
espaço homogêneo não-associativo de qualquer comprimento. Por exemplo, se o comprimento
fosse par, teremos P k/2L. Agora, se o comprimento fosse ímpar, tem-se

P (k−1)/2V.
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Portanto, somando adequadamente os espaços homogêneos, a álgebra alternativa tensorial
L[V ] fica da seguinte forma

L[V ] = L+ V + PL+ PV + P 2L+ P 2V + P 3L+ . . .+ P (k−1)/2V + P k/2L+ . . .

= (F · 1 + F.P + F.P 2 + F.P 3 + F.P 4 + . . .)L+ (F.1 + F.P + F.P 2 + F.P 3 + . . .)V

= F [uij]L+ F [uij]V
∼= M2(F [uij]) + F [uij]V.

Logo,

(3.29) L[V ] ∼= M2(F [uij]) + F [uij]V.

Mas, por (3.28)

F [uij]V = F [uij]Cay1,2 + F [u13, u23, . . . , u1n, . . . , u(n−1)n]Cay3

+F [u14, u24, u34, . . . , u1n, . . . , u(n−1)n]Cay4 + . . .+ F [u1n, . . . , u(n−1)n]Cayn

e observamos que os espaços

F [uij], F [u13, u23, . . . , u1n, . . . , u(n−1)n], . . . , F [u1n, . . . , u(n−1)n]

não são álgebras de polinômios pois as variáveis uij’s satisfazem (3.26).
Seja F [Xn∪Yn] o anel dos polinômios F [x1, y1, . . . , xn, yn] em 2n variáveis. Consideremos

a álgebra de Cayley-Dickson split

O = M2(F )⊕ vM2(F ),

e tome na extensão escalar O ⊗ F [Xn ∪ Yn] os elementos vi = ve11 ⊗ xi + ve12 ⊗ yi, wi =
ve22 ⊗ yi + ve21 ⊗ xi e seja Vi = Fvi + Fwi. É claro que Vi ' Cay, além disso,

Vi · Vj = αijM2(F ),

onde αij = det
[
xi yi
xj yj

]
. Consideremos a subálgebra Sn = algF [αij | 1 ≤ i < j ≤ n] de

F [Xn ∪ Yn], a qual, pelo Lema 14 é uma álgebra livre módulo as relações

αij = −αji,

αijαkl = −αkiαjl + αkjαil.

Então, M2(Sn) +
∑n

1 SnVi é uma subálgebra de O ⊗ F [Xn ∪ Yn] e por (3.29) é isomorfa à
álgebra alternativa tensorial L[V ].

Além disso, a subálgebra M2(Sn) +
∑n

1 SnVi é livre, pois existe uma especialização

ϕ : F [x1, y1, . . . , xn, yn] −→ F

definida por xi 7→ αi, yi 7→ βi com vij = det
[
αi βi
αj βj,

]
tal que, a imagem deM2(Sn)+

∑n
1 SnVi

é a álgebra
A = L+ Cay1 + . . .+ Cayn,

onde CayiCayj ∼= L.
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Finalmente chegamos ao caso onde Va 6= 0 e Vc 6= 0.

3) O caso geral, V = Va ⊕ Vc. Nesse caso, A = M2(F )⊕ (Va ⊕ Vc).

Vamos continuar usando alguns resultados mostrados nos Lemas 10 e 13, isto é, as igualdades

(Za,A,A) = 0 e [Za,Ac] = [Z,A] = 0.

No que segue vamos considerar alguns exemplos particulares para ver o comportamento
da álgebra alternativa tensorial.

Exemplo 18 Vamos fazer variar m e fixar n = 1, isto é, seja qualquer m ∈ N e n = 1,
então temos V =

∑m
i=1 uiL+ Cay. Lembremos Cay2 = 0. Consequentemente

V ? V = (
m∑
i=1

uiL+ Cay) ? (
m∑
i=1

uiL+ Cay) =
m∑

i1,i2=1

ui1ui2L+
m∑
i=1

uiCay

onde
∑m

i1,i2=1 ui1ui2 é um polinômio homogêneo de grau 2 nas variaveis u1, . . . , um,

(V ? V ) ? V = (
m∑

i1,i2=1

ui1ui2L+
m∑
i=1

uiCay) ? (
m∑
i=1

uiL+ Cay)

=
m∑

i1,i2,i3=1

ui1ui2ui3L+
m∑

i1,i2=1

ui1ui2Cay

donde
∑m

i1,i2,i3=1 ui1ui2ui3 é um polinômio homogêneo de grau 3. Então, analogamente pode-se
deduzir que

((V ? V ) ? V ) ? V =
m∑

i1,i2,i3,i4=1

ui1ui2ui3ui4L+
m∑

i1,i2,i3=1

ui1ui2ui3Cay,

neste caso
∑m

i1,i2,i3,i4=1 ui1ui2ui3ui4 é um polinômio homogêneo de grau 4. Assim, de maneira
geral, para qualquer monômio não-associativo de comprimento k, temos

m∑
i1,i2,...,ik=1

ui1ui2 . . . uikL+
m∑

i1,i2,...,i(k−1)=1

ui1ui2 . . . ui(k−1)
Cay,

onde
∑m

i1,i2,...,ik=1 ui1ui2 . . . uik é um polinômio homogêneo de grau k. Portanto,

L[V ] =L+
m∑
i=1

uiL+ Cay +
m∑

i1,i2=1

ui1ui2L+
m∑
i=1

uiCay +
m∑

i1,i2,i3=1

ui1ui2ui3L+
m∑

i1,i2=1

ui1ui2Cay

+
m∑

i1,i2,i3,i4=1

ui1ui2ui3ui4L+
m∑

i1,i2,i3=1

ui1ui2ui3Cay

...

+
m∑

i1,i2,...,ik=1

ui1ui2 . . . uikL+
m∑

i1,i2,...,i(k−1)=1

ui1ui2 . . . ui(k−1)
Cay + . . . .
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Logo,

L[V ] = (F · 1 +
m∑
i=1

Fui +
m∑

i1,i2=1

Fui1ui2 +
m∑

i1,i2,i3=1

Fui1ui2ui3

+
m∑

i1,i2,i3,i4=1

Fui1ui2ui3ui4 + . . .+
m∑

i1,i2,...,ik=1

Fui1ui2 . . . uik + . . .)L

+ (F · 1 +
m∑
i=1

Fui +
m∑

i1,i2=1

Fui1ui2 +
m∑

i1,i2,i3=1

Fui1ui2ui3

+ . . .+
m∑

i1,i2,...,i(k−1)=1

Fui1ui2 . . . ui(k−1)
+ . . .)Cay,

isto é,
L[V ] = F 〈Zm〉L+ F 〈Zm〉Cay ∼= M2(F 〈Zm〉) + F 〈Zm〉Cay,

onde F 〈Zm〉Cay = I /L[V ] com I2 = 0 e a álgebra quociente L[V ]/I é a álgebra associativa
matricial L = M2(F ). E como no exemplo 17, pode-se mostrar que o conjunto dos elemen-
tos e11, e12, e21, e22,m1, m2 é uma base da álgebra alternativa tensoral L[V ] sobre a álgebra
associativa livre F 〈Zm〉.

Exemplo 19 Agora vamos fixar m = 1 e vamos fazer variar n. Então, neste caso V =
u1L +

∑n
i=1 Cayi. Aqui, como antes, vamos continuar usando (3.28) para reduzir relações.

Além disso, denotamos W ≡ Vc =
∑n

i=1 Cayi, então pela Proposição 22 W 2 =
∑n

i 6=j uijL
para i 6= j = 1, . . . , n, isto é, W 2 ⊆ Aa. Se denotarmos novamente P ≡

∑n
i 6=j uij, temos os

seguintes espaços homogêneos

V ? V = (u1L+W ) ? (u1L+W ) = u2
1L+ u1W + PL,

(V ? V ) ? V = u3
1L+ u2

1W + u2
1W + u1PL+ u1PL+ PW = u3

1L+ u2
1W + u1PL+ PW,

(V ? (V ? V )) ? V = u4
1L+ u3

1W + u2
1PL+ u1PW + u3

1W + u2
1PL+ u1PW + P 2L

= u4
1L+ u3

1W + u2
1PL+ u1PW + P 2L,

V ? ((V ? V ) ? (V ? V )) = u5
1L+ u4

1W + u3
1PL+ u2

1PW + u1P
2L

+u4
1W + u3

1PL+ u2
1PW + u1P

2L+ P 2W

= u5
1L+ u4

1W + u3
1PL+ u2

1PW + u1P
2L+ P 2W,

((V ? V ) ? V ) ? (V ? (V ? V )) = u6
1L+ u5

1W + u4
1PL+ u3

1PW + u2
1P

2L+ u1P
2W

+u5
1W + u4

1PL+ u3
1PW + u2

1P
2L+ u1P

2W + P 3L
= u6

1L+ u5
1W + u4

1PL+ u3
1PW + u2

1P
2L+ u1P

2W + P 3L,

((V ? ((V ? V ) ? V )) ? V ) ? (V ? V )

= u7
1L+ u6

1W + u5
1PL+ u4

1PW + u3
1P

2L+ u2
1P

2W + u1P
3L

+u6
1W + u5

1PL+ u4
1PW + u3

1P
2L+ u2

1P
2W + u1P

3L+ P 3W

= u7
1L+ u6

1W + u5
1PL+ u4

1PW + u3
1P

2L+ u2
1P

2W + u1P
3L+ P 3W
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e assim sucessivamente. Utilizando o processo de acima, podemos obter uma expressão geral
para qualquer espaço homogêneo não-associativo de comprimento k, isto é, se k for par,
temos

(k−2)/2∑
s=0

[uk−2s
1 P sL+ u

k−(2s+1)
1 P sW ] + P k/2L.

Agora, se k for ímpar, tem-se

(k−1)/2∑
s=0

[uk−2s
1 P sL+ u

k−(2s+1)
1 P sW ].

Portanto, somando adequadamente os espaços homogêneos, a álgebra tensorial L[V ] fica da
seguinte forma

L[V ] = (F · 1 + Fu+ Fu2 + Fu3 + Fu4 + Fu5 + Fu6 + Fu7 . . .)L
+(F · 1 + Fu+ Fu2 + Fu3 + Fu4 + Fu5 + Fu6 . . .)W

+(F · 1 + Fu+ Fu2 + Fu3 + Fu4 + Fu5 . . .)PL
+(F · 1 + Fu+ Fu2 + Fu3 + Fu4 . . .)PW

+(F · 1 + Fu+ Fu2 + Fu3 . . .)P 2L
+(F · 1 + Fu+ Fu2 . . .)P 2W

+(F · 1 + Fu+ . . .)P 3L
+(F · 1 + . . .)P 3W + . . .

Logo

L[V ] = F 〈u1〉L+ F 〈u1〉W
+F 〈u1〉PL+ F 〈u1〉PW
+F 〈u1〉P 2L+ F 〈u1〉P 2W

+F 〈u1〉P 3L+ F 〈u1〉P 3W + . . .

= F 〈u1〉(F · 1 + F · P + F · P 2 + F · P 3 + . . .)L
+F 〈u1〉(F · 1 + F · P + F · P 2 + F · P 3 + . . .)W

= F 〈u1〉F [uij]L+ F 〈u1〉F [uij]W.

Mas, por (3.28)

F [uij]W = F [uij]Cay1,2 + F [u13, u23, . . . , u1n, . . . , u(n−1)n]Cay3 +
F [u14, u24, u34, . . . , u1n, . . . , u(n−1)n]Cay4 + . . .+ F [u1n, . . . , u(n−1)n]Cayn,

onde novamente como no caso puramente Cayley, os espaços F [uij] para i 6= j = 1, . . . , n,

F [u13, u23, . . . , u1n, . . . , u(n−1)n], F [u14, u24, u34, . . . , u1n, . . . , u(n−1)n], . . . , F [u1n, . . . , u(n−1)n]

não são álgebras de polinômios pois as variáveis uij’s satisfazem (3.26). Além disso, a álgebra
livre F 〈u1〉 torna-se a álgebra de polinômios F [u1] pois as potências de u1 comutam quando
agem sobre os bimódulos irredutíveis de Cayley, isto bem do seguinte resultado conhecido
[Za,Ac] = 0.

No caso geral, usando os processos dos dois últimos casos de acima, não é difícil mostra
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que se V = V m

a ⊕ V n
c =

∑m
i=1 uiL +

∑n
j=1 Cayj temos a seguinte expressão da álgebra

alternativa tensorial

L[V ] ∼= M2(QF [uij]) + Q̄F [uij]Cay1,2 + Q̄F [u13, u23, . . . , u1n, . . . , u(n−1)n]Cay3

+Q̄F [u14, u24, u34, . . . , u1n, . . . , u(n−1)n]Cay4 + . . .+ Q̄F [u1n, . . . , u(n−1)n]Cayn,

onde Q = F 〈u1, . . . , um〉 vira a álgebra polinomial Q̄ = F [u1, . . . , um] quando age sobre os
bimódulos irredutíveis de Cayley pois para quaisquer uk, ul ∈ Za e mi ∈ Cayi, então pelos
resultados (Za,A,A) = [Za,Ac] = 0 do Lema 10 e pela Z2-graduação de A, tem-se

[uk, ul]mi = (ukul)mi − (uluk)mi

= uk(ulmi)− ul(ukmi)

= uk(miul)− (ukmi)ul

= uk(miul)− uk(miul)

= 0,

Então, multiplicando a igualdade anterior pelo elemento mj ∈ Cayj com i, j 6=, obtemos a
relação

[uk, ul]uij = 0.(3.30)

Além disso, se fazemos as seguintes denotações P ≡ QF [uij] para k = 1, . . . ,m e i 6= j =
1, . . . , n, e as álgebras P̄0 ≡ QF [uij] = F [uk, uij],

P̄1 ≡ QF [u13, u23, . . . , u1n, . . . , u(n−1)n] = F [uk, u13, u23, . . . , u1n, . . . , u(n−1)n],

P̄2 ≡ QF [u14, u24, u34, . . . , u1n, . . . , u(n−1)n] = F [uk, u14, u24, u34, . . . , u1n, . . . , u(n−1)n]

e
P̄n−2 ≡ QF [u1n, . . . , u(n−1)n] = F [uk, u1n, . . . , u(n−1)n].

Temos

(3.31) L[V ] ∼= M2(P )⊕ P̄0Cay1,2 ⊕ P̄1Cay3 ⊕ P̄2Cay4 ⊕ . . .⊕ P̄n−2Cayn.

É claro que a álgebra L[V ] de (3.31) não esta imerso na álgebra de Cayley-Dickson split O
pois contém M2(P ), onde P é associativa mas não é comutativa.

Especificamente, denote Rn,m = Sn ⊗F F 〈Zm〉/J , onde J é o ideal gerado pelo conjunto
{uij[uk, ul] | 1 ≤ i < j ≤ n, 1 ≤ k < l ≤ m}, e seja Sn,m = Sn ⊗F F [Zm]. Então, por (3.31),
a álgebra

M2(Rn,m) +
n∑
1

Sn,mVi

é isomorfa à álgebra tensorial L[V ] .

3.4 Respostas do problema de Nathan Jacobson
Portanto, de acordo aos três casos de acima, as respostas ao problema de N. Jacobson,

sem qualquer restrição de dimensão e característica, são os seguintes:
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Teorema 24 (O caso associativo) A álgebra M2(F 〈Zm〉) é isomorfa à álgebra tensorial
M2(F )[Reg1 ⊕ · · · ⊕ Regm].

Teorema 25 (O caso puramente Cayley) A subálgebra M2(Sn) +
∑n

1 SnVi da álgebra
O⊗F F [Xn ∪ Yn], é isomorfa à álgebra tensorial M2(F )[Cay1 ⊕ · · · ⊕ Cayn].

Teorema 26 (O caso geral) A álgebra M2(Rn,m) ⊕
∑n

1 Sn,mVi é isomorfa à álgebra ten-
sorial M2(F )[Cay1 ⊕ · · · ⊕ Cayn ⊕ Reg1 ⊕ · · · ⊕ Regm].

Corolário 27 Seja A uma M2(F )−álgebra, A = M2(F ) ⊕ V . Então, A = φ(M2(F )[V ]),
onde φ : M2(F )[V ] −→ A é o epimorfismo de M2(F )−álgebras que estende a aplicação
identidade idV : V −→ V .

Especificamente, V = Va ⊕ Vc, onde Va =
⊕m

k=1 ckM2(F ), ck ∈ Za, Vc =
⊕n

i=1 Cayi,
Cayi · Cayj = bijM2(F ), bij ∈ Z(A). Sejam S̄n = alg〈bij|1 ≤ i < j ≤ n〉 e R̄n,m = S̄n〈ck|1 ≤
k ≤ m〉, respectivamente, subálgebras de Z(A) e Za. Denote também c̄k = ck|Vc, e considere
S̄n,m = S̄n[c̄k|1 ≤ k ≤ m]; então A = M2(R̄n,m)⊕ (

∑n
i=1 S̄n,mCayi).

Corolário 28 Se n = 1, então A = M2(B) ⊕ Cay, onde B é associativa, Cay2 = 0 e
[B,Cay] = [B,B]Cay = 0.

Corolário 29 Se pelo menos um dos bij no corolário 27 é invertível. Então, n = 2, R̄2,m ⊆
Z(A) e A ⊆ O⊗F R̄2,m.

Demonstração: Suponhamos que bij é invertível. De (3.30), temos

[ck, cl]bij = 0.

Entao, [ck, cl] = [ck, cl]bijb
−1
ij = 0. Portanto, R̄n,m ⊆ Z(A). Também, de (3.28)

Cayk ⊆ b−1
ij bikCayj + b−1

ij bjkCayi.

Assim, todas as componentes irredutíveis de Vc com índices diferentes de i, j, estão contidos
em Cayi ⊕ Cayj. Isto implica que, n = 2. Além disso, segue-se A ⊆ O⊗F R̄2,m

Q.E.D.

Exemplo 20 Seja T2 =

{[
α β
0 γ

]
|α, β, γ ∈ F

}
e considere R = T2[x]/I, onde I é o ideal

gerado pelo conjunto {x2, xe12}. Denote x̄ = x+ I ∈ R, então

A = M2(R)⊕ F [x̄, e11, e22](Cay1 ⊕ Cay2)

com b12 = x̄, é uma M2(F )−álgebra alternativa não-associativa de dimensão 36. Além disso,
A é a imagem homomórfica da álgebra tensorial M2(F )[Reg1⊕Reg2⊕Reg3⊕Cay1⊕Cay2],
com S̄2 = F [x̄], R̄3,2 = R, S̄3,2 = F [x̄, e11, e22].

3.5 Álgebras e bimódulos alternativos com involução
Seja A um álgebra alternativa com involução −. Lembremos que um bimódulo alternativo

com involução sobre A, é um bimódulo alternativo V junto com um endomorfismo v 7−→ v∗

de V de período 2, tal que,
a⊕ v 7−→ ā⊕ v∗
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é uma involução da extensão cisão nula E = A ⊕ V . O endomorfismo v 7−→ v∗ de V , é
chamada a involução de V .

Vamos denotar por (D,−) uma álgebra com composição D com involução −.

Exemplo 21 Seja RegD o bimódulo regular de D. Então, os bimódulos regulares com invo-
lução RegD e −RegD, são obtidas tomando o bimódulo regular Reg com a usual involução
simplética ou seu negativo, isto é, os endomorfismos a 7−→ ā e a 7−→ −ā são as involuções
de RegD e −RegD, respectivamente.

Exemplo 22 Seja CayD o bimódulo de Cayley sobre D. Então, os bimódulos de Cayley
com involução CayD e −CayD, são obtidas de maneira semelhante da involução usual
(chamada −I), induzida na álgebra de Cayley-Dickson C(u, β, γ) no processo de duplicação
de Cayley-Dickson [19], isto é, os endomorfismos m 7−→ −m e m 7−→ m são as involuções de
CayD e −CayD, respectivamente. O bimódulo de Cayley CayD é alternativo se, e somente
se, D é associativo.

Um caso particular dos exemplos 21 e 22, é o seguinte:

Exemplo 23 Se D = M2(F ) com a involução simplética. Então, temos os seguintes bimó-
dulos irredutíveis não isomorfos:

RegD, −RegD e CayD.

Observe que o bimódulo −CayD neste caso, é não alternativo. No entanto, o bimódulo CayD
é alternativo não-associativo.

Consideremos o seguinte resultado provado por K. MacCrimmon [1] (veja o Teorema 9
do Cap.VII):

Teorema 30 (1) Qualquer bimódulo alternativo unitário com involução sobre uma álgebra
de composição (D,−) é a soma das imagens homomórficas dos quatro bimódulos RegD,
−RegD, CayD, −CayD, onde os últimos dois podem ser retirados se D for não-associativo.
(2) Qualquer bimódulo alternativo unitário com involução sobre (D,−) é completamente
redutível e qualquer bimódulo irredutível é isomorfo a uma componente irredutível de RegD,
−RegD, CayD ou −CayD se D for associativo e a uma componente irredutível de RegD
ou −RegD se D for não-associativo (portanto uma álgebra de octônios).

Voltando ao problema de Jacobson, suponhamos que a álgebra alternativa A tem uma
involução ∗ que estende a involução simplética de H ∼= M2(F ), isto é, ∗ restrita a H, é a
involução simplética de H, tal que, para todo x ∈ A

x+ x∗ = t(x)1, xx∗ = x∗x = n(x)1;

onde t(x) ∈ F e n(x) ∈ F são o traço e a norma de x, respectivamente.
Ao considerarmos a álgebra alternativa A como um bimódulo alternativo unitário com

involução ∗ sobre H, temos pelo Teorema 30, a decomposição

(3.32) A =
∑
i

⊕Regi H+̇
∑
j

⊕(−Regj H)+̇
∑
k

⊕Cayk H+̇
∑
l

⊕(−Cayl H).

Isto implica, que o bimódulo A contêm dois conjuntos de elementos {ui} (as imagens de
1 no isomorfismo com Reg) e {vj} (as imagens de 1 no isomorfismo com −Reg), tais que,
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Regi ' uiH e −Regj ' vjH. Dos isomorfismos, é claro que ui, vj ∈ Za e por [1] (veja o Lema
2 do Cap.VII)

u∗i = ui e v∗j = −vj para todo i, j.

Além disso, Cayk = F.m
(k)
1 + F.m

(k)
2 e −Cayl = F.n

(l)
1 + F.n

(l)
2 são os bimódulos de Cayley

irredutíveis de dimensão 2 sobre H. Logo, de 3.32, temos

(3.33) A =
∑
i

⊕uiH+̇
∑
j

⊕vjH+̇
∑
k

⊕Cayk H+̇
∑
l

⊕(−Cayl H).

Sejam Sym(A) = {x ∈ A|x∗ = x} e Skew(A) = {x ∈ A|x∗ = −x} os espaços dos
elementos simétricos e antissimétricos de A, respectivamente.

Se u ∈ Za e a, b ∈ H, então t(u)1 = u∗ + u ∈ Sym(A) e

0 = (t(u)1, a, b) = (u∗ + u, a, b),

logo (u∗, a, b) = −(u, a, b) = 0. Também

[u∗, a] = [t(u)1− u, a] = [u, a] = 0;

assim, Za é invariante sobre a involução ∗. Portanto

Za = (Sym(A) ∩ Za)⊕ (Skew(A) ∩ Za).

Pela Proposição 16 sabemos que o H−bimódulo de Cayley Ac coincide com o subespaço
(A,H,H). Assim, ao considerar a, b ∈ H tais que α = [a, b]2 6= 0; então 1, a, b, ab formam
uma base de H sobre F . Portanto, na prova da Proposição 16 (dada no Lema 12 de [16])
tem-se Ac = (A, a, b); logo

A∗c = (A, a, b)∗ ⊆ ((Aa)b)∗ − (A(ab))∗ = b̄(āA∗)− (b̄ā)A∗ = (b̄, ā,A∗) ⊆ (H,H,A) = Ac

e Ac é invariante sobre a involução ∗. Portanto

Ac = (Sym(A) ∩ Ac)⊕ (Skew(A) ∩ Ac).

Seja M uma variedade de álgebras e consideremos um bimódulo V para A na classe M.
Se E = A ⊕ V é a extensão cisão nula de A pelo bimódulo V , então definimos o núcleo
N(V ) do bimódulo V , como a interseção do núcleo da extensão cisão nula com o bimódulo,
isto é, N(V ) = E ∩ V .

Seja w = (v, a, b) ∈ N(Ac) para algum v ∈ A. Então, por (3.18)

0 = (w, a, b) = ((v, a, b), a, b) = [a, b](v, a, b),

logo αw = [a, b]2(v, a, b) = [a, b]([a, b](v, a, b)) = 0 e assim w = 0. Portanto N(Ac) = 0.
Suponhamos que a involução ∗ deA é de tipo nuclear, isto é, todos os elementos simétricos

estão contidos no núcleo (o centro associativo) de A, N(A). Agora, em Ac precisamos que
os elementos simétricos estejam no núcleo. Como o núcleo de Ac é 0, a involução ∗ aplica
cada elemento de Ac no seu negativo, isto é, m∗ = −m para todo m ∈ Ac. Assim, como
para todo m ∈ −Cay tem-se m∗ = m, então m = 0. Logo, −Cay = 0.

Como Za = (Sym(A) ∩ Za) ⊕ (Skew(A) ∩ Za). Seja v ∈ Skew(A) ∩ Za, isto é, v∗ = −v
e av = va para todo a ∈ A. Lembre-se que na prova do Lema 10 temos mostrado que
[Za,Ac] = 0. Assim, ao considerar o elemento s = vm

(k)
2 , onde m(k)

2 é um dos elementos da
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base de Cayk, obtemos

s∗ = (vm
(k)
2 )∗ = (m

(k)
2 )∗v∗ = (−m(k)

2 )(−v) = m
(k)
2 v = vm

(k)
2 = s;

portanto s ∈ N(Ac) = 0 e um(k)
2 = 0, o qual, implica facilmente que v = 0. Portanto,

Skew(A)∩Za = 0 e Za é a subálgebra dos elementos u ∈ A, tais que, au = ua e u∗ = u para
todo a ∈ A. Consequentemente, como v∗j = −vj, então vj = 0 para todo j. Logo, −Reg = 0.

Assim, podemos retirar os bimódulos −Reg e −Cay da descomposição de A, isto é,

A =
∑
i

⊕uiH+̇
∑
k

⊕Cayk.

Portanto, se a álgebra alternativa A tem uma involução de tipo nuclear x 7→ x∗, que estende
a involução simplética de H, então obtemos os resultados da seção 3.4.



Capítulo 4

Teoremas de Fatorização de Kronecker
para as superálgebras alternativas

H. M. Wedderburn mostrou que se uma álgebra associativa unitária A contém uma
subálgebra simples central de dimensão finita B com o mesmo elemento identidade, então
A é isomorfa a um produto de Kronecker S ⊗F B, onde S é a subálgebra dos elementos
que comutam com cada b ∈ B. Em particular, se A contém Mn(F ) como subálgebra com o
mesmo elemento identidade, temos A ∼= S ⊗F Mn(F ) onde S é a subálgebra de elementos
que comutam com cada matriz unitária eij. Esse último resultado, é chamado “O Teorema
de Coordenatização de Wedderburn” como tínhamos observado no capítulo 2. Kaplansky no
Teorema 2 de [4] estendeu o resultado de Wedderburn para as álgebras alternativas A e B
a álgebra de Cayley split. Jacobson no Teorema 1 de [2] deu uma nova prova do resultado
de Kaplansky usando sua classificação dos bimodulos alternativos completamente redutíveis
sobre corpos de característica diferente de 2. Esse resultado é conhecido como o Teorema de
Fatorização de Kronecker de N. Jacobson.

No caso das superálgebras, M. López Díaz e I. Shestakov [7, 8] estudaram as represen-
tações das superálgebras alternativas e de Jordan simples excepcionais de característica 3
e por meio dessas representações, obtiveram uns análogos do Teorema de Fatorização de
Kronecker para essas superálgebras. Similarmente, C. Martinez e E. Zelmanov [9] obtiveram
um Teorema de Fatorização de Kronecker para a superálgebra de Kac excepcional K10 de
dimensão 10.

Neste capítulo, provamos um Teorema de Fatorização de Kronecker para as superálge-
bras alternativas que contém a superálgebra associativa M(1|1)(F ) com o mesmo elemento
identidade. Como corolário, respondemos ao análogo do problema de N. Jacobson [2] (veja
o Cap. 3) para as superálgebras alternativas, isto é, descrevemos a cada superálgebra alter-
nativa que contém a superálgebra associativa M(1|1)(F ) com o mesmo elemento identidade
sobre corpos de característica diferentes de 2.

Além disso, provamos o Teorema de Fatorização de Kronecker de N. Jacobson que fun-
ciona para o caso geral. Também, provamos um Teorema de Fatorização de Kronecker para
as superálgebras alternativas, cuja parte par contém O com o mesmo elemento identidade.

M. Trushina e I. Shestakov [17] estudaram as representações das superálgebras alter-
nativa simples O(4|4) ou O[u]. Eles mostraram que cada bimódulo alternativo irredutível
não-associativo fiel sobre essas superálgebras são isomorfos ao bimódulo regular ou a seu
oposto das superálgebras O(4|4) ou O[u]. Finalmente, provamos a redutibilidade completa
dos bimódules sobre essas superálgebras e provamos alguns análogos do Teorema de Fatori-
zação de Kronecker para cada superálgebra alternativa que contenha O(4|4) ou O[u] com o
mesmo elemento identidade.

65
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ALTERNATIVAS 4.14.1 Superálgebras e (super) bimódulos alternativos

4.1.1 Superálgebras alternativas

Lembremos, uma superálgebra é uma álgebra Z2−graduada A = A0̄ ⊕ A1̄, onde A0̄ e
A1̄ são espaços de A tais que AiAj ⊆ Ai+j para todo i, j ∈ Z2. Os são espaços A0̄ e A1̄ são
ditos como a parte par e ímpar, respectivamente, da Z2−graduação de A.

Como antes, H denota a generalizada álgebra dos quaterniões.

Exemplo 24 A álgebra de Cayley-Dickson O = H + vH (v2 = α 6= 0) tem a estrutura
natural de uma álgebra Z2−graduada, onde a generalizada álgebra dos quaterniões H é a parte
par e o H−bimódulo de Cayley vH é a parte ímpar da Z2−graduação de O. Se H ∼= M2(F ),
temos a álgebra de Cayley-Dickson split e se H é de divisão, temos a álgebra de Cayley-
Dickson de divisão.

E como em [15]:

Exemplo 25 Seja Γ a álgebra de Grassmann sobre um corpo F gerada pelos elementos
1, e1, . . . , en, . . . tais que

e2
i = 0, eiej = −ejei.

Os produtos
1, ei1ei2 . . . eik , i1 < i2 < · · · < ik,

formam uma base de Γ sobre F (consideremos 1 como o produto do conjunto vacio dos
elementos ei). Denote-se por Γ0̄ e Γ1̄ os espaços gerados pelos produtos de comprimento par
e ímpar; então Γ é a soma direta desses espaços,

Γ = Γ0̄ ⊕ Γ1̄,

onde
ΓiΓj ⊆ Γ

i+j(mod 2)
, i, i ∈ {0̄, 1̄}.

Em outras palavras, Γ é uma álgebra Z2-graduada (ou superálgebra) sobre F .

Definição 7 Seja V uma variedade de álgebras sobre F definida pelas identidades homogê-
neas (veja [19]). Uma superálgebra A = A0̄⊕A1̄ é uma V−superalgebra se sua envolvente
de Grassmann Γ(A) = Γ0̄ ⊗ A0̄ + Γ1̄ ⊗ A1̄ pertence a V. Em particular, A é uma supe-
rálgebra alternativa se, e somente se, A satisfaz as seguintes (super)identidades:

(4.1)
(x, y, z) + (−1)|y||z|(x, z, y) = 0,

(x, y, z) + (−1)|x||y|(y, x, z) = 0,

(a, a, x) = 0,

onde a0 ∈ A0, x, y, z ∈ A0 ∪A1 e |x| denota a paridade de um elemento homogêneo x of A:
|x| = i se x ∈ Ai.

Observe que uma superálgebra alternativa não é o mesmo como uma álgebra alterna-
tiva Z2−graduada: as superálgebras alternativas simples de característica 3, obtidas por I.
Shestakov [16] não são álgebras alternativas.
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Exemplo 26 A superálgebra de Grassmann Γ é uma superálgebra comutativa, pois sua en-
volvente de Grassmann Γ(Γ) = Γ0̄ ⊗ Γ0̄ + Γ1̄ ⊗ Γ1̄ é comutativa. Isto vem do fato de que Γ
satisfaz a seguinte identidade de comutatividade (or supercomutatividade) graduada

ab = (−1)|a||b|ba,

onde a, b ∈ Γ0̄ ∪ Γ1̄.

De aqui em adiante denotaremos por A a cada superálgebra alternativa sobre F . Deno-
taremos também à parte par de A por B e a parte ímpar de A por M . Observamos que B é
uma subálgebra alternativa de A e M é um B−bimódulo alternativo.

C.T.C. Wall [18] mostrou que cada superálgebra associativa simples de dimensão finita
sobre um corpo algebricamente fechado F é isomorfa a umas das seguintes superálgebras
associativas:

A = M(m|k)(F ), B =

{[
∗ 0
0 ∗

]}
, M =

{[
0 ∗
∗ 0

]}
e

A = Q(n) =

{[
a b
b a

]
; a, b ∈Mn(F )

}
, B =

{[
a 0
0 a

]}
, M =

{[
0 b
b 0

]}
.

Lembremos que no caso quando o corpo é de característica 2 qualquer álgebra alternativa
Z2−graduada é também uma superálgebra alternativa.

As superálgebras alternativas simples de característica 2 foram classificadas por I. Shesta-
kov [16]. Nesse caso apareceram superálgebras simples não-triviais nem associativas. Assim,
sobre um corpo de característica 2, qualquer tal superálgebra é isomorfa a uma das seguintes
duas superálgebras obtidas do processo de Cayley-Dickson:

Exemplo 27 A superálgebra de Cayley-Dickson O(4|4) = O = H ⊕ vH, v2 = γ 6=
0 (γ ∈ F ) com a Z2−graduação inducida pelo processo de duplicação de Cayley-Dickson
aplicada a generalizada álgebra dos quaterniões H, onde

(ab)v = b(av),

v(ab) = (vb)a,

(va)(vb) = αbā.(4.2)

para todo a, b ∈ H.

Exemplo 28 A álgebra de Cayley-Dickson dobrada O[u] = F [u] ⊗F O = O ⊕ Ou,
onde F [u] = F + Fu, 0 6= γ = u2 ∈ F .

4.1.2 Superimódulos alternativos

Os superbimódulos alternativos estão definidos de maneira semelhante ao caso não-
graduado. Um bimódulo V = V0⊕V1 sobre uma superálgebra alternativa A = B⊕M é cha-
mado umA−superbimódulo alternativo se, a extensão cisão nulaA⊕V = (B⊕V0)⊕(M⊕V1)
é uma superálgebra alternativa.

Como no caso das álgebras, o problema principal da teoria de representações de supe-
rálgebras, é a descrição dos superbimódulos irredutíveis. Para as álgebras alternativas, tais
bimódulos estão sempre definidos sobre álgebras simples ou sobre uma soma direta de duas
álgebras simples, e no último caso, o bimódulo é associativo. Depois de isso, outro fato
importante é mostrar a redutibilidade completa dos superbimódulos.
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4.2 Um análogo do problema de Nathan Jacobson para

as superálgebras alternativas
Sejam A = B ⊕M uma superálgebra alternativa com identidade 1 sobre F e ei ∈ B,

i = 1, . . . , n um sistema idempotentes ortogonais dois a dois, tais que, e1 + · · ·+en = 1. Além
disso, seja A =

∑
Aij a decomposição de Peirce de A relativo a esse sistema de idempotentes

{ei}.
Assim, temos a seguinte generalização para superálgebras alternativas do Teorema 10.

Teorema 31 Seja A = B⊕M uma superálgebra alternativa com elemento identidade 1 que
contém um sistema de idempotentes ortogonais dois a dois e não nulos e1, . . . , en tais que
1 = e1 + · · ·+ en. Suponha que para cada i 6= j existem aij ∈ Aij e bji ∈ Aji tais que

aijbji = ei e bjiaij = ej.

Então, se n ≥ 3, A é uma superálgebra associativa.

Demonstração: Seja Γ(A) = B⊗Γ0̄ +M ⊗Γ1̄ a envolvente de Grassmann da superálgebra
A. Como A é uma superálgebra alternativa, resulta que Γ(A) é uma álgebra alternativa.
Note

Γ(A) ⊃ B ⊗ Γ0̄ ⊇ {ẽi := ei ⊗ 1; i = 1, . . . , n}

onde ẽ2
i = (ei ⊗ 1)2 = ei ⊗ 1 = ẽi, ẽiẽj = (ei ⊗ 1)(ej ⊗ 1) = eiej ⊗ 1 = 0 para i 6= j e∑n

i=1 ẽi =
∑n

i=1(ei ⊗ 1) = 1 ⊗ 1 = 1Γ(A); assim, Γ(A) contém um sistema de idempotentes
ortogonais {ẽi}. Além disso, pela hipótese, para cada i 6= j existem aij ∈ Aij e bji ∈ Aji tais
que aijbji = ei e bjiaij = ej, então

ãij b̃ji = (aij ⊗ 1)(bji ⊗ 1) = aijbji ⊗ 1 = ei ⊗ 1 = ẽi

e
b̃jiãij = (bji ⊗ 1)(aij ⊗ 1) = bjiaij ⊗ 1 = ej ⊗ 1 = ẽj,

onde ãij e b̃ji pertencem à decomposição de Peirce de Γ(A) relativo ao idempotente 1Γ(A).
Então, como n ≥ 3, Γ(A) é uma álgebra alternativa que satisfaz as condições to Teorema
10. Portanto, Γ(A) é uma álgebra associativa e, consequentemente, A é uma superálgebra
associativa.

Q.E.D.

Corolário 32 Seja A = B ⊕ M uma superálgebra alternativa com elemento identidade
que contém a superálgebra associativa M(m|k)(F ) com o mesmo elemento identidade. Se
m+ k ≥ 3, então A é uma superálgebra associativa e

A ∼= M(m|k)(F )⊗F Z ∼= M(m|k)(Z)

onde Z é uma superálgebra associativa; além disso,

B = (M(m|k)(F ))0̄ ⊗F Z0̄ + (M(m|k)(F ))1̄ ⊗F Z1̄

e
M = (M(m|k)(F ))1̄ ⊗F Z0̄ + (M(m|k)(F ))0̄ ⊗F Z1̄.
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Exemplo 29 Consideremos a superálgebra associativa A = M(m|k)(C) sobre R tal que A
contém M(m|k)(R), então

A ∼= M(m|k)(R)⊗R Z ∼= M(m|k)(R)⊗R C

onde Z = Z0̄ ⊕ Z1̄ = R + iR = C. Além disso,

B =

[
Mm(R) Mm×k(iR)
Mk×m(iR) Mk(R)

]
e M =

[
Mm(iR) Mm×k(R)
Mk×m(R) Mk(iR)

]
Corolário 33 Cada superbimódulo alternativo unitário sobre M(m|k)(F ) (m + k ≥ 3) é
associativo.

Consequentemente, a partir do Corolário 32 surge naturalmente o análogo do problema
de Nathan Jacobson [2] para as superálgebras alternativas quando m+ k = 2:

Descrever as superálgebras alternativas que contém M(1|1)(F ) com o mesmo elemento
identidade.

4.3 Teoremas de Fatorização de Kronecker
Seja F um corpo de característica arbitrária. O seguinte resultado é conhecido como o

Teorema de Fatorização de Kronecker de Nathan Jacobson.

Teorema 34 Seja A uma álgebra alternativa com elemento identidade, tal que, A contém
O com o mesmo elemento identidade. Então, A ∼= Z⊗F O para uma certa álgebra associativa
e comutativa Z.

Demonstração: No caso Car F 6= 2, o resultado foi mostrado por N. Jacobson [2]. Daremos
outra prova que funciona para o caso geral.

Consideremos A como um O−bimódulo alternativo unitário. Em particular, podemos
considerar A como um H−bimódulo alternativo unitário, então pela Proposição 16

A = Aa ⊕Ac,

onde Aa é um bimódulo associativo e Ac é um bimódulo de Cayley. Sabemos que Aa contém
um conjunto de elementos {ui} (as imagens de 1 no isomorfismo com RegH), tal que,
Aa =

∑
uiH, onde ui ∈ Za = {a ∈ Aa| [a,H] = 0}. Além disso, pelo Lema 10

(Za,A,A) = [Za,Ac] = 0

e, como A contem O; em particular (Za, Za,O) = (Za,O,O) = 0.
Seja B =

∑
uiO. É claro que B é um O−subbimódulo de A e

B ⊇
∑

uiH = Aa.

Sabemos que a álgebra de Cayley-Dickson O tem a decomposição H⊕ vH, onde v2 = γ 6= 0
(γ ∈ F ) e por (4.2)

(vx)(vy) = γyx̄
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para todo x, y ∈ H. Escolha a, b ∈ H, tais que, α = [a, b]2 6= 0 (α ∈ F ). Seja w ∈ Ac, logo

αγw = w(γ[a, b][b̄, ā]) = w((v[b̄, ā])(v[a, b]))

= (w ◦ (v[b̄, ā]))(v[a, b])− (v[b̄, ā])(w(v[a, b])).

É claro que vH está contido em Ac. Assim, pelo Lema 8, sabemos que AcAc ⊆ Aa, então
w ◦ (v[b̄, ā]) ∈ Aa e w(v[a, b]) ∈ Aa; portanto, αγw ∈ B e como α, γ 6= 0, temos w ∈ B. Logo,
Ac ⊆ B. Então, A = B. Como cada uiO é irredutível, A = B é completamente redutível.

De [Za,Ac] = 0, temos [Za, vH] = 0 pois vH esta contido em Ac. Então,

[Za,O] = 0.

Como A =
∑
uiO, cada elemento de A pode ser escrito em uma única forma, da forma∑

uiai com ai ∈ O. Pelo Lema 9, Za é uma álgebra associativa. Por outro lado, se x =∑
uiai ∈ Za, ai ∈ O. Então, ax = xa para todo a ∈ O, isto é,∑

auiai =
∑

uiaia,∑
uiaai =

∑
uiaia;

portanto aai = aia. Como O é central, isso, implica ai = λi1, onde λi ∈ F . Portanto, Za é o
espaço gerado pelos ui, isto é, Za =

∑
Fui. Logo, é claro que A = Za ⊗F O.

Fixemos elementos arbitrários x, y ∈ Za e a, b, c ∈ O. Aplicando a linearização de (3.18),
temos

[x, y](a, b, c) = −[a, y](x, b, c)− [x, b](a, y, c)− [a, b](x, y, c) + (x, y, (a, b, c))

+(a, y, (x, b, c)) + (x, b, (a, y, c)) + (a, b, (x, y, c)) = 0.

Podemos escrever o produto anterior como [x, y]⊗ (a, b, c) = 0. Assim, como O é não asso-
ciativa, existem a, b, c ∈ O, tais que, (a, b, c) 6= 0. Então, [x, y] = 0 e [Za, Za] = 0; portanto,
Za é uma álgebra associativa e comutativa.

Se denotamos Z = Za, temos A ∼= Z ⊗F O.
Isso prova o Teorema.

Q.E.D.

Com a ajuda do Teorema 34, podemos classificar aos bimódulos alternativos unitários
sobre a álgebra de Cayley-Dickson O.

Teorema 35 Cada bimódulo alternativo unitário sobre O é completamente redutível.

Demonstração: No caso Car F 6= 2, o resultado foi mostrado por N. Jacobson [3]. Daremos
outra prova que funciona para o caso geral.

Seja V um bimódulo alternativo unitário sobre O. A extensão cisão nula E = O⊕ V de
O pelo bimódulo V é uma álgebra alternativa que contém O como uma subálgebra unitária.
Então, pela demonstração do Teorema 34, temos E =

∑
⊕RegO. Portanto, V =

∑
⊕RegO,

isto mostra que, V é completamente redutível.
Isto prova o Teorema.

Q.E.D.

A seguir, generalizamos o Teorema 34 para as superálgebras alternativas unitárias, mas
para isso precisamos primeiro o seguinte resultado.
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Lema 17 Seja A = B ⊕M uma superálgebra alternativa tal que A contém uma subsupe-
rálgebra U separável de dimensão finita. Consideremos Ω = {a ∈ A : [a, U ] = 0}, onde
[a, u] = au− (−1)|a||u|ua para todo u ∈ U . Então, Ω é uma subsuperálgebra de A e

(au)(bv) = (−1)|u||b|(ab)(uv)

é válida para todo a, b ∈ U e u, v ∈ Ω.

Demonstração: Considere as envolventes de Grassmann Γ(A) e Γ(U), respectivamente de
A e U . Assim, Γ(A) é uma álgebra alternativa que contém uma subálgebra separável de
dimensão finita Γ(U). Portanto, pelo Lema 1 de [2], o conjunto

Θ = {ã ∈ Γ(A) : [ã,Γ(U)] = 0}

é uma subálgebra de Γ(A). Além disso, (Γ(A),Γ(U),Θ) = 0.
Vamos mostrar que Θ = Γ(Ω). Seja ã um elemento homogêneo de Θ, isto é, ã = ga ⊗ a

onde ga ∈ Γ0∪Γ1 e a ∈ A0∪A1 tem a mesma paridade. Então, para todo elemento homogêneo
x̃ = gx ⊗ x ∈ Γ(U)

0 = [ã, x̃] = gagx ⊗ (ax− (−1)|a||x|xa) = gagx ⊗ [a, x]

e como gagx é um elemento da base da álgebra de Grassmann, temos [a, x] = 0 para todo
x ∈ U0 ∪ U1. Logo, a ∈ Ω; portanto ã ∈ Γ(Ω) e Θ ⊆ Γ(Ω). Agora, seja ã um elemento
homogêneo de Γ(Ω), isto é, ã = ga ⊗ a para a ∈ Ω0 ∪ Ω1. Então, [a, x] = 0 para todo
x ∈ U0 ∪ U1. Assim,

[ã, x̃] = [ga ⊗ a, gx ⊗ x] = gagx ⊗ [a, x] = 0

para todo x̃ ∈ Γ(U). Logo, ã ∈ Θ; portanto Γ(Ω) ⊆ Θ.
Assim, (Γ(A),Γ(U),Γ(Ω)) = 0. Voltando para as superálgebras, Ω é uma subsuperálgebra

de B e a última igualdade implica (A, U,Ω) = 0. Além disso, pelo Lema 1 de [2] (ãũ)(̃bṽ) =

(ãb̃)(ũṽ) para to ã, b̃ ∈ Γ(U) e ũ, ṽ ∈ Γ(Ω), isto é, ã = ga ⊗ a, b̃ = gb ⊗ b, ũ = gu ⊗ u,
ũ = gv ⊗ v

(ãũ)(̃bṽ) = (ãb̃)(ũṽ),

(gagu ⊗ au)(gbgv ⊗ bv) = (gagb ⊗ ab)(gugv ⊗ uv),

gagugbgv ⊗ (au)(bv) = gagbgugv ⊗ (ab)(uv),

mas gbgu = (−1)|b||u|gugb. Então, gagugbgv ⊗ ((au)(bv) − (−1)|b||u|(ab)(uv)) = 0 e, como
gagugbgv é um elemento da base de Γ, temos (au)(bv) = (−1)|b||u|(ab)(uv) para todo a, b ∈ U
e u, v ∈ Ω.

Isso prova o Lema.

Q.E.D.

No que segue, provamos um Teorema de Fatorização de Kronecker para as superálgebras
alternativas, onde a parte par da superálgebra contém O com o mesmo elemento identidade.

Teorema 36 Seja A = B ⊕M uma superálgebra alternativa, tal que, B contém O e ambos
tem o mesmo elemento identidade de A. Então, A ∼= Ω ⊗F O para uma certa superálgebra
associativa e comutativa Ω.
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Demonstração: Sabemos que B é uma subálgebra alternativa de A que contém O e ambos
têm a mesma identidade de A. Consideremos B como um O−bimódulo alternativo unitário.
Então, pelo Teorema 35, B é completamente redutível, isto implica que, o bimódulo B contém
um conjunto de elementos {ui} (as imagens de 1 nos isomorfismos com RegO), tais que,
B =

∑
uiO e cada elemento de B pode ser escrito em uma única forma, da forma

∑
uiai

onde ai ∈ O.
Além disso, como A é uma superálgebra alternativa, temos que, M é um B−bimódulo

alternativo unitário; em paticular,M é uma O−bimódulo. Assim, como no paragrafo acima,
o bimódulo M contém um conjunto de elementos {vj} (as imagens de 1 nos isomorfismos
com RegO, tais que, M =

∑
vjO e cada elemento de M pode ser escrito em uma única

forma, da forma
∑
vjaj onde aj ∈ O.

Seja Ω = {x ∈ A; [x,O] = 0}. Pelo Lema 17, Ω é uma subsuperálgebra e (A,O,Ω) = 0;
em particular (Ω,O,Ω) = (O,O,Ω) = 0. Claramente ui, vj ∈ Ω. Por outro lado, seja x =∑
uiai +

∑
vjaj ∈ Ω, ai, aj ∈ O. Então, ax = xa para todo a ∈ O, isto é,∑

auiai +
∑

avjaj =
∑

uiaia+
∑

vjaja,∑
uiaai +

∑
vjaaj =

∑
uiaia+

∑
vjaja.

Portanto, aai = aia e aaj = aja. Como O é central, isso implica, ai = λi1 e aj = λj1, onde
λi e λj estão no corpo F . Portanto, Ω é o espaço gerado pelos ui e os vj, isto é,

Ω =
∑

Fui ⊕
∑

Fvj.

Logo, é claro que A = Ω⊗F O.
Fixemos elementos arbitrários x, y, z ∈ Ω e a, b, c ∈ O. Como O contem H, escolha

elementos a, b ∈ H tais que [a, b]2 = α ∈ F , α 6= 0. Então, pela superlinearização de (3.18),
obtemos

[a, b](x, y, z) = ±[a, y](x, b, z)± [x, b](a, y, z)± [x, y](a, b, z)± (a, b, (x, y, z))

±(a, y, (x, b, z))± (x, b, (a, y, z))± (x, y, (a, b, z)) = 0.

Similarmente, (x, y, z)[a, b] = 0. Assim,

α(x, y, z) = [a, b]2(x, y, z) = [a, b]([a, b](x, y, z))

±(([a, b](x, y, z))[a, b]− [a, b]((x, y, z)[a, b])) = 0

e (x, y, z) = 0; portanto, Ω é associativa.
Aplicando novamente a superlinearização de (4.18), temos

[x, y](a, b, c) = ±[a, y](x, b, c)± [x, b](a, y, c)± [a, b](x, y, c)± (x, y, (a, b, c))

±(a, y, (x, b, c))± (x, b, (a, y, c))± (a, b, (x, y, c)) = 0.

Podemos escrever o produto anterior como [x, y]⊗ (a, b, c) = 0. Assim, como O é não asso-
ciativa, existem a, b, c ∈ O, tais que, (a, b, c) 6= 0. Então, [x, y] = 0 e [Ω,Ω] = 0; portanto, Ω
é uma superálgebra associativa e comutativa.

Isso prova o Teorema.

Q.E.D.
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Seja A uma arbitrária superálgebra e U uma subsuperálgebra de A. O conjunto

CA(B) = {a ∈ A| [a,B] = 0}

é chamado o centralizador de U em A.
Usando a envolvente de Grassmann e a definição de centralizador, podemos dar uma

outra demonstração do teorema 36:

Demonstração: Consideremos a envolvente de Grassmann Γ(A) de A. Identificando O
com 1 ⊗ O ⊆ Γ0 ⊗ B, concluímos, pelo Teorema 34 que, existe uma álgebra associativa e
comutativa Z tal que Γ(A) ∼= Z ⊗O, onde Z é o centralizador de O em Γ(A).

Denotemos por Ω o centralizador de O em A. Seja ã um elemento homogêneo de Z, isto
é, ã = ga ⊗ a onde a ∈ A é um elemento homogêneo, tal que, [ã, x] = 0 para todo x ∈ O.
Como x = 1 ⊗ x, então 0 = [ã, x] = [ga ⊗ a, 1 ⊗ x] = ga ⊗ [a, x] e como ga é um elemento
da base da álgebra de Grassmann, temos [a, x] = 0 para todo x ∈ O. Logo, a ∈ Ω; portanto
ã ∈ Γ(Ω) e Z ⊆ Γ(Ω). Agora, seja ã ∈ Γ(Ω), isto é, ã = ga ⊗ a para a ∈ Ω homogêneo.
Então,

[ã, x] = [ga ⊗ a, 1⊗ x] = ga ⊗ [a, x] = 0

para todo x ∈ O. Logo, ã ∈ Z e Γ(Ω) ⊆ Z. Assim, Z = Γ(Ω), isto é, o centralizador de
O na envolvente de Grassmann de A é a envolvente de Grassmann do centralizador de O
em A; portanto A ∼= (Ω0 + Ω1) ⊗F O, onde Ω = Ω0 + Ω1 é uma superálgebra associativa e
comutativa de A.

Q.E.D.

A seguir, vamos supor que a característica do corpo F é diferente de 2.
N. A. Pisarenko [11] mostro que cada bimódulo alternativo unitário sobre M(1|1)(F ) é

associativo e completamente redutível e, os únicos M(1|1)(F )−bimódulos irredutíveis são o
bimódulo regular RegM(1|1)(F ) e seu oposto.

Vamos provar para a superálgebra associativa unitária M(1|1)(F ) um análogo do teorema
de Fatorização de Kronecker de N. Jacobson [2].

Teorema 37 Seja A uma superálgebra alternativa tal que A contémM(1|1)(F ) com o mesmo
elemento identidade. Então, A ∼= U⊗̃FM(1|1)(F ) para uma certa superálgebra associativa U .

Demonstração: Considere A como um M(1|1)(F )−bimódulo alternativo unitário. Por [11],
temos A =

∑
i uiM(1|1)(F ), onde ui ∈ Za(A) = {u ∈ A : [u,M(1|1)(F )] = 0}. Se U = Za.

Então, A = UM(1|1)(F ) e mostraremos que U é a superálgebra desejada.
Primeiro mostraremos que U é uma subsuperálgebra de A. Consideremos elementos

arbitrários u, v, w ∈ U e a, b, c ∈M(1|1)(F ). Assim, pelo fato que A é umM(1|1)(F )−bimódulo
associativo, isto é, (A,M(1|1)(F ),M(1|1)(F )) = 0 e, pelas superlinearizações de (3.18) e (3.19),
temos

[a, b](u, v, c) = ±[ui, b](a, v, c)± [a, v](u, b, c)± [u, v](a, b, c)± (a, b, (u, v, c))

±(u, b, (a, v, c))± (a, v, (u, b, c))± (u, v, (a, b, c))

= ±(a, b, (u, v, c))

= ±((u, a, b), v, c)± (u, (v, a, b), c)± (u, v, (c, a, b))

±[v, (u, c, [a, b])]± ([u, c], v, [a, b]) = 0.
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Similarmente (u, v, c)[a, b] = 0. Escolhendo elementos homogêneos a, b ∈ M(1|1)(F ) tais que
[a, b]2 = α ∈ F , α 6= 0. Então, usando a superidentidade que define a uma superálgebra
alternativa, obtemos

α(u, v, c) = [a, b]2(u, v, c) = [a, b]([a, b](u, v, c))

±(([a, b](u, v, c))[a, b]− [a, b]((u, v, c)[a, b])) = 0

e (u, v, c) = 0. Assim, (U,U,M(1|1)(F )) = 0. Logo, pela seguinte identidade

(4.3) [xy, z]− x[y, z]− (−1)|y||z|[x, z]y − 3(x, y, z) = 0

que é válida em toda superálgebra alternativa (veja [15])

[uv, c] = ±u[v, c]± [u, c]v ± 3(u, v, c) = 0;

portanto UU ⊆ U .
Além disso, de novo pela superlinearização de (3.18), temos

[a, b](u, v, w) = ±[ui, b](a, v, w)± [a, v](u, b, w)± [u, v](a, b, w)± (a, b, (u, v, w))

±(u, b, (a, v, w))± (a, v, (u, b, w))± (u, v, (a, b, w)) = 0.

Similarmente (u, v, w)[a, b] = 0. Logo,

α(u, v, w) = [a, b]2(u, v, w) = [a, b]([a, b](u, v, w))

±(([a, b](u, v, w))[a, b]− [a, b]((u, v, w)[a, b])) = 0,

o qual, implica (u, v, w) = 0. Portanto, U é associativa.
É claro que A é a imagem homomórfica de U⊗̃FM(1|1)(F ). Suponha que w = u1e11 +

u2e22 + u12e12 + u21e21 = 0 para alguns ui, uij ∈ U . Então, como A é M(1|1)(F )−bimódulo
associativo, temos

0 = we11 = u1e11 + u21e21

0 = we22 = u2e22 + u12e12.

Multiplicar à primeira equação separadamente pela esquerda por e11 e e12, assim 0 = u1e11

e 0 = u21e11. Logo,
0 = (e21(u1e11))e12 = u1e22,

0 = (e21(u21e11))e12 = u21e22.

Então,
0 = u1e11 + u1e22 = u1

0 = u21e11 + u21e22 = u21.

Similarmente, de 0 = we22 = u2e22+u12e12 segue u2 = u12 = 0. Portanto, B ∼= U⊗̃FM(1|1)(F ).
Isto prova o Teorema.

Q.E.D.

Corolário 38 Seja A uma superálgebra alternativa, tal que, A contém M(1|1)(F ) com o
mesmo elemento identidade. Então, A é uma superálgebra associativa.

O corolário 38 responde ao análogo do problema de N. Jacobson para as superálgebras
alternativas sobre corpos de característica diferente de 2.
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Observação 39 Se a característica do corpo F for 2, a superálgebra M(1|1)(F ) possui um
bimódulo de Cayley irredutível unitário que não é associativo (veja, [17]).

No que segue, vamos supor que a característica do corpo F é igual a 2.
Maria Trushina e Ivan Shestakov [17] mostraram os seguintes resultados:

Teorema 40 Seja V um bimódulo alternativo irredutível fiel sobre a superálgebra O(4|4).
Então, V é isomorfo a RegO(4|4) ou a seu oposto.

Teorema 41 Seja V um bimódulo alternativo irredutível fiel sobre a superálgebra O[u]. En-
tão, V é isomorfo a RegO[u] ou a seu oposto.

Nos seguintes resultados vamos descrever a redutibilidade completa dos bimódulos al-
ternativos unitários sobre as superálgebras alternativas simples O(4|4) e O[u]. Dividimos as
provas em uma sequencia de Lemas.

Seja V um bimódulo alternativo unitário sobre a superálgebra O(4|4) = H + M , onde
M = vH. Pela Proposição 16, V = Va ⊕ Vc, onde Va é um H−bimódulo associativo unitário
e Vc é um H−bimódulo de Cayley.

Os enunciados e as demonstrações dos Lemas 18 e 19 são análogos a dos Lemas 3.1 e 3.2
de [8], por isso, vamos omitir suas demonstrações.

Lema 18 Seja V = Va ⊕ Vc um superbimódulo alternativo unitário sobre O(4|4) = H +M .
Então, para qualquer v ∈ Vc, m ∈M , a ∈ H,

(4.4) (vm)a = (av)m, a(mv) = m(va)

e para quaisquer u ∈ Va, m ∈M , a, b ∈ H,

(um)a = (uā)m(4.5)

a(mu) = m(āu),(4.6)

((um)a)b = (um)(ba),(4.7)

b(a(mu)) = (ab)(mu),(4.8)

(um, a, b) = (um)[b, a],(4.9)

(b, a,mu) = [b, a](mu),(4.10)

Lema 19 Seja V = Va ⊕ Vc um superbimódulo alternativo unitário sobre O(4|4) = H +M .
Então, VaM ,MVc, VcM eMVc são subespaços H−invariantes. Além disso, VaM+MVa ⊆ Vc
e VcM +MVc ⊆ Va.

Corolário 42 Nas notações dos Lemas 18 e 19, Va 6= 0.

Demonstração: Suponha que Va = 0, então pelo Lema 19 VM = MV = 0. Escolha
a, b ∈ H, tais que, α = [a, b]2 6= 0 (α ∈ F ). Para qualquer w ∈ V , por (4.2)

αγw = w(γ[a, b][b̄, ā])

= w((v[b̄, ā])(v[a, b]))

= (w(v[b̄, ā]))(v[a, b]) + ((v[b̄, ā])w)(v[a, b])− (v[b̄, ā])(w(v[a, b])) = 0.

Como α, γ 6= 0, temos w = 0, uma contradição.
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Lema 20 Seja V = Va ⊕ Vc um superbimódulo alternativo unitário sobre O(4|4) = H + M
e Za = {v ∈ Va| [v,H] = 0}. Então, Za 6= 0 e satisfaz as seguintes condições:

i) [Za,O(4|4)] = 0,

ii) (Za,O(4|4),O(4|4)) = 0.

Demonstração: Pelo Corolário 42, Va 6= 0 e é um H−bimódulo associativo unitário com-
pletamente redutível, isto é, Va =

∑
⊕Wi, onde Wi ' RegH. Assim, Va contem uma família

{ui} (as imagens de 1 no isomorfismo com RegH), tais que, Va =
∑
⊕uiH. Agora, é claro

que Za 6= 0.
Fixemos elementos arbitrários u, v, w ∈ Za, m,n ∈ M e a, b, c ∈ H. Vamos mostrar

primeiro que

(4.11) (Za,H,M) = 0.

Pelos Lemas 18 e 19, temos

(a, u,m) = (au)m− a(um) = (au)m− (um)ā
(5.5)
= (au)m− (ua)m = [a, u]m = 0,

o qual prova (4.11). Além disso, pela superlinearização de (3.21)

([u,m], a, b) = ([u, a],m, b) + [m, (u, a, b)] + [a, (u,m, b)] = 0.

Portanto, ([Za,M ],H,H) = 0, isto é, [Za,M ] ⊆ Va. Como [Za,M ] ⊆ Vc, então

[Za,M ] ⊆ Va ∩ Vc = 0,

o qual, implica [Za,M ] = 0. Isto prova i).
Pelas superlinearizações de (3.18) e (3.19) e, escolhendo a, b ∈ H tais que [a, b]2 = α ∈ F ,

α 6= 0, obtemos

[a, b](u,m, n) = [u, b](a,m, n) + [a,m](u, b, n) + [u,m](a, b, n) + (a, b, (u,m, n))

+(u, b, (a,m, n)) + (a,m, (u, b, n)) + (u,m, (a, b, n))

= (u,m, (a, b, n))

= ((u,m, a), b, n) + ((u, b, n),m, a) + (u, (m, b, n), a)

+[m, (u, a, [b, n])] + ([u, a],m, [b, n]) = 0.

De forma análoga, (u,m, n)[a, b] = 0. Logo,

α(u,m, n) = [a, b]2(u,m, n) = [a, b]([a, b](u,m, n))

+(([a, b](u,m, n))[a, b]− [a, b]((u,m, n)[a, b])) = 0

e (u,m, n) = 0; assim (Za,M,M) = 0. Isto prova ii).
Isto prova o Lema.

Q.E.D.

Teorema 43 Cada bimódulo alternativo unitário sobre a superálgebra O(4|4) é completa-
mente redutível.
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Demonstração: Seja V um O(4|4)−bimódulo alternativo unitário. Então, pela Proposição
16, V = Va ⊕ Vc, onde Va é um H−bimódulo associativo e Vc é um H−bimódulo de Cayley.
Além disso, o bimódulo Va é isomorfo a uma soma direta de H−bimódulos regulares: Va =⊕

i Vi, onde para cada i, Vi = uiH e ui ∈ Za(Vi) é a imagem da identidade 1 no isomorfismo
ϕ : a 7→ uia dos H−bimódulos RegH e Vi. Em particular, como 1a = a1 para todo a ∈ H,
aplicando ϕ temos uia = aui; assim [ui,H] = 0. Portanto, ui ∈ Za = Za(V ) = {v ∈ Va :
[v,H] = 0}. Pelo Lema 20, temos Za 6= 0 e

(Za,O(4|4),O(4|4)) = [Za,O(4|4)] = 0.

Consideremos W =
∑

i uiO(4|4). É claro que W é um O(4|4)−subbimódulo de V e

W =
∑
i

uiO(4|4) ⊇
∑
i

uiH = Va.

Seja w ∈ Vc. Então,

αβw = w(α[a, b][b̄, ā])

= w((v[b̄, ā])(v[a, b]))

= (w(v[b̄, ā]))(v[a, b]) + ((v[b̄, ā])w)(v[a, b])− (v[b̄, ā])(w(v[a, b])).

Pelo Lema 19 w(v[b̄, ā]) (v[b̄, ā])w, w(v[a, b]) ∈ Va; assim w ∈ W . Portanto, Vc ⊆ W eW = V .
Como cada bimódulo uiO(4|4) é irredutível; portanto V = W é completamente redutível.

Isto prova o Teorema.

Q.E.D.

Teorema 44 Cada bimódulo alternativo unitário sobre a superálgebra O[u] é completamente
redutível.

Demonstração: Seja V um O[u]−bimódulo alternativo unitário. Como a álgebra de Cayley-
Dickson O é uma subálgebra da superálgebra alternativa O[u], podemos considerar V como
um O−bimódulo alternativo unitário. Então, pelo Teorema 35, V é completamente redutível,
isto é, V =

∑
⊕Vi e existe uma família {ui} de elementos de V (as imagens de 1 no

isomorfismo com RegO), tais que, [ui,O] = 0 e Vi = uiO ' RegO. Além disso, na prova
do Teorema 6.1 de [17] tem-se mostrado que (Vi, u,O[u]) = [Vi, u] = 0 para cada i; assim
[ui, u] = 0. Então, pela superlinearização de (3.15) e para todo a ∈ O, temos

[ui, au] = [ui, a]u+ a[ui, u] + 3(ui, a, u) = 0;

assim [ui,Ou] = 0. Portanto, [ui,O[u]] = [ui,O] + [ui,Ou] = 0.
Também, pela superlinearização de (3.15)

3(O[u],O[u], ui) ⊆ [O[u]O[u], ui] + O[u][O[u], ui] + [O[u], ui]O[u] = 0;

portanto (O[u],O[u], ui) = 0.
Consideremos W =

∑
i uiO[u]. É claro que W é um O[u]−subbimódulo de V e

W =
∑
i

uiO[u] ⊇
∑
i

uiO = V.

Como cada bimódulo uiO[u] é irredutível; portanto V = W é completamente reductível.
Isto prova o Teorema.
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No que segue, provamos para as superálgebras alternativas simples O(4|4) e O[u] uns
análogos do Teorema de Fatorização de Kronecker.

Teorema 45 Seja A uma superálgebra alternativa, tal que, A contem O(4|4) com o mesmo
elemento identidade. Então, A ∼= U ⊗F O(4|4) para uma certa superálgebra associativa e
comutativa U .

Demonstração: Considere A como um O(4|4)−bimódulo alternativo unitário. Pelo Teo-
rema 43,A =

∑
i uiO(4|4), onde ui ∈ Za = Za(A) = {u ∈ A : [u,O(4|4)] = 0} é um elemento

homogêneo. Se denotamos U = Za. Então, A = UO(4|4). Além disso, pelo Lema 20, U 6= 0
e [U,O(4|4)] = (U,O(4|4),O(4|4)) = 0. Mostraremos que U é a desejada superálgebra.

Fixemos elementos arbitrários u,w ∈ U , a, b, c ∈ O(4|4) e m ∈M = vH.
Se a, b, c ∈ H. Então, pela superlinearização de (3.18) e (3.19), e escolhendo a, b ∈ H,

tais que, [a, b]2 = α ∈ F , α 6= 0, temos para qualquer x ∈ U

[a, b](u, x, c) = [u, b](a, x, c) + [a, x](u, b, c) + [u, x](a, b, c) + (a, b, (u, x, c))

+(u, b, (a, x, c)) + (a, x, (u, b, c)) + (u, x, (a, b, c))

= (a, b, (u, x, c))

= ((u, a, b), x, c) + (u, (x, a, b), c) + (u, x, (c, a, b))

+[x, (u, c, [a, b])] + ([u, c], x, [a, b]) = 0.

De forma análoga, (u, x, c)[a, b] = 0. Logo,

α(u, x, c) = [a, b]2(u, x, c)

= [a, b]([a, b](u, x, c)) + (([a, b](u, x, c))[a, b]− [a, b]((u, x, c)[a, b])) = 0;

assim, (u, x, c) = 0; portanto (U,U,H) = 0. Novamente, pela superlinearização de (3.18) e
(3.19)

[a, b](u, n, v) = [u, b](a, n, v) + [a, n](u, b, v) + [u, n](a, b, v) + (a, b, (u, n, v))

+(u, b, (a, n, v)) + (a, n, (u, b, v)) + (u, n, (a, b, v))

= (a, b, (u, n, v))

= ((u, n, a), b, v) + ((u, b, v), n, a) + (u, (n, b, v), a)

+[n, (u, a, [b, v])] + ([u, a], n, [b, v]) = 0.

Similarmente, (u, n, v)[a, b] = 0. Assim,

α(u, n, v) = [a, b]2(u, n, v)

= [a, b]([a, b](u, n, v)) + ([a, b](u, n, v))[a, b] + [a, b]((u, n, v)[a, b]) = 0

e (u, n, v) = 0; logo, (U,M,U) = 0. Portanto, (U,U,O(4|4)) = 0.
Além disso, pela superlinearização de (3.15)

[uv, a] = u[v, a] + [u, a]v + 3(u, v, a) = 0,

temos U2 ⊆ U . Portanto, U é uma subsuperálgebra de A.
Seja x =

∑
uiai ∈ U , ai ∈ O(4|4). Então, ax = xa para todo a ∈ O(4|4), isto é,∑

auiai =
∑

uiaia,
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uiaai =

∑
uiaia.

Portanto, aai = aia e aaj = aja. Como O(4|4) é central, isso, implica ai = λi1 e aj = λj1,
onde λi e λj estão no corpo F . Portanto, U é o espaço gerado pelos ui. Logo, é claro que
A ∼= U ⊗F O(4|4).

Escolha a, b ∈ H, tais que, [a, b]2 = α ∈ F , α 6= 0. Pela superlinearização de (3.18),
obtemos

[a, b](u, v, w) = [a, v](u, b, w) + [u, b](a, v, w) + [u, v](a, b, w) + (a, b, (u, v, w))

+(a, v, (u, b, w)) + (u, b, (a, v, w)) + (u, v, (a, b, w)) = 0.

Similarmente, (u, v, w)[a, b] = 0. Então,

α(u, v, w) = [a, b]2(u, v, w) = [a, b]([a, b](u, v, w))

+(([a, b](u, v, w))[a, b]− [a, b]((u, v, w)[a, b])) = 0

e (u, v, w) = 0. Portanto, U é associativo.
Aplicando novamente a superlinearização de (3.18), temos

[u, v](a, b, c) = [a, v](u, b, c) + [u, b](a, v, c) + [a, b](u, v, c) + (u, v, (a, b, c))

+(a, v, (u, b, c)) + (u, b, (a, v, c)) + (a, b, (u, v, c)) = 0.

Podemos escrever o produto anterior como [u, v] ⊗ (a, b, c) = 0. Assim, como O(4|4) é não
associativa, existem a, b, c ∈ O(4|4), tais que, (a, b, c) 6= 0. Então, [u, v] = 0 e [U,U ] = 0;
portanto, U é uma superálgebra associativa e comutativa.

Isto prova o Teorema.

Q.E.D.

Teorema 46 Seja A uma superálgebra alternativa, tal que, A contém O[u] com o mesmo
elemento identidade. Então, A ∼= U ⊗F O[u] para uma certa superálgebra associativa e co-
mutativa U .
Demonstração: Considere A como um O[u]−bimódulo alternativo unitário. Então, pelo
Teorema 44, A =

∑
i uiO[u], onde ui ∈ Za = {x ∈ A : [x,O[u]] = 0} é um elemento

homogêneo. Denotemos U = Za. Então, A = UO[u], mostraremos que U é a desejada
superálgebra.

Provamos primeiro que U é uma subsuperálgebra de A. Fixemos elementos arbitrários
x, y, z ∈ U e a, b, c ∈ O[u]. Então, U 6= 0 e [U ,O[u]] = 0. Então, pela superlinearização de
(3.15)

3(O[u],O[u],U) ⊆ [O[u]O[u],U ] + O[u][O[u],U ] + [O[u],U ]O[u] = 0;

portanto (O[u],O[u],U) = 0. Em particular, (O,O,U) = 0. Assim, como na prova do Teo-
rema 44, obtemos (O,U ,U) = 0.

Seja x =
∑
uiai ∈ U , ai ∈ O[u]. Então, ax = xa para todo a ∈ O[u], isto é,∑

auiai =
∑

uiaia,∑
uiaai =

∑
uiaia.

Portanto, aai = aia e aaj = aja. Como O[u] é central, isso, implica ai = λi1 e aj = λj1,
onde λi e λj estão no corpo F . Portanto, U é o espaço gerado pelos ui. Portanto, é claro que
A ∼= U ⊗F O[u].
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Pela superlinearização de (3.18) e (3.19), e escolhendo a, b ∈ H tais que [a, b]2 = α ∈ F ,
α 6= 0 obtemos

[a, b](U , u,U) ⊆ [U , b](a, u,U) + [a, u](U , b,U) + [U , u](a, b,U) + (a, b, (U , u,U))

+(U , b, (a, u,U)) + (a, u, (U , b,U)) + (U , u, (a, b,U))

= (a, b, (U , u,U))

⊆ ((U , a, b), u,U) + (U , (u, a, b),U) + (U , u, (U , a, b))
+[u, (U ,U , [a, b])]− ([U ,U ], u, [a, b]) = 0

pois (U ,U , [a, b]) ⊆ A e [U ,U ] ⊆ A. Similarmente, (U , u,U)[a, b] = 0. Logo,

α(U , u,U) = [a, b]2(U , u,U) = [a, b]([a, b](U , u,U))

+(([a, b](U , u,U))[a, b]− [a, b]((U , u,U)[a, b])) = 0.

Consequentemente, (U , u,U) = 0. Também, pela superlinearização de (3.15)

[[x, y], a] = [xy, a] + [yx, a]

= x[y, a] + [x, a]y + 3(x, y, a)

+y[x, a] + [y, a]x+ 3(y, x, a) = 6(x, y, a) = 0,

isto é, [[U ,U ],O[u]] = 0; portanto [U ,U ] ⊆ U . Assim, pela superlinearização de (3.16)

(Ou,U ,U) ⊆ O(u,U ,U) + (O,U ,U)u+ (O, u, [U ,U ]) = 0;

e (Ou,U ,U) = 0. Portanto, (O[u],U ,U) = (O,U ,U) + (Ou,U ,U) = 0.
Agora, novamente pela superlinearização de (3.15) temos

[xy, a] = x[y, a] + [x, a]y + 3(x, y, a) = 0;

portanto U2 ⊆ U . Além disso, pela superlinearização de (3.18), obtemos

[a, b](x, y, z) = [a, y](x, b, z) + [x, b](a, y, z) + [x, y](a, b, z) + (a, b, (x, y, z))

+(a, y, (x, b, z)) + (x, b, (a, y, z)) + (x, y, (a, b, z)) = 0.

Similarmente, (x, y, z)[a, b] = 0. Escolha a, b ∈ H tais que [a, b]2 = α ∈ F , α 6= 0. Então,

α(x, y, z) = [a, b]2(x, y, z) = [a, b]([a, b](x, y, z))

+(([a, b](x, y, z))[a, b]− [a, b]((x, y, z)[a, b])) = 0

e (x, y, z) = 0; portanto, U é associativa.
Finalmente, pela superlinearização de (3.18), temos

[x, y](a, b, c) = [a, y](x, b, c) + [x, b](a, y, c) + [a, b](x, y, c) + (x, y, (a, b, c))

+(a, y, (x, b, c)) + (x, b, (a, y, c)) + (a, b, (x, y, c)) = 0.

Podemos escrever o produto anterior como [x, y] ⊗ (a, b, c) = 0. Assim, como O[u] é não
associativa, existem a, b, c ∈ O[u], tais que, (a, b, c) 6= 0. Então, [x, y] = 0 e [U ,U ] = 0;
portanto, U é uma superálgebra associativa e comutativa.

Isto prova o teorema.
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Q.E.D.
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