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Resumen

En general, no existe una representacion en forma exacta de la interseccién de dos
superficies, que puede ser descompuesta en una o varias componentes. Por consi-
guiente, s6lo los métodos aproximantes son capaces de proporcionar el cilculo de la
interseccion. Dado que la interseccidn es aproximada, ésta contiene un error.

El cdlculo de la interseccién debe ser hecho tan exactamente como sea posible en la
evaluacion de fronteras, uno de los mas importantes problemas en el modelado de
solidos. Las aplicaciones a la manufactura hacen necesario especificar una tolerancia
de error de modo que la desviacién de la aproximacion con respecto a la interseccién
real se mantenga siempre dentro de la tolerancia especificada. No obstante estas
necesidades, no se conocen métodos capaces de controlar confiablemente el error de
la aproximacion.

En esta tesis se estudia cémo optimizar el proceso del cdlculo de la interseccién de
dos superficies paramétricas de forma libre en el sentido de la exactitud. Debido a su
interés practico, se aborda aquf el caso en el cual la interseccién de superficies es no
singular.

Se consigue proponer un método de trazado capaz de controlar el error de la aproxi-
macién generada y con tamano de paso adaptativo, que permite una representacion
segmentada éptima de la curva, a ser mecanizada, que aproxima la interseccion.




Introduccion

La interseccion es un problema central en modelado geométrico. Muchas aplicaciones
necesitan encontrar la interseccién entre dos superficies: en el modelado de sélidos,
en el método de elementos finitos, en la evaluacién de superficies en disefio asistido
por computador y en manufactura asistida por computador.

En el modelado de sélidos, la evaluacién de las fronteras del sélido, es decir, la
conversion de una representacién en geometria de sélidos constructiva a una repre-
sentacién por fronteras es uno de los problemas mds importantes [9]. La confiabilidad
y exactitud del calculo de las intersecciones deben ser tan altas como sea posible en
la evaluacion de las fronteras de los objetos. Con geometria de sélidos constructiva
(17, 24], las primitivas son posicionadas en el espacio y combinadas con las opera-
ciones regularizadas de conjuntos (union, diferencia e interseccién), a fin de producir
objetos mds complejos. Estas primitivas son en principio acotadas por superficies
simples. Ejemplos de primitivas simples son los paralelepipedos, los cilindros, los
conos, las esferas y los toros. Es cada vez més necesario usar primitivas més com-
plicadas, por ejemplo primitivas acotadas por superficies paramétricas segmentadas.
Con representaciéon por fronteras [17, 24], los objetos son representados por sus fron-
teras finitas, es decir, las faces acotando los objetos, las aristas acotando las faces y
los vértices acotando las aristas. La informacién geométrica y topolégica es represen-
tada como un grafo. Los nodos del grafo contienen la informacién geométrica, por
cjemplo las coordenadas de un vértice o la ecuacién de la superficie que define una
face. La informacion topoldgica es representada por los enlaces entre los diferentes
nodos. Aplicaciones del modelado de sélidos, tales como la edicién local o la gene-
racion de mallas para elementos finitos, se benefician de la disponibilidad explicita
de las aristas y vértices del objeto. Por consiguiente se necesita poder convertir un
arbol de geometria de sélidos constructiva a una representacién por fronteras con un’
algoritmo de evaluacién de fronteras, el cual calcula las curvas de interseccién entre
las superficies de las primitivas en una primera etapa. El cédlculo de las curvas de
interseccion debe ser hecho tan exactamente como sea posible, para garantizar que no
aparezcan problemas en la segunda etapa del algoritmo, esto es la combinacién de las
superficies recortadas para construir la superficie del objeto compuesto.

En manufactura asistida por computador, la trayectoria de la herramienta en las
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magquinas de control numeérico es calculada a partir de la representacién por fronteras
del modelo geométrico las que estan compuestas por superficies recortadas por sus
intersecciones. Este cdlculo debe ser hecho de tal manera que la trayectoria de la he-
rramienta se mantenga dentro de una tolerancia prefijada por el disefiador de la pieza
que esta siendo manufacturada. Pueden distinguirse dos fuentes de error que es nece-
sario controlar a fin de satisfacer las tolerancias: la debida al proceso de mecanizado
(deformacién de la herramienta y de la méquina, posicionamiento del motor, error
del control del movimiento, etc.) y la debida al propio modelado geométrico. Esta
ultima fuente de error contribuye de manera significativa en el error de manufactura,
particularmente en lo referente a la interseccién de superficies.

Si las superficies son de forma libre, en general, no existe una representacién en forma
exacta de la interseccién de superficies. Por consiguiente; sélo los métodos aproxi-
mantes resultan capaces de proporcionar el célculo de la interseccién. Dado que la
interseccién es aproximada, contiene un error que contribuye al error de mannfactura.

En general, cuando la interseccidn de dos superficies no es vacia, ella puede ser una
coleccion discreta de puntos, una coleccién de curvas, una coleccion de superficies, o
una combinacion de los tres ultimos casos. Debido a su interés practico, por ejem-
plo, para modelar solidos acotados por superficies recortadas donde es importante
determinar las curvas de la interseccién de superficies [1], se aborda aqui el caso en
el cual la interseccion de superficies es una coleccién de curvas. Las argumentaciones
serdn desarrolladas para superficies paramétricas de forma libre que producen una
interseccion no singular (esto es, una interseccién en la cual las superficies nunca son
tangentes).

Los métodos existentes para calcular la interseccién de superficies pueden ser agru-
pados en cuatro categorias principales: métodos algebraicos, métodos de subdivision,
métodos de discretizacién y métodos de trazado, cada cual con sus propias ventajas
y desventajas [19].

Cuando una superficie es dada en forma implicita y la otra en forma paramétrica,
con un método algebraico se puede insertar la forma paramétrica en la forma implicita
para obtener una ecuacion para la interseccién. En vista de esto, si ambas superfi-
cies son dadas en forma paramétrica, resultaria natural tratar de implicitar una de
ellas. Aunque la implicitacién resulta posible para las representaciones polinomiales
racionales, el usual alto grado de los polinomios resultantes involucra voluminosos
calculos, lo que contribuye a una pérdida de exactitud. Los métodos analiticos se
perciben poco atractivos para aplicaciones practicas con superficies paramétricas ge-
nerales de forma libre.

Béasicamente, un método de subdivision realiza una descomposicion recursiva del pro-
blema en problemas similares y mds simples hasta que se alcance un nivel de simpli-
cidad que permita una solucion directa [16, 20, 22, 13]. Un ejemplo es la interseccién
de planos. Esto es seguido por una fase que conecta las soluciones individuales para
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asi formar la solucién completa. Una dificultad de los métodos de subdivision es la de
conseguir una correcta conectividad en la vecindad de puntos singulares, asi mismo
segmentos cerrados pequeiios de la interseccidén pueden ser pasados por alto. Ademds,
si se usan los métodos de subdivisién para hacer evaluaciones de alta precision de todo
el conjunto de puntos de interseccion, pueden conducir a una proliferacién de datos
y son consecuentemente lentos y poco atractivos. Muchas aplicaciones de disefio y
manufactura asistidos por computador requieren de alta precision.

Un meétodo de discretizacion reduce la dimensionalidad de las intersecciones de su-
perficies calculando, por ejemplo, las intersecciones de varias curvas isoparamétricas
de una superficie, las que forman una malla en tal superficie, con la otra superficie
[12, 24]. Se conectan entonces los puntos de interseccién obtenidos para formar las
diversas componentes de la solucién. Para la interseccién de superficies paramétricas,
los métodos de discretizaciéon se reducen a la solucién de un gran nimero de sistemas
independientes de ecuaciones, en general no lineales. La reduccion de la dimensionali-
dad del problema en los métodos de discretizacion involucra una eleccion apropiada de
la resolucién de la malla. Una eleccidén inapropiada puede provocar que los métodos
pasen por alto importantes caracteristicas de la solucién, tales como segmentos cerra-
dos pequenos, y asi proporcionar soluciones incorrectas.

La interseccion de dos superficies puede ser descompuesta en una o varias compo-
nentes conexas. La etapa de pre-procesamiento de un método de trazado debe servir
para detectar puntos sobre cada una de las componentes conexas de la interseccién.
Empezando en estos puntos, el método debe construir una secuencia de puntos que
estdn sobre la interseccién [3, 6, 7, 8]. Los puntos resultantes serdan posteriormente
interpolados, obteniéndose de esta manera una aproximacion de la interseccién. Como
otros métodos, los métodos de trazado son usualmente combinados, por ejemplo, con
métodos de discretizacién, como el método presentado por H. G. Timmer [24]. En
particular, combindndolos con métodos de subdivision [5, 26], ellos conducen a algo-
ritmos poderosos. Una importante ventaja adicional de los métodos de trazado es su
aplicabilidad a tipos arbitrarios de superficie, de manera que ellos son con mucho los
mas ampliamente utilizados.

No hay muchos algoritmos de interseccién de superficies que aborden el problema de
estimar y de controlar el error de aproximacién de las curvas de interseccién de su-
perficies, el cual puede ser prefijado por los requerimientos de la manufactura asistida
por computador. En sus métodos de interseccién de superficies, Asteasu [2], Timmer
[24], Patrikalakis [25] y Wu et al. [32] no abordan el problema. Lasser [21] lo comenta
someramente en conexion a las aplicaciones a la manufactura. Chen et al. [12], Faux
et al. [15], Sederberg et al. [27] y Stoyanov [30] abordan el problema, pero no alcanzan
un control confiable del error de la aproximacion.

Las causas de esta dificultad de controlar el error de los métodos referidos se mostrarin
en este trabajo. En el proyecto de esta tesis se planteé como objetivo obtener una me-
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dida del error de aproximacion del interpolante de los puntos de interseccién obtenidos
por los métodos de trazado, asi como la construccién de un método de interseccién ca-
paz de encontrar una aproximacién dentro de una tolerancia de error especificada con
el interpolante mas adecuado. En tal sentido, se propone en este trabajo una manera
razonablemente global de estimar el error de la aproximacién de la interseccién de
superficies y una manera confiable de controlar este error a fin de mantenerlo debajo
de una cota especificada por las consideraciones de la manufactura. Con esto se con-
seguird proponer un método de trazado capaz de controlar el error de la aproximacion
y con tamaio de paso adaptativo.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera: En el Capitulo 1 se presentan
los fundamentos tedricos que seran necesarios para el desarrollo de este trabajo. En
el Capitulo 2 se formula el problema que se discute en esta tesis. BEn el Capitulo 3
se discute la solucién del problema planteado, concluyéndose con la propuesta de un
nuevo método de trazado. En el Apéndice A se muestra cémo calcular las propiedades
geométrico diferenciales de la interseccién. En el Apéndice B se presenta un nuevo
método para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden,
que es utilizado en las argumentaciones presentadas.



Capitulo 1

Marco Tedrico

En este capitulo se presentan los fundamentos tedricos que se necesitardn para el
desarrollo de este trabajo. Estos se refieren a la geometria diferencial tridimensional
y a las representaciones de Bézier de curvas y superficies.

1.1 Geometria Diferencial

La geometria diferencial tridimensional se refiere al estudio de las curvas y superficies
en IR?® usando las herramientas proporcionadas por el cdlculo diferencial. En esta
seccion solo se presentan los conceptos y resultados de la geometria diferencial de
curvas y superficies que serdn de utilidad para este trabajo.

1.1.1 Geometria Diferencial de Curvas

Definicion 1.1.1 Sea I un intervalo abierto de R. Una curva paramétrica en IR? es
una aplicacion ¢ de I en R? de clase C”,

Cada punto ¢ € T es llamado pardmetro de la curva. cM(t) € R? es el vector tangente
(o vector velocidad) de la curva ¢ en t. El conjunto imagen ¢(f) C IR? es el trazo de
la curva c.

Dada ¢ : I — IR una curva paramétrica. Para cada ¢ € I donde ¢()(£) # 0, se tiene
bien definida una recta que pasa por c(¢) y estd determinada por el vector cW(2).
Esta es la llamada recta tangente a ¢ en {.

Para el estudio de la geometria diferencial de una curva es esencial que exista tal
recta tangente en cada punto. Por consiguiente, llamando a cualquier punto ¢ donde
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Figura 1.1: Parametrizacién por longitud de arco s.

c(D(t) = 0 un punto singular de orden 0 de c, se restringird la atencién a curvas sin
puntos singulares de orden 0.

Definicién 1.1.2 Una curve paramétrica ¢ : I — IR? es llamada regqular si no tiene
puntos singulares de orden 0.

Dado t € I, la longitud de arco (desde el punto ¢y € I hasta el punto ) de una curva
paramétrica regular ¢ : I — IR?, es

t
s=seu(t) = [ 1eO(r)lar,
o

donde |c™M(7)] es la longitud del vector ¢! (r). Como S,(:ft)[, (t) = |cM(2)| # 0, la funcién
longitud de arco (desde tg) 5 = 5e(t) tiene inversa diferenciable t = s.; (s), s €
Seo(I) = J (ver Figura 1.1). Sea ahora d = co sz}, : J — IR3. Claramente, d(J) =
c(I), esto es, d tiene el mismo trazo de ¢. Ademds, |[dV(s)| = [V (¢)(sz4,) P (s)| =1,
de modo que

&
5d,0(8) =/ﬂ dr=.a

Esto muestra que el parametro s de la curva paramétrica regular d (que tiene el mismo
trazo de ¢) es la longitud de arco de d desde 0 hasta s (es decir, la longitud de arco
de ¢ desde 1 hasta t). Se dice que d es una reparamelrizacion de c por longitud de
arco.

En otras palabras, dada una curva paramétrica regular ¢ : I — IR® (no necesariamente
parametrizada por longitud de arco), es posible obtener una curva d : J — IR3
parametrizada por longitud de arco la cual tiene el mismo trazo de c.
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c(s) C(l}(-S')

cm(s)

Figura 1.2: Curvatura £(s) = [¢®(s)| de una curva 3D parametrizada por longitud
de arco s. '

Asi, no se pierde generalidad si se restringe la discusién a curvas parametrizadas por
longitud de arco; como se ha visto, esta restriccién no es esencial. Mds aun, tampoco
es esencial mencionar el origen de la longitud de arco s, puesto que los conceptos de
curvas con los que se trabajard son definidos sélo en términos de las derivadas de c.

Sea pues ¢ : I — IR® una curva parametrizada por longitud de arco s. Como el vector
tangente ¢{')(s) tiene longitud constante igual a 1, la longitud |¢®(s)| de la segunda
derivada mide la razén de cambio del dngulo que las tangentes de la vecindad hacen
con la tangente en s. Por consiguiente, c(2 (s) proporciona una medida de qué tan
rdpidamente se aleja la curva de la recta tangente en 5, en una vecindad de s (ver
Figura 1.2). Esto sugiere la siguiente definicién.

Definicién 1.1.3 Sea ¢ : I — R? una curva parametrizada por longitud de arco s.
El mimero real no negativo |c?(s)| = k(s) es llamado la curvatura de ¢ en s,

En los puntos donde k(s) # 0, queda bien definido un vector unitario n(s), en el
mismo sentido de ¢ (s), por ¢®(s) = x(s)n(s). Naturalmente, c@(s) es ortogonal
a cM(s). Asi pues, n(s) es ortogonal a c)(s) y es llamado el vector normal de ¢ en
s. El plano que pasa por ¢(s) y estd determinado por los vectores tangente unitario
y normal ¢®)(s) y n(s) es llamado el plano osculador de ¢ en s,

En los puntos donde x(s) = 0, el vector normal (y por consiguiente el plano osculador)
no esta definido. Para proceder con el anslisis local de curvas se necesita, esencial-
mente, el plano osculador. Por consiguiente, es conveniente decir que s € [ es un
punto singular de orden 1 si ¢ (s) = 0.

En lo que sigue, la discusién se restringird a curvas parametrizadas por longitud de
arco sin puntos singulares de orden 1. Se denotars por t(s) = c(lJ(s) al vector tangente
unitario de ¢ en 5. Asf, tV(s) = x(s)n(s).
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El vector b(s) = t(s) x n(s) es normal al plano osculador y es llamado el vector
binormal de ¢ en s. Como b(s) es un vector unitario, la longitud [b{%(s)| mide la
razon de cambio de los planos osculadores vecinos con el plano osculador en s; es decir
b (s) proporciona una medida de qué tan rdpidamente se aleja la curva del plano
osculador en s,

Para calcular b{(s), se puede ver que, por un lado, b(")(s) es ortogonal a b(s) y, por
otro lado

b (s) = tW(s) x n(s) + t(s) x n(s)
t(s) x nM(s),

esto es, b{!)(s) es ortogonal a t(s). Por lo tanto, b((s) es paralelo a n(s), en otras
palabras b (s) = 7(s)n(s) para alguna funcién 7(s).

Definicién 1.1.4 Sea ¢ : I — IR? una curva parametrizada por longitud de arco s tal
que ¢®)(s) £ 0, s € I. Bl nimero real 7(s) definido por bM(s) = 7(s)n(s) es lamado
la torsidn de c en s.

En resumidas cuentas, para cada valor del pardmetro s se tienen asociados tres vec-
tores ortogonales unitarios t(s), n(s), b(s). El triedro (t(s), n(s), b(s)) es llamado la
base de Frenet de ¢ en s. Las derivadas t™)(s) = s(s)n(s) y b®(s) = 7(s)n(s) de los
vectores t(s) y b(s), cuando son expresadas en la base (t(s), n(s), b(s)), dan entidades
geométricas (la curvatura « y la torsién 7) las cuales proporcionan informacién acerca
del comportamiento de ¢ en una vecindad de s.

La busqueda de otras entidades geométricas locales pasaria por caleular n()(s). No
obstante, como n(s) = b(s) x t(s), se tiene

n(s) = bW(s) x t(s) + b(s) x t(0 (s)
= —r(s)t(s) — 7(s)b(s),

se obtiene nuevamente la curvatura s y la torsion 7.

El sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

ts) = (s)n(s),
nM(s) = —r(s)t(s) — 7(s)b(s),
b (s) = 7(s)n(s),

es llamado el sistema de Frenel. En este contexto, la siguiente terminologia es usual:
el plano que pasa por ¢(s) y estd determinado por los vectores t(s) y b(s) es llamado
el plano rectificante de ¢ en s y el plano que pasa por c(s) y estd determinado por los
vectores n(s) y b(s) es llamado el plano normal de ¢ en s. Las rectas que pasan por
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Figura 1.3: Circulo osculador.

c(s) y estdn determinadas por los vectores n(s) y b(s) son llamadas la normal principal
y la binormal respectivamente de ¢ en s. El inverso multiplicativo p(s) = 1/k(s) de
la curvatura x(s) es llamado el radio de curvatura de ¢ en s. El circulo contenido en
el plano osculador de ¢ en s con centro en el punto ¢(s) + p(s)n(s) y radio p(s) es
llamado el circulo osculador de c en s (ver Figura 1.3).

Fisicamente, se puede pensar de una curva en IR?® como si fuera obtenida a partir de
un segmento de recta curvandolo (curvatura) y retorciéndolo (torsién). Después de
reflexionar sobre esto, se puede conjeturar, de una manera muy natural, el siguiente
enunciado, el cual, burdamente hablando, muestra que la curvatura x y la torsién 7
deseriben completamente el comportamiento local de una curva. FExagerando: k y 7
son la curva.

Teorema 1.1.1 (Teorema fundamental de las curvas) Dadas las funciones di-
ferenciables k(s) > 0 y 7(s), s € I, ewiste una curva, parametrizada por longitud de
arco s, ¢ : I — R3, tal que k(s) es la curvatura y 7(s) es la torsion de ¢ en s. Mds
adn, cualquier otra curva €, que salisfaga las mismas condiciones, difiere de ¢ por
un movimiento rigido, es decir, eziste una aplicacion lineal ortogonal C' de IR®, con
determinanie positivo y un vector a tal que ¢ = Coc+a.

Una prueba de este enunciado, as{ como una discusién de los conceptos y resultados
vertidos en las lineas precedentes, puede encontrarse en [11].

Naturalmente, es posible extender todos los conceptos locales definidos precedente-
mente, asi como sus consecuentes resultados, a curvas regulares con pardametro arbi-
trario. Asi, se dice que la curvatura x(t) de ¢ : 1 — IR® en ¢ € I es la curvatura de
una reparametrizaciéon d : J — R? de ¢(7) por longitud de arco en el punto corres-
pondiente a s = s(¢). Esto es claramente independiente de la eleccidn de d y hace ver
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que la restriccion, hecha anteriormente, de considerar sélo curvas parametrizadas por
longitud de arco no era esencial.

En tal sentido, es posible obtener férmulas explicitas para las entidades geométricas,
la curvatura y la torsién, en términos de un parametro arbitrario:

e lcM(#) x c@ ()| (e (t) x (1)) - @ (1)
K(t) = lc@(2)[? ’ I (t) x c@ ()2

T(t) = —

1.1.2 Geometria Diferencial de Superficies

Definicion 1.1.5 Una superficie paramétrica regular o simplemente una superficie es
una aplicacion S : U — R3, donde U es un abierto de R?, tal que S es diferenciable
de clase C" y para todo q = (u,v) € U, la diferencial de S en q, dS(q) : R* — IR? es
mnyectiva.

Las componentes del par (u,v) € U son los pardmetros de la superficie. El subconjunto
S(U) de IR® es el trazo de la superficie S. Fijado (ug,vy) € U, las curvas u > S(u, vg)
y v — S(ug,v) son llamadas curvas coordenadas o isoparamétricas de S en q =
(g, v0), siendo dS(q)(e;) = S. (o, vo) ¥ dS(q)(e2) = S, (ug, vo) Sus vectores tangentes
candnicos respectivamente en ug y vg. (€;,€s) es la base canénica de IR?.

Si se considera u y v como funciones diferenciables de un pardmetro t € I C IR, se
obtiene una curva diferenciable ¢(t) = S(u(t), v(t)) cuyo trazo estd contenido en el
trazo de la superficie S. Se dice, en este caso, que ¢ es una curva de la superficie. Las
curvas coordenadas son curvas de la superficie.

Definicion 1.1.6 Si S(u,v) es una superficie, se dice que un vector w de TR® es un
vector tangente a S en (ug,vo) si w = ¢ (ty), donde c(t) = S(u(t),v(t)) es una curva
de la superficie, tal que (u(to), v(ty)) = (g, vo).

Los vectores S, (ug,v) y Sy(ug,vp) son vectores tangentes a S en (ug, o), ya que son
tangentes a las curvas coordenadas.

Definicién 1.1.7 Fl plano tangente a S en (ug,vq) es el congunto de todos los vectores
tangentes a S en (uo, %), el que es denotado por T(q)S, donde q = (ug, v).

El plano tangente 7'(q)S es el espacio vectorial de dimensién 2 generado por los
vectores S, (uo, Vo), Su(tuo, o) (ver Figura 1.4). Variando (u,v) en U se tiene una
aplicacién diferenciable N : U — IR? denominada aplicacién normal de Gauss definida

por S S
ki X ki
N(U"U) o |Su X Svl(u'iv)'l



CAPITULO 1. MARCO TEORICO 12

Vo

Figura 1.4: Plano tangente con vector normal.

cuya imagen, la llamada imagen esférica de la superficie S, estd contenida en la esfera
unitaria centrada en el origen.

Definicién 1.1.8 Sea S : U — IR? una superficie. Para todo q € U la aplicacién
I(q) : T(q)S = R definida por I(q)(w) = w - w = |w|? es denominada la primera
forma cuadrdtica de S en q.

Las funciones E, F, G’ de U en IR definidas por E(u,v) = (S, - Sy)(u,v), F(u,v) =
(Su * Sy)(w,v), G(u,v) = (S, - Sy)(u,v), son denominadas coeficientes de la primera
forma cuadrdtica. Siendo q = (up,v), si un vector w € T(q)S es expresado como
w = aS,(q) + bS,(q) donde a,b € IR, se tiene que

I(q)(w) = ¢®E(q) + 2abF (q) + b*G(q).

Definicién 1.1.9 Sea S : U — R? una superficie. Fijado q = (up,v) € U, la
segunda forma cuadrddica de S en q es una aplicacidn II(q) : T(q)S — IR, que para
cada vector w € T'(q)S asocia II(q)(w) de la siguiente forma: si c(t) = S(u(t),v(t))
es una curva de la superficie, tal que (u(to),v(t0)) = q, cM(ty) = w entonces, se
define 11(q)(w) = c@ (1) - N(q).

Observar que IT(q)(w) no depende de la curva ¢ escogida con vector tangente w.

Las funciones e, f, g de U en IR definidas por e(u,v) = (Suu - N)(u,0), f(u,v) =
(Suw - N)(u,v), g(u,v) = (S - N)(u,v), son denominadas coeficientes de la sequnda
Jorma cuadrdtica. Siendo q = (uo, %), si un vector w € T(q)S es expresado como
w = aS,(q) + bS,(q) donde a,b € R, se tiene que

I(q)(w) = a’e(a) + 2abf(q) + b*g(q).

Definicién 1.1.10 Sea S : U — R? una superficie y q = (ug,v). La funcién
curvatura normal en q es una aplicacion ky(q) : T'(q)S — {0} — IR que pare cada
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Figura 1.5: Curvatura normal y seccién normal.

vector w € 1'(q)S no nulo, asocia

Si w € T(q)S — {0} se tiene que xq(q)(Aw) = kn(q)(w) para todo A € R — {0}.
Como consecuencia de este hecho, se puede hablar de la curvatura normal en q segun
una direccién tangente a la superficie S.

Como II(q)(w) y £a(q)(w) no dependen de la curva c escogida, se pueden aplicar
a la curva mds conveniente. Esta curva es la llamada seccidn normal de la su-
perficie determinada por w, la cual es obtenida por la interseccién del trazo de
S suficientemente préximo de (10, %), con el plano que pasa por S(uo, %), orto-
gonal a w x N(up,vy) En estas condiciones, la seccién normal es el trazo de una
curva regular plana s(s) = S(u(s), v(s)) parametrizada por longitud de arco, tal que
(u(s0),v(50)) = (uo,v0) y sM(s0) = w. Si K(s0) = 0, es decir, s (sy) = 0 entonces,
fon(@)(w) = II(q)(w) = 0. Si x(sp) > 0, se tiene que n(sg) = £N(ug, v9) y por tanto
se sigue que
(@) (w) = TI(q)(w) = E(sq).

De esto, se concluye que, si w es un vector unitario tangente a la superficie S en q
entonces, |k,(q)(w)| es igual a la curvatura de la seccién normal en q determinada por
w (ver Figura 1.5). Si w # 0 es un vector cualquiera de T'(q)S entonces II(q)(w) =

|W'2,«;n(q) (WJ

Teorema 1.1.2 Sean S(u,v) una superficie Y ka(q) la funcién curvatura normal de
S en q = (ug, ). Ewisten vectores unitarios y ortogonales vi,vy € T'(q)S tales que
£1(a) = kn(Q)(v1) ¥ £2(q) = Ka(q) (va) son los valores minimo y mdzimo respectiva-

mente, de la funcidn r,(q). \
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Figura 1.6: Curvaturas principales v direcciones principales.
I |

Una prueba de este enunciado, asi como una discusién de los conceptos y resultados
acerca de las superficies vertidos en las lineas precedentes, puede encontrarse en [31].

Los vectores vy, vy son llamados vectores principales de S en q y las curvaturas s, (q),
ko(q) son las curvaturas principales de S en q. Las direcciones de 7'(q)S determinadas
por vectores principales son las direcciones principales (ver Figura 1.6). El producto
de las curvaturas principales K (q) = k1(q)x2(q) es la curvatura gaussiana de S en g
y la semisuma H(q) = ﬂg);“i(ql es la curvatura media de S en q.

De estas definiciones se sigue que las curvaturas principales de S en q son las soluciones
de la ecuacion cuadratica
2? — 2H(q)z + K(q) = 0.

Las curvaturas principales £1(q) y #2(q) determinan la curvatura normal en cualquier
direccién. Mds precisamente, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.1.3 (Férmula de Euler) Sea q = (ug,vy) un punto en el dominio de
la superficie S(u,v). Sean k1(q), ka(q) las curvaturas principales de S en q y vy, v
vectores principales de S en q. Para todo vector w € T(q)S tal que |w| =1, s1

w = (cos@)v; + (sen f)vy
entonces

kn(q)(w) = k1(q) cos? @ + ka(q) sen” 6.

Se puede obtener H(q) y K(q) a partir de los coeficientes de la primera y segunda
formas cuadraticas

Teorema 1.1.4 Sea S(u,v) una superficie, entonces

leG — 2fF +¢FE eg — f*

H(q)
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Esto permite calcular H(q) y K (q) a partir de los coeficientes de la primera y segunda
formas cuadraticas. in seguida, resolviendo la ecuacion

2* —2H(q)z + K(q) =0

se obtienen las curvaturas principales k;(q) y k2(q) de la superficie, en el punto q.

1.2 Representaciones de Bézier

El objetivo de este seccion es dar las definiciones bésicas y las notaciones acerca de
las curvas y superficies de Bézier necesarias en este trabajo. Una presentacion mads
detallada puede ser encontrada en [19, 14, 18]. Una lectura muy agradable de estos
conceptos puede hacerse en [10].

Las representaciones de Bézier utilizan como funciones base a los polinomios de Bern-
stein.

Los n + 1 polinomios de Bernstein de grado n en ¢t € [0,1] son definidos por

B(t) = (”':)(1 i = 0(1)n.

1.2.1 Curvas de Bézier

Aunque la teoria de curvas de Bézier puede desarrollarse en general para cualquier
dominio paramétrico, por simplicidad de exposicidén se utiliza en esta seccién el do-
minio dado por el intervalo [0, 1]. Se puede pasar de un dominio a otro por medio de
un simple cambio de pardmetro. Las propiedades geométricas de las curvas de Bézier
son invariantes por reparametrizaciones. De hecho en la Seccion 3.5 es conveniente
utilizar el pardmetro longitud de arco.
Dados, para i = 0(1)n, los puntos b; € IR®*. Una curva de Bézier polinomial de grado
n en t € [0, 1] es definida por

T

x(t) =Y b;Bt) € R’

i=0
Los coeficientes b; son los puntos de conirol, y si se conectan por segmentos de recta
de acuerdo al ordenamiento natural de sus indices, se obtiene el poligono de control
asociado.
A fin de evaluar una curva de Bézier polinomial se introduce el operador £ definido

por
Eb;=b;y, E™E"=E™" Et=tE, E=1, EE'=1.
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En ese sentido, se tiene
i
> b BE(t) = (1 —t+tE)"by.
=0

Ahora, para m = 0(1)n — 1 y @ = 1(1)n, escribiendo

bm(t%) = E™(1 — t + tE)"by,

se tiene
b (i) = (1 —8)bn [t ] + b §*).
Particularmente
bg(tn) == (1 —4 4+ fE)an = X(f)
Aqui,

b;(t°) = by, i=0(1)n.
Esto es conocido como el algoritmo de de Casteljau. Para ilustrar el algoritmo, es
conveniente considerar el siguiente esquema (de de Casteljau):

by = bn(fu) bo( ) bo(t?) by(t?) = x(t)
by =by(t°) b (tl) by (t?)

by = by(1°) ba(t')

b; = b3(2°)

En la direccion horizontal se multiplica por 1 — ¢ y en la direccién diagonal por t
(ver Figura 1.7). Usando el algoritmo de de Casteljau, una curva de Bézier puede
ser subdividida en dos segmentos de curva de Bézier que se unen (hasta la derivada
n-ésima) en el punto correspondiente a t. Los puntos de control de los dos nuevos
segmentos de curva de Bézier son dados por las entradas en la frontera del esquema
de de Casteljau. Dos curvas de Bézier polinomiales abiertas de grado n impar pueden
ser unidas por sus extremos con continuidad geométrica de clase C"z

1.2.2 Superficies de Bézier

Al igual que para las curvas de Bézier, la teoria de superficies de Bézier puede
desarrollarse, sin variacion de sus propiedades geométricas, para cualquier dominio
paramétrico v es por simplicidad de exposicién que se utiliza en esta seccién el do-
minio dado por [0,1] x [0, 1].

Dados, para i = 0(1)m, j = 0(1)n, los puntos b;; € R®*. Una superficie de Bézier
polinomial (producto tensorial) de grado (m,n) en (u,v) € [0,1] x [0,1] es definida
por

X(u,v) ZZb”Bm )Bj(v) € R®.

=0 j=0
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by() balt')

b, (")

b, ()
b, (") = x(1)

by (')

b, (")

~ @
—

b, (£°) 0

Figura 1.7: Algoritmo de de Casteljau y curva de Bézier.

Los coeficientes b; ; son los puntos de control, y si se conectan por segmentos de recta
de acuerdo al ordenamiento natural de sus indices, se obtiene el poliedro de control
asociado.

A lo largo de la curva isoparamétrica v = 2, la superficie se reduce a una curva de
Bézier

i=0 \j=0

X(w,v) =3 (Z bz',fB_?(’U*)) Bj"(u),
con puntos de control
b; =bi(v.) = > _bi; B} (v.).
J=0
Ahora, para i =0(1)m, h=0(1)n—1y a = 1(1)n, se puede escribir
b n(vS) = (1- ‘U*)bf;'h (’Uf_l) +2.binea (’U* '_1).

Particularmente
bip(v}) = bi(v,) = b;.

Aqui,
b;;(v) = by

Este es el algoritmo de de Casteljau aplicado al cdlculo del punto de control b;. Se
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puede ilustrar de nuevo el algoritmo:

bio = bipo(v)) big(vi) big(v?) bio(v?) = b;(v.) = b;
bin =bii(v)) bia(v)) bii(v?)

bi2 = bia(v?) bia(vl)

bi,S = biﬁ(”E)

Entonces se usa el algoritmo de nuevo para u con estos puntos de control b; para
producir el valor de la superficie

T mn
X(uy0,) = 3 bi(w) B () = 3 b (1)
i=0 i=0
Asi, para k = 0(1)m — 1y v = 1(1)m, se puede escribir
bi(u”) = (1 — w)be(u?™") + ubgy (u1).

Particularmente
bo(u™) = X(u,v.).

Aqui,
b.,;(uo) — b.i, = U(l)m

Nuevamente, se puede ilustrar el algoritmo:

be = by(u®) bg(u') bg(u?) bo(u?) = X(u,v,)
by = by (u?) by(u') by(u?)

bg = bg(u”) bg(ul)

b3 = bg(uo)

En la Figura 1.8 se muestra una superficie con su poliedro de control. Una superficie
de Bézier polinomial (producto tensorial) estd enteramente contenida en la envolvente
convexa de sus puntos de control. El algoritmo de de Casteljau puede ser usado para
subdividir una superficie de Bézier en dos parches spline. Supdéngase que el dominio
~rectangular de un parche de Bézier es subdividido en dos subrectdngulos por una
“linea recta para w constante. Esa linea se aplica en una curva isoparamétrica sobre
el parche, el que es asi subdividido en dos subparches. Estos dos subparches, siendo
partes de una superficie global, se unen con continuidad C™. Por consiguiente, todas
sus filas de puntos de control deben ser poligonos de control de grado n segmentadas
C™. Bsas curvas estdn relacionadas entre ellas por el proceso de subdivisién para
curvas. Se puede interpretar todas las filas del poliedro de control como poligonos de
control de curvas de Bézier. Se subdivide cada una de estas curvas en u. Los puntos
de control resultantes forman los dos poliedros de Bézier deseados. La subdivision
a lo largo de una curva isoparamétrica para v constante es tratada anilogamente.
Es posible elevar el grado (m,n) de una superficie de Bézier polinomial (producto
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Figura 1.8: Superficie de Bézier y su poliedro de control.

tensorial) X(u,v). Si b,; son los puntos de control de la superficie, la elevacion del
grado de m a m + 1 en la direccién w conduce a los nuevos puntos de control

b;,j = By
b‘?,j = bi; + m(bi—lg =Ty 1), § = 1{1}m,
b:”z-i-l,j = bm,j;

para j = 1(1)n. Andlogamente, se procede para elevar el grado de man + 1 en la
direccion v.




Capitulo 2

Formulacion del Problema

En este capitulo es formulado el problema que se aborda en esta tesis. Se verd que
los métodos de trazado, cuyo tamailo de paso es determinado con la informacién local
proporcionada por las superficies, presentan problemas en controlar confiablemente el
error de la aproximacién obtenida al interpolar los puntos obtenidos por el trazado.

2.1 Meétodos de Trazado

El primer método de trazado, para calcular la interseccién no tangencial entre dos su-
perficies paramétricas de forma libre, del que se tiene conocimiento, es el desarrollado
por H. G. Timmer en 1977 (ver [24]). Hay otros enfoques, pero éste sirve tan bien
como cualquier otro para ilustrar el problema.

Timmer sugiere descomponer el proceso en tres fases consecutivas: una fase de bis-
queda, una fase de trazado y una fase de ordenamiento.

2.1.1 Fase de Busqueda

La fase de bisqueda sirve para localizar puntos de la interseccién que sirvan como
puntos de inicio para la fase de trazado. Inicialmente se define una malla sobre una
de las superficies y se determinan puntos de interseccién de cada una de las curvas
determinadas por la malla con la otra superficie.

En tal situacién, el problema es encontrar las intersecciones de una curva con una su-
perficie. Para realizar esto la estrategia es segmentar la curva y obtener la interseccién
de cada uno de tales segmentos de curva con la superficie.

Para calcular la interseccién de un segmento de curva con una superficie lo que se hace

20
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es observar si los vectores normales a la superficie hacia los extremos del segmento de
curva tienen sentidos opuestos. Para esto se necesita calcular la distancia (normal)
minima de cada uno de tales puntos a la superficie.

Para realizar la fase de biisqueda se necesita pues de las tres rutinas que a continuacién
se pasa a describir.

Obtencién de (u,v,) tal que S(u.,v.) sea un punto sobre S més cercano a
P

Dado un punto P, esta rutina se efectiia encontrando (si existe) un punto (u,, v.), en
el dominio de la superficie S(u, v), de manera que se satisfaga la condicién de distancia
minima,

min [S(u,v) — P,

la que se calcula resolviendo el sistema de ecuaciones

Su(”: 'U) . (S(’U.,U) - Pc) = 0,
Se(u,v) - (S(u,v) —P.) = 0,

usando el método de Newton.

Este esquema de solucién produce un punto (u,, v,) en el dominio de S(u,v) tal que
el vector P, — S(u,,v.) es normal a la superficie S(u,v) en el punto correspondiente a
(e, ve), de manera que la distancia que se calcula es la longitud de tal vector normal,
de ahf el nombre de distancia (normal) minima.

La implementacién del método de Newton involucra discretizar la superficie S en
(dng, dng) segmentos, produciendo la llamada malla para distancia (normal) minima,
y usa, iterativamente, cada uno de los vértices de los cuadrilateros (curvilineos) de la
malla como puntos iniciales del método de Newton, hasta que encuentra (si existe)
uno que provoca la convergencia que da una distancia (normal) minima del punto P,
a la superficie S.

El éxito de esta rutina depende de una adecuada eleccién del niimero (suficientemente
grande) dng de la malla para distancia (normal) minima.

Interseccién de un [t,,, ty]-segmento de Q(¢) con una superficie S(u,v)

Esta rutina se efectiia encontrando valores paramétricos t; y (wr,vr), en el dominio
del [t;n, Lar]-segmento de la curva Q(t) y de la superficie S(u,v) respectivamente, de
manera que se satisfaga la condicién de interseccién

Q(t) — S(u,v) =0,
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que constituye un sistema de tres ecuaciones (una para cada componente), que se
resuelve usando el método de Newton.

La implementacién del método de Newton involucra dividir el dominio del [t,,, tx]-
segmento. Cada uno de los pardmetros de subdivision del segmento junto con los
parametros (um,vm,) de la superficie S tal que S(uy,, v,) sea un punto sobre S mas
cercano a Q(¢,,) son usados como puntos de inicio del método de Newton.

El éxito de esta rutina depende de una adecuada eleccion del nimero (suficientemente
grande) dng de la malla para distancia (normal) minima y de que el [¢,,, t3/]-segmento
de Q(t) sea suficientemente pequefio, asi como de la subdivisién que se haga del
dominio del segmento.

Intersecciones de una curva Q(t) con una superficie S(u,v)

Para calcular las intersecciones de una curva Q(t) con una superficie S(u, v) se divide
la curva en mg segmentos, suficientemente pequenos. Tomando los extremos Q. y
Q,.1, inicial y final respectivamente, de cada mg-segmento, se procede a calcular
(ug, vq) tal que S(u,,v,) sea un punto sobre S més cercano a Q, v (ta+1, Vay1) tal que
S(Ugr1, Uat1) sea un punto sobre S més cercano a Qg ;.

Bscribiendo (X, Ye, Zo) = S(te, V) — Qo, 81 XoXap1 <0, ¥oYoi1 <0, Z5Z,11 <0, €5
decir, si los sentidos de los correspondientes vectores normales son opuestos, es razo-
nable pensar en que hay interseccion del meg-segmento con la superficie S. En tal caso,
se usa la rutina anterior para obtener la interseccion del m¢-segmento con la superficie
S, tomando como puntos de inicio del método de Newton el pardmetro ¢, de la curva
correspondiente al punto inicial Q(t,) del mg-segmento y los pardmetros (u,,v,) co-
rrespondientes al pie de la normal S(u,,v,) del punto inicial del mg-segmento sobre
la superficie S.

El éxito de esta rutina depende de una adecuada eleccién del niimero (suficientemente
grande) dng de la malla para distancia (normal) minima y del niimero (suficientemente
grande) mg de segmentos de la curva Q(?), asi como de la subdivisién que se hace del
dominio de cada uno de los mg-segmentos.

Dadas pues dos superficies S*(uy, v1), S*(ug,22), en la fase de busqueda se discretiza
una de las superficies, por ejemplo S*, en (ng,ng) segmentos, produciendo la malla
de biisqueda. Tomando primero las curvas isoparamétricas de u constante, luego las
curvas isoparamétricas de v constante correspondientes a la malla de busqueda, se
obtienen, usando las rutinas que se acaba de describir, las intersecciones de cada una
de tales curvas coordenadas de la superficie S8 con la superficie S2, como se muestra
en la Figura 2.1.

El éxito de la fase de biisqueda depende de una adecuada eleccién del nimero (sufi-
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11 12

Figura 2.1: Malla de biisqueda sobre una superficie con ng = 2.

cientemente grande) ng de la malla de biisqueda, del nimero (suficientemente grande)
dng de la malla para distancia (normal) minima y del nimero (suficientemente grande)
mg de segmentos de la curva coordenada en proceso.

2.1.2 Fase de Trazado

La fase de bisqueda recién descrita produce un conjunto finito de puntos de inter-
seccion que caen sobre las curvas determinadas por la malla de bisqueda, las que
coustituyen fronteras de regiones sobre la superficie en la que estd definida la malla
de bisqueda.

La fase de trazado calcula porciones de la curva de interseccién en la forma de secuen-
cias de puntos que pertenccen a la interseccién de las dos superficies. La estrategia
en la fase de trazado es crear, en cada una de las regiones determinadas por la malla
de biisqueda cuya frontera posee puntos de interseccién producidos por la fase de
biisqueda, secuencias de puntos, que pertenecen a la interseccién de las dos superfi-
cies, que se inician y terminan en puntos localizados por la fase de brisqueda.

Para crear, en una de las regiones cuya frontera posee puntos de interseccién produci-
dos por la fase de biisqueda, una de tales secuencias de puntos que pertenecen a la
interseccion se determinan, en primer lugar, todos los puntos producidos por la fase
de bisqueda que pertenecen a la frontera de la regién en consideracion.

En uno de tales puntos frontera, se determina el vector tangente de la curva de
interseccion, orientado de manera que apunte hacia el interior de la regién.
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Figura 2.2: Determinacién de un vector tangente de la interseccidn.

Siendo S'(uy,v1), S*(uy, v2) ambas superficies, se obtiene

T =8, %8,)% (82 %82),

Uz

donde » = £1 de modo que T apunte hacia el interior de la regién (ver Figura 2.2).
Se obtiene asi

fes % (2.1)

el vector tangente unitario c(!)(s) de la curva interseccién c(s) parametrizada por
longitud de arco en el punto correspondiente al pardmetro s.

Como
t=cW(s) = SLu{"(s)+8SLo"(s)
1 1
= 52 ul(s) + 82,687 (s),
se tiene
(8L, xSh)u{) = ¢tx8L,
(sl x SL)w” = Sl xt,
(82 x 82y’ = tx82,
1 s
(82 x82)us"” = 82 xt,
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de donde, como S, xS} # 0,82 xS # 0, por ser S'(uy,v,), 8*(uy,vs) superficies,

es posible obtener 'u.{llj, fvil}, ugl), v(l)

Derivando con respecto al pardmetro longitud de arco s,

S = S((Sk, xSh) x (82, x S%)
= w,,xs:,. +8, % 8L,,) x (82, x 82 ))u!
+ ((SL,, xSL +8! xS, )x(s? x8? ))u”
+ ((8L, % 8L)w(s,, x8 +&¢ xsﬁm))
+ (85, x 8,) x (8%, x 82, + 82, xSim))vé",

de donde, derivando también con respecto al parametro longitud de arco s,

dt 1 (dT " dT &
ds |T| \ ds ds ’
se obtiene, por definicion,
dt

zd_s1

la curvatura |¢(® (s)| de la curvasuea de interseccién c(s) parametrizada por longitud
de arco en el punto correspondiente al pardmetro s.

Tomando.Af el dngulo que forma T con el siguiente vector tangente en el sentido de
avance de la curva interseccion de ambas superficies, y para un punto suficientemente
cercano, se determina asi el tamano de paso como

Al

A =—,

K

Como para cualquier parametro r se tiene
r(s + As) & r(s) + r(s)As,

se puede considerar que, para As suficientemente pequeno,

s+As), us(s+As), va(s+As),
), S2(ua(s + As),vz(s + As)),

Estos nuevos valores de los pardmetros, u;(s+As), vy (
permiten determinar puntos S*(u;(s + As),v;(s + As
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sobre cada una de las superficies, que estan suficientemente cercanos como para que
sirvan como puntos de inicio de un método iterativo que permita hallar la interseccién
de ambas superficies.

Para realizar la fase de trazado se necesita pues de la rutina que se describe a conti-
nuacion.

Interseccién de un [u;,,,u,,] X [v1,,,1,,]-segmento de una superficie S*(uq,v;)
con una superficie S*(uy, v7)

La interseccion de [ug,,, u1,,] X [v1,,,v1,,)-segmento de una superficie S'(uy,v;) con
una superficie S?(ug, v9) se obtiene encontrando (uy,,v1,) y (ug,,v2,) en el dominio
del [uy,,,u1,,] X [v1,,,V1,]-segmento de S (u,v1) y de S*(ug, vo) respectivamente, de
manera que se satisfaga la condicion de interseccion

SI(‘U.l,‘Ul) = SQ(U,Q, 'UQ) =0

que constituye un sistema de tres ecuaciones en cuatro inc¢gnitas. Se resuelve este
problema, de interseccidn, manteniendo fijo uno de los parametros, lo que configura
sistemas de tres ecuaciones en tres incégnitas. Usando, en cada uno de estos casos, el
método de Newton, escribiendo r = S (uy,v;) — S%(ua, ve), se tiene:

Para u; constante, Dy, =S, 82 xS ,

B R apen
S, 98, X1

ul1'+1 = U1y, U1i+1 = Ul,‘ - D 3
2 1 1 %l *
N By, "0y, AL ol By By XX
Uy = Uy D ) 241 = Uy D s
Uy i 1 7
; - _ gl . Q2 2
Para v; constante, D, = S; - S, X Si,,
2 Q2
B S 8L xT .
ulﬂ.[ == u‘l,‘ R e o B Ul,‘+1 = Ul,‘:
2 D - 2
1 1
, o Se. o8 wmr ‘ B 8, *8, ¥r
Ugipq — Uz; T T ) V2,4 = V2 + D .
U] i v i
s @2 .ql 1
Para uy constante, D,, = =8 -8, XS, ,
SL .82 xr S2 .8! xr
_ 1 Uy _ vp My
Uty = U1+ D ) V1 = Y1 i3 D 3
w3 i Uz 7

1, ql
B - B, 5, x7¥
u?;.u - u’Z,’: U2;+1 — UZ,- - .D
g
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i _ Q2 ,ql 1
Para v, constante, D,, = —S S, X S, ,
1, g2 2 gl

’ i 4 S 8. Kr S Sy, B wr

Ul = Uy D ? V14, = U, —T_ )
17 i Uz i

9t -8 xr
s o 1 V1 g

15251—1 _ u'2f' D 3 U2§+1 - 1)2"'

g i

El parametro que es fijado es aquél que produce el denominador de mayor valor
absoluto en el dltimo punto convergido.

El éxito de esta rutina depende de una adecuada eleccién de los puntos de inicio
del método de Newton y de que el [uy,,, uy,,] X [v,,,v1,,]-segmento de S'(uy,v;) sea
suficientemente pequeno.

Se obtiene de esta manera un nuevo punto de interseccién de ambas superficies
S (uy,v1), S*(ug,vy), en el que se determina el nuevo vector tangente de la curva
de interseccion c(s)
i i 1 2 2
T =v(S,, XS, ) x (S;, xS5,),

Uy

donde v = +1 de modo que el dngulo Af que forma con el anterior vector tangente
sea suficientemente pequeno.

Se repite el proceso desde la obtencién de t, en (2.1), el vector tangente unitario de
la curva interseccidn parametrizada por longitud de arco en el punto correspondiente,
hasta terminar con la secuencia de puntos. El punto final de la secuencia de puntos
es excluido del resto del proceso para la region.

Tomando otro punto frontera se determina el vector tangente de la curva de inter-
seccion, orientado de manera que apunte hacia el interior de la regién, repitiéndose
el proceso hasta agotar todos los puntos de interseccién producidos por la fase de
biisqueda que caen sobre la frontera de la regién en consideracién (ver Figura 2.3).
Se repite el proceso para cada regién determinada por la malla de bisqueda cuya
frontera posee puntos de interseccién producidos por la fase de bisqueda.

El éxito de este proceso de trazado depende, naturalmente, del éxito de la fase de
bisqueda y del valor del dangulo entre dos vectores tangentes consecutivos orientados
en el sentido de avance del segmento, como se sefiala en el procedimiento sugerido por
Timmer de seleccion del tamano de paso. En buena cuenta, de una buena eleccién
del tamano de paso.

2.1.3 Fase de Ordenamiento

La fase de trazado genera un conjunto de segmentos aparentemente disjuntos, en la
forma de secuencias de puntos. La fase de ordenamiento une consecutivamente en
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Figura 2.3: Curvas dentro de una regién determinada por la malla de busqueda.

segmentos disjuntos las secuencias de puntos que han sido ya creadas en la fase de
trazado y las que se disponen en un arreglo para su procesamiento en csta fase de
ordenamiento.

La estrategia de esta fase es muy simple, se ocupa solamente de comparar los extremos
de los segmentos.

Tomando uno de los extremos del primer segmento del arreglo se compara con los
extremos de los otros. Si éste coincide con el extremo de algtin otro segmento, se
efectia la unién, configurandose de esta manera un nuevo primer segmento que reem-
plazard a los dos que le dieron origen. Observar que esto puede cambiar el sentido de
trazado de alguno de los segmentos, lo que obviamente no representa ningiin proble-
ma. Si ninguno de los extremos de este primer segmento coincide con ninguno de los
extremos de los siguientes segmentos del arreglo, se tiene un segmento disjunto. Si
sus propios extremos coinciden, se trata de un segmento cerrado.

Tomando el siguiente segmento del arreglo, si lo hubiera, como el primer segmento de
un nuevo arreglo se efectiia nuevamente el procedimiento indicado hasta agotar todos
los segmentos del arreglo.

Un método de trazado, como el que se acaba de mostrar, debe pues construir una
secuencia de puntos que estan sobre (o cerca de) la curva de interseccién, empezando
en un punto dado y terminando en un punto también dado. La idea es ir avanzando
en la direccién de la curva de interseccién con un tamaio de paso adecuado. La
direccién en la cual ir avanzando y el tamano de los pasos pueden ser calculados
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usando la geometria diferencial local de las dos superficies.

Debe haberse podido percibir que el problema de interseccién de dos superficies es en
general subdeterminado, es decir, tiene demasiados grados de libertad. Este problema
puede ser de algin modo aliviado imponiendo condiciones adicionales arbitrarias, que
incluso podrian ayudar en la determinacién adecuada del tamaiio de paso.

Tales condiciones pueden ser interpretadas como una superficie suplementaria S,
la cual intersecta a la curva de interseccién en un punto que estd a una distancia
prefijada del dltimo punto de interseccién encontrado. Una buena eleccién para S3
seria, por ejemplo, una esfera con centro en el iltimo punto encontrado y con un radio
dependiente de la curvatura de la curva de interseccién en el 1iltimo punto encontrado
[15].

A causa del resultante ahorro computacional, podria usarse un plano perpendicular a
la tangente de la curva de interseccién en el tltimo punto encontrado a una distancia
que también dependa de la curvatura de la curva de interseccién en el dltimo punto
encontrado [7, 15].

En [2] y [12], el siguiente punto de inicio para la subsecuente iteracién de Newton,
es calculado usando el circulo de curvatura (en lugar de la recta tangente) que pasa
a través del dltimo punto encontrado. En [8], el circulo de curvatura es calculado
directamente a partir del iltimo punto encontrado y de dos puntos vecinos a ambos
lados del tltimo punto encontrado, sin hacer uso de las segundas derivadas parciales.
Asi mismo, en [32], se propone un método de trazado en el cual se avanza a lo largo
de un aproximante del circulo osculador en el dltimo punto encontrado.

En (30], la aproximacién inicial del siguiente punto cae sobre una parébola que aproxi-
ma la curva de interseccién en una vecindad del iltimo punto encontrado. La longitud
de la pardbola entre los dos puntos es evaluada de modo que su desviacién méxima
de la cuerda que une los puntos no sea mayor que una tolerancia de desviacién dada.

2.2 El Problema

El método propuesto por Timmer no aborda el problema sobre el control del error de la
aproximacion, es decir, el problema de cémo construir un interpolante que aproxime
la curva de interseccién con una tolerancia de error dada. Esta caracteristica es
compartida por un buen grupo de los métodos conocidos para calcular la interseccién
entre dos superficies (ver, por ejemplo [2, 25, 32]).

Como otros métodos que no abordan el problema de control del error, el método de
Timmer permite obtener un interpolante lineal de la curva de interseccién, pero esto
siempre que el valor de A# y consecuentemente el tamafio de paso As sea lo sufi-
cientemente pequenio como para garantizar la convergencia, de la iteracién de Newton
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involucrada en el cdlculo de un punto de la interseccion, lo que tampoco significa con-
trolar el error. Si tal valor es demasiado grande se corre el riesgo de que la iteracién
de Newton no tenga posibilidades de convergencia.

Los métodos que usan geometria diferencial local, como el valor de la curvatura en
el dltimo punto encontrado, para proponer un tamaifo de paso adaptativo en la ge-
neracién de los subsecuentes puntos de la interseccion pueden fallar en satisfacer la
tolerancia de error prefijada.

Existe siempre el riesgo de que el tamaiio de paso no sea lo suficientemente pequeno
como para que se pueda satisfacer la tolerancia permitida. Mas ain, existe siempre la
posibilidad de que la curva presente cambios bruscos en el valor de la curvatura, sobre
todo si ésta aumenta, como se verd posteriormente. Notar que, con estos métodos, sélo
se evalia la curvatura en un conjunto finito de puntos, de manera que no se dispone
de informacion de lo que pueda pasar con la curvatura en los puntos intermedios.
Podria suceder que la curva real esté muy alejada del interpolante, haciendo fracasar
cualquier intento de controlar el error en esta forma.

Para precisar esta discusion se puede tomar como ejemplo el método desarrollado
por Faux y Pratt [15]. Se asume en este método un esquema de interpolacién lineal
como el usado en las méquinas de ploteo vectorial y en muchas maquinas de control
numérico. La curva de interseccién es entonces aproximada por una secuencia de
segmentos lineales. En tal caso, es usual poner limites a la desviacién maxima e entre
la curva de interseccién real y la cuerda entre puntos sucesivos, medida ortogonal a
la cuerda. Para pasos pequefos, parece razonable aproximar la curva por su circulo
osculador, de modo que la curvatura local de la curva de interseccién puede ser usada
para determinar el tamano de paso. Si As es ¢l tamafo de paso y 7 es el radio de
curvatura en el iltimo punto encontrado, Faux y Pratt [15] sugieren que

As = y[4e(2r — ¢).

Para mostrar las dificultades de este método basta asumir que la curva de interseccién
(en general desconocida) es la curva de Bézier polinomial con puntos de control dados
por

by = (0, 5,0), by = (-10,-3,0), bg = (-33,10,0),

by = (—12,25,0), by = (3,28,0), bs = (54, 30, 0).

La longitud de esta curva es 96.913, de modo que ¢ = 0.1 es una tolerancia de error
muy razonable. Al interpolar esta curva a fin de controlar adaptativamente el tamafo
de paso de modo que el error de interpolacion permanezca dentro de la tolerancia
prefijada e = 0.1 el método propuesto por Faux y Pratt da un error de 0.102942
con 19 puntos de interpolacién (ver Figura 2.4 donde es también mostrado cémo es
distribuido el error de interpolacién). El problema se vuelve critico si la curva es
trazada en el sentido en que el valor de la curvatura aumenta (ver Figura 2.5, en que
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Figura 2.4: Interpolacién de acuerdo al método propuesto por Faux y Pratt. Fl
sentido del trazo de la curva es de izquierda a derecha.

se invirti6 el sentido de trazo de la curva de Bézier polinomial dada). Aquf el error es
de 0.186910 con 18 puntos de interpolacién.

Esta limitacion no es exclusividad de este método. En realidad, no es dificil encontrar
contraejemplos a todos los métodos de trazado que sélo usan la informacion local de
la curva de interseccién para proponer un tamaifio de paso adaptativo. Como sefialan
Chen y Ozsoy [12], es extremadamente dificil encontrar la relacién precisa entre € y

As.

La eleccién del tamano de paso depende naturalmente de la aplicacién y del esquema
de interpolacién a ser empleado posteriormente.

Las aplicaciones de manufactura hacen necesario especificar una tolerancia de error
¢ de tal forma que la curva de interseccion esté siempre a una distancia menor que
€ de la aproximacion generada por la aproximacién resultante de la interpolacién de
los puntos de interseccion obtenidos por el trazado, esto para todos los puntos de la
curva de interseccion.
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Figura 2.5: Interpolacién de acuerdo al método propuesto por Faux y Pratt. El
sentido del trazo de la curva es de derecha a izquierda.



Capitulo 3

Resolviendo el Problema

Este capitulo estd dedicado a la solucién del problema planteado en el Capitulo 2.

En la Seccién 3.1 se muestran propiedades del circulo osculador que resultan relevantes
al problema, de interseccion y aclaran completamente la razén por la cual los métodos
de trazado conocidos tienen dificultades en satisfacer las tolerancias de error prefijadas.

Estas dificultades serfan resueltas si se logra establecer una estimacion razonablemente
global de la curvatura que permita una estimacion confiable del error de la aproxi-
macion. Esto se discute en la Seccion 3.2 haciendo uso de las curvaturas normales de
la curva de interseccion sobre cada una de las superficies intersectantes.

En la Seccién 3.3 se presenta una manera de resolver simbdlicamente el sistema de
Frenet, lo que serd usado en la Seccién 3.4. Para esto, se presenta en el Apéndice B
un nuevo método para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden. Como es sabido, el sistema de Frenet es un sistema de este tipo.

Con la motivacion de la Seccion 3.1 y en base a los resultados de las secciones prece-
dentes, se muestra en la Seccion 3.4 una manera confiable de controlar el error del
proceso de interpolacién, lo que permite configurar un método de trazado capaz de
realizar esta tarea. Esto es de interés puesto que para las aplicaciones a la manufac-
tura es necesario especificar una tolerancia de error de modo que la desviacién de la
aproximacion generada con el méfodo con respecto a la interseccion real se mantenga
siempre dentro de la tolerancia especificada.

Para los procesos de manufactura realizados con maquinas de control numérico es
también deseable tener el menor niimero posible de puntos de interpolacién necesarios
para aproximar la curva de interseccién con una tolerancia de error prefijada. Por tal
motivo, se propone en la Seccién 3.5 un método cuyo objetivo es controlar el error del
proceso de interpolacion, haciendo uso de las propiedades de la geometria diferencial
local de las superficies y de la curva de interseccién entre ambas. FEsto determina
un interpolante con tamano de paso adaptativo, que tiene como caso particular un

33
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interpolante lineal. En el Apéndice A se muestra la manera de calcular las propiedades
de geometria diferencial en los puntos de interseccién, lo que es necesario para la
construccion del interpolante de Hermite de la Seccién 3.5.

En la Seccién 3.6 se propone un algoritmo que viene a concretar el método de trazado
que s¢ ha propuesto en esta tesis y se muestran aplicaciones del método propuesto.

3.1 Sobre el Circulo Osculador

Una curva y su circulo osculador son aproximadamente congruentes en alguna vecin-
dad de su punto de contacto tangencial [11]. EI circulo osculador en el punto de
contacto de una curva es el circulo que mejor aproxima a la curva en una vecindad
del punto. Se puede decir atin mds acerca del circulo osculador. En lo que sigue, una
vecindad reducida del punto zo en IR significard un subconjunto en R de la forma
(a,0) — {zo} con zg € (a,b) y & < b. Asi mismo, una vecindad reducida a la izquierda
de xy sera un subconjunto en IR de la forma (a,zp) con @ < zy y un subconjunto en
IR de la forma (zo,b) con zp < b serd una vecindad reducida a la derecha de .

Se han podido percibir importantes propiedades locales del circulo osculador que,
aparte de su propio interés, son relevantes al problema de interseccién de superficies.
Tales propiedades quedardn claramente establecidas probando el sigulente teorema.

Teorema 3.1.1 Sea ¢ una curva regular 3D definida sobre un intervalo abierto I,
parametrizada por longitud de arco s, de curvatura k(s) no nula para todo s en I.
Fijado sy en 1.

1. Briste una vecindad reducida de sy, V'(so) en I tal que para todo s en V'(sy),
la proyeccion ortogonal de c(s) sobre el plano osculador de c en sy pertenece al
semiplano abierto de tal plano osculador determinado por la recta tangente a ¢
en So que contiene al centro del circulo osculador de ¢ en sy. Ademds, existe
una vecindad reducida a la izquierda (respectivamente derecha) de s, V}(so)
(respectivamente Vy(so)) en I tal que para todo s en V/(sy) (respectivamente
Vi(s0)), el producto escalar de ¢ (s) por el vector normal n(se) de ¢ en sy es
negativo (respectivamente positivo). Mids ain, existe una vecindad de sq, V (sq)
en I tal que para todo s en V (sp), ¢ (s) - n(sy) > 0.

2. 8i kM (sy) < 0 (respectivamente kM) (sq) > 0), eziste una vecindad reducida
a la 1zquierda de sy, V/(s¢) en I lal que para todo s en V/(sy), la proyeccion
ortogonal de c(s) sobre el plano osculador de ¢ en sy pertenece al interior (res-
pectivamente exterior) del circulo osculador de ¢ en sy. Ewiste también una
vecindad reducida a la derecha de sy, Vj(so) en I tal que para todo s en Vi(s,),
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la proyeccion ortogonal de c(s) sobre el plano osculador de ¢ en Sy pertenece al
exterior (respectivamente interior) del circulo osculador de ¢ en so.

3. Para el caso en que kM (s0) = 0. Si kK@ (sg) < k(so)T%(so) (respectivamente
1) (s0) > K(s0)7(50)), existe una vecindad reducida de sy, V'(so) en I tal que
para todo s en V'(so), la proyeccidn ortogonal de c(s) sobre el plano osculador
de ¢ en sy pertencce al exterior (respectivamente interior) del circulo osculador
de c en sp.

Prueba. Sea ¢ = c¢(s) una curva regular 3D definida sobre un intervalo abierto,
parametrizada por longitud de arco s. Se puede asumir, sin pérdida de generalidad
que el dominio de ¢ contiene al punto 0, es decir, se puede asumir que sg = 0. Se
escribird la curva, en una vecindad del 0, usando el triedro de Frenet [11] (¢, n, b) en
0 como una base para IR®. BEs conveniente considerar ahora la expansion de Taylor
hasta el orden 2,

@(0) .
c(s) = c(0) + c(l)(U)s 4 92—(0)82 +R? (s),
donde R2
lim ﬂ = 0.
=0 g

Desde que ¢)(0) = t y ¢®(0) = kn, donde & es la curvatura [11] de la curva
paramétrica c en el punto 0, se obtiene '

c(s) = c(0) + st + gszn + R2(s).

Se puede también asumir sin pérdida de generalidad que c(0) = (0,0,0), t = (1,0,0),
n = (0,1,0). Bajo estas suposiciones, ¢(s) = (e1(s), c3(s), ¢s(s)) es dada por
K2

ea(s) = 53 +R§3(s),

es(s) = R, (s),
donde RZ = (RLI,REQ,REJ.
Considerando que £ > 0y s # 0, se tiene que

2
lim (E + RCQ(SJ) - > 0.

s—0 \ 2 52

Asi, existe una vecindad reducida de 0 tal que

Iy 4 Rgz(s) =
2 52
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para todo s en esa vecindad reducida. Desde que

ea(s) = 5 (E 4 wj |

2 52

se tiene que existe una vecindad reducida de 0 tal que ¢y(s) > 0, para todo s en esa
vecindad reducida. Naturalmente, ¢,(0) = 0. Diferenciando cy(s) con respecto a s,

§(s) = ks + (Riz)(” (5),

donde

lim _(ng) v (s)
s—0 S

= (),

Bajo las mismas suposiciones de antes, se tiene que

(72)" ()

lim | k + =8> 1.
5—0 8
Asi, existe una vecindad reducida de 0 tal que
2 \(1)
R,)" ()

S

para todo s en esa vecindad reducida. Desde que

(1)
R? s
cgl)(s) =& K4+ LE—)SQ ,

se tiene que-existe una vecindad reducida a la izquierda (respectivamente derecha)
de 0 tal que Gg]‘) (s) < 0 (respectivamente cgl)(s) > 0), para todo s en esa vecindad

reducida lateral. Diferenciando nuevamente con respecto a s,
2 (2)
¢ (s) =r+ (RL)" (s),

donde -
lim (R2)™ (s) = 0,

s—0
se tiene que

; (2)
lim (a + (%) (s)) k> 0.

Asi, se tiene que existe una vecindad de 0 tal que cf}(s) > 0 para todo s en esa
vecindad. Esto concluye la prueba de (1).
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Para probar (2) conviene considerar la expansién de Taylor hasta el orden 3,

c®(0) , (o)

c(s) = ¢(0) + cM(0)s + g @t s+ R3(s),
~donde R3
lim 2(5) =1.
5—0 83
Desde que ¢®(0) = —«% + xMn — k7b, donde 7 es la torsién [11] de la curva

paramétrica ¢ en el punto 0, con las suposiciones de antes, ¢(s) = (¢i(s), ca(5), cs(s))
es dada por

.‘{32
ci(s) = s——s + R (s),
6
; ) ,
aln] = gsg—k%sa—i—Ré’g(s),
KT
es(s) = ——s+ R2 (s),

6
donde R = (R3 R?

£q? (]

0(s) = = (<o (k5 — 7 sem (s~ 2 ,0) + (0,2,0)

una parametrizacion por longitud de arco s del circulo osculador de la curva c(s)
en s = 0, definida en una vecindad de 0. Bajo las mismas suposiciones, usando la
expansién de Taylor hasta el orden 3, ©(s) = (6,(s), 02(s),8(s)) es dada por

Rfﬁ) Sea

2

bi(s) = s— %83 + Rj (s),
K
ta(s) = 532 + Ry, (),
93(8) = U,
. R} (s) . ; . .
donde lim,_,o —%— = 0, para j = 1(1)2. Para detectar la anunciada propiedad local

del circulo osculador, es conveniente considerar la funcién y(s) = ez(s) — 04(s). Por
un calculo directo se tiene

(1)
y(s) = “==5" + R'(s),
donde 3
lim (S) =1
50 35
Como
5 (1) R3(8) __n“)
31—1)-% 5 T 53 TR
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se tiene que, si sV < 0 (respectivamente (V) > 0), existe una vecindad reducida de

0 tal que

k) R(s) ! Kt R3(s)
B s = 0 (respectivamente =%

para todo s en esa vecindad reducida. Desde que

(1) T
y(s) = s’ (K’— L Fb)) :
6 g3

> 0),

g3

se tiene que existe una vecindad reducida a la izquierda de 0 tal que y(s) > 0 (res-
pectivamente y(s) < 0) y una vecindad reducida a la derecha de 0 tal que y(s) < 0
(respectivamente y(s) > 0), previsto que k) < 0 (respectivamente k() > 0), para
todo s en esa vecindad reducida. Naturalmente, y(0) = 0. Esto concluye la prueba
de (2).

Para ver el caso cuando xY) = 0, es conveniente considerar las expansiones de Taylor
hasta el orden 4. Bajo las mismas suposiciones de antes, ¢(s) = (¢1(s), c2(8), ca(s)) v
O(s) = (A1(s),02(s),05(s)) son dadas por

.-“EQ !{H}(l}
els) = s— Esg =5 s+ Rﬂ](s),
(1) () _ .2 _ .3
K, KM 5 K BT — K, g
ca(s) = il s i g +.H (),
2k 1 gr)
ca(s) = “%53 - iTQ‘é—mSJ‘ + Ria(s],
, R} (s) ‘ _
donde lim; o —— =0, para j = 1(1)3 y
2
bi(s) = s—8+ R4 s),
3
o =
fa(s) = 532 = ﬂsd + Rg, (s),
93(.5') = U.J
. Rj (s) ,
donde lim,_,p —%— = 0, para j = 1(1)2. Puesto que x) = 0, y(s) = cz(s) — 62(s)
resulta en ) i
Lad
y(s) = %54 + B,
donde ;
lim R—(S) =,
s—0 g%
Como

i K — r? + R*(s) K& —
im =,
24 g4 24 '

3—0
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se tiene que, si k¥ — kr? < 0 (respectivamente k) — k72 > 0), existe una vecindad
reducida de 0 tal que

KD — s -+ Ba) < 0 (respectivamente kel + B{s) 5
24 5 RGNS 24 5

para todo s en esa vecindad reducida. Desde que

(2) _ 2 4
yls) =" (V LoNE. (S)) ;

0),

24 st

se tiene que existe una vecindad reducida de 0 tal que y(s) < 0 (respectivamente
y(s) > 0), para todo s en esa vecindad reducida. Esto prueba (3) y concluye la
prueba del teorema. O

Observacién 3.1.1 Notar que, si &'® < 0 (la curvatura & tiene un valor mdzimo en
el punto de contacto), k? — k712 < 0. Por consiguiente, existe una vecindad reducida
de 0 tal que co(s) < 02(s), para todo s en esa vecindad reducida. La misma cosa
ocurre si 0 < &9 < k1% (se dird que la curvatura k tiene un valor minimo débil en
el punto de contacto). Pero, si k&) — k1% > 0 (se dird que la curvatura k liene un
valor minimo fuerte en el punto de contacto), existe una vecindad reducida de 0 tal
que cy(s) > 62(s), para todo s en esa vecindad reducida.

Como se habia mencionado, existe un claro mensaje que se desprende del teorema
recién probado que resultara relevante para el problema de interseccién de superficies.

1. El resultado probado en la parte (1) del teorema significa que la proyeccién
ortogonal de la curva sobre su plano osculador correspondiente al punto de
contacto tangencial esta localmente a un lado de la recta tangente a la curva en
el punto de contacto, siendo localmente su concavidad hacia el centro del circulo
osculador (ver Figuras 3.1, 3.2 y 3.3).

2. Aiin mds importante, para el problema de interseccién de superficies, que el
resultado probado en la parte (1) del teorema, es el probado en (2). Este afirma
que en alguna vecindad de su punto de contacto tangencial, la curva y el co-
rrespondiente circulo osculador tienen el siguiente comportamiento: Si la cur-
vatura de la curva estd disminuyendo o aumentando en el punto de contacto, la
proyeccién ortogonal de la curva sobre su correspondiente plano osculador corta
tangencialmente al circulo osculador en el punto de contacto. Si la curvatura
estd disminuyendo (respectivamente aumentando), va desde el interior (respec-
tivamente exterior) al exterior (respectivamente interior) del circulo osculador
(ver Figura 3.1). La curvatura es estrictamente decreciente (respectivamente
creciente) en el sentido del trazo de la curva.
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i

Figura 3.1: Curva con recta tangente y circulo osculador, cuando la curvatura dis-
minuye o aumenta. Si disminuye (respectivamente aumenta), el trazo de la curva es
hacia la izquierda (respectivamente derecha).

3. Mencién especial merece el resultado probado en (3). Lste significa que si la
curvatura no disminuye ni aumenta en el punto de contacto, la curvatura de
la curva tiene un valor minimo o un valor maximo en tal punto. En este caso,
la proyeccion ortogonal de la curva sobre su plano osculador correspondiente al
punto de contacto tangencial estard localmente, excepto el punto de contacto, en
el interior (respectivamente exterior) del circulo osculador previsto que la cur-
vatura tiene un valor minimo fuerte (respectivamente minimo débil o maximo)
en tal punto (ver Figuras 3.2 y 3.3).

Es interesante notar que el circulo osculador es el tinico circulo tangente a la curva que
posee la propiedad enunciada en la parte (2) del Teorema 3.1.1. Mds precisamente,
se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1.1 Sea ¢ una curva reqular 3D definida sobre un intervalo abierto I,
parametrizada por longitud de arco s, con curvatura k(s) > 0 para todo s en I. Fijado
sg en I, sea © una parametrizacion por longitud de arco s de un circulo con curvatura
Ko, tal que c(sy) = O(sg), cW(sy) = ©W(sq) y vector normal ne(se) coincidente
con el vector normal n(sy) de ¢ en so. Si k(8o) < ko (respectivamente k(sg) > Ke),
entonces existe una vecindad reducida de so, V'(s0) en I tal que para todo s en V'(sp),
la proyeccion ortogonal de c(s) sobre el plano osculador de ¢ en sy pertenece al exterior
(respectivamente interior) del circulo dado por ©.

Prueba. Como ya es usual, puede asumirse, sin pérdida de generalidad, que sy = 0,
c(0) = (0,0,0), ¢M(0) = (1,0,0) y n(0) = (0,1,0). Bajo estas suposiciones, usando
las expansiones de Taylor en torno de 0 hasta el orden 2, c(s) = (c¢1(s), ca(s),ca(s)) y
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/)

Figura 3.2: Curva con recta tangente y circulo osculador, cuando la curvatura es un
valor minimo fuerte.

2

Figura 3.3: Curva con recta tangente y circulo osculador, cuando la curvatura es un
valor minimo débil o maximo.
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O(s) = (01(s), 02(s), 03(s)) son dadas por

ci(s) = s+ Ri(s),
#(0)

ea(s) = —2—32+RE¥(8),

C3 (9) — Rgs (3)!
}7
6.(s) = s+ Ry (s),

Oy(s) = %’82 + R} (s),
93(3) = D,
RZ (s) R (s)

respectivamente, donde limg o —— = 0, para j = 1(1)3 y lim,,o —5— = 0, para
j =1(1)2. Considerando y(s) = ¢a(s) — 6(s), por un célculo directo se tiene

0) — ke
y(s) = E%ﬂ,s? + R(s),
donde 2
s
50 32
Como 2'
i (KJ(U) — o | R (s)) _ &(0) - ko
§—0 2 52 2

se tiene que si #(0) < ke (respectivamente £(0) > kg), existe una vecindad reducida
de 0 tal que

k(0) — ko 4 R?(s)
2 8%
para todo s en esa vecindad reducida. Desde que

sils) = (”(0) — e Rz(b‘)) ’

2 5*

k(0) — ke  R%*(s)
2 v+ 52

< 0 (respectivamente > 0),

se tiene que existe una vecindad reducida de 0 tal que y(s) < 0 (respectivamente
y(s) > 0) para todo s en esa vecindad reducida. O

El significado de la proposicion recién probada es que la proyeccién ortogonal de la
curva sobre su plano osculador correspondiente al punto de contacto tangencial estd
localmente, excepto el punto de contacto, en el exterior (respectivamente interior)
de cualquier circulo tangente a la curva, si la curvatura de la curva en el punto de
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contacto es menor (respectivamente mayor) que la curvatura de tal circulo tangente.
Cuando ambas curvaturas coinciden, se trata del circulo osculador.

Los métodos para calcular la interseccién de superficies que usan argumentos de geo-
metria diferencial local para proponer un tamaifio de paso adaptativo en la generacion
de los puntos de la intersecciéon pueden fallar en satisfacer la tolerancia de error pre-
fijada. En principio, existe siempre el riesgo de que el tamafio de paso no sea lo
suficientemente pequeno como para que pueda satisfacer la tolerancia prefijada.

A la luz del Teorema 3.1.1 y sobre la base de las consideraciones precedentes acerca
del circulo osculador, puede ahora percibirse con claridad el problema menos evidente.
Con la intencién de resolver la dificultad de encontrar un tamano de paso adaptativo
que satisfaga la tolerancia permitida, se acostumbra aproximar la curva de interseccién
con su circulo osculador, el que reemplaza a la curva en una vecindad de su punto de
contacto tangencial [12, 15]. En cualquier sentido del trazo, existe un tamaio de paso
suficientemente pequeno (en general desconocido) que permite satisfacer la tolerancia
prefijada, previsto que la proyeccién ortogonal de la curva sobre su plano osculador se
encuentra, en una vecindad de su punto de contacto tangencial, entre la recta tangente
y el circulo osculador. Esto puede ocurrir solamente cuando la curvatura tiene un valor
minimo débil o un valor méximo en el punto de contacto (ver Figura 3.3). En cualquier
otro caso, existe siempre un sentido del trazo de la curva (ambos cuando la curvatura
tiene un valor minimo fuerte en el punto de contacto) en el cual la proyeccion ortogonal
local sobre su correspondiente plano osculador cae en el interior del circulo osculador,
puesto que la curvatura estd aumentando (ver Figuras 3.1 y 3.2). En tales casos,
que son practicamente la totalidad, para cualquier tamano de paso suficientemente
pequeno, interesa considerar los arcos de esa longitud desde el punto de contacto,
sobre la curva y sobre su circulo osculador puesto que la desviacion maxima del arco
sobre la curva a la cuerda que une sus extremos es mayor que la desviaciéon méaxima
del arco sobre su circulo osculador a la cuerda que une sus extremos (ver Figura 3.1).
Estas propiedades de la geometria local de las curvas provocan, naturalmente, que los
métodos de trazado adaptativos que reemplazan localmente la curva por su circulo
osculador pueden fallar en satisfacer una tolerancia prefijada.

Un problema similar se percibe cuando la aproximacién inicial del préximo punto
generado por un método de trazado cae sobre una pardbola que estd aproximando a
la interseccién en una vecindad del wltimo punto encontrado [30]. La longitud de la
" parabola entre ambos puntos es calculada de manera que su desviacién méaxima de la
cuerda que une los puntos no sea mayor que una tolerancia dada. Esto es hecho con la
intencidn de que el subsecuente interpolante aproxime la interseccion con la tolerancia
requerida. El problema se presenta cuando se avanza en el sentido del trazo en el cual
la curvatura de la curva estd aumentando. En ese sentido, la curvatura de la pardbola
estd precisamente disminuyendo, causando que la desviacién maxima de la cuerda
respecto a la curva sea mayor que la desviacion maxima de la cuerda respecto al
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correspondiente arco de la parabola.

3.2 Estimacion del Error

En esta seccion se propone un método para estimar el error del proceso de interpo-
lacion lineal de la interseccion de superficies. Sin pérdida de generalidad, se puede
considerar que la curva de interseccidn estd parametrizada por longitud de arco. Ha-
ciendo uso de las curvaturas normales de la curva de interseccién sobre cada una de
las superficies, se consigue obtener una cota superior global para la curvatura de la
curva de interseccion.

Teorema 3.2.1 Sea ¢ la porcion de la curvae de interseccion 3D de dos superficies
S! y 82, parametrizada por longitud de arco s, definida sobre [s;,s; + As| y sea p el
polinomio lineal 3D, definido sobre [s;, s; + As| tal que

p(si) = c(si), P(si+ As) =c(s; + As).

Sisenf > ¢ para algin ¢ > 0, donde 0 es el dngulo de interseccion de ambas superfi-
cies, entonces
3 ||+ |s?|
c(s) —p(s)| £ -———
lo(s) ~ p(s)] < 5
siendo |k*| el mdzimo de los valores absolutos de las curvaturas principales de la
superficie S*, 1 = 1, 2.

(As)?, (3.1)

Prueba. Es conocido [19], que el error de interpolacién lineal de p(s) en s es dado por

c(s) — p(s) = % (s — ;) (s — 8, — As) e®,
donde & = (CP (&) ,;:52} (&) ,cg’]) (53)), con &;,7 = 1(1)3 (en general desconocido)
sobre [s;, s; + As]. Se tiene que

e(s) ~ D) < 3 max|e®(s)] (As)

3 2
= gmex k(s) (As)”.
La curvatura x, de la curva de interseccién c, de las dos superficies S! y S?, puede ser
expresada en términos de las curvaturas normales k. y 2 de la curva sobre S y S
respectivamente, con las normales unitarias N' y N2, a las dos superficies [11, 15, 33].
En efecto, considerando la base de Frenet [11] (t,n, b) asociada a la curva, se tiene

N! x N?

t=dt——,
INT x N?|
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Como b = —n x t, se tiene, expandiendo el triple producto vectorial,

kn X (N' x N?)
INT x N2|

%lNﬁ - f{gNl
INT x N2|

xb

Por consiguiente,
[KAN? — 2N
INL x N2|
[fin| + [
= NI x N?|
] -+ |?]

sen g

=

dado que cada uno de los valores absolutos de las curvaturas normales ||, puede
ser superiormente acotado por el mdximo de los valores absolutos de las curvaturas
principales de la superficie S¢, |f|. Como las superficies no son tangenciales, es decir
dado que senf > ¢ > 0 para algin ¢ > 0, se tiene

(o)~ p(o)] < T gy

0

El resultado del teorema recién probado proporciona una manera segura de estimar
el error del proceso de interpolacion lineal de la curva de interseccién de las dos
superficies.
Notar que
6] + ||

C

B =

puede entenderse como la curvatura de la curva de mayor curvatura posible producida
por la interseccién de dos superficies S* y S con un un dngulo @ tal que senf > ¢ > 0
y tales que el mdximo de los valores absolutos de sus curvaturas principales son |&!|
y |x?| respectivamente.

3.3 Solucion Simbodlica del Sistema de Frenet

Antes de usar la estimacion obtenida anteriormente para proponer un método confia-
ble capaz de generar puntos de la interseccion, que al ser posteriormente interpolados,
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produzcan una poligonal que aproxima a la interseccién con una tolerancia dada, sera
conveniente resolver simbdlicamente el sistema de Frenet, lo que serda usado en la
Seccién 3.4, que es donde se hace la propuesta del control del error.

En la resolucién simbdlica del sistema de Frenet se hard uso de los algoritmos presen-
tados en el Apéndice B, puesto que el sistema de Frenet

tM(s) k(s)n(s),

n®(s) = —r(s)t(s) - r(s)b(s),
bU(s) = 7(s)n(s),

Il

puede considerarse como un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden,

(1 _

1 Ky,
1
:LE ) = KTs,
|
:L‘:g ) = Kg,
2,{1) = —HKI —
4 = 1 — Ty,
:L'm = —KITy—
) = P sz;
:c('} = —KI3—
g = &y — TXy,
1
1L‘$ ) = Ty,
1
:c,(; ) = TZs,
1
:cé ) = Tl

donde t = (z1, %2, x3), n = (24, L5, T6), b = (27, Tg, Tg).

Denotando x = (21, %2, Z3, ¥4, L5, Te, L7, L8, L9) ¥

0 0 0k 00 0 0 0]
0 0 00k O 0 0 O
0 0 000&x 0 0 0
—k 0 0000 —7 0 0
A=| 0 -k 0000 0 - 0],
0 0 -« 000 0 0 —r
0 0 0700 0 0 O
0 0 0070 0 0 O
.0 0 0007 O O O]

el sistema anterior puede escribirse como

xW = Ax. (3.2)‘ .
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El polinomio caracterfstico de la matriz de coeficientes 4 es p(\) = A3(\2 + w?)?,
donde w = VK2 + 72, de manera que la matriz A tiene a 0 como autovalor real de
multiplicidad 3 y a d-iw como autovalores complejos conjugados de multiplicidad 3.

Usando el Algoritmo 1 para construir soluciones asociadas al autovalor real 0, de
multiplicidad 3, se nota que A = A. Por simple inspeccién visual de la matriz A
se ve de inmediato que dimIm.A = 6, por consiguiente se tiene que dimKer A = 3.
Asf, KerA = KerA®, de manera que, en aplicacién del Algoritmo 1, sélo hay que
determinar una base {vi{,vj,vi} de KerA. No existe necesidad aqui de calcular A3.
De hecho, se hubiera obtenido A* = —w?A. Un célculo directo permite construir la
base:

vi = (-1,0,0,0,0,0,x,0,0),
Vé = (03_710:010)0107’“‘::0):
v; = (0,0,—7,0,0,0,0,0, k).

Desde que Av} =0, para j = 1, 2, 3, usando siempre el Algoritmo 1, se tiene que tres
soluciones linealmente independientes del sistema (3.2) asociadas al autovalor real 0
de multiplicidad 3 son

xi(s) = (-7,0,0,0,0,0,,0,0),
Xé(S] = (03 -7, U: 01 01 0; Oa R, 0)1
x3(s) = (0,0,—-1,0,0,0,0,0, k).

Para construir seis soluciones linealmente independientes del sistema (3.2) asociadas
a los antovalores complejos +iw de multiplicidad 3, se hard uso del Algoritmo 2. Lo
primero es definir las matrices A = A? + w? = A + (k2 + 7)) y A = A. Para
evitar operaciones innecesarias es conveniente, recordando lo acontecido en el caso
1'ea.l,'observar la matriz

[ P 0 0000 —&T 0 01
0 7 0 000D 0 —k7 0
0 0 72000 0 0 —kT
0 0 0 0 00 0 0 0
e 0 0 0000 0 0 0
0 0 0000 0 0 0
—KT 0 0000 & 0 0
0 —&T 0000 0 k2 0
L. 8 0 —s7 0 0 0 0 0 &%

Puesto que la primera, la segunda y la tercera columnas son miltiplos de la sétima,
octava y novena columnas respectivamente, la cuarta, quinta y sexta son nulas y
k # 0, se tiene que dimImA = 3, de modo que dimKer A = 6. Asi, KerA = KerA®,
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En base al Algoritmo 2 sélo hay pues que determinar una base {v?, v3, v3, vi, v, vi}

de KerA. No existe, tal como sucedi6 en el caso real, necesidad de calcular A%, De
hacerse el céleulo, se obtendria A? = w?A, A* = w'A. Célculos directos permiten
determinar la base:

vi = (%,0,0,0,0,0,7,0,0),
vg = (0:&00.9.00.+%0)
vg = 00,5000, 0,0, 0,71,
vi = (0,0,0,1,0,0,0,0,0),
vi = (0,0,0,0,1,0,0,0,0),
vi = (0,0,0,0,0,1,0,0,0).
Desde que Av} = 0, para j = 1,...,6, la expresién, dada por el Algoritmo 2, para
calcular las seis soluciones buscadas X 2(s),5=1,...,6, se reduce a
x2(s) = (530w’ Fy(s) + 5203w Fy(s)A) v}
= 4w’ sen wsv?- — dw? cos wsAv?, i = —
Observando ahora que
Av? = —wvi, Avi=—whvZ, Avi=—wivi
A% =3, AvE =i, Av: =va,
se tiene que
x3(s) = 4dwdsenwsv? + 4w coswsvy,
x2(s) = 4w®senwsvj + 4dw*coswsvi,
x2(s) = dw’senwsv? + 4w coswsvy,
x(s) = 4dw’senwsvi — 4w’ coswsv?,
xi(s) = 4w’sen wsvﬁ — 4w? cos wsv%,
x2(s) = dw’senwsvi — 4w’ coswsvy.

Reemplazando la base {v?,v2,v3, vi, vZ, vi} obtenida precedentemente y haciendo las
simplificaciones, se tiene que seis soluciones linealmente independientes del sistema
(3.2), asociadas a los autovalores complejos tiw, de multiplicidad 3 son dadas por

4wiksenws, 0,0, 4w* cos ws, 0, 0, 4w’T sen ws, 0, 0),
0, 4w’k sen ws, 0, 0, dw* cos ws, 0, 0, 4w sen ws, 0),
0,0, 4w’k senws, 0,0, 4w cosws, 0, 0, 4wT sen ws),

(
#2508 = U
(
(—4w?k cosws, 0,0, 4w’ sen ws, 0, 0, —4w?r cosws, 0, 0),
(
(

0, — 4w’k cosws, 0, 0, 4w sen ws, 0, 0, —4w?T cos ws, 0),
0,0, —dw?k cosws, 0,0, 4w sen ws, 0, 0, —4w?r cos ws).

I
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La solucién general del sistema (3.2) sera dada por

X= clxl + 62K2 I 03x3 T clxl + c2x2 % c3x3 4}{4 =+ c xr + Lﬁ}{m

donde ¢, 8.6 v &,68.8,¢, ¢

(:E]'J:LQ! Ly, Ty, L5, Tg, L7, Ty, 2’9):

son escalares arbitrarios. HEsto es, como x =

= 4w’k senws — dciw?k cosws — ¢,

=
Ty
—

n

=
o

A T T, e e e e—
w 3 ]

M et M e i e e wd

— 4czw K senws — dciw’ K cos ws — cé’r,

=
)
o

deqw’k sen ws — dciw’k cosws — 3T,

2
)
o

l

4clw cosws + 4ciw® sen ws,

8
=
o

[l

4c 4 cosws |~4crw sen ws,

zgls) = 4c w Losws+4cﬁw sen ws,

z7(8 42wt sen ws — 4cw?r cosws + cin,
za(s) = 4ciw’rsenws — 4ciw’r cosws + r'gm
zo(s) = 4ckwPrsenws — 4ciwir cosws + clk

Imponiendo las condiciones iniciales

.’C](O) = 1, 332(0) = 0, .’L{(O
£4(0) — 0, J.‘g(O) = 1} 125(0
27(0) = 0, w(0) =0, w(0) =
se tendrd la solucién tinica que resuelve el problema de valores iniciales

xM = Ax, x(0) = (1,0,0,0,1,0,0,0,1).

Observar que estas condiciones iniciales significan dar un triedro, ortonormal, orien-
tado positivamente (t(0),n(0), b(0)) tal que

£(0) = (1,0,0), n(0) = (0,1,0), b(0) =(0,0,1).

Se tiene pues que existe una familia de triedros (t(s), n(s),b(s)). El teorema funda-
mental de las curvas prueba que la familia (t(s), n(s), b(s)) es ortonormal y orientada
positivamente.

Se determina de este modo, la solucion tinica

K2 7% K KT m‘)

t(s) = (z1(8),za2(s), z5(8)) = (J COSWS + 5, — SN WS, —5 COSWS — —

Se tiene asf la funcién vector tangente unitario de una curva h parametrizada por
longitud de arco s. Integrando y exigiendo que h(0) = 0, se tiene finalmente que

H}? ?2 K K RT KT
= — el —_ _ o - ——
11(8) 5, senws + o S, 2 w2 d senws o S
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es la curva parametrizada por longitud de arco s tal que h(0) = 0, h()(0) = t(0) =
(1,0,0), con curvatura 5 > 0 y torsién arbitraria 7. Ademis h®(0) = xkn(0) =
%(0,1,0).

3.4 Control del Error

Con la estimacion obtenida anteriormente, en la Seccién 3.2, se puede ahora si pensar
en proponer un método confiable para generar puntos de la interseccién que, al ser
posteriormente interpolados, producirdn una poligonal que aproxima a la interseccién
con una tolerancia dada.

Sea € una tolerancia de error dada, por ejemplo, por criterios de manufactura o por
otras consideraciones. El tamano de paso As para generar puntos de la interseccién
que al ser interpolados produciran una poligonal que estd a una distancia menor que
¢ de la curva real de interseccién es suficiente que, en base a (3.1), satisfaga

8¢
A -—, .
s<1(3ﬁ (3.3)

El objetivo es pues construir un método de trazado cuyo tamafio de paso As satisfaga
(3.3). La idea es imaginar un arco circular de radio 1/, saliendo del punto ¢(s;) sobre
la curva de interseccién tangencialmente a la curva c en s; y en el mismo sentido que
ella. Serd conveniente tomar la longitud de este arco circular como [, donde

5"5 §§ Y [ <
V 3&

Lo que se tiene en mente es un arco circular con dngulo central £l menor que 7/2 (ver
Figura 3.4).

En tal sentido, como &l < /2, existen niimeros reales positivos L y K, tales que L < [
y K = g;. Se tiene de esta manera un cuadrante de circunferencia de radio 1/K y de
longitud L, saliendo del punto ¢(s;) sobre la curva de interseccién tangencialmente a

la curva c en s; y en el mismo sentido que ella, como se muestra en la Figura 3.4.

SE

Sin pérdida de generalidad, en lo que sigue, se puede suponer que s; = 0, ¢(0) = 0, que
el vector tangente unitario a ¢ en 0 y el vector normal a ¢ en 0 son, respectivamente,
t(0) = e; y n(0) = ey. Naturalmente, debido a la orientacién positiva de la base
de Frenet (£(0),n(0),b(0)), se tendrd que b(0) = e3, donde (e, ey, €3) es la base
canénica de IR3.

Serd, conveniente definir el plano IT de IR?, dado por z = 1/K, como puede visualizarse
en la Figura 3.4.
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n

Figura 3.4: Control del error de interpolacién lineal.

En el camino de lograr el objetivo de construir un método de trazado cuyo tamaiio
de paso As satisfaga (3.3), se ha probado que la curva h parametrizada por longitud
de arco, de curvatura £ < K y torsién arbitraria T que sale del punto ¢(0) con vector
tangente unitario t(0) y vector normal n(0), intersecta por primera vez al plano IT en
el punto h(s), con s < L. Probar que el conjunto IINh(0, L] es unitario, previsto que
k < K, permitird concluir que, si s es el menor valor del pardmetro tal que h(s) € IT,
entonces necesariamente se tendrd que s < L. Es por eso que se prueba la siguiente
proposicion.

Proposicién 3.4.1 Sea h la curva 3D, paramelrizada por longitud de arco s, tal que
h(0) = 0, t(0) = hV(0) = e;, n(0) = ey (y b(0) = e3), con curvatura k > 0 y
torsidn arbitraria v y sea I el plano en IR? definido por = 1/K, donde K es tal
que KL =7/2. Si k < K entonces el conjunto IIN (0, L] es unitario.

Prueba. En la Seccion 3.3 se mostro que

K2 a f K KT KT
h(s) = g senws + 25 5 COBWS + L3 g enws— g8,

donde w = v/k% + 72, es la curva parametrizada por longitud de arco s tal que h(0) =
g, t(0) = hM(0) = ey, n(0) = ey, b(0) = ey, que tiene curvatura x > 0 y torsién 7
arbitraria. Por consiguiente, la interseccién de IT con h(0, L] quedaria descrita por

H[? 7.2

— Senws + —8§ = —.
w3 w? K



CAPITULO 3. RESOLVIENDO EL PROBLEMA 52

Definiendo la funcién F : [0, L] = IR por

K2 72 1
Big) = CFSenws + —55 — o,
desde que F'(0) = —1/K < 0, la proposicién quedard probada si se consigue probar

que F(L) > 0y que FM(s) > 0, para casi todo s en [0, L].
A fin de probar que F(L) > 0, es decir,
2 2

K T
—senwL + —L — —= >0,
w3 w? K.~

notar que
K2 2
F(L) 20 & —senwl+ —=L— =20
W w

k2 _senwl T2 1
ﬁ i TR AA— oo >
wzf wl " wzf LKL 20

& T tﬁzsenwL_l_'rz 1 % 1
w? wlL w* - Ay
2

Kesenwl T 2

ey — = — 20,
w? wl w? 7w
Lo que debe ser probado es pues
% - 2
ksenwl T 2
l PN = T\ 4
w? wl & w? w J (54)

Dependiendo del valor de 7 (y de &, por supuesto, aunque k < K), w = Vk? + 72
puede ser w < K, w = K ow > K. Es conveniente dividir la prueba de la desigualdad
(3.4) en esos tres casos. Naturalmente, w > 0, desde que x > 0.

Caso 0 < w < K.

Notar que la magnitud de w depende en gran medida de 7, el que se esta considerando
arbitrario.

En este caso, naturalmente se tiene que 0 < wL < KL = /2, por lo que

senwl , sen /2
wlL /2

desde que *2 es estrictamente decreciente en (0, 7/2).
Con esto en mente, y considerando que x > 0 y que 7 puede ser 0,

2 2

kZsenwl T

w? wlL w? w? w/2 w?

k*senm/2 T
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2 2

k*senm/2  7'senw/2
w? /2 w? 7/2

B h:_2+'r"" sen /2
Co\w? w?) 72

sen /2
/2

IV

==‘1_|t\.:r

Esto prueba (3.4) en este caso de 0 < w < K, en el que nunca se cumple la igualdad.

Caso w =K.

Aqui wL = KL = 7 /2. Naturalmente w? = K2, de modo que 72 = K% — ? > 0, pues
k< K yw?=r?+7% Ademds *2¢L — 2 puesto que wL = m/2. Por consiguiente

k?2senwl T2 k?senwl T?senwlk
w? Wl W T oW wl W wl
_(K* | T\ senwL
h (w2+ﬁ) wkL
senwl,
N wkL
_ 2
=

Lo que prueba (3.4) en este caso de w = I, en el que puede producirse la igualdad
(s6lo enando 7 = 0).

Caso w > K.

Para desarrollar el caso w > K, notar que

B 9
k” senwl 2
F(L) >0 & — —_— > —
(bl 2 w? wkL w? T
s k2 senwl +w2—f$2 5 2
w? wl w? T
n‘zsenwL K 2
& ] et
w? w? o
K2 benwL g
& 2 >——1
T
K> senwL 2
SR
W T
K2 1——
Aad w_gl_%nwL
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wL)2 | se;;uL
2

(
WD)~ 1-2

Escribiendo z = wL y desde que 1 — 2 = T2  se tiene que

3 L
(wL)? 1 mel

FIL)>20 &
[ 2 (kL)2 = 1-2
,52 ] — senz
& —=2 SF
(wL)* = %
9 g W sen
= > (kL (1— )
¢ h(hﬁ)'fr—2 &

Naturalmente, como (KL)? > (xL)?, si se consigue probar

5 KL T (l_sen:z:)
3 )ﬂ'—?. T /°

quedara probado

2? > (kL)P—"— (1 - Se”) |
T—2 T

Desde que KL =7/2y 2 =wL > KL = /2, lo que debe ser probado es

$2>(E)2 m (1_wsen:z:)? (3.5)

2) w—=2 T

previsto que z > 7. Esto, naturalmente, probara (3.4) en este caso de w > K, en el
que no se cumple la ignaldad.

Desde que para todo nimero real positivo z se tiene
(7&‘)22 T (ﬂ')2 ™ (l sena:)
2 w—2 2/ m—2 &

2
T m T T
3:2>(—)2 S x> —[2——

¥, puesto que

2 T—2 2 a—2
como
P 5 T <3';r
7[‘ —_— A=
2V T —2 I

la desigualdad (3.5) resulta obvia para z > 31/2:55 ¥, con mayor razoén, para z > 3?“

Solo resta probar la desigualdad (3.5) para x € (%, -3-}), lo que requiere un poco mas

de cuidado. El intervalo (O, %) y el punto {7} ya fueron tratados en los casos w < K
y w = I respectivamente, desde que # = wL y KT = Z.
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A fin de probar, en primer lugar, la desigualdad (3.5) para z € (%,ﬂ'), es conveniente
considerar las funciones

@ =2 g)=(5) = -2,

-2 T

Observar que f (g) =g (%) < g(m) < f(w). Calculando sus derivadas,

';rr)2 T SenT — T Cosa
]

Wrs W = [T
f{}(m)_qu, g (5’0)—(2 =9 x?

se observa que gJ(7) < g (%) < f (%) < fO(r).

Obviamente, f()(z) > 0, para todo z positivo y gM(z) > 0, para todo z en [’Q—T, w}, por
lo menos. Asi, f y ¢ no tienen puntos criticos en [%, 71'}, son estrictamente crecientes
en [%,?r]. Mi4s atin, como f) (%) < fO)(7), se percibe que [ es céncava hacia arriba.
Por ofro lado, como g(l}(;rr) < g (g), se puede percibir que g tiene algiin punto de
inflexién en [g, 7r].

Se precisardn estas afirmaciones, calculando las segundas derivadas de las funciones
Iy

" # — 2senx + 2z cosx
@) — 9 @) () — (f) T Zéseng |
f (IL) sy 8 (I) 5) wn 3

La concavidad hacia arriba de la funcién [ es obvia. Para estudiar el comportamiento
de la funcion g, es apropiado definir la funcién

G(z) = z*senz — 2senz + 2z cos x.

Con esto se tiene, mis concisamente,

= (5) 57 %

2
Como G’(%) = (%) —-2>0yG(r) = —27 < 0, existe i € (%,w) tal que G(i) =
0 (esto por el teorema del valor intermedio, desde que G es continua en [%,’n])
Naturalmente ¢ es un punto de inflexién de g. Se vera a seguir que es el inico punto

de inflexién de g en (%,?r)? es decir, es la dnica solucién de la ecuacién G(z) = 0 en

(5.7)-

En tal sentido, definiendo la funcién

d(z) = zsenz + 2cos z,
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puede verse que la ecuacion d(z) = 0 tiene una dnica solucién en (?Qf, w), pues dV) (z) =
rcosz —senw < 0 en [-g—,?r]. Miés aiin, como d (d—f) > 0y d(w) < 0, tal solucién,
que sera denotada a, de d(x) = 0 se encuentra en (37“,%). Naturalmente, d(z) > 0 en
(5:%)-

Ahora bien, en el conjunto (Z,7) — {a} se tiene
] 91

z2senz — 2senw + 2z cosz = 0

z?senz + 2z cosx = 2sen

G(z)=0

z(zsenz + 2cosz) = 2sen
zd(z) = 2senz

_ 2senz

Cod(z)

t ¢

w

Definiendo ahora, en ( 4 ?r) — {a}, la funcién

2senz

se tiene que
Gle) =08 2 =H(e).

Calculando la derivada de H,

4 —2sen’zx

(d(z))* ~

se ve inmediatamente que H"(z) > 0, es decir, H es estrictamente creciente en su

dominio. Por otra parte, observar que H (g) =4 H(r) =0y que H(z) < 0 en

(a,7). Ahora, calculando la segunda derivada de H,

HV(z) =

4sen® z — 8z cosz
H(2) (.’E) = )
(d(=))?
se ve que H®(z) > 0 en (Z,a), de modo que H es céncava hacia arriba en 2.a)y
2 2
que H®(z) < 0 en (a,7), de modo que H es céncava hacia abajo en (¢, 7). Ademds,

; ; 2senx

ml—lfc?— Hi) = d(nlc}ﬂrl- d(z) A
. , Z2senx

lim H(z) = lim =3,

z—at d(z)—0~ d(l?)
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Asi pues, & = H(x) tiene una tnica solucién en (%,w) — {a}. En efecto, a modo de
resumen, como H (g) = % < 5, H(m) =0, H(z) < 0 en (a,7), H es estrictamente
creciente, H es céncava hacia arriba en (- a) y lim,_,,- H(z) = +o0, se tiene que

la solucién es tinica y esta en (%,a). Més ain, como H (5) TN (‘%’r) > 37”, la

solucién tinica esta en (7—5, 34—”) Esto prueba la unicidad del punto de inflexién ¢ de la

" i
funcién g, en [E,ﬂ"].

Notar que, desde que 7 es el 1inico punto de inflexion de g en [%,?r}, sl se consigue

encontrar niimeros reales m y n en (%, ) tales que m < i < ny f(m) > g(n), esto

concluira la prueba de que f(z) > g(z) en (%,'ﬁ).

La bisqueda de tales niimeros m y n puede proceder por un método de biseccién en

(g, 3“) Concretamente, desde que ¢ es la tinica solucién de la ecuacién G(z) = 0 en

(g, : ), siempre serd posible encontrar ntimeros reales m y n tales que G(m)G(n) < 0,
siendo m < n. La estrategia de la busqueda es acercarse a la solucién i tal como lo

hace el conocido método de biseccién y, en cada paso, evaluar f(m) y ¢g(n) hasta que
se satisfaga la condicién f(m) > g(n). Haciendo las cuentas, se obtiene finalmente

m = &% yn = LT puesto que G’(2]“) =10, G'(”’T) <0y f (2”‘) g (”“) Esto

prueba la desigualdad (3.5) para z € (u )

Para probar la (lBSlglldlddd (3.5) en z € [ T, %“) notar simplemente que f®(z) > 0,
g®(z) < 0, para todo z en z € [;, ~—) f
tinico mdximo local, denotado por e, en ( T, ) de modo que ¢)(z) > O en (m,e) y
gW(z) < 0 en (e, %), naturalmente gM(e) = 0. Asf pues, f(z) > g(z), para todo =
en [ ,37“)

Concluye asi la prueba de (3.4) en el caso de w > K, en el que nunca se cumple la
igualdad.

(m) > (3”). Mas atin, g tiene un

Finalmente, a fin de probar que F()(s) > 0, para casi todo s en [0, L], es decir,

2 2

— cosws+ — > 0,
w w2
para casi todo s en [0, L], notar que

2 2

K i
5 COSWS + — >0
w

FD(s) >0

Lt)
k2 cosws+ 72 >0

e ¢

k2cosws+w?—K2>0
K’ (cosws — 1) +w? > 0
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& K (cosws — 1) > —w?
& K (1 — cosws) < w?.

r

Serd suficiente dividir la prueba en los casos 0 < ws < Hws=3y L <ws<m,

Caso 0 < ws < %.
Es inmediato, pues s%(1 — cosws) < k2 < w?, dado que 7 puede ser 0.

Caso ws = 7.
Bs también inmediato, £%(1 — cosws) = k? < w? Aunque es trivial, se destaca,
pues en este caso podria producirse la igualdad F(”(s) = 0, pues 7 puede ser 0. En

tal caso, desde que Kk < K, se tendria cosks = 0, es decir ks = 5, de modo que
al > ol
2 = 2K — -

Caso 32‘~<w3<?r.

5=

Notar, en primer lugar, que

FO(s) >0 & k2(1—cosws) < w?
& (kL) (1 - cosws) < (wL)?.

Ahora, ;:omo k < K, s < L, se tiene inmediatamente que
(kL)*(1 — cosws) < (KL)*(1 — cosws), (ws)? < (wL)?.
Por lo que sera suficiente probar
(KL)*(1 — cosws) < (ws)?

Escribiendo z = ws y notando que KL = 7, lo que hay que probar es que

(%)2 (1 —cosz) < 2%, (3.6)

previsto que z > 3. Desde que para todo niimero real = se tiene

" 2 T > ‘Ti'2
(5) (1—cos:n)§2(§) =
y, puesto que
?T—2<:52<:>f1:>i
2 BV
como -
§<7—§<7F
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la desigualdad (3.6) es obvia para z > 7 ¥, con mayor razén, para £ > w. Asi,

solo hay que tomar cuidado en (— ) El intervalo [O ) y el punto {%Z} ya fueron
tratados en los casos 0 < ws < § y ws = ¥ respectivamente.

Definiendo las funciones
T\ 2 ;
f@)=(5) (1 -cos2), gla) ="

2
se tiene de inmediato que f(Z) = (%) = g(%). Calculando sus derivadas

2
fN(z) = (%) senz, g¢gW(z) =2z,

sc ve también de manera inmediata que f(!) es estrictamente decreciente en ( %,?r)
. . 2
y que g es estrictamente creciente en (0,-+o00). Ahora, como f(!) (g) = (%) y

g (%) = m, se tiene que para todo z en (%, ?r),

M) (z) < O ( ) < g (2) < ¢W(z).

Asi pues, dado que f(§) = g(%) v que fM(z) < ¢M(x), para todo z en (:’5 ﬂ'), se

93
tiene que f(z) < g(x), para todo z en (g,w). Esto prueba la desigualdad (3.6). Los
casos considerados son suficientes para asegurar que F'")(s) > 0 para casi todo s en

[0,L], puesto que si & > , se tiene que

2 2
(%) (1 —cosz) < % wn? < g%,

Queda asi probada la proposicién. O

Observacion 3.4.1 Es inmediato verificar que si en la Proposicidn 3.4.1 se considera
cualquier plano IT de R? dado por x+ = 1/R, donde R > K, entonces el conjunto
ITNh(0, L] es siempre unitario. En efecto, la interseccidn de IT con h(0, L] queda
descrita por %5 £ Sen ws + is = 1/R. Definiendo, como en la pmebu de la Proposicion
8.4.1, la funcwn F: [0 L] — IR ahore por F(s) = w1 sen ws + T3¢ s — 1/R, se tiene
F(D) = —1/R <0, F ”[82 > 0 para casi todo s en [0, L] y, como R > K, F(L) =
Sssenwl+ L5 o zL—1/R > Esenwl+ —EL— 1/K > 0, probado en la Proposicién 3.4.1.

Observacién 3.4.2 Notar que F()(s = o - CoSWS + = =3 es la componente del vector
tangente h()(s) sobre el vector h®(0) normal al plano TI. Desde que FM(s) > 0
para casi todo s en [0, L], previsto que k < K siendo T arbitraria, esto significa que
h®)(s) casi nunca es ortogonal al vector normal al plano II en [0, L.
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Observacidn 3.4.3 Es bueno destacar que IINh(0, L] = h(L) sélo cuando 7 =0y
R =K, en los demds casos IINh(0, L] = h(s) siendo s < L. Asi mismo, F(s) =0
sélo cuando s = L, 7 =0 y R = K, en los demds casos F")(s) > 0 para todo s en
[0, L].

Desde que las intersecciones no singulares de superficies se comportan localmente como
h, los resultados obtenidos, hasta el momento, permiten satisfacer los requerimientos
de un buen niimero de aplicaciones practicas.

Los argumentos desarrollados sientan las bases y sefialan el camino a seguir a fin de
ampliar el ambito de aplicacién a todos los casos de interseccién no singular, lo que
resolveria completamente el problema planteado.

En tal sentido, para efectuar la generalizacién de los resultados obtenidos, hasta ahora,
a intersecciones no singulares formadas por curvas con curvatura y torsién variables,
serd esencial tener en cuenta el Teorema 3.4.1, de cardcter global, que viene a generali-
zar, para curvas en IR?, el teorema del valor medio del cdlculo diferencial. El Teorema.
3.4.1 estd inspirado en el simple hecho que si [a, b] est4 incluido en el dominio de una
curva f parametrizada por longitud de arco, entonces, obviamente

I£(b) — £(a)| < b — a. (3.7)

Mis generalmente, si f fuera una curva paramétrica regular (no necesariamente para-
metrizada por longitud de arco), tomando s : [a,b] — [o, 8] la longitud de arco de f
desde algiin ¢y en el dominio de f, se tiene que f = Wos, donde ¥ estd parametrizada
por longitud de arco. Usando (3.7), el teorema del valor medio del cdlculo diferencial
y el primer teorema fundamental del célculo,

[£(0) = £(a)| = [¥(s(b)) — ¥(s(a))|
(% () — ¥ (a)

I/
|
R

I

para algin c en (a,b). Asi, si [a, b] estd incluido en el dominio de una curva paramétrica
regular f, entonces existe ¢ en (a, b) tal que

[£(6) — £(a)| < (b~ a)[£W(0)].

La generalizacion a curvas paramétricas diferenciables (no necesariamente regulares)
es posible (y necesaria) y requiere de argumentos menos geométricos.
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Teorema 3.4.1 Sea f una curva paramétrica diferenciable. Si el intervalo cerrado
[a,b] estd contenido en el dominio de £, entonces eziste ¢ en [a,b] tal que

[£(5) ~ £(a)] < (b~ @) [fV(c)|.

Prueba. Denotando M = max,<<, [f)(¢)], el teorema quedaré probado si se consigue
probar que para todo € > 0,

I£(b) — fla)| < (b— a)M +e.

Claramente, para todo € > 0, el conjunto

E= {t & (a, B, [Elu) — £{a)| < (14— a) (M 4 a) Vu € [m]}
es un intervalo cerrado [a, d] contenido en [a, b], desde que es conexo, cerrado y a esta
en E. Sélo hay que probar que d = b. Suponiendo, por el absurdo, que d < b, se
tendria un 6 > 0 suficientemente pequeno tal que d +d < by tal que 0 < h < §
implique que f(d + h) = £(d) + £ (d)h + R(h), donde |[R(h)| < - h desde que f es
diferenciable. De modo que, si 0 < h < d se tiene

f(d+h) —£(d)] < [fP(d)h| + |R(h)]
= [f(d)|h+ |R(h)]

e
< max [fV()|h+ [R(h)

€
b—a

€
! h.
(M-I_b—a) !

h

IA

Mh +

Como d esta en F. se tiene también

£(d) = £a)| < (d - a) (M = a) |

Por tanto, si 0 < i < 6 se tiene que

f(d+h) - 1)) < [f{d+h)—1{d) +|f(d) - £(a)]

£ €
< (m Byl s (M )
- ( +b—a-) +( ) +b‘—a

= (d+h—-a) (M-f—bia).

Esto muestra que todo d + h con 0 < h < é también pertenece a F, lo que constituye
una contradiccidén, que surgié de suponer que d < b, de modo que d = b Asi,
E = |a,b|. Por consiguiente,

€

[f(u) — f(a)| < (u—a) (M +3 ) Vu € [a, b].
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En particular,

£ — £la)] < (B— ) (M+bja)
= (b—a)M + e

O

La desigualdad enunciada en el Teorema 3.4.1 es pieza clave en la prueba del teo-
rema siguiente. No obstante, para posibilitar su uso, es necesario refinar un poco la
configuracion geométrica visualizada en la Figura 3.4.

La idea bésica fue imaginar un arco circular de radio 1/%, saliendo del punto c(s;)
sobre la curva de interseccién tangencialmente a la curva ¢ en s; y en el mismo sentido
que ella. Para los fines de control del error fue conveniente tomar la longitud de este

arco circular como [, donde
- 8¢ = T
[ <)== § 2
=V3z ¥ "o

Tomando L positivo tal que L < [ (por ejemplo, L =) y K = 57, como se verd luego,
el refinamiento adecuado se consigue haciendo K = %K ;

El siguiente teorema es la version general del Teorema 3.4.3 que permite lograr el
objetivo propuesto.

Teorema 3.4.2 Dado K > 0, sea ¢ una curve reqular parametrizada por longitud
de arco cuyo dominio contiene a [s;, s; +m| y con curvatura & siempre menor que
K. Sea h una paremetrizacién por longitud de arco de la curva con curvatura K =
55K y torsion T, tal que h(s;) = c(s;), hY(s;) = c¢B(s;). Sea IT el plano de
R® definido por los puntos P de R® que satisfacen (P — c(s;)) - ¢V(s;) = d, con

d < min{(h (31; + %) — h(s,;)) - cB(sy), -‘,1?}, siendo w = VK2 4 72,

1. Eziste un unico Aps € (0, %] tal que h(s; + Ays) € I1.

2. Sim > Aps, entonces existe un tinico As € (0, Ans) tal que c(s; + As) € IL

Prueba. Se puede asumir, sin pérdida de generalidad, que s; = 0, ¢(0) = 0, ¢!V (0) = e,
v que los vectores normales n(0) y ny(0) de ¢ y de h en 0 coinciden con e,.

En tales condiciones, la curva h parametrizada por longitud de arco con curvatura

K > 0y torsién arbitraria 7 es tal que h(0) = 0, h¥(0) = e; (y nu(0) = ey). El

plano IT en IR} queda definido por z = d con d < min{h (%) - ey, —Pl?} < +. Por

la Proposicién 3.4.1, el conjunto II M h (D, 2—%] es unitario, es decir, existe un tunico
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Aps € (Uj 2—}] tal que h (Ayps) € I1. Desde que h estd parametrizada por longitud de
arcoy h (%) @) 10 es otra cosa que la componente de h (z%) sobre e;, se tiene, por
la continuidad de h y en virtud del teorema del valor intermedio, que Ays € (0, g0l
Esto prueba (1).

Bajo las suposiciones dadas, ¢/(0) - e; = h(V(0) - ;. Més atin, como x(s) < K, se
puede probar que
¢W(s)-e; > BU(s) - &; Vs € (0,m] N (o, Zi} | (3.8)
)
En efecto, suponiendo, por el absurdo, que

e (0,m]N (0: %} D)6y < hO(D) e, (3.9)
por el Teorema 3.4.1, existe s* en [0,{] tal que

e (1) — D(0)] < 1@ (7). (3.10)
De (3.9) y (3.10), se tiene que existe s* en [0, ] tal que

> \/2—- 2% coswl — 25

= LIJ2
k(s E

©2 2
\/Z—Qjcosws—2w—2 X !
= , se ve inmediatamente que

5

Definiendo f : (0, f;} — IR por f(s)
i (%) = K. Ademads, f(s) > K para todo s en (O‘ %) desde que f es estrictamente
decreciente en (D, 5“;) Particularmente, como [ € (0, fﬂ se tiene que f(l) > K.
Esto permite concluir que existe s* en [0,/] tal que x(s*) > K. Como x(s) < K para
todo s en [0, m)], se tiene una contradiccién. Esto prueba 3.8.

Desde que m > Ays, se puede considerar ¢ : [0,Aps] C [0,m) — R3 En tales
condiciones, se tiene que para todo s; en [0, Aps], existe una vecindad reducida a la
derecha de s;, V(s;) en [0,m) tal que

c(s) e >h(s) e +c(s;)-e; —h(s)-e Vse Vy(s) (3.11)

En efecto, para s; = 0, notando que
c(s)-e; — (h(s) -e; +¢(0) - e, — h(0) - 1) = e1(s) — Au(s)

y que
J’2 I_ 2 -
a(s) —hi(s) = s— ik éU) $* i (8) — (8 — —é—s'* + rfjl(a))
5.2
= & Gm (9)—53 +73(s)
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se tiene que

+ :
6 8%
desde que K > r(0). Con los razonamientos ya usuales, se tiene que existe una
vecindad reducida a la derecha de 0 tal que para todo s en esa vecindad reducida,
c(s)-e1 > h(s)-e; +¢(0)-e; —h(0) - e;. Esto prueba (3.11) para el caso s; = 0.

lim
s—+0

(f{z — k%(0) 7‘3(3)) o JE _6’{’2(0) >0,

Para 0 < s; < Aps, notando que
c(s) -e; — (his) -e1+cs;) <e1 — his) -e1) = c1(s) — (ha(s) + c1(s:) — (54.)\
v que

ei(s) — (.h—l(s) -+ Cl("‘-?«;)_ = hl(é‘s')) =k (S«;) + C('l)(é‘;a) ~ey(8 — &) + Tl (5 — 5;)
—{hi(s )+h( (5i) - e1(s — s3) + 75, (5 — )
+ei(ss) — hu(sy)
= (c™W(s;)-er —hW(s;) - e)(s — ) + 7' (s — 55)
= (s—s) (C(IJ( i)-e1 —hW(s) e + ](S_Si))

5 — &
se tiene que

rl(s — s)

lim (c{')(si) vey —h®(g) ey + ) =c®(s;) - e; —hY(s;) - e, > 0,

§—+d; §— 8

en virtud de (3.8). Se tiene asi que existe una vecindad reducida a la derecha de s, tal
que para todo s en esa vecindad reducida, ¢(s) - e; > h(s) - e; +c¢(s;) - e; — h(s;) - e;.
Esto prueba (3.11) para el caso s; € (0, Aps].

Definiendo, para todo s; en [0, Ays], el abierto I(s;) = (s; —;, 8] UV](s;), se tiene que
{1(54)}s,e0,a,5] €8 un cubrimiento de [0, Ays]. Por compamdad se tiene un subcubri-
miento finito {I(0), 1(s1),...,1(8n1),I(sn)} cOR 0 < 81 < +++ < 851 < 8 < Ans ¥y
81 € I(O), Sy € 1(81)? w5 € I(Sn_]J, Aps € I(S,;).

Para todo s > 0 en I(0) = (—dg, 0] U V;(0) se tiene, de (3.11), que c(s)-e; > h(s)-e;.
En particular, como s; > 0y s; € I(0), se tiene c(s,) - €; — h(s,) - e; > 0. Notar que

c(s)-e; >h(s)-e; >0 Vse(0,s)]
Para todo s > sy en I(51) = (51 — 61, 51] U Vj(s1) se tiene ¢(s) - e; > h(s) -e; +c(s) -

e;—h(s;1)-e;. En particular, como s > s1 y 52 € I(s1), se tiene c(s;)-e; —h(ss)-e; >
c(s1)-e1 — h(s1)-e; > 0. Notar que

c(s)-e; >h(s) - e; >0 Vse (0,s,).
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Se continia de esta manera hasta llegar a la (n+ 1)-ésima vecindad. En tal situacion,
para todo s > s, en I(s,) = ($p — n, 85] UV, (s,,) se tiene c(s)-e; > h(s)-e; +¢(s,) -
e; — h(s,) - e1. En particular, como Aps > s, vy Ans € I(s,), notar que

c(s)-e1 >h(s)-e; >0 Vse (0,Ans]. (3.12)

Finalmente, h(Ays) € IT es equivalente a h(Ays) - e; = d. Por consiguiente, desde
que ¢(Aps) - e; > h(Aps) - ey = d, por el teorema del valor intermedio, usando
precisamente (3.8) y (3.12), se tiene que existe un dnico As menor que Ays tal que
c(As) - e; = d lo que es equivalente a decir que c(As) € I1. Esto prueba (2). O

Como consecuencia directa del resultado probado en el Teorema 3.4.2 se procede ahora
a probar el siguiente teorema, que permite lograr los objetivos propuestos.

Teorema 3.4.3 Sea c la porcion de la curva de interseccidn parametrizada por lon-
gitud de arco definida sobre [s;,s; + m] de dos superficies S* y S?, con dngulo de
interseccion  tal que sen @ > ¢ > 0 y tal que el mdzimo de los valores absolutos de sus
curvaturas principales son |k'| y |?|, respectivamente. Dado ¢ > 0, sea IT el plano
de R? definido por los puntos P de R® que satisfacen (P — c(s;)) - cM(s;) = d, con
d < %}V;jf, siendo | < %é, [« 5s YR = Lﬂ%l’ﬂ Sim es suficientemente grande,
entonces ¢ tntersecta I1 por primera vez en s; + As tal que As < [, de otro modo,
< 1.

Prueba. Tomando K = F, como la curvatura # de la curva ¢ nunca es mayor que &,
se tiene que & es siempre menor que K. Sea h una parametrizacién por longitud de
arco de (el cuadrante de) la circunferencia con curvatura K = ;Z=K (y de longitud

2% )» tal que h(s;) = c(s;), h(s;) = ¢")(s;). En tal caso,

4v2-  20/220 221 1
\’/_g  § i___ bid __£_ === (h (32. + i_r) _ h(S,-)) 'C{l}(si),
72 T T K K 2K

Asi, por la parte (1) del Teorema 3.4.2, existe un unico Aps € (O, ff} tal que h(s; +
Ayps) € Iy, por la parte (2), si m > Aps, entonces existe un 1inico As € (0, Aps) tal

que ¢(s; + As) € IL. Como Aps € & = E221 — 2 — 23] < [ entonces As < [,

Si m < Aps, no hay nada que probar pues si ¢ intersecta a Il en As, naturalmente

As < m < Aps < 5 < 1y si ¢ no intersecta a II, simplemente se habra llegado al
final de la curva con un tamarno de paso menor que /. a

Siendo conocidos |k'|, |£?| y ¢, se puede determinar

|| + K]
k= ————.

C
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Los valores de |k'| y |£?| pueden ser calculados, desde que se suponen conocidas expre-
siones parameétricas de cada una de las superficies a intersectar S' y S%. El valor de ¢
puede ser estimado dependiendo de las caracteristicas de la pieza a manufacturar. Un
esquema de subdivisién con pruebas de separabilidad pueden usarse para estimar el
valor de ¢. Para cada superficie a intersectar se construye una envolvente la cual acote
completamente la superficie. Naturalmente, si las envolventes no se superponen, no
hay interseccion. Si las envolventes se superponen, puede producirse la interseccién
y se procede a calcular los dngulos que forman los vectores normales de una de las
superlicies con los vectores normales de la otra. Si ninguno de esos dngulos se anula y
se produce la interseccion, entonces las porciones involucradas de ambas superficies se
intersectardn en segmentos de curva abiertos. Si alguno de esos dngulos se anula, se
subdividen ambas superficies y se repite el proceso. Naturalmente, el proceso termi-
nard en algiin momento, desde que se estd tratando el caso en que la interseccién de
superficies es no singular. Observar que esto configura una etapa de pre-procesamiento
que ademas de proporcionar puntos de inicio y final para el trazado, da estimaciones
menos globales, y por lo tanto mds finas para |s'| y |s*|. En todo caso, siempre es
posible realizar una fase de trazado previa a la que controla el error, suficientemente
fina como para poder estimar mds cercanamente el valor de c¢. Naturalmente, también
serd posible obtener estimaciones mas finas para |x'| y |«?| por esta via. Obviamente
que esto demorard la obtencién del resultado final, pero lo que se estd buscando, por
sobre todo, es precisién en el resultado. Esto tiene un costo y debe ser pagado por la
velocidad.

Dado €, es posible ahora pensar en una fase de trazado que permita obtener una
secuencia de puntos que al ser posteriormente interpolados pueda conseguirse una
poligonal cuya distancia a la curva real de interseccién sea menor que e.

Para esto se define el mimero positivo , tal que

= 8¢ -
[ <yf—, < —.
K. 3}—3}

=

Notar que si As < /2£ entonces necesariamente |c(s) — p(s)| < e.

Sea ¢(s;) un punto de interseccién previamente encontrado ya sea en la etapa de pre-
procesamiento o en esta fase de trazado. Para que el trazado sea posible debe haber
puntos a encontrar. Esto significa que se trata de un punto que est4 al comienzo o en
el interior de un segmento, en ningtin modo puede tratarse de un punto final.

En esta situacion, es posible, desde que ¢ > 0, encontrar el vector tangente unitario t
a la curva real de interseccién ¢ en el punto s; y en el sentido del avance.

Construyendo el plano IT como el conjunto de puntos P de IR? que satisfacen

W

(P—c(s;))-t=d, cond= FE,
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se trata de construir la interseccién de las superficies S' y S? con el plano IT. I
calculo de esta interseccion involucra un método iterativo de Newton. En el caso
de que la iteracién de Newton no convergiera, se puede disminuir el valor de d, por
ejemplo a la mitad. Esto siempre puede hacerse, de manera que siempre es posible
alcanzar la convergencia del método de Newton.

Con esto se obtendrd un nuevo punto, el tnico posible, ¢(s;).

3.5 Interpolacién Adaptativa

La fase de trazado descrita en la Seccién 3.4 genera un conjunto de segmentos apa-
rentemente disjuntos, en la forma de secuencias de puntos.

La siguiente fase del método que se estd proponiendo consistiria en unir consecutiva-
mente en segmentos disjuntos las secuencias de puntos que han sido ya creadas en la
fase de trazado y las que se disponen en un arreglo para su procesamiento en esta fase.
Puede procederse en la forma en que lo hace Timmer en su fase de ordenamiento. En
realidad no se ve mejor manera de realizar este proceso. Con esto quedan configu-
radas, en la forma de secuencias de puntos, las componentes conexas disjuntas que
conforman la interseccion. Al hacer la interpolacién lineal de tales puntos en cada
componente conexa, se tendrd un conjunto de poligonales conexas disjuntas, cuya
unién resulta en una poligonal compuesta que aproxima a la interseccidn.

Para un éptimo proceso de mecanizado, es posible ahora reducir el nimero de puntos
de interpolacién que participan en la construccion de la poligonal precedente, a fin
de obtener un inferpolante con tamano de paso adaptativo y dentro de la tolerancia
prefijada. Esto permitird entregar al centro de mecanizado el menor niimero posible
de puntos de interpolacién. Con esto podra definirse una representacién segmentada
6ptima de la curva a ser mecanizada que aproxima a la interseccién, donde éptima
significa que tiene el menor niimero posible de puntos de interpolacién. Esto es, se
descartardn puntos innecesarios sobre la poligonal compuesta. El término innecesario
se refiere, en el caso de interpolacién lineal, a puntos que son casi colineales.

Sea € una tolerancia de error dada. Dado c(s;) un punto de la poligonal encontrada
antes. El proceso que se describe a continuacion debera comenzar en el prlmer punto
de cada una de las componentes conexas de la poligonal.

Elegir inicialmente un tamaifio de paso As;. Como se verd después, esta eleccién no
es mds que una tentativa inicial de la magnitud del avance en el sentido de la curva
de interseccidn. Se verd después como tomar apropiadamente As;.

A continuacion, sumar, desde el punto c(s;), las longitudes de segmentos consecutivos
de la poligonal encontrada antes hasta que esta suma supere el valor de As; o hasta
que no haya mas segmentos, de la poligonal, que sumar. En el primer caso, tomar
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como c(s;) el extremo inicial del tltimo segmento sumado. En el segundo caso, tomar
como c(s;) el 1iltimo punto de la poligonal. En ambos casos, es correcto considerar
As; como la suma de las longitudes de los segmentos de la poligonal, entre c(s;) y
c(s;). El siguiente paso es interpolar estos dos puntos c(s:) y c(s;).

Ahora, calcular la desviacién entre el interpolante de estos dos puntos c(si) ¥ c(s;)
'y la poligonal entre ambos puntos. Puede suceder que tal desviacién sea mayor que
¢, lo cual puede muy bien acontecer por cualquiera de las razones discutidas en la
Seccién 3.1. En este caso tomar un As; menor, lo que permitird determinar, como se
describi6 lineas arriba, su punto ¢(s;) asociado.

Este procedimiento debe hacerse tantas veces como sea necesario hasta que la desvia-

cion entre el interpolante de estos dos puntos ¢(s;) y ¢(s;) y la poligonal entre ambos
puntos sea menor ue e. ‘

Una vez satisfecha la tolerancia permitida, tomar el punto ¢(s;) como nuevo punto
c(s;) y repetir el proceso descrito, salvo que c(s;) sea ya el ltimo punto de la poligonal.

Esto determinard un interpolante cuya desviacién a la poligonal encontrada antes es
mMenor que €.

Una eleccién apropiada del As; inicial puede hacerse de diversas maneras. Como
el objetivo es tener el menor nimero posible de puntos de interpolacién, se podria,
inicialmente, tomar As; lo més grande posible, esto significa tomar como el primer
punto c(s;) al iltimo punto de la poligonal. Esto es un poco lo que hacen Sederberg
et al. [27]. No obstante ellos solamente consiguen un control tipo Cauchy del error,
lo que no garantiza que el interpolante esté efectivamente dentro de la tolerancia
permitida. El tamafio de paso inicial puede ser obtenido también como lo hacen otros
meétodos existentes. La ventaja con el método propuesto aqui es el control aposteriori
que se hace del error.

Una manera bastante eficiente de elegir el As; inicial puede ser basada en la cstimacién
del error obtenida en la Seccién 3.2.

Sea c(s) la curva de interseccion 3D parametrizada por longitud de arco s, definida
sobre [s;, s; + As;] y p(s) el polinomio lineal 3D, definido sobre [, 8; + As;] tal que
p(si) =c(s:), p(si+As;) =c(s; + As;).

Es conocido [19], que el error de interpolacién de p(s) en s es dado por
1

c(s) — p(s) = - (s —8:) (s — 8 — As;) e@,

donde ¢ = (052] &ils cgg} (&), cgz) (53)) , con &, 7 = 1(1)3 (en general desconocido)

sobre [s;, 8; + As;]. Se tiene que

lels) —n(al| < g max e (5)] (As)?



CAPITULO 3. RESOLVIENDO EI PROBLEMA 69

El tamaiio de paso adaptativo inicial As; puede ser tomado como
8 €
] [C )(s:)|

Se estd, ahora, en condiciones de construir un interpolante de Hermite, con tamaifio
de paso adaptativo.

ASi‘ =

Sea c(s) la curva de interseccién 30 parametrizada por longitud de arco s, definida
sobre [s, 5; + As;| y p(s) el polinomio de Hermite 3D, definido sobre [si, 8: + As;] tal

que
PP (si) =cD(s;), PU(si+ Asi) =cU(s; +As;), j=0(1)k,

donde p = 2k + 1 es el grado del polinomio p. Es conocido [19], que el error de
interpolacién de p(s) en s es dado por

1
c(s) — p(s) = m

donde &lrt!) = (c(l‘"Jr'L) (&), (&), PV (63)) , con &, j = 1(1)3 (en general des-

conocido) sobre [s;, s; + As;]. Se tiene que

3
le(s) — p(s)] < (p+1)!(p+1)2

El tamafio de paso adaptativo inicial As; puede ser tomado como

As; = P+(J (p+ 1]!(p +1)2 ”

(5 — 8:)" (s — s — As;) el

max Ic(p"'”(s)l (A,

3 ]C{"’H)(Si” '

El conocimiento de ¢ (s;) y de ¢¥) (s; + As;) para j = 0(1)k permite determinar la
curva de Bézier polinomial interpolante de grado p

2
=Y Bf(s)bj, s € [si,8i+Asy].
J=0

p\ (si + As; — 877 (5 — 5;) | .
BY(s) = (j) o . s€lss+As], =0()p,
son los p+ 1 polinomios de Bernstein de grado p en s sobre [s;, s; + As;]. Los p+ 1
coeficientes b;, 7 = 0(1)p, son los puntos de control de la curva de Bézier, que son
encontrados como las soluciones del sistema de ecuaciones, para j = 0(1),

c(j)(si) = (Asi)mj (,0 f13)| (E - l)jbﬁa

. !
cD(s; +As;) = (As)™ £ (B—1 -
s+ 2s) = (8a)7 L (B - 1),
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donde
Ebi = bs'-}-l; Empn — Em+n, Ba= G,E, EU = 11 EE—l = 1.
Si se desea un interpolante lineal, se tiene que p =1 y el tamaiio de paso adaptativo
inicial As; serfa
Ngp=uf—— 313
= \/3m (313)

donde &; = [c¢®(s;)[ es el valor de la curvatura de ¢ en s;. En este caso, el sistema
de ecuaciones que permite determinar los puntos de control de la curva de Bézier
polinomial interpolante (un segmento de recta en este caso lineal) resulta ser

C(Si) = bO}
C(S;“FASg) = bl.

Este procedimiento determina un conjunto de puntos adecuadamente espaciados, que
al ser interpolados linealmente producirdn una aproximacién con tamafio de paso
adaptativo y dentro de la tolerancia prefijada.

Si se desea un interpolante cibico, se tiene que p = 3 y el tamafio de paso adaptativo
inicial As; seria
384 €

3 [e(s)]
En este caso, el sistema de ecuaciones que permite determinar los puntos de control
de la curva de Bézier polinomial interpolante ciibica resulta ser

ASi =4 (314)

c(s;) = by,
c(s; + As;) = bs,
e (s;) (As;)'3(by — by),
cW(s;+As;) = (As;)"'3(bs — by).
En general, dado que que el operador E satisface la propiedad E"b; = bjy,, si se
desea un interpolante de Hermite de grado p, el tamafio de paso adaptativo inicial
As; seria,

(p+ 1)l (p+1)2 ¢
s Pl .
ASE' = d 3 Jc(p+1}(8i)| . (3.10)

El sistema de ecuaciones que permite determinar los puntos de control de la curva de
Bézier polinomial interpolante de grado p resulta ser, para j = 0(1)k,

Mg) = (D)™ _ i i i(—l)j('g)b,ﬁ—z,

ci(s; +As) = (As)™ ( ! T > (-1) (“j) b, ..
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Se debe haber podido percibir la necesidad de conocer las propiedades de la geometria
diferencial local de la interseccién de dos superficies. Especificamente, si se desea
un interpolante lineal, se debe saber calcular la curvatura en puntos de la curva
de interseccion, si es que se estd considerando un tamaiio de paso inicial dado por
(3.13). Si se desca un interpolante ciibico, se debe saber calcular la, primera derivada
en puntos de la curva de interseccién, si se estd considerando un tamaiio de paso
inicial maximo posible o, si se considera un tamaiio de paso inicial dado por (3.14),
se debe saber calcular la derivada de cuarto orden en tales puntos. En general, si se
desea un interpolante de Hermite de grado p, se debe saber calcular la derivada de
orden 3;—1, si se ha decidido tomar un tamafio de paso inicial méximo posible o la
derivada de orden p + 1, si se estd considerando un tamaiio de paso inicial dado por
3.15. Naturalmente, el grado p de los polinomios de Hermite interpolante debe ser un
numero entero positivo impar.

Por completitud de la exposicién, en el Apéndice A es mostrado cémo proceder para
calcular estas propiedades de la geometria diferencial local de 1a interseccion entre dos
superficies, lo que ha sido también hecho por Ye et al. [33].

3.6 Algoritmo y Aplicaciones

En esta seccidn se hace una propuesta comentada del algoritmo que puede elaborarse
a partir del método de trazado que se ha ido configurando. Usando el algoritmo
propuesto se muestran dos aplicaciones.

3.6.1 Algoritmo

No se hace mas que recopilar los aspectos del método de trazado que se ha propuesto
en esta tesis, en una forma ordenada para facilitar su aplicacion,

Pre-procesamiento

Deteccién de componentes conexas Dos superficies pueden intersectarse en una
forma complicada formada por varias componentes conexas disjuntas. En una inter-
seccion no singular (esto es, en una interseccién en la cual las superficies nunca son
tangentes) hay dos tipos de componentes, abiertas y cerradas.

El problema de la deteccién de las componentes conexas disjuntas que conforman la
interseccién de dos superficies es incidental en esta tesis. En principio, la deteccién de
las componentes conexas puede ser realizada mediante un proceso de discretizacion
en la forma indicada por Timmer (ver Seccién 2.1), en su fase de biisqueda, o también
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como sugerida por Sederbeg et al. [28, 29].

El método de trazado que se propone en esta tesis requiere que se conozcan ambos
extremos de cada segmento de la curva de interseccion que se desea aproximar. No
es dificil localizar los extremos de un segmento abierto. Lo que hay que hacer es sim-
plemente intersectar las curvas frontera de cada superficie con la otra superficie. Las
curvas cerradas presentan una mayor dificultad. Por eso debe discretizarse de manera,
tal que no quede ninguna curva cerrada. Una discusién de ¢émo puede procederse en
esta situacién puede encontrarse en [28].

Estimacién de [s'|, [s*| y de ¢ En cada segmento, los valores de |r!| y |x?|
pueden ser calculados desde que se suponen conocidas representaciones paramétricas
para cada una de las superficies a intersectar S' y S%. El valor de ¢ puede ser es-
timado dependiendo de las caracteristicas de la pieza a manufacturar. Un esquema
de subdivisién con pruebas de separabilidad pueden usarse para estimar el valor de
c. Para cada superficie a intersectar se construye una envolvente la cual acote com-
pletamente la superficie. Para superficies de Bézier polinomiales (producto tensorial)
pueden ser usadas las envolventes convexas de sus puntos de control. Naturalmente, si
las envolventes no se superponen, no hay interseccién. Si las envolventes se superpo-
nen, puede producirse la interseccién y se procede a calcular los senos de los angulos
que forman los vectores normales de una de las superficies con los vectores normales
de la otra. Si el minimo de esos senos es positivo y se produce la interseccidn, en-
tonces las porciones involucradas de ambas superficies se intersectardn en segmentos
de curva abiertos. Si alguno de esos senos se anula, se subdividen ambas superficies y
se repite el proceso. Para superficies de Bézier polinomiales (producto tensorial) este
proceso de subdivisién es particularmente simple y estable, usando el algoritmo de
de Casteljau. Este proceso terminard en algin momento, desde que se estd tratando
el caso en que la interseccién de superficies es no singular. Esto configura una etapa
de pre-procesamiento que ademds de proporcionar puntos de inicio y de final para el
trazado, da estimaciones menos globales, y por lo tanto més finas para ||, |<*| y c.
En todo caso, siempre es posible realizar una fase de trazado previa a la que controla
el error, suficientemente fina como para poder estimar més cercanamente el valor de
c. Naturalmente, también serd posible obtener estimaciones més finas para |k!| y | 52|
por esta via.

Trazado

Para obtener cada segmento, en la forma de una secuencia de puntos, puede procederse
de la siguiente manera:
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En primer lugar determinar
-+ 1
c

e

y dado ¢, definir el niimero real positivo { tal que

1< RS

o oo
|
)

m]:\

e Dado c(s;), calcular t = V%.
c(s;) es un punto de interseccién previamente encontrado, ya sea en la etapa de
pre-procesamiento o en esta fase de trazado. Para que el trazado sea posible
debe haber puntos a encontrar. Esto significa que se trata de un primer punto
del segmento o de un punto en su interior, en ningtin modo puede tratarse del
punto final de un segmento. Los puntos extremos de cada segmento que ya han
sido procesados no deben ser mds considerados en esta fase de trazado.

N* = Si, x Si./|Si, xSt | es el vector normal unitario de la superficie S*. Desde
que ¢ > 0, se tiene que N' x N? £ 0. v = 41. t es el vector tangente unitario
a la curva real de interseccién ¢ en el punto s; y en el sentido del avance de la
curva, lo que determina el valor de v.

e Tomar d = ‘Ir#f.
— Construir el plano IT, como el conjunto de puntos P de IR? tales que

(P —c(s;)) -t =d.

— Encontrar la interseccién de las superficies S' y S? con el plano II.
El calculo de esta interseccién involucra un método iterativo de Newton.
En el caso de que la iteracién de Newton no convergiera, se puede disminuir
el valor de d, por ejemplo a la mitad. Construyendo el nuevo plano IT con
el nuevo valor de d, se intenta nuevamente la interseccién S' N 82 N IT.
Esto siempre puede hacerse, de manera que siempre es posible alcanzar la
convergencia del método de Newton.

Con esto se obtendrd un nuevo punto, el 1inico posible, c(s;).

Hacer esto hasta llegar al 1iltimo punto del segmento.
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Construccion de componentes conexas disjuntas

La fase anterior ha generado un conjunto de segmentos en la forma de secuencias
de puntos. Tales segmentos son aparentemente disjuntos. Esta fase consiste en unir
consecutivamente en segmentos disjuntos las secuencias de puntos creadas en la fase
de trazado y las que se disponen en un arreglo.

Tomando uno de los extremos del primer segmento del arreglo se compara con los
extremos de los otros. Si éste coincide con el extremo de algin otro segmento, se
efectiia la union de tales extremos, configurdndose de esta manera un nuevo primer
segmento que reemplazard a los dos que lo originaron. Si ninguno de los extremos de
este primer segmento coincide con ninguno de los extremos de los siguientes segmentos
del arreglo se tendrd un segmento disjunto.

Tomando el siguiente segmento del arreglo, si lo hubiere, como el primer segmento de
un nuevo arreglo, se efectiia nuevamente el procedimiento indicado hasta agotar todos
los segmentos del arreglo.

Con esto quedan configuradas, en la forma de secuencias de puntos, las componentes
conexas disjuntas que conforman la interseccién. Al hacer la interpolacion lineal de
tales puntos, en cada componente conexa, se tendrd un conjunto de poligonales, cuya
unién serd una poligonal compuesta que aproxima a la interseccion.

Adaptatividad

Dado ¢, se sugiere, en cada componente conexa, el siguiente procedimiento.

e Dado c(s;), elegir un tamano de paso As; inicial.

c(s;) es un punto de la poligonal construida antes. El proceso que se describe
a continuacién deberd comenzar en uno de los extremos de cada una de las
componentes conexas de la poligonal.

La eleccion senalada de As; no es mas que una tentativa inicial de la magnitud
del avance en el sentido de la curva de interseccién. Se podria tomar, inicial-
mente, As; lo mas grande posible. Esto significa tomar As; tan grande como la
longitud del segmento de poligonal que se esta procesando. El tamano de paso
inicial As; puede ser tomado también como lo hacen otros métodos existentes.
También, si se pretende interpolar con curvas de Bézier polinomiales de grado
p, el tamano de paso inicial As; puede ser tomado como

e (Do +1P &
3 |etet D (s;)]

ASg =

Incluso puede pensarse en interpolacién racional o de cualquier ofra indole.
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— Sumar, desde el punto ¢(s;), las longitudes de segmentos consecutivos de la
poligonal hasta que esta suma supere el valor de As; o hasta que no haya
mas segmentos que sumar.

* En el primer caso, tomar como c(s; +As;) el extremo inicial del dltimo
segmento sumado.
* En el segundo caso, tomar como c(s; + As;) el dltimo punto del seg-
mento de la poligonal que se estd procesando.
En ambos casos, se ha reconsiderado a As; como la suma de las longitudes
de los segmentos de la poligonal entre c(s;) v c(s; + As;).
— Interpolar estos dos puntos c(s;) y c(s; + As;).
El interpolante no tiene por qué ser lineal. Puede ser de cualquier indole,
como se ha mencionado.
Particularmente, el conocimiento de ¢¥)(s;) y de ¢ (s; + As;), para j =
0(1)k, permite determinar la curva de Bézier interpolante de grado p,

P
p(s) =D B(s)b;, s € [s;, 8+ Asi].
=0

B"(S) B (p) (8; + As; — S)p_j (S = S:‘)j §E [sz-, gy - AS{] . j= U(l)p,

J (As;)? ’
son los p + 1 polinomios de Bernstein de grado p en s sobre [s;, 5; + As;].
Los p+1 coeficientes b;, j = 0(1)p, son los puntos de control de la curva de
Bézier, que son encontrados como las soluciones del sistema de ecuaciones
lineales, para j = 0(1)%,

C{j)(si) = (AS_i)_j (IG f!j)l Ii(—l)»’" (‘i) bj_g,
cP(s; 4 As;)) = (As)™? G f!j)! g(—l)j ("z) B

— Calcular la distancia del interpolante de estos dos puntos c(s;) y c(s; +
As;) hacia la poligonal entre ambos puntos. Si tal distancia es mayor que
€q, tomar un As; menor al que se tiene actualmente, lo que permitiria
determinar, como se describe lineas arriba el As; reconsiderado y su punto
c(s; + As;) asociado. ‘

Este procedimiento debe hacerse tantas veces como sea necesario hasta que
la distancia del interpolante de estos dos puntos c(s;) y c(s; + As;) hacia la
poligonal entre ambos puntos sea menor que €,.
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e Una vez satisfecha la tolerancia permitida, tomar el punto c(s; + As;) como
nuevo punto ¢(s;) y repetir el proceso descrito, salvo que ¢(s;) sea ya el tltimo
punto del segmento de la poligonal.

[sto determina un interpolante con tamafno de paso adaptativo cuya desviacién a la
poligonal es necesariamente menor que e,.

51, ademas de tomar un As; menor cada vez que el error es mayor que ¢,, se tomara
un As; de mayor tamano si es que el error estd muy por debajo de la tolerancia,
se conseguiria un control muy completo del error de la aproximacion. Por ejemplo,
podria exigirse que la desviacién d del interpolante adaptativo a la poligonal satisfaga
la relacion 0.7e, < § < €,. Naturalmente, esto es absolutamente factible de implemen-
tarse y permitiria una optima cantidad y distribucién de los puntos de interpolacion,
alcanzdndose por tanto una muy completa confiabilidad y una muy alta eficiencia.

Asi, si es dada una tolerancia e, basta tomar €, < € para la fase de trazado y ¢, = e—¢,
para la adaptatividad.

3.6.2 Aplicaciones

Con la propuesta de algoritmo se han construido rutinas en Matlab para poder realizar
las aplicaciones siguientes en las que se calcula la interseccién de superficies de Bézier,
aunque el método propuesto es aplicable a tipos arbitrarios de superficies.

Aplicacién 1

Se muestra con suficiente detalle la aplicacion del método propuesto, en el calculo de la
curva de interseccion de dos superficies de Bézier polinomiales (producto tensorial) con
una tolerancia de error prefijada. La interseccién de la superficie de Bézier polinomial
con puntos de control dados por

b(]'(} = (0,0,U), bl‘g = (1,0, 1), bg‘u = (2, 0, 1), b3’[] = (3, U, 0),
bg‘l = (U, 1,1), bl‘] = (1, 1,0), bg‘l - (2, 1,[}), b3!1 = (3} 1, 1),
bee =1(0,2;1), bia=(1,2,0); bys=1(2,2,0), bss=(8,2,1),
b0,3 = (0;3;0); b1,3 = (1;3: l): b2,3 =7 (2:3> 1)1 b3,3 = (31 3: 1)

bop = (-1,-1,-1), byg=(1,-1,-1), bye=(2,-1,-1), bzsp=(4,-1,1),
bes =i{=5L1,—1) bx=11,23); bes = (2,1,2), bg; = (4,1,-1),
bos = (-1,2,-1), bix=(1,2,2), bag = (2,2,2), bs2 = (4,2,-1),
bes =(—1,4,1), bis=(1,4,-1), bas=1(2,4,-1), bss3=0(4,4,1)
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Figura 3.5: Interseccién de dos superficies de Bézier.

estard compuesta por cinco componentes conexas, una curva cerrada y cuatro curvas
congruentes abiertas en las esquinas de la primera superficie, como se visualiza en la
Figura 3.5.

Para aproximar la interseccién, el proceso de interpolacion es efectuado, con el método
propuesto, como sigue.

Il valor maximo de los valores absolutos de las curvaturas principales de las superficies
S' y S? puede ser estimado como |k!'| = 1.1233 y |«?*| = 0.8779 respectivamente. Se
puede también estimar, como fue sugerido en la Seccién 3.4, que el seno del dngulo
entre las superficies intersectadas no es menor que ¢ = 0.342. Ahora, sea ¢ = 0.05
la tolerancia de error permitida. Para la primera etapa del método propuesto se
toma, en este caso, ¢, = €¢/25 = 0.002. En cada paso que pueda darse se procura
la interseccién de las dos superficies con el plano ortogonal al vector tangente en el
punto donde se inicia el paso y a una distancia, en el sentido del trazo, de tal punto
dada por d = %?f, donde | = /3292 sjendo & = w En el caso en que la
iteracion de Newton involucrada no convergiera, se ha tomado la mitad de d y se ha
vuelto a intentar el calculo. Esto garantiza la convergencia de la iteracién de Newton
involucrada en la determinacién del punto de interseccién y resulta en un tamafio
de paso As que permite satisfacer la tolerancia especificada. Esta primera etapa
entrega 416 puntos de interpolacion para la componente cerrada de la interseccidn.
Para cada una de las cuatro componentes abiertas de la interseccion la primera etapa
entrega 23 puntos. Se tiene asi una poligonal cerrada y cuatro poligonales abiertas
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Figura 3.6: Interpolacion lineal adaptativa.

congruentes que aproximan la curva de interseccién con una muy segura tolerancia de
error menor que €, = €/25 = 0.002 (pueden obtenerse resultados mas exactos tomando
un denominador de mayor valor).

La segunda etapa del método propuesto usara un tamafio de paso adaptativo inicial
As; de la mayor longitud posible. Esto es, en cada paso se comienza avanzando hasta
el final del segmento en proceso. Si la desviacién del interpolante construido en cada
paso es mayor que la tolerancia de error €, permitida lo que se hace, en este caso,
es reducir a la mitad el valor de As; y considerar su punto de interpolacién asociado
como ha sido descrito en la propuesta del algoritmo. Esto explica, por qué en algunos
pasos el error podrd estar muy por debajo de la tolerancia especificada, dejando mas
puntos de interpolacion de los necesarios para satisfacer la tolerancia.

Para el caso de interpolacién lineal adaptativa, esta segunda etapa reduce a 14 el
nimero de puntos de interpolacién para la componente cerrada de la interseccién y
a 2 el nimero de puntos de interpolacién para cada una de las cuatro componentes
abiertas (ver Figura 3.6a). Al unir con segmentos de recta cada par de puntos conse-
cutivos en cada una de las componentes de la interseccién, se obtiene un interpolante
lineal a trozos cerrado y cuatro interpolantes lineales a trozos abiertos cuya distancia
a la poligonal (compuesta) construida en la primera etapa es menor que e —e, = 0.048
(ver Figura 3.6b). Por tanto, éste es un muy confiable interpolante lineal adaptativo
que se encuentra dentro de la tolerancia prescrita ¢ = 0.05. El grifico de errores de
uno de los interpolantes abiertos congruentes se muestra en la Figura 3.7. La Figura
3.8 muestra el gréfico de errores del interpolante cerrado.

Notar en esta Figura 3.8 que, no obstante haberse cumplido el objetivo de controlar el
error con tamailo de paso adaptativo, atin permanecen mas puntos de interpolacién de
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Figura 3.9: Interpolacion cibica adaptativa.

los necesarios. Esto sucede por haber reducido a la mitad, lo que resultoé ser demasiada
reduccién, el tamano de paso cada vez que se excedia la tolerancia. Procediendo a
aumentar ¢l tamano de paso, como se comenta en la propuesta del algoritmo, cada
vez que el error esté muy por debajo de la tolerancia, provocard mejores resultados
en el sentido de la optimizacién del nimero de puntos de interpolacién.

En el caso de interpolacién ciibica adaptativa, esta segunda etapa reduce a 9 el nimero
de puntos de interpolacién para la componente cerrada de la interseccion y a 2 el
niimero de puntos de interpolacién para cada una de las cuatro componentes abiertas
(ver Figura 3.9a). Al unir con curvas de Bézier ciibicas cada par de puntos consecutivos
en cada una de las componentes de la interseccién (ver ampliaciones en Figuras 3.9b y
3.9c), se obtiene un interpolante ciibico a trozos cerrado y cuatro interpolantes ciibicos
abiertos cuya distancia a la poligonal construida en la primera etapa es menor que
¢ — ¢, = 0.048. Se obtiene asi un muy confiable interpolante ctibico adaptativo (ver
Figura 3.9d), que se encuentra dentro de la tolerancia prescrita ¢ = 0.05. La Figura
3.10 muestra el grafico de errores de uno de los interpolantes abiertos congruentes y
la Figura 3.11 el grafico de errores del interpolante cerrado.

Comparando las Figuras 3.7 y 3.10 se observa la mejor aproximacion que se consigue
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en el caso ciibico. Es de esperar que con interpolantes de mayor grado la aproximacién
sea aln mejor.

Aplicacién 2

Intentando ser un poco mds realista que la anterior, se muestra ahora la aplicacion
del método propuesto, en el cdlculo de la curva de interseccién de dos superficies de
Bézier polinomiales (producto tensorial) con una tolerancia de error prefijada. La
interseccién de la superficie de Bézier polinomial con puntos de control dados por

bg‘(] = (—l, 1, U), bla[] = (—3., 1, 10), bQ,[] = (3, 1, 10), bg’g — (1, 1, 0),
bU‘l = (_1:6;0)1 bl,l = (_3161 1[))1 b2,1 = (336; 10): b3,1 = (15610)1
boa = (—1,11,0); byz=(—3,11,10), byz=(3,11,10), by = (1,11,10),
bos = (—1,16,0), byz= (—3,16,10), bys = (3,16,10), bszz = (1,16,0)
y la superficie de Bézier polinomial con puntos de control dados por
bgig = (—6, 0, —4), bl,[] = (—6, 6, —4), bgj{] = (6} 6, —4), bg!g - (6,0, ‘—4),
bO,I = (_61 0: 0); b],l = (_616: 0): b2,l = (6> 65 U): b3,1 = (61 O) D):
bU,Z — (-_6v U: 5)} b1,2 == (_61 6: 5): bZ,Z == (67 6: 5):\ b3,2 = (6) 09 5):
b[},g — (—6, 0, 10), b1,3 = (—6, 6, ].0), bg,g = (6, 6, 10), b313 = (G, D, ]_O)

constara en este caso de sélo una componente conexa abierta. Para aproximar la
interseccién, el proceso de interpolacion es efectuado, con el método propuesto, como
sigue.

El valor maximo de los valores absolutos de las curvaturas principales de las superficies
S! y 82 puede estimarse como |x!'| = 1.667 y |?| = 0.271 respectivamente. Se puede
estimar, como fue sugerido en la Seccién 3.4, que el seno del dngulo entre las superficies
intersectadas no es menor que ¢ = 0.9848. Sea ¢ = 0.1 la tolerancia de error permitida.
Se toma para la primera etapa, ¢, = €/25 = 0.004. Procediendo como se indica en
la propuesta del algoritmo se logra un tamafio de paso As que permite satisfacer la
tolerancia especificada. Esta primera etapa entrega 384 puntos de interpolacién. Se
tiene de esta manera una poligonal abierta que aproxima la curva de interseccion con
una muy segura tolerancia de error menor que €, = €/25 = 0.004.

La segunda etapa del método propuesto usard un tamafo de paso adaptativo inicial
As; de la mayor longitud posible. Esto significa que en cada paso se comienza avan-
zando hasta el final del segmento en proceso. Si el error es mayor que €,, se procede a
reducir a la mitad ¢l tamano de paso y se considera su punto de interpolacién asociado
como ha sido descrito en la propuesta del algoritmo.

Para el caso de interpolacién lineal adaptativa, esta segunda etapa reduce a 12 el
nimero de puntos de interpolacién (ver Figura 3.12). Al unir con segmentos de recta
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Figura 3.12: Interpolacién lineal adaptativa.

cada par de puntos consecutivos en cada una de las componentes de la interseccién, se
obtiene un interpolante lineal a trozos abierto cuya distancia a la poligonal construida
en la primera etapa es menor que e—e¢, = 0.096 (ver Figura 3.12). Por tanto, éste es un
muy confiable interpolante lineal adaptativo que se encuentra dentro de la tolerancia
prescrita € = 0.1. La Figura 3.13 muestra el grafico de errores.

En el caso de interpolacién ciibica adaptativa, esta segunda etapa reduce a § el numero
de puntos de interpolacién (ver Figura 3.14). Al unir con curvas de Bézier cibicas
cada par de puntos consecutivos (ver Figura 3.14), se obtiene un interpolante cibico
a trozos abierto cuya distancia a la poligonal construida en la primera etapa es menor
que ¢—e. = 0.096. Se obtiene asi un muy confiable interpolante ciibico adaptativo (ver
Figura 3.14), que se encuentra dentro de la tolerancia prescrita e = 0.1. La Figura
3.15 muestra el grafico de errores.

Aunque se ha cumplido el objetivo de controlar el error con tamaiio de paso adapta-
tivo, comentarios similares a los hechos para la anterior aplicacion referentes al exceso
de puntos de interpolacion son también pertinentes en esta aplicacion.

A fin de reducir al minimo posible el nimero de puntos de interpolacién, se muestra
finalmente la optimizacion del proceso de interpolacion exigiendo que la desviacion
méxima J entre el interpolante adaptativo y la poligonal satisfaga la relacion 0.7¢, <
§ < ¢,. Para el caso de interpolacion lineal adaptativa, este proceso consigue reducir
a 9 (no muchos menos) el nimero de puntos de interpolacién (ver Figura 3.16). La
Figura 3.17 muestra el grafico de errores. En el caso de interpolacién cibica adapta-
tiva, se reduce a 4 (sélo uno menos) el nimero de puntos de interpolacién (ver Figura
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Figura 3.13: Gréfico de errores para la interpolaciéon lineal adaptativa.
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Figura 3.14: Interpolacion cubica adaptativa.
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Figura 3.15: Grafico de errores para la interpolacion cubica adaptativa.

Figura 3.16: Interpolacion lineal adaptativa éptima.
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Figura 3.17: Grélfico de errores para la interpolacion lineal adaptativa 6ptima.

3.18). El grifico de errores se muestra en la Figura 3.19. Notar que la reduccién no
es muy drdstica. Esto sucede por estar cerca del éptimo. Observar que en la inter-
polacién ciibica, el 1ltimo paso no logra satisfacer la exigencia de que la desviacion
maxima d esté entre 0.7¢, y €, lo que pudo también suceder en el caso de la interpo-
lacion lineal. Esto se debe a que se ha llegado al final del segmento de la curva, de
manera que ya no es posible hacer mas eficiente el tamano de paso.
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Figura 3.18: Interpolacion ciibica adaptativa dptima.

Figura 3.19: Gréfico de errores para la interpolacion ciibica adaptativa 6ptima.
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Conclusiones

Se ha estudiado y propuesto un método para optimizar el nimero de puntos de interpo-
lacion en la interseccion de superficies con interpolantes lineales y cibicos, susceptible
de ser generalizado a otros tipos de interpolantes, con una tolerancia de error fijada
por condiciones de manufactura.

Los métodos con tamafo de paso determinado a partir de la informacién local propor-
cionada por las superficies presentan problemas en controlar confiablemente el error
de la aproximacion generada. Existe el riesgo de que el tamaifio de paso sea demasiado
grande como para que se puedan satisfacer las tolerancias. Existe siempre la posibili-
dad de que la curva presente cambios bruscos en su curvatura, la que sélo es evaluada
en un conjunto finito de puntos, por lo que no se dispone de informacion de lo que
pueda pasar con la curva en sus puntos intermedios. Podria suceder que la curva real
esté muy alejada del interpolante.

Se percibieron importantes propiedades del circulo osculador. Ellas permiten afirmar
que la proyeccion ortogonal de cualquier curva sobre su plano osculador en un punto
estd, localmente, en el exterior del correspondiente circulo osculador sélo en el caso
en que la curvatura tenga un valor minimo débil o maximo en tal punto. En los
otros casos, corta tangencialmente al circulo osculador o, peor aun para los fines de
control del error, estd en el interior del circulo osculador. Estas propiedades del circulo
osculador, a la vez de agravar la situacién, aclaran completamente la razén por la cual
los métodos conocidos tienen dificultades en satisfacer las tolerancias prefijadas.

Surge asi la necesidad de encontrar una cota superior razonablemente global para la
curvatura de la interseccién. Esto se logra haciendo uso de las curvaturas normales de
la curva de interseccion sobre cada una de las superficies intersectantes, obteniéndose
con esto una manera de estimar el error del proceso de interpolacion lineal de la
interseccion.

En base al estimador para la curvatura, ha sido posible configurar un esquema de
trazado para generar puntos de la interseccién que al ser posteriormente interpolados
producirdn poligonales que aproximan a la interseccién con una tolerancia dada. Con
argumentos esencialmente geométricos y topologicos se logra un tamaio de paso ade-
cuado para este fin. Esto produce un conjunto de segmentos, en la forma de secuencias
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de puntos, que son porciones de las componentes conexas disjuntas que forman la in-
terseccion. Al configurar, en la forma de secuencias de puntos, tales componentes
disjuntas, se tendra un conjunto de poligonales disjuntas. El problema de control del
error para superficies con interseccion no singular queda asi resuelto.

Para un optimo proceso de mecanizado es ahora posible reducir el niimero de puntos
de interpolacion que participan en la construccion de las poligonales disjuntas a fin de
obtener interpolantes con tamaiio de paso adaptativo y dentro de la tolerancia dada.
Se mostro que hay diversas maneras de hacer esto y que esencialmente se trata de un
proceso tipo predictor-corrector. Esto permitird entregar al centro de mecanizado el
menor nimero posible de puntos de interpolacién.

A partir de los resultados obtenidos y confirmados por las aplicaciones, se observa que,
en la interpolacion lineal adaptativa, lo que se logra es descartar aquellos puntos de
interpolacion que son casi colineales. Esto conduce a poder definir una representacién
lineal por partes dptima de la curva a ser mecanizada que aproxima a la interseccién.
En la interpolacién cubica adaptativa se observa que la reduccién del niimero de puntos
de interpolacion es aun més notoria, con la ventaja adicional de que el interpolante
cubico tiende a aproximar mejor que el lineal a la curva de interseccién. M4s atin,
la representacién cibica por partes 6ptima a la que conduce la interpolacién cibica
adaptativa presenta continuidad geométrica de clase C*, a diferencia del caso lineal que
es de clase CY. Naturalmente, al aumentar el grado de los polinomios interpolantes,
las cosas serdn aiin mejores. Incluso puede pensarse en la posibilidad de otros tipos
de interpolantes.

Se cousigue asi proponer un método, y el consecuente algoritmo, de trazado capaz de
controlar el error de la aproximacién generada y con tamano de paso adaptativo. El
método es particularmente apropiado para la evalucién de fronteras en el modelado
de sélidos y para los procesos de manufactura asistida por computador realizados con
méaquinas de control numérico.
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Apéndice A

Geometria Diferencial de la
Interseccion

Se presentan aqui procedimientos para calcular las propiedades de geometria diferen-
cial de las curvas de interseccion de dos superficies paramétricas cuya interseccion es
no singular. Se muestra como calcular el triedro de Frenet, la curvatura, la torsion,
asi como las derivadas de orden superior de estos objetos.

Dada una curva 3D ¢ = c(s) parametrizada por longitud de arco s, de la geometria
diferencial de curvas [11], se tiene que ¢() = t es el vector tangente unitario de ¢(s)
en s y ¢® = gn, donde n y & son el vector normal y la curvatura respectivamente,
de c(s) en 5. El vector binormal b = t x n es tal que b*) = n, siendo 7 la torsién
de c(s) en s. El triedro (t,n,b), constituye una base ordenada ortonormal orientada
positivamente, la base de Frenet, la que satisface el sistema de ecuaciones diferenciales
lineales de primer orden, las ecuaciones de Frenet

) = K1,
n) = —kt—7h,
bV = 7n.

Diferenciando con respecto a s y expresando en términos de la base de Frenet, se tiene

® = —k%+4£0n— kb,
c® = —3ksWt+ (&(2) — KT — fis) n+ (—Qn'(l]'r e ﬁ;’rm) b,

y asi sucesivamente.

Ye et al. [33] proponen el siguiente procedimiento para calcular la geometria diferen-
cial de la curva de interseccién de dos superficies.
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Dadas las superficies intersectantes S* (uy,v1) y S? (ug, vg),

N! x N2
bk
|INT x N?|

es el veetor tangente unitario de la curva de interseccion, el signo depende del sentido
del trazo. Naturalmente N' - N? = cos@, siendo @ el d4ngulo que forman los vectores
normales unitarios N' y N2 de las superficies S' y S respectivamente. Mds atn, para
ciertos escalares b, ¢, «, 3, se tiene que

bn + cb = aN* + SN?,
Usando el pl'oduct_o escalar _de la primera derivada de ¢ como una curva sobre la
superficie S' por S; y por S, respectivamente, se obtiene
Eiugl} -+ Fivgl) = S;i e,
Ffuy) —I-Gé'u.fl) . SEJ; _cm1

donde E*, F* y G* son los coeficientes de la primera forma cuadratica de la superficie

St. Asi, se tiene u.gl) y ‘U.E-U. Usando el producto escalar de la segunda derivada de ¢

como una curva sobre la superficie S* por N, se obtiene
g, = @
= ¢ (utw)g iy 2f"u£1)vi[l} 5 g’: (v§1))2 i
donde €’, f y ¢* son los coeficientes de la segunda forma cuadritica de la superficie
S?. Desde que ¢® = kn = ayN! + 5 N?, se tiene que
o m o+ (cosO)f = @ N =gl

- .
(cosB)ey + B o= o NPl
De modo que,
3 B 9 _ 1
@ _ Bnyg — K008O Ky — kg cosf
¢\ = 5 N* 2 N
sen? f) sen? @

Vil ‘cm‘.

(2)

Habiendo calculado t, ¢® y &, es ahora posible calcular n = “—yb=txn.

Usando el producto escalar de la segunda derivada de ¢ como una curva sobre la
superficie S* por S;, y por S;, respectivamente, se obtiene

: : ; E:. . . Iy 2
Bl + Fof? = 8, ¢® - 25 (V) ~ Blu{My - (ng— 2"') CRN

, : . . B . @,
Fiu® + G = 8 .c® - (F:; = ;") (’MEU)Q — G uly — Zu (’ugl))g.
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Asi, se tiene 'u,§ ) y v . Usando el producto escalar de la tercera derivada de ¢ como

una curva sobre la qupmﬂme St por N, se obtiene
o= @ N
= 3 (ulu® + £ (uPu® + uDy?) + guPu®) +
SL — N? ( (1)) + dS; —_— - IN¢ (u& )) 'UEI) -+
38! NV (1}5”) +8 N (1)}1))3 ;

UV Vv

Desde que ¢® = —g2t + xkMn — krb = —£%t + C}IgNl + 3,N2, se tiene que
q

=y 1 _
ay + (cosB)fy = ‘N H’Ilz'-‘
(cos Q) + By = CKS N2 =2
De modo que,
T - S,
c(BJ — _K;Et _|_ ﬁ‘nz H‘l‘lg COSH 1 H’l‘lz Kl‘lg COSH
S(-1112 9 Sen2 9
: (3),
Ahora, es posible calcular 7 = — =2 y (1) = ¢B) . n,

e

. c J , —1) | (i-1
Asi, en la suposicién de que ya se ha evaluado ¢¥) para j = 1(1)m—1y u? J, fu,{."'" )
para j = 2(1)m — 1, el proceso recursivo seria, en resumidas cuentas, como sigue:

o Calcular (™™, »{™, resolviendo el sistema

Etugm-—l 2 Fivt(m—l} & S; m.- a4
(S’£ y derivadas de u;, v; hasta orden m — 2)
Fiu?n_l) + G"'U,Em_lJ - Si; gl
(S* y derivadas de u;, v; hasta orden m — 2)
e Usando el producto escalar de la derivada de orden m de ¢ expresada como
curva sobre la superficie S¢ por N, se obtiene
ﬁf‘mul — cm . Nt

(S* y derivadas de u;, v; hasta orden m — 1).

o Desde que c(m] = am—lt'l' bm—ln—l—cm—lb ¥ bm—ln_i_ cm—lb = Dfm—lI\‘Tl +;6m—1N27
resolviendo el sistema

By—1 + (COS g)ﬁm—l = c(m] Nl ot 'k':nm -
(COS 9) Qp—1 T ﬁm—l = c¢m.N? = .Kln —1"
se tiene
1 2 9 1
(ﬂi‘) i am ]_t + K)“‘m—l - K:nvn—l COSSNI + l“i:“'-;-;_]_ - K'll.m_l COSH 2

sen? f sen? @



Apéndice B
La Exponencial de una Matriz

Se presenta un método tipo Euler para calcular la exponencial de una matriz. El
enfoque no requiere resolver una secuencia de sistemas lineales y sélo usa aritmética
real. El algoritmo es facil de implementar usando céalculo simbélico, tal como Maple
y Mathematica.

B.1 Introduccion

Sea A una matriz real de orden n. Es conocido del Método de Euler que para obtener
- un conjunto fundamental de soluciones de

x = Az, (B.1)

basta construir un conjunto de soluciones linealmente independientes asociadas a cada
autovalor de A.

Por otro lado, se observa que las soluciones de (B.1) también satisfacen
xW = Ax, x@® = A%, x® = A%,

esto es, en general xm) = A™x para todo m € IN. Ademds, la conmutatividad de
los operadores diferenciales con coeficientes constantes permite ver que si o € IR,
entonces el efecto del operador diferencial de primer orden £ = D — ol sobre x es
dado por

L% =A"x VmeNN, donde A=A—al
Andlogamente, si (a,w) € IR%, entonces la accién repetida del operador de segundo
orden £ = (D — al)* 4+ w?I sobre x es

L% = A™x ¥Ym €N, donde A= (4A-al)?+w?l.
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En este apéndice, se responde positivamente, para ambos casos de L y A, la pre-
gunta natural que surge de las dos tltimas identidades, ésta es si es postble construir
soluciones linealmente independientes de (B.1) a partir de soluciones de la ecuacidn

LMy = A"y, (B.2)
cuando L y A son construidas con los autovelores de A.

En la Seccién B.2, se establece la correspondencia entre las soluciones de (B.1) y (B.2),
que se resuelve siguiendo esencialmente el método de variacion de pardmetros.

En la Seccidén B.3, se muestran dos nuevas formulas de representacion para estas
" soluciones (ver Teoremas B.3.1 y B.3.2). A diferencia del cldsico Método de Euler, las
férmulas propuestas en este apéndice sélo involucran aritmética real y no requieren
resolver una secuencia de sistemas lineales.

Finalmente en la Seccién B.4, se establecen los algoritmos derivados a partir de las
referidas formulas de representacion. Se proporcionan alli dos ejemplos por medio de
los cuales: (i) se compara el cldsico Método de Euler con el primer algoritmo y (ii) se
muestra el calculo de la exponencial de una matriz aplicando ambos algoritmos, via
Calculo Simbélico.

En lo que sigue, D representa el operador de derivacién aplicado a funciones escalares
o vectoriales, y dependiendo del contexto, I denota el operador identidad o la matriz
identidad.

B.2 Preliminares

En esta seccidén se obtiene la factorizacion fundamental que permite transformar las
soluciones de (B.2) en soluciones de (B.1). Los lemas siguientes resuelven (B.2) asi
como también el problema de la independencia lineal de las soluciones. El unico
conocimiento previo requerido de ecuaciones diferenciales ordinarias es la teoria ele-
mental de operadores diferenciales lineales con coeficientes constantes.

Lema B.2.1 (Factorizacion fundamental).

1. Sea L= D — al. Entonces para toda funcion y de clase C™ se cumple que
(L™ — Ay = (D — AL+ L P A4 o LA L AP Ny,
donde A=A — al.

2, Sea L=(D— al)?+w?l. Entonces para toda funcidny de clase C*™ se cumple
que '

(L™ —A™)y = (D= A)(D—al + AL + L7 2A+ -+ LA+ A™ Ny,
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donde A= (A —al)? +wTyA=A—al.

Prueba. Como en ambos casos £ y A conmutan, se tiene que
E?n . Am — (,C— A)([’m—'l —|—£m—2¢4+' o +£Am—2+Am—1).

Entonces, para el primer caso notar que £ A = D — A, mientras que, en el segundo
caso se tiene que £ — A = (D — al)? - (A al)?, O

Asi pues, el lema anterior dice cémo construir soluciones de la ecuacién (B.1), es decir,
de (D — A)x = 0 a partir de (L™ — A™)y =0

Por otro lado, el siguiente lema indica cémo resolver esta tiltima ecuacion.

Lema B.2.2 Siendo v € R", p y q dos funciones de clase C™ y C*™, respectiva-
mente, se tiene lo sigutente:

1. La m-iteracion de L = D — al sobre y(t) = e®'p(t)v es
L™(ep(t)v) = e D™p(t)v.

2. La m-iteracion de L = (D — al)?* + w?I sobre y(t) = e q(t)v es
L™(e*q(t)v) = e™(D? + w?)™q(t)v.

Prueba. Asumir que el lema se cumple para m — 1. Se sigue que
L™ep(t)v) = L™ (e*Dp(t)v) = e D™p(t)v,

y andlogamente para la segunda identidad. Asi, sélo debe verificarse el caso m =
1. Razonando sobre cada componente de Ly, basta probar el lema para el caso
escalar. Para probar la primera identidad simplemente se escoge f(¢) = e*p(t) en
(D —a)f(t) = e**De~f(t). En el segundo caso, se debe usar la factorizacién (D —
a)?f(t) = e* D% f(t) y escoger la funcién f(t) = e*g(t) para obtener ((D — a)? +
w?) f(t) = e*(D? + w?)g(t). O

Ahora, la construccién de soluciones de la ecuacién (L™ — A™)y = 0 resulta evidente.
En efecto, observando el lado derecho de las identidades en el lema anterior, se debe
escoger p(t) recordando que D* aniquila las funciones polinomiales hasta el grado
k — 1. Para escoger ¢(t) en el segundo caso, recordar que (D? + w?)* aniquila los
productos de funciones polinomiales hasta el grado k — 1 por las funciones circulares
coswt 0 senwt. Obviamente, se debe escoger v € Ker A™.

Para abordar el problema de la independencia lineal de las soluciones, se requiere del
siguiente lema.
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Lema B.2.3 Siw # 0 y q(t) = t™ ! coswt, entonces
# ax L ;i m—1
{(D? + (1), (D* + W) Da(r)}
es una base del espacio solucidn Ker(D? + w?)™.

Prueba. Notar que (D?+w?)™ ¥ es el aniquilador de (D? 4+ w?)*q(t) y de su derivada.
Ademds, se tiene que dim Ker(D? + w?)" = 2r. 0

Finalmente, se debe explicitar las funciones base definidas en el lema anterior.

Lema B.2.4 Sean y € Ker(D? +w?) y p una funcién de clase C*™. Entonces

k
1. (DP+®)py =Y ofD*'pD"y, k=0,1,...,m=1,

r=0
k41
2. (D?* +w?)*Dpy = Z P DW=ty DTy k=0,1,...,m— 1,
=0
donde af = (:f)T', Bt =10 =2%k gtk =gl +ab |, (r=1,...,k).

Prueba. La segunda identidad se sigue de la primera. En efecto,
(D? + w?)* Dpy = D(D? + w?)*py.
La primera identidad es deducida por induccién, notando que
(1) (D* +w?)py = 2(Dp)(Dy) +yD*p, (i) D"y € Ker(D? + w?)
y usando que (?_f]) -+ (k‘) = (Hl) O

T 7

B.3 Foérmulas de Representacion de Soluciones

En todo el resto de esta seccion el lector debe tener en mente los siguientes bien
conocidos resultados (ver, por ejemplo, [4]):

e Si o es un autovalor real de A, de multiplicidad m, entonces
dim Ker(A — al)™ =m.

e Si o £ iw son autovalores complejos conjugados de A, de multiplicidad m, en-

tonces
dim Ker((A — al)? + w*1)™ = 2m.

La formula de representacion para soluciones asociadas a autovalores reales es presen-
tada en el Teorema B.3.1 y para el caso complejo en el Teorema B.3.2. Los algoritmos
derivados a partir de estos resultados seran presentados en la Seccién B.4.
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B.3.1 Autovalores Reales

Como es bien conocido, soluciones asociadas a autovalores reales o, de multiplicidad
m, pueden escribirse en funcién de autovectores generalizados, considerando, como
coeficientes variables, algunos elementos del espacio solucion Ker(D — o)™, Algunos
de estos métodos son discutidos en [23]. En el siguiente teorema se presenta una nueva
férmula de representacién de estas soluciones. Desde que el autovalor es real, se debe
tomar L=D —aly A=A —al.

Teorema B.3.1 Si« es un autovalor real de A, de multiplicidad m, y {vi,...,vn}
es unae base del autoespacio generalizado Ker A™, entonces m soluciones linealmente
independientes asociadas a este autovalor son dadas por

x;(t) =e®P@)vs, §=1...,m,

donde

P(t)=I+tA+ ﬁ,&l2 4 s = A™2 4 " = (B.3)
B 2 (m — 2)! (m —1)! ' '

Prueba. Escoger un vector base v € KerA™ y construir la funcién y(t) = e*p(t)v
m—1

con p(t) = (:T—l“}T Entonces L™y (t) = e®D™p(t)v = 0, y consecuentemente y €

Ker(L™ — A™). Ahora, usando la factorizacién del Lema B.2.1, se obtiene

0 = (D- fl)(ﬁm_l + L BYA oven L L AT _|_V4m—1)y'
Por tanto, el Lema B.2.2 permite concluir que

x(t) = (L™ T+ LA+ -+ LA™ 4 A Yy (1)
e™ (D™ 'p(t) + D™ *p(t)A + - - + Dp(t)A™ 2 + p(t) A™ v
e P(t)v

es solucién de (B.1). Para probar la independencia lineal de las soluciones, se debe
establecer que P(t)v = 0implica v = @. Esto se sigue del hecho que cada componente
de la funcién matricial P(t) es una combinacién lineal de los elementos de la base
{p(t), Dp(t), ..., D™ 'p(t)} de KerD™. O

Observacién B.3.1 Notar que si dim Ker A = m, es decir, KerA = Ker A™, en-
tonces, de (B.3), P(t) = 1. De otro modo, los coeficientes de P(t) serdn polinomios
de grado mo—1, donde my es el menor entero tal que Ker A™ = Ker A™ s | ¢ N,
Es bien sabido que mog < m (ver, por ejemplo, [4]).
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B.3.2 Autovalores Complejos

Ahora se presenta una nueva férmula de representacion para soluciones de (B.1) asocia-
das a los autovalores complejos conjugados aeiw de A, que no involucra autovectores
complejos, sino vectores base del espacio vectorial real Ker A™. Desde que el autovalor
es complejo, se debe tomar £ = (D — al)> +w?T y A= (A — al)? + w?I.

Para simplificar la explicacion se reescribe el Lema B.2.2 como

L7 (e (V) = e Lm(f (1)), (B.4)
donde L = D? + w?1.
Teorema B.3.2 5i atiw son autovalores complejos conjugados de A, de multiplici-

dad m, y {vi,...,Vam} es una base de Ker A™, entonces 2m soluciones linealmente
independientes asoctadas a estos autovalores son

wiltl= 00 §=1,..,2m, (B.5)
donde
m—1 m—1
Q) = Y (D + W)™ FDg(t)A* + Y (D? + W)™ R (1) AAY,
k=0 k=0

.tm—l

con q(t) = Gyt COS Wi Y A=A—al.

Prueba. Primero se considera el caso m = 1. Escoger un vector base v € KerA y
construir y(¢) = e*'¢(t)v con ¢(t) = coswt. Entonces, usando (B.4), se encuentra que
Ly(t) = e*(Lq(t)v) = 0 y consecuentemente y € Ker(L — A). Ahora, usando la
segunda parte del Lema B.2.1, se obtiene

0 = (D—A)(D-al +Ay.
Por tanto, la primera parte del Lema B.2.2 permite concluir que

x(t) = (D-al +Ay(t)
= e™{D(coswt)v + cos wt.ﬁv}
e Q(t)v

es solucién de (B.1). Se pospone por un momento la prueba de la independencia lineal
para proceder a considerar el caso m > 1. Se puede aplicar el mismo razonamiento
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anterior, construyendo, para cada vector base v € Ker A™, la funcién y(t) = e*q(t)v.
En tal caso, se cumple que

0 = (L™ - A)y(2)
(D= A)(D —al + A)(L™ 4+ L% 2A+ - + LA™ 4 A Vy(2)
= (D-A)e D+ A)( L™+ L2 A+ + LA™ 2 + A g(t)v
= (D - A)e*Q(t)v,

es decir, (B.5) define una solucién de (B.1).
Para probar la independencia lineal de las soluciones, debe probarse que Q(t)v = 0

implica v = 0. Esto se sigue del hecho que cada componente de la funcién matricial
Q(t) es combinacién lineal de los elementos de la base definida en ¢l Lema B.2.3. O

B.4 Algoritmos y Ejemplos

Primero notar que el algoritmo asociado al Teorema B.3.1 es inmediato, al contrario
del derivado del Teorema B.3.2 y del Lema B.2.4. Sin embargo, este tiltimo admite
una formulacién computacional més eficiente via Célculo Simbélico. En efecto, notar
que el Lema B.2.4 involucra las derivadas de las funciones circulares cos wt y sen wt asi
como la combinacion lineal de coeficientes binomiales, lo que naturalmente da origen
a relaciones de recurrencia explicitas (ver la Proposicién B.4.1).

B.4.1 Algoritmos

I algoritmo para construir m soluciones linealmente independientes del sistema, (B.1)
asociadas al autovalor real a, de multiplicidad m, resulta evidente del Teorema B.3.1.
En efecto, se tiene el siguiente esquema.

Algoritmo 1

e Definir A=A —al.

e Determinar una base {vi,...,v,,} de KerA™.
m—1 "
e Calcular x;(t) =e™ Z SAV, =1,

Observacion B.4.1 Euidentemente, en el cdlculo explicito de x;(t) se tiene presente
la Observacion B.3.1. En la implementacidn, el punto de partida es el cdlculo del
polinomio minimal que permite disminuir el nimero de operaciones.
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Ahora se deduce el nuevo algoritmo para el caso de autovalores complejos. El calenlo
recursivo de los coeficientes del Lema B.2.4 es

af =1,
3+l = a’%? bt};-H P ag, (B 6)
gt o gl +2af.”'__T, bt by, vl
1.+1 BY . 1

a1 = 2af. bty = ay.

Para automatizar el cdlculo de las derivadas de las funciones circulares, consideradas
en el Lema B.2.4, con y(t) = coswt, se definen las sucesiones

ik | cofwd, T par _ | =1, r € {1l mod 4, 2mod 4}
Frlt) = { senwt, 7 impar ’ &= { , 7€ {3mod4, 4modd} " (B.7)

con lo que D" coswi = s,w" F,(t).

De acuerdo a (B.6) y (B.7), el Lema B.2.4 puede ser reformulado explicitamente para
mejorar la perfomance en Célculo Simbdlico, como sigue.

Proposicién B.4.1 Sean y(t) = coswt y p(t) = i—f Entonces se cumple que

tl—2k+r
2
(D —|—&) coswt = ZS? mﬁ}(f)
. - # k+1 - H-2ktr—1
. (D" o — B " F.(t).
2. (D +w)D£Tcosw TZDS w(i—?k-{—r—l)! L)

El algoritmo para construir 2m soluciones linealmente independientes del sistema

(B.1) asociadas a los autovalores complejos o =+ iw, de multiplicidad m, puede ser

escrito ahora, con la ayuda del Teorema B.3.2 y de la Proposicién B.4.1, como sigue.
Algoritmo 2

e Definir A=(A—al)?+w’l, A=A—-al.

e Determinar una base {vi,...,Vy,} de Ker A™.

e Calcular x;(t) =e*(Qi(t) + Q2(t))vy, j=1,...,2m, donde
1 [m—-r tr .
Z Z Sp—p— 2zb$ : 31, e rqm_Fm r( )-Ar—H:
r=0 1= r!
m [m'z ] ) t?'—l s .
Z Sm—r— 25&2 : ;zwm‘—r—?‘t(T—l)TFm——?'(t)AA?._l_H:
r=1 =0 A

usando (B.6) y (B.7) ([z] es la parte entera de z € R).
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B.4.2 Ejemplo 1

Primero se compara el cldsico Método de Euler con el Algoritmo 1. En efecto, se cons-
truye, usando ambos métodos, tres soluciones linealmente independientes asociadas
al autovalor 2, de multiplicidad 3, de la matriz de coeficientes

(201 0 0]

021 0 O

A=1002 0 0

000 0 1

(000 —1 0|

del sistema x(V = Ax. Primero se calcula A = 4 — 21, A% y A3:

g B 1 0 0 0000 o0 0 00 0 0
0 0 1 0 0 0000 ©0 0 0 0 0 0
A=[0 00 0 0| A2=|0 000 O| A2=|000 0 0
0 0 0 -2 1 000 3 -4 0 00 -2 11
0 00 -1 -2 0 00 4 3 0 00 —11 =2

Ahora, se compara ambos métodos:

Método de Euler. Es evidente que, en este caso, sélo se tienen dos autovectores
diferentes vq y vs, y consecuentemente, las correspondientes soluciones:

x,(t) = v %, x2(t) = vae?t.

Para construir la tercera solucién, se toma un vector v* € Ker ANIm.A y se determina
vy tal que Avs = v*. Puesto que vz € KerA? la solucién linealmente independiente
a {x1,xo} es

x3(t) = (va+iv*)e* = (I +tA)vse®. (B.8)

Ahora bien, la estructura de A induce ingenuamente a elegir, por illsi)eccién,
V1= (1}0>0!U:D) y ¥No. = (011:01010)1

pero ninguno de ellos pertenece a Im.A. Por tanto, se debe calcular v* y vs. Por el
contrario, una eleccion més cuidadosa seria tomar

Vi :(1:1:0:0)0) Y V2:(1;_'110:010):
lo que sf garantiza que, al menos, v; € ImA. Consequentemente, v* = v; y se debe
solo calcular v3. Asi, en el Método de Euler, el punto crucial es conocer KerAnImA.

Algoritmo 1. Aqui basta tomar cualquier base de Ker4?, por ejemplo, la mds obvia,
por inspeccion,

V= (110;0: D,U), Va2 = (Os 110:01{)): Yi= (D!O: 1, U:D)
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y reemplazando en
e
X4 (t) = eg"' (I —|—1A+ 5_142) Vi, ;} — ]_: 2,3,

para obtener las soluciones
x1(t) = e®vy, Xo(t) = e®vy, x3(t) = e®(I +tA)vs,

las cuales son linealmente independientes. Es instructivo comparar con (B.8). Notar
que KerA? = KerA?* (ver la Observacién B.3.1).

Ahora, se finaliza el cdleulo de la matriz et. Sélo falta construir soluciones asociadas
a los autovalores complejos conjugados +i. Se aplica el Algoritmo 2. En efecto, se
denota A= A%+ 1, A= Ay se toma como una base de KerA,

de[O,U,O,I,O), V!'J:(O;U:U:Upl)
y se reemplaza en
x;(t) = (—sentl + costA)v;, ol B,

para obtener las dos soluciones requeridas. En fin, considerando las soluciones a-

sociadas al autovalor real, se tiene e = [x;(t) -+ x5(8)][x1(0) -+ x5(0)] %, esto
es
[ B e 0 0
D & 1 0 0
e=| 0 0 =2 10 0
0 0 0 cost  sent
0 0 0 —sent cost |

B.4.3 Ejemplo II

El propésito de este ejemplo es calcular la matriz e** usando los Algoritmos 1y 2.
Considerar

g 1606 60
0010 00
0001 00
A=137000 00
0000 01
(0000 —1 0]

cuyo polinomio caracteristico es p(A) = (A2 +1)%(\? —1).




APENDICE B. LA EXPONENCIAL DE UNA MATRIZ 103

Primero se aplica el Algoritmo 2 para construir las soluciones asociadas a los auto-
valores complejos conjugados +i, de multiplicidad 2. Entonces se denota A = 42 + 1,
A = Ay se toma como una base de Ker.A?,

Mg = (01 _11 01 ];D: GJ}
v4 = (0,0,0,0,0,1)

y se reemplaza en

Xj(t) = (SgbgFQ (f)f i SDFJ{%FQ(t)A + Slb%tFl (f)A -+ Slﬂ.} F'l (t)AM -} Sgﬂngg(t)AA)Vj
= (—2costl + costA —tsentA — 2sentA+tcostAA)v;, j=1,...,4,

para obtener las correspondientes cuatro soluciones linealmente independientes.

Ahora, como los autovalores reales son simples, el Algoritmo 1 se reduce a determinar

un autovector asociado a cada uno de ellos,

xs(t) =wvgef, eon vs=(1,1,1,1,0,0),
() =wge™, woon vg=1(-1,1,—1,1,0.0)
Asi, se concluye que e = [x;(t) «++ x6(t)][x1(0) -+ x5(0)]7%, esto es
[ cht+cost shit+sent cht—cost sht—sent 5 i T
2 2 2 2
sht —sent c¢ht+cost sht-F+sent cht—cost 0 0
2 2 2 2
P cht —cost sht—sent cht-+cost shi+sent 0 0
pAt
2 2 2 2
sht+sent cht—cost sht—sent cht4 cost 0 0
2 2 2 2
0 0 0 0 cost sent
0 0 0 0 —sent cost |
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Resumen

En general, no existe una representacién en forma exacta de la interseccién de dos
superficies, que puede ser descompuesta en una o varias componentes. Por consi-
guiente, sélo los métodos aproximantes son capaces de proporcionar el cdlculo de la
interseccién. Dado que la interseccién es aproximada, ésta contiene un error.

El célculo de la interseccion debe ser hecho tan exactamente como sea posible en la
evaluacién de fronteras, uno de los mas importantes problemas en el modelado de
s6lidos. Las aplicaciones a la manufactura hacen necesario especificar una tolerancia
de error de modo que la desviacién de la aproximacién con respecto a la interseccién
real se mantenga siempre dentro de la tolerancia especificada. No obstante estas
necesidades, no se conocen métodos capaces de controlar confiablemente el error de
la aproximacién.

En esta tesis se estudia cémo optimizar el proceso del céleulo de la interseccién de
dos superficies paramétricas de forma libre en el sentido de la exactitud. Debido a su
interés préctico, se aborda aqui el caso en el cual la interseccién de superficies es no
singular.

Se consigue proponer un método de trazado capaz de controlar el error de la aproxi-

macién generada y con tamafio de paso adaptativo, que permite una representacién
segmentada optima de la curva, a ser mecanizada, que aproxima la interseccidn.
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