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En el presente trabajo se plantea estudiar el primer momento de salida Browniano
desde regiones angulares (regiones determinadas por hiperplanos). En el caso de R2,
el ángulo de estas regiones es arbitrario, y se ofrece una expresión para la distribución
del tiempo de salida apoyada en [3]. En el caso de Rn, se puede hacer el estudio con
regiones de escape (cuyo ángulo es particular) asociadas a grupos finitos generados por
reflexiones, estudio que se sustenta en [5]. Es importante resaltar que tanto el trabajo
hecho en [3] como en [5] presentan de transfondo el principio de reflexión, herramien-
ta fundamental en el desarrollo de la teorı́a de escape Browniano. Para el movimiento
Browniano plano, se muestra un estudio de comparación de ambas expresiones, en-
contrando expansiones para la integral de probabilidad en términos de Coeficientes de
Bessel. A continuación se describe a grandes rasgos el contenido de cada capı́tulo.



En el capı́tulo 1, asentamos las bases teóricas que justifican y legitı́man el estudio que
llevamos a cabo en los sucesivos capı́tulos. Se desarrollan y se precisan nociones rela-
cionadas con la definición, caracterı́sticas y propiedades de procesos estocásticos, en
especı́fico del movimiento Browniano y su conexión con la ecuación del calor. En cuan-
to a la teorı́a de grupos generados por reflexiones, se muestran los elementos previos
necesarios para entender la estructura de los mismos y su utilidad en nuestro estudio.
La última sección del capı́tulo 1, recopila la teorı́a básica acerca de funciones de Bessel,
propiedades y ecuaciones funcionales útiles para el estudio subsiguiente.
En el capı́tulo 2, se realizan las pruebas de dos resultados referentes al problema de
escape, cada uno de los cuales basados en distintas teorı́as pero con el principio de re-
flexión en el trasfondo. El primero de éstos, se basa en el trabajo hecho en [3], se obtiene
una fórmula para calcular la distribución del primer momento de escape del Browniano
plano, válida para cualquier región angular, se muestra un ejemplo de aplicación. Mien-
tras que el segundo resultado dado en [5] y demostrado mediante argumentos de análi-
sis estocástico, resuelve el problema de salida desde regiones angulares particulares en
Rn, asociadas a grupos finitos generados por reflexiones, se muestran 3 ejemplos de
aplicación, el primero asociado al grupo dihédrico, y el otro par asociados al grupo
de las permutaciones en R3 y en R4 , respectivamente. (En estos dos últimos ejemp-
los, el primer momento de salida se convierte en el primer momento de colisión entre
cualquieras componentes del movimiento Browniano). En este mismo capı́tulo, se lleva
a cabo la comparación de las fórmulas de la distribución del primer tiempo de escape
en el caso de R2, lo cual ofrece un método probabilı́stico para hallar series de expansión
en Coeficientes de Bessel, para combinaciones lineales de la integral de Probabilidad.
En el capı́tulo 3, se realiza un estudio de la función de densidad del ángulo Browniano
plano, θt , soportado en una expresión de la misma hallada a partir del trabajo hecho en
[3]. En estas lı́neas se demuestra un resultado sobre el comportamiento asintótico de θt

cuando t→ ∞, que en particular implica el Teorema de Spitzer.
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de Matemática de la UCV.

A el Centro de Estudios Avanzados por toda la colaboración prestada durante la
Maestrı́a.

A mis estimadas Aura R. y Marı́a G., por su atención y trato amable durante estos
años.
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1
Introducción

En el cálculo de la distribución de tiempos de escape Browniano han interactua-
do la teorı́a de probabilidades y el análisis, fomentando el análisis estocástico y dan-
do respuestas a varias interrogantes referentes al problema de escape. En este trabajo,
se mostrarán dos enfoques diferentes (con el principio de reflexión como denominador
común) para resolver el problema de escape Browniano en Rn, desde regiones angu-
lares particulares, ([5]), y desde regiones angulares arbitrarias en el caso del movimien-
to Browniano plano, ([3]). Será necesario revisar y desarrollar en el estudio del prob-
lema en Rn, algunas nociones de álgebra abstracta y argumentos clásicos del análisis
estocástico, para facilitar la comprensión en la generación de las regiones de escape y de
las pruebas de los teoremas esenciales del Capı́tulo 2. Realizaremos varios ejemplos de
aplicación, mostrando una interesante relación entre las áreas de estudios mencionadas.
Por otro lado, vamos a usar la expresión de la función de densidad del ángulo Brow-
niano plano encontrada en cálculos previos necesarios para resolver el problema de
escape en R2, para dar una demostración alterna a la Ley de Spitzer para el compor-
tamiento asintótico de θt, incluyendo estimaciones del error uniformes en la variable θ.
Nos disponemos entonces, a repasar y estudiar las bases teóricas y nociones referentes
a las áreas de estudios necesarias para llevar a término las intenciones descritas arriba.



2Capı́tulo 1

Preliminares

En este capı́tulo, vamos a resumir y recordar por secciones, algunas definiciones,
teoremas y propiedades de los objetos matemáticos que conforman las bases prelimi-
nares para el estudio presente. Comenzaremos por el área de probabilidades, donde
usaremos los textos clásicos como [4], [6] por mencionar algunos, seguidamente está la
sección de grupos finitos generados por reflexiones (álgebra), cuyo texto esencial es [9]
y finalmente presentamos algunas propiedades de las funciones de Bessel y resultados
referentes a sus expansiones basados en los textos bibliográficos [15] y [16].

1.1. Conceptos Básicos de la Teorı́a de Probabilidades

1.1.1. Procesos Estocásticos

Los procesos estocásticos proporcionan los fundamentos para la generación de mod-
elos más elaborados en el tratamiento de problemas originados en la vida práctica, como
fenómenos fı́sicos, biológicos o en la ingenierı́a de telecomunicaciones, siendo ası́ una
de las áreas de la matemática de mayor aplicación desde hace varios años.

Sean (Ω,F , P) un Espacio de Probabilidad y T ⊆ [0, ∞) un conjunto de parámetros
continuo.

Definición 1.1. Un proceso estocástico a tiempo continuo X es una colección de variables
aleatorias

X = (Xt, t ∈ T) = (Xt(ω), t ∈ T, ω ∈ Ω)

Las σ-álgebras Ft = σ(Xs, s ≤ t) son las menores σ-álgebras en Ω que hacen medi-
bles a Xs, s ≤ t .

Observación 1.2. Un proceso estocástico X es una función en dos variables.
Para un instante de tiempo fijo t, esta es una variable aleatoria:

Xt = Xt(ω), ω ∈ Ω.

Para ω ∈ Ω fijo, es una función de tiempo:

Xt = Xt(ω), t ∈ T.

y se conoce como la trayectoria del proceso X .

Podemos considerar la colección de vectores aleatorios finito dimensionales :

(Xt1
, · · · , Xtn), para todas las posibles elecciones de t1, · · · , tn ∈ T, n ≥ 1
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Definición 1.3. Las distribuciones finito dimensionales del proceso estocástico X es la
colección de las distribuciones de los vectores finito dimensionales dados en la observación ante-
rior.

Los procesos estocásticos pueden ser clasificados de acuerdo a distintos criterios,
uno de ellos es el tipo de distribuciones finito dimensionales.

Definición 1.4. Un proceso estocástico se dice Gaussiano si todas sus distribuciones finito
dimensionales son variables aleatorias Gaussianas multivariadas .

Vale recordar,

Definición 1.5. Un vector aleatorio X ∈ Rn es llamado normal o Gaussiano si tiene una
distribución normal o Gaussiana, la cual está dada por su densidad

fX(x) =
1

(2π)n/2(det Σ)1/2
exp{−1

2
(x− µ)Σ−1(x− µ)′}, x ∈ R

n

con parámetros µ ∈ Rn y Σ, donde Y′ denota la transpuesta del vector Y . La cantidad Σ es
una matriz nxn, simétrica definida positiva y Σ−1 es su inversa. Escribimos N(µ, Σ) para la
distribución Gaussiana de parámetros µ y Σ .

Ejemplo 1.6. Si X ∈ Rn con distribución N(µ, Σ) de manera que µ = (0, · · · , 0)︸ ︷︷ ︸
n−entradas

y Σ es

la matriz identidad n-dimensional, In, tenemos det In = 1 y Σ−1 = In, la función de
densidad fX es simplemente el producto de las n densidades normales stándard de las
entradas, es decir:

fX(x1, · · · , xn) = f (x1) · · · f (xn),

(recordemos que: X ∼ N(0, 1)⇒ f (x) = 1√
2π

e−
x2

2 ).

La distribución de un proceso Gaussiano está determinada sólo por la colección de
todas las matrices de Σ y los vectores µ de las distribuciones finito dimensionales.

Observación 1.7. Es propicio recordar la definición de la función caracterı́stica de un
vector Y con distribución N(µ, Σ):

ϕY(ξ) = ϕ(ξ) = e(iµξ− 1
2 Σξ2)

Definición 1.8. La función Esperanza de X está dada por

µX(t) = µXt = EXt , t ∈ T

La función Covarianza de X está dada por

cX(t, s) = cov(Xt, Xs) = E[(Xt − µX(t))(Xs − µX(s))], t, s ∈ T

Comentario 1.9. Los parámetros µ y Σ que aparecen en la función de densidad, (defini-
ción 1.5.), y en la función caracterı́stica, (observación 1.7.), son precisamente la esperan-
za y la covarianza.
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Existen otras propiedades de los procesos estocásticos que tienen que ver con la
estructura del proceso.

Definición 1.10. Sea X un proceso estocástico en (Ω,F , P) . Se dice que X es estacionario si
∀ k ≥ 0, (Xt1

, Xt2 , · · · ) tiene la misma distribución que (Xk+t1
, Xk+t2

, · · · ), lo cual se denota
por

(Xt1
, Xt2 , · · · ) L= (Xk+t1

, Xk+t2
, · · · ), ∀ k ≥ 0 (1.1)

Observación 1.11. Como la Ley o distribución de un proceso X está determinada por
las leyes finito-dimensionales, para verificar que X es estacionario bastarı́a verificar que:
∀ n, k; ∀ x1, x2, · · · , xn ∈ R

P(Xt1
≤ x1, Xk+t2

≤ x2, · · · , Xtn ≤ xn) = P(Xk+t1
≤ x1, Xk+t2

≤ x2, · · · , Xk+tn
≤ xn)

Definición 1.12. Sea X = (Xt, t ∈ T) un proceso estocástico y T ⊂ R+ un intervalo.

• Se dice que X tiene incrementos estacionarios si

Xt − Xs
L
= Xt+h − Xs+h , ∀ s , t ∈ T y h tal que t + h, s + h ∈ T.

• Se dice que X tiene incrementos independientes si
para toda escogencia de t1, t2, . . . , tn ∈ T con t1 < · · · < tn y n ≥ 1

Xt2 − Xt1
, · · · , Xtn − Xtn−1

son variables aleatorias independientes.

Por ejemplos tenemos el Proceso de Poisson Homogéneo y el Movimiento Browni-
ano, que definiremos más adelante.

Definición 1.13. Un proceso estocástico Yt ∈ Rn se dice homogéneo si L(Yt+u | Yt = x)
no depende de t , es decir,

L(Yt+u | Yt = x) = L(Yu | Y0 = x) .

Continuidad de Procesos Estocásticos

Sea X = (Xt, t ∈ T) un proceso estocástico.

Definición 1.14. X se dice continuo en probabilidad si

P({| Xt − Xt0 |> ε}) −→ 0 , cuando t→ t0

Definición 1.15. Dados dos procesos estocásticos X y Y sobre (Ω,F , P) , se dice que
Y es una versión de X si

P(Yt 6= Xt) = 0 , ∀ t ∈ T
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Definición 1.16. Un proceso Xt es Markoviano cuando

E[ f (Xt+h) | Ft] = E[ f (Xt+h) | Xt] ∀ t > 0 , h > 0 ,

donde Ft es la σ-álgebra generada por {Xs, s ≤ t}, ∀ f : Rn → R , medible y acotada, o
bien:

P(Xt+h ∈ A | Xt0 = x0, Xt1
= x1, · · · , Xtn = x) = P(Xt+h ∈ A | Xt = x)

∀ t0 < t1 < · · · < t ; ∀ x0, x1, · · · , x .

Definición 1.17. Una filtración Gt , t ≥ 0 es una colección de sub-σ-álgebras de F tal
que Gt ⊆ GT si t < T .

Definición 1.18. (Ω, P,F , {Gt}) es llamado un espacio de probabilidad filtrado .

Definición 1.19. Dado un proceso (Xt)t≥0 en RD, se dice adaptado a una filtración Gt

si Xt es Gt-medible, ∀ t ≥ 0 .

Definición 1.20. Un proceso estocástico (Xt)t≥0 en una Martingala con respecto a una
filtración Gt , t ≥ 0 si se cumple lo siguiente :

(i) E[|Xt|] < ∞ , ∀ t ≥ 0 ,

(ii) Xt es adaptado a Gt ,

(iii) E[Xt+s|Gt] = Xt , ó bien, E[Xt+s − Xt|Gt] = 0 .

Definición 1.21. Una variable aleatoria τ ≥ 0 es llamada un tiempo de parada con
respecto a Gt si {τ ≤ t} ∈ Gt. Además Gτ := {B ⊂ Ω , B ∈ G : B ∩ {τ ≤ t} ∈ Gt}.
Ejemplo 1.22. Si el proceso (Xt)t≥0 tiene trayectorias continuas en RD y F es cerrado
en RD, entonces τ = ı́nf{t ≥ 0 : Xt ∈ F} es un tiempo de parada.

Definición 1.23. M es una martingala local con respecto a la filtración {Gt, t ≥ 0}, si existen
tiempos de parada τn ↑ ∞, tales que Mt∧τn es una martingala con respecto a {Gt∧τn , t ≥
0}.

En [6] se muestan las razones por las cuales las martingalas locales tienen mayor uso
en el analisis estocástico en comparación con las martingalas.

Definición 1.24. Un proceso (Xt)t≥0 es fuertemente Markoviano si

P(Xt+τ ∈ A | Gt) = P(Xt+τ ∈ A | Xτ)

1.1.2. Movimiento Browniano

El movimiento Browniano es un importante proceso que juega un rol central en
la teorı́a de probabilidades y sus aplicaciones, denominado ası́ en reconocimiento al
biólogo Robert Brown, quien lo descubrió cuando estudiaba el comportamiento de unas
partı́culas de polen en un medio homogéneo, en el año 1820. En una época más cercana,
Louis Bachelier (1900), Albert Einstein (1905) y Norbert Wiener (1923) comenzaron a de-
sarrollar la teorı́a matemática del movimiento Browniano. Wiener (1923) fué el primero
en dar al movimiento Browniano una base matemática firme.
El trabajo de Wiener sobre el movimiento Browniano estableció un importante prece-
dente para hallar aplicaciones en fı́sica, ingenierı́a y biologı́a.
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Movimiento Browniano en R

Definición 1.25. Un proceso estocástico a valores reales B = (Bt, t ∈ R+) , definido
en un espacio de probabilidad (Ω,F , P) , es llamado movimiento Browniano centrado
ó Proceso de Wiener centrado si las siguientes condiciones son satisfechas:

(i) B0(ω) = 0 , ∀ω ∈ Ω .

(ii) El mapa t→ Bt(ω) es una función continua de t ∈ R+, ∀ω ∈ Ω .

(iii) B tiene incrementos estacionarios Gaussianos e independientes.

(iv) ∀t > 0, Bt tiene distribución N(0, t) .

Observación 1.26. Desde la estacionaridad de los incrementos se tiene que Bt − Bs tiene
la misma distribución que Bt−s−B0 = Bt−s la cual es Normal con media cero y varianza
t − s . Ası́, la varianza es proporcional a la longitud del intervalo [s, t] . Esto significa
intuitivamente que, mientras más grande es el intervalo mayor las fluctuaciones del
movimiento Browniano en el mismo.

Es inmediato desde la definición que, el movimiento Browniano centrado tiene fun-
ción esperanza

µB(t) = EBt = 0 , t ≥ 0 ,

y, como los incrementos Bs − B0 = Bs y Bt − Bs son indenpendientes para t > s , su
función covarianza es

cB(t, s) = E
[
[(Bt − Bs) + Bs]Bs

]
= E[(Bt − Bs)Bs] + EB2

s

= E(Bt − Bs)EBs + s = 0 + s = s, 0 ≤ s < t

Como un proceso Gaussiano está caracterizado por sus funciones esperanza y co-
varianza, podemos dar una definición alternativa:

Definición 1.27. Un movimiento Browniano centrado es un proceso Gaussiano con
trayectorias continuas, tal que

µB(t) = 0 , cB(t, s) = mı́n(s, t). (1.2)

Algunas propiedades y caracterizaciones del movimiento Browniano en R

Ejemplo 1.28. Supongamos que Bt es un movimiento Browniano centrado, entonces los
siguientes cuatro procesos también son movimientos Brownianos:

B̃t = −Bt .

Si δ > 0 fijo: B̃t = Bt+δ − Bδ .

Para cada α > 0 fijo: B̃t = 1√
α

Bαt .
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B̃0 = 0 , B̃t = t
(

B1/t

)
, movimiento Browniano escalado

Observación 1.29. El movimiento Browniano es una Martingala .
En efecto,

Sea {Bt : t ≥ 0} un movimiento Browniano y definimos Bt = σ
(
{Bs, s ≤ t}

)
.

Entonces
(

Bt,Bt

)

t≥0
es una martingala. En efecto, trivialmente Bt es Bt-medible y

además usando la independencia entre los incrementos se tiene:

E[(Bt | Bs)] = E[(Bt − Bs + Bs) | Bs]

= E[(Bt − Bs) | Bs] + E[Bs | Bs]

= E[Bt − Bs] + Bs

= 0 + Bs = Bs

Y según la Observación (1.26),

E(Bt − Bs)
2 = t− s

Luego, el mapa t→ Bt es continuo en L2 y por lo tanto en L1, ası́ E(| Bt |) < ∞.
Más aún,

B2
t − t también es una Bt −martingala (1.3)

En efecto;
De nuevo, B2

t − t es Bt-medible y E(| B2
t − t |) ≤ E(B2

t ) + t = 2t < ∞ ∀t . Además,

E[(B2
t − t) | Bs]− (B2

s − s) = E[(B2
t − t− B2

s + s) | Bs]

= E[((Bt − Bs)
2 − (t− s)− 2B2

s + 2BtBs) | Bs]

= E[(Bt − Bs)
2 − (t− s) | Bs] + 2E[(Bs(Bt − Bs)) | Bs]

= (t− s)− (t− s) + 2Bs(E(Bt − Bs))

= 0 + 0 = 0.

El movimiento Browniano es un proceso de Markov a tiempo continuo .
En efecto,
Para cualquier función Borel acotada f : R → R y s, t ≥ 0 ,

St f (Bs) = E[ f (Bt+s) | Bs] (1.4)

donde el semigrupo de transición (St)t≥0 está dado por

St f (x) :=

{∫ ∞

−∞
pt(x, y) f (y)dy si t > 0

f (x) si t = 0

donde

pt(x, y) := (2πt)−1/2 exp
[
− (x− y)2

2t

]
(1.5)
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es la densidad de transición Browniana . Es fácil confirmar que (St)t≥0 es un semi-
grupo:

St+s = StSs = SsSt (s, t > 0) , S0 = I (1.6)

La propiedad de semigrupo (1.6) sugiere que en algún sentido se tiene :

d

dt
St = lı́ms↓0

1

s
(St+s − St) = StL = LSt, (1.7)

donde

L := lı́ms↓0
1

s
(Ss − I) (1.8)

es el generador infinitésimal de (St)t≥0 . Desde (1.9) deberı́amos definir L f para f
adecuada, por

L f := lı́mt↓0
1

t
(St f − I f ), (1.9)

y, de hecho, si f ∈ C2
b entonces

lı́mt↓0
1

t
(St f − f )(x) = lı́mt↓0

∫ ∞

−∞

f (x + y
√

t)− f (x)

t
exp(−1

2
y2)

dy√
2π

= lı́mt↓0
∫ ∞

−∞

1

t
{y
√

t f ′(x) +
1

2
y2t f ′′(x + θy

√
t)}×

exp(−1

2
y2)

dy√
2π

=
1

2
f ′′(x)

(donde θ ∈ (0, 1)).

Ası́, el generador infinitésimal del movimiento Browniano es

L =
1

2

d2

dx2
,

por lo menos cuando es aplicado a C2
b(R) . Desde (1.8), encontramos que, para

f ∈ C2
b(R) ,

∂

∂t
St f (x) = LSt f (x) =

1

2
(St f )′′(x) ,

lo cual conduce a la ecuación ”backward” de Kolmogorov para la densidad de transi-
ción Browniana:

∂

∂t
pt(x, y) =

1

2

∂2

∂x2
pt(x, y) , (1.10)

ya que f es arbitraria. Usando la otra parte de (1.8) nos dá

∂

∂t
St f (x) = StL f (x) =

1

2
St f ′′(x) ,
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y una integración por partes ahora conduce a la ecuación ”forward” de Kolmogorov
para la densidad Browniana:

∂

∂t
pt(x, y) =

1

2

∂2

∂y2
pt(x, y) . (1.11)

Esta ecuación es conocida en fı́sica como la ecuación del calor , o la ecuación de difusión
, ası́ llamada porque ésta determina el flujo fı́sico del calor, o la difusión fı́sica de
partı́culas en solución, en un medio homogéneo.

Teorema 1.30 (Existencia y Unicidad del movimiento Browniano). Existe un espacio de
probabilidad en el cual es posible definir un proceso (Bt)0≤t≤1 , con las propiedades dadas en la
definición (1.25). Véase [7].

Definición 1.31. Si b ∈ R , x0 ∈ R y σ2
> 0 , un movimiento Browniano comenzando

en x0 , con drift b ∈ R y coeficiente de difusión σ2 es un proceso en [0, T] tal que

(a) B0 = x0 con probabilidad igual a 1 ;

(b) 0 ≤ t0 < t1 < t2 < · · · < tm ≤ T : {Bti+1
− Bti

}m
i=0 son independientes con

distribución-N(b(ti+1 − ti), σ2(ti+1 − ti)) ;

(c) Bt(ω) es continua en t , para todo ω .

Ejemplo 1.32. Si Bt es un movimiento Browniano centrado, entonces

B̃t = x0 + bt + σBt

es un movimiento Browniano con drift b y coeficiente de difusión σ2 .

Definición 1.33. Sea 1 < D ∈ N . Un movimiento Browniano D-dimensional es un
vector (B1

t , B2
t , · · · , BD

t ) tal que, {Bi
t}D

i=1 son movimientos Brownianos independientes.
(Las coordenadas del vector son independientes ∀t) .

Definición 1.34. Si b ∈ RD , σ ∈ MD×D es invertible con entradas reales, diremos B̃t es
un movimiento Browniano en dimensión D con drift b y coeficiente de difusión a = σ · σT

, comenzando en x̃0 ∈ RD , si

B̃t
L
= x̃0 + tb + σBt

con Bt un movimiento Browniano D-dimensional.

1.1.3. Acerca de las trayectorias Brownianas

Sea Bt(ω), t ≥ 0 , una trayectoria Browniana fija pero arbitraria. Ya conocemos
desde la definición de movimiento Browniano que sus trayectorias son continuas, con
un comportamiento extremadamente irregular, debido a que las mismas se construyen
desde sus incrementos independientes sobre intervalos adyacentes.
A continuación se presentan algunos resultados referentes a este comportamiento:
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Proposición 1.35.

P
(

ω : sup
t≥0

Bt(ω) = ∞
)

= 1

Corolario 1.36.
P
(

ω : ı́nft≥0 Bt(ω) = −∞
)

= 1

Proposición 1.37. Con probabilidad igual a 1,

Bt

t
−→ 0 , cuando t→ ∞

Teorema 1.38.
P
(

ω : Bt(ω) es no diferenciable ∀ t ∈ [0, 1]
)

= 1

Para verificar estos resultados puede verse [4].

La propiedad fuerte de Markov y el Principio de Reflexión

Para recordar el concepto de tiempo de parada, véase la definición (1.21.).

Teorema 1.39. Sea (Bt)t≥0 un movimiento Browniano en un espacio de probabilidad filtrado
(Ω, P,G, (Gt)) y sea τ un (Gt)-tiempo de parada. Entonces el proceso

B
(τ)
t := Bτ+t − Bτ , t ≥ 0 ,

es un movimiento Browniano independiente de Gτ .

Definición 1.40. Para b ∈ R , se define el tiempo de llegada a b :

Tb := ı́nf{t > 0 : Bt = b} .

Observación 1.41. Se sigue de la proposición 1.35y el corolario 1.36 que:

P{Tb < ∞, b ∈ R} = 1 , ∀b ∈ R

Sea B̃t el reflejado de Bt en Tb :

B̃t =

{
Bt para t < Tb ,

2BTb
− Bt para t ≥ Tb .

(1.12)

Geométricamente, B̃t coincide con Bt hasta el tiempo Tb ; después de este tiempo

B̃t es el reflejado de Bt alrededor de la lı́nea horizontal de altura b . Véase la siguiente
figura :

Teorema 1.42. (El Principio de Reflexión) B̃t es un movimiento Browniano estándar.
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Figura 1.1: Movimiento Browwniano reflejado .

Demostración: Consideremos los siguientes procesos estocásticos:

Y = Yt := Bt , para 0 ≤ t ≤ Tb ,

Z = Zt := B(t+Tb)
− BTb

= B(t+Tb)
− b , para t > 0 .

Por el Teorema (1.39) , Zt es un movimiento Browniano y es independiente de Yt . Por el
Ejemplo (1.28) , −Zt también es un movimiento Browniano y además, de igual manera,
independiente de Yt , por lo que se tiene la identidad en distribución:

(Y, Z)
L
= (Y,−Z) .

Sea la función ϕ[(Y, Z)] = (Yt1{t≤Tb} + (b + Zt−Tb
)1{t>Tb})t≥0 . Nótese que :

Si t ≤ Tb , entonces ϕ[(Y, Z)] = Bt , y si t > Tb , de nuevo, ϕ[(Y, Z)] = Bt .
En otras palabras, ϕ[(Y, Z)] = Bt . Luego, ϕ produce un proceso continuo y ϕ[(Y, Z)]
tendrá la misma Ley que ϕ[(Y,−Z)] :

ϕ[(Y, Z)]
L
= ϕ[(Y,−Z)]

Pero, si t ≤ Tb , entonces ϕ[(Y,−Z)] = Bt , y si t > Tb , entonces ϕ[(Y,−Z)] = 2b− Bt;

es decir, ϕ[(Y,−Z)] = B̃t .

Por lo tanto, B̃t
L
= Bt . Ası́, el proceso B̃t es un movimiento Browniano.

�

A partir del resultado anterior, se obtiene :

Corolario 1.43. Sea Mt := sup{Bu : u ≤ t} . Entonces, para b, y ≥ 0 , t ≥ 0 ,

P[Mt ≥ b, Bt ≤ b− y] = P[Bt ≥ b + y] (1.13)
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Demostración:

P[Mt ≥ b, Bt ≤ b− y] = P[Mt ≥ b, B̃t ≤ b− y]

= P[2b− Bt ≤ b− y]

= P[Bt ≥ b + y] .

�

Corolario 1.44. Sea B un movimiento Browniano estándar. Sea b > 0 . Entonces,

P[Mt > b] = 2P[Bt > b] .

Demostración: Directamente del corolario anterior, con y = 0:

P[Tb ≤ t] = P[Mt ≥ b] = P[Mt ≥ b, Bt ≤ b] + P[Mt ≥ b, Bt ≥ b]

= P[Bt ≥ b] + P[Bt ≥ b]

= 2P[Bt ≥ b] .

�

Observación 1.45. (1) Nótese que del Corolario (1.44) se obtiene la Ley de Tb , fácil-
mente podemos hallar su función de densidad, ası́:

P[Tb ≤ t] = 2P[Bt ≥ b]
= 2P[

√
tB1 ≥ b] (Por escalamiento , c =

√
t) ,

= 2P[B1 ≥ b√
t
]

= 2
∫ ∞

b√
t

e−
z2
2√

2π
dz

Diferenciamos respecto de t la última igualdad,

P[Tb ∈ dt]/dt =
d

dt


2
∫ ∞

b/
√

t

e−
z2

2√
2π

dz




=
d

du


2
∫ ∞

u

e−
z2

2√
2π

dz




∣∣∣∣∣∣
u=b/

√
t

d

dt

( b√
t

)

=

(
− 2√

2π
e−

b2

2t

)(
− b

2
√

t3

)

=
b√

2πt3
e−b2/2t ,
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Por lo tanto,

P[Tb ∈ dt]/dt =
b√

2πt3
e−b2/2t .

(2) Sea Px la Ley del movimiento Browniano comenzando en x, entonces se sigue
fácilmente de (1.13) que, para x, y > 0,

Px[Bt ≥ y, T0 ≤ t] = Px[Bt ≤ −y] ,

de donde la densidad de transición, p∗t , del movimiento Browniano comenzando
en x > 0 y aniquilado cuando toca por primera vez al cero viene dada por:

p∗t (x, y) := Px[Bt ∈ dy, T0 > t]/dy = pt(x, y)− pt(x,−y) =
e−

(x−y)2

2t√
2πt

− e−
(x+y)2

2t√
2πt

,

(1.14)

donde pt está dada por la ecuación (1.5). Además, se verifica directamente que
p∗t (x, y) es la solución de la ecuación del calor con las condiciones :

∂p∗

∂t
=

1

2

∂2p∗

∂x2

{
p∗0(x, y) = δy(x) ,

p∗t (0, y) = 0 ∀ y .
(1.15)

Por lo anterior, se tiene que resolver el problema de transición Browniana con una
barrera en cero es equivalente a resolver la ecuación fundamental de la ecuación
del calor con la condición de frontera, cero en la barrera.

Es importante mantener ésto en mente, ya que por esta vı́a se hará la demostración
del teorema principal del Capı́tulo 2.

A continuación, vamos a recopilar algunas nociones de cálculo estocástico, necesa-
rios también para comprender la mencionada prueba del Capı́tulo 2.

1.1.4. Nociones de Análisis Estocástico

La Integral de Itô

Sea (Ω,F , P) un espacio de probabilidad y B la σ-álgebra de Borel en R.
Si B(t, ω) es un movimiento Browniano en el espacio dado, consideramos Ft como

la σ-álgebra generada por {B(s), s ≤ t}.
Observación 1.46. La integral de Itô para S < T, denotada como:

∫ T

S
f (t, ω)dB(t, ω) (1.16)

se puede definir para los integrandos f que satisfacen las siguientes condiciones:

(i) f (t, ω) es B×F -medible



14

(ii) f (t, ω) es Ft-medible, para cada t ≥ 0

(iii) E

{
∫ T

S f 2(t, ω)dt

}
< ∞, ó bien, f ∈ L2

(
[S, T]×Ω, dt× P

)
.

Para más detalle puede verse [12].
Veamos ahora algunas propiedades que presenta (1.16):

1. E
{∫ T

S f (t, ω)dB(t, ω)
}

= 0

2. E
{∫ T

S f (t, ω)dB(t, ω)
}2

= E
{∫ T

S f 2(t, ω)dt
}

3. Si S < U < T, entonces∫ T
S f (t, ω)dB(t, ω) =

∫ U
S f (t, ω)dB(t, ω) +

∫ T
U f (t, ω)dB(t, ω)

4. Para c ∈ R y f , g satisfaciendo las condiciones (i), (ii), (iii):∫ T
S

(
c f (t, ω) + g(t, ω)dB(t, ω) = c

∫ T
S f (t, ω)dB(t, ω) +

∫ T
S g(t, ω)dB(t, ω)

5.
∫ T

S f (t, ω)dB(t, ω) es FT-medible

6.
∫ T

0 f (t, ω)dB(t, ω) es FT-martingala

7. Si f , { fn}n≥1 satisfacen (i), (ii), (iii) tales que fn −−−→
n→∞

f , en L2(dt× P), entonces
∫ T

S fn(t, ω)dB(t, ω) −−−→
n→∞

∫ T
S f (t, ω)dB(t, ω)

Es posible extender la definición (1.48), debilitando un poco las condiciones (ii) y
(iii), en el siguiente sentido:
(ii’): si f (s) es Hs-adaptada para cierta filtración Hs tal que Fs ⊂ Hs y Bs es una Hs-
martingala, y

(iii’): P
( ∫ T

0 f 2(t, ω)ds < ∞, ∀ t ≤ T
)
= 1.

Con estos previos podemos presentar la fórmula de Itô, útil herramienta del cálculo
estocástico y con aplicación en nuestro trabajo.

La Fórmula de Iô

Definición 1.47. Sea Bt un movimiento Browniano en (Ω,F , P). Un proceso de Itô uni-
dimensional es un proceso Xt de la forma,

Xt = X0 +
∫ t

0
u(s, w)ds +

∫ t

0
v(s, w)dBs, (1.17)

donde
∫ t

0 v(s, ω)dB(s) denota la integral de Itô dada en la definición (1.48), con v(s, ω),
u(s, ω) Hs-adaptadas, y tal que

P
{∫ t

0
|u(s, ω)|ds < ∞, ∀t > 0

}
= 1.
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Notación
(1.17) se puede escribir en forma diferencial:

dXt = udt + vdBt.

Teorema 1.48. (Fórmula de Itô Unidimensional)
Sea Xt un proceso de Itô y sea g : [0, ∞)×R de clase C2, entonces g(t, Xt) es un proceso
de Itô y

g(t, Xt) = g(0, X0) +
∫ t

0

∂

∂s
(g(s, Xs))ds +

∫ t

0

∂

∂x
(g(s, Xs))dXs

+
1

2

∫ t

0

∂2

∂x2
(g(s, Xs))(dXs)

2 (1.18)

donde dXs = u(s, ω)ds + v(s, ω)dBs y (dXs)2 := v2(s, ω)ds.

Definición 1.49. Un proceso de Itô Multidimensional en un proceso de la forma:

Xt = X0 +
∫ t

0
u(s, ω)ds +

∫ t

0
v(s, ω)dB(s), (1.19)

donde u = (u1, u2, . . . , un), B(t) = (B1(t), B2(t), . . . , Bm(t)) con su filtración Fm
t y donde

v(s, ω) = [vij(s, ω)]1≤i≤n
1≤j≤m

satisfacen:

(i) vij son conjuntamente medibles.
(ii) vij son Fm

t -adaptadas.

(iii) vij son L2
(
dt× P

)

Teorema 1.50. (Fórmula de Itô Multidimensional)
Sea Xt un proceso de Itô multidimensional en la forma (1.19) y sea g(t, x) : [0, ∞) ×
Rn → Rp, de clase C2, entonces g(t, Xt) es un proceso de Itô, (g1, . . . , gp), tal que:

gk(t, Xt) = gk(0, X0) +
∫ t

0

∂

∂s
(gk(s, Xs))ds +

∫ t

0

n

∑
i

∂

∂xi
(gk(s, Xs))dXi

+
1

2

∫ t

0

n

∑
i,j

∂2

∂xi∂xj
(gk(s, Xs))dXidXj (1.20)

1.1.5. La Ecuación del Calor

A continuación, vamos a mostrar la relación entre la ecuación del calor en una re-
gión de Rn y la distribución del tiempo de escape de un movimiento Browniano desde
esa región. Sea Bt un movimiento Browniano en Rn, comenzando en una región angu-
lar abierta D. Sea T = ı́nf{t > 0 : Bt /∈ D}. Para f continua y acotada, deseamos hallar
u(t, x), tal que satisfaga:

(a)
∂u

∂t
=

1

2
∆u, en (0, ∞)× D

(b) u es continua en [0, ∞)× D

{
u(0, x) = f (x), x ∈ D

u(t, x) = 0, t > 0, x ∈ ∂D
(1.21)
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Proposición 1.51. Si v(t, x) es solución acotada de (1.21), entonces v(t, x) = Ex( f (Bt); T > t),
donde Bt en un movimiento Browniano comenzando en x.

Demostración: Sea Ms := v(t − s, Bs), para 0 < s < t ∧ T. Por la fórmula de Itô,
aplicada al proceso Ms, nos dá:

v
(

t− s, Bs

)
=v(t, B0) +

∫ s

0

∂

∂r
(v(t− r, Br))dr

+
∫ s

0
∇v(t− r, Br)dBr +

1

2

∫ s

0
∆v(t− r, Br)(dBr)

2

=v(t, B0) +
∫ s

0

[
−vr(t− r, Br) +

1

2
∆v(t− r, Br)

]
dr

+
∫ s

0
∇v(t− r, Br)dBr

Pero v satisface (a), por lo tanto:

v
(

t− s, Bs

)
=v(t, B0) +

∫ s

0
∇v(t− r, Br)dBr

Luego, por las propiedades de la integral de Itô, Ms es una martingala local en [0, t∧ T).
Como v es acotada, entonces Ms, 0 ≤ s < t ∧ T, es una martingala acotada. Luego, por
el teorema de convergencia de martingalas, Ms converge casi seguramente a un lı́mite
finito, es decir:

lı́ms↑(t∧T) Ms existe c.s

Ahora bien, como v satisface (b) y es acotada, entonces se tiene:

lı́ms↑(t∧T) Ms = lı́ms↑(t∧T) v(t− s, Bs) = f (Bt)1{T>t} (I)

Además, como Ms = E
(

Mr|Fs

)
∀r ≥ s, y Mr es uniformemente integrable, de (I) se

sigue que:
Ms = E

(
f (Bt)1{T>t}|Fs

)

Tomando s = 0,

M0 = v(t, x) = E
(

f (Bt)1{T>t}|F0

)
= E

(
f (Bt)1{T>t}

)

Se ha encontrado una solución única de (1.21) y es:

v(t, x) = E
(

f (Bt)1{T>t}
)

Se ha demostrado que si v es solución acotada de (1.21), entonces tiene que ser E
(

f (Bt)1{T>t}
)
.

�

Observación 1.52. En el caso en que f ≡ 1, tenemos que v(t, x) = Px(T > t). Se puede
demostrar también que el lado derecho de la última igualdad es una solución clásica de
(1.21) en el caso en que D sea una región angular limitada por hiperplanos. (Véase [6]
para más detalle)
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Este previo es muy importante para la comprensión del enfoque dado a la prueba
principal del capı́tulo 2.

En la siguiente sección, vamos a desarrollar algunas nociones acerca de grupos fini-
tos generados por reflexiones. Esto debido a que, uno de los pincipales resultados que
vamos a estudiar , datallado en [5] , requiere de estos elementos, por ello es importante
definir y mostrar algunas nociones referentes a estos objetos matemáticos.

1.2. Grupos Finitos Generados por Reflexiones

A continuación, presentamos algunas nociones de grupos finitos generados por re-
flexiones. Las mismas servirán para familiarizarnos con la teorı́a base del trabajo de-
sarrollado por Doumerc y O’Connell en [5]. En función de esta teorı́a se obtiene una
expresión para la distribución del primer momento de escape del movimiento Brown-
iano desde ciertas regiones angulares en Rn. Es importante hacer notar cómo a partir
de teorı́a referente a esta área de la matemática se pueden encontrar soluciones a prob-
lemas planteados en probabilidades, mostrando la interacción eficaz entre las distintas
áreas.
Los grupos finitos generados por reflexiones son grupos abstractos que admiten una
descripción formal en términos de simetrı́as asociadas a hiperplanos. Si el espacio sobre
el cual actúan las mismas es el Euclideano, entonces los grupos son conocidos como
Grupos Finitos de Coxeter.

Vamos a comenzar por recordar la definición de reflexión, sus propiedades y los
elementos ligados a ésta.

1.2.1. Reflexiones

Consideremos el espacio euclideo Rn con el producto interno usual. Denotemos por
H algún hiperplano de Rn.

Definición 1.53. Sea α un vector no-nulo en Rn. Se define el conjunto:

Rα = {xα : x ∈ R}

Definición 1.54. Una reflexión s, es un operador lineal en Rn, que envı́a un vector no
nulo α en su opuesto, dejando fijo el hiperplano H ortogonal a dicho vector α.

Observación 1.55. (a) Si el origen pertenece a H, entonces s deja fijo al origen y ası́ puede
ser tratada como una transformación ortogonal lineal de Rn.

(b) El hiperplano H es conocido como el “espejo ”de la reflexión s.

Procedemos a construir la expresión para s.
Consideremos la reflexión s con el hiperplano H y tomamos un vector no nulo α per-

pendicular a H, entonces Rα = H⊥ (H⊥ es el complemento ortogonal de H en Rn), ası́ s
envı́a α a −α y preserva los vectores en H⊥, entonces se puede verificar fácilmente que
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s puede ser escrita en la forma :

sαβ = β− 2〈β, α〉
〈α, α〉 α (1.22)

De hecho, un cálculo directo demuestra que (1.22) se cumple cuando β ∈ H y cuando
β = α. Por la obvia linealidad del lado derecho de (1.22) con respecto a β, también se
cumple cuando β ∈ Rα⊕H.

Definición 1.56. Denotaremos por O(V) al espacio de todas las transformaciones or-
togonales de V.

Observaciones

Dado un vector no-nulo α ∈ Rn la transformación lineal sα es ortogonal :

〈sαβ, sαγ〉 = 〈β, γ〉 ∀ β, γ ∈ R
n.

sα = scα , ∀ c ∈ R− {0}

s tiene orden 2 en O(Rn), es decir : s2 = 1 .

Un grupo finito generado por reflexiones es un tipo especialmente interesante de
subgrupos finitos de O(Rn) .
A continuación mencionamos un par de grupos conocidos, que serán utilizados en la
resolución del problema de escape Browniano en el capı́tulo 2. El primero de estos, re-
presenta un ejemplo de subgrupos finitos de O(Rn) :
(1.) Grupo Dihédrico I2(m).
Sea R2 el espacio euclideano plano y sea I2(m) el grupo dihédrico de orden 2m, con-
sistente de las transformaciones ortogonales que preservan un polı́gono regular de m-
lados centrado en el origen. I2(m) contiene m rotaciones (por múltiplos de 2π

m ) y m re-
flexiones (a través de las “diagonales ”del polı́gono). Aquı́ diagonal significa la lı́nea
que bisecta el polı́gono, conectando dos vértices o los puntos medios de lados opuestos
si m es par ó conectando un vértice al punto medio del lado opuesto si m es impar.

Observación 1.57. El grupo I2(m) es de hecho generado sólo por reflexiones, debido a
que una rotación por 2π

m puede ser obtenida como una composición de dos reflexiones
relativas a un par de diagonales adyacentes que forman un ángulo de θ = π

m .

(2.) Grupo Simétrico ó Grupo de las Permutaciones Sn.
Sea S un conjunto no vacı́o, y

A(S) = { f : f : S→ S y f es una biyección}

El conjunto A(S) con la composición de funciones es un grupo. Los elementos de A(S)
son llamados permutaciones y A(S) se le denomina el grupo de las permutaciones sobre S.
Si S = {1, 2, . . . , n}, entonces A(S) se denomina el Grupo Simétrico sobre n variables
y lo denotaremos por Sn . Aquı́ existen varios subgrupos finitos, éstos son etiquetados
como “tipos ” : (An−1, n ≥ 2); (Bn, n ≥ 2); (Dn, n ≥ 4), para mayor detalle acerca de
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estos subgrupos revı́sese [9]. Tenemos que |Sn| = n! . Como un elemento σ ∈ Sn es una
función sobre el conjunto finito S entonces, podemos denotar a σ ası́ :

σ =

(
1 2 3 . . . n
i1 i2 i3 . . . in

)

donde ik = σ(k) , ∀ k = 1, . . . , n .
Y el grupo de reflexión finito, en este caso, será el formado por todas las acciones que
permutan los vectores básicos canónicos del espacio Rn.

1.2.2. Sistema de Raı́ces

Sea V el espacio euclideo y hasta ahora, tenemos definidos los dos elementos ligados
a una reflexión s, como lo son el vector α ∈ V y el hiperplano H ⊆ V. En lo sucesivo,
denotaremos por W a un grupo finito generado por reflexiones sα, actuando sobre el
espacio euclideano V.
Queremos dar la idea de cómo actúa W sobre V. Cada reflexión sα en W determina un
hiperplano de reflexión Hα y además, una lı́nea Lα = Rα ortogonal a éste.
Entonces, la acción del grupo W sobre V consiste en permutar las lı́neas Lα para cada α
tal que sα ∈ W . En efecto:

Proposición 1.58. Si t ∈ O(V) y α es un vector no-nulo en V, entonces tsαt−1 = stα. En
particular, si w ∈ W, entonces swα pertenece a W siempre que sα ∈ W .

Demostración: ( Ver proposición A.1) �

Se tiene entonces que para w ∈ W : w(Lα) = Lwα, (en palabras,las lı́neas Lα son
determinadas por W, y no los vectores α).

Sea Φ un conjunto finito de vectores no-nulos en V satisfaciendo las siguientes condi-
ciones:
(R1) Φ ∩Rα = {α,−α} , ∀α ∈ Φ

(R2) sαΦ = Φ , ∀α ∈ Φ

Entonces,
Definimos W como el grupo generado por las reflexiones sα, α ∈ Φ .

Definición 1.59. Diremos que Φ es un sistema de raı́ces con grupo de reflexión asociado
W .

Ahora bien, el grupo de reflexiones W ⊂ O(V) será en lo sucesivo, estudiado en
conjunción con un sistema de raı́ces Φ ⊂ V , sujeto sólo a (R1) y a (R2).
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1.2.3. Sistemas Simples y Positivos

Fijemos un sistema de raı́ces Φ en el espacio euclideano V, tal que W es el grupo finito
generado por todas las reflexiones sα (α ∈ Φ), permutadas por los elementos de W.
Vamos a presentar unos elementos que nos permitirán estudiar al grupo W.
Es posible que Φ sea extremadamente grande comparado con la dimensión de V, por
ejemplo, cuando W es el grupo dihédrico, Φ puede tener tantos elementos como haya
en W, mientras que dim(V) = 2.

Esto conduce a considerar un subconjunto de Φ, que permita reconstruir a Φ, es de-
cir, nos preguntamos si cada raı́z en Φ es una combinación R-lineal de algunas raı́ces en
Φ, con coeficientes todos de igual signo. Ésas raı́ces formarı́an un subconjunto, conoci-
do desde álgebra como linealmente independiente.

Entonces, consideramos esto como nuestro punto de partida para hallar tal conjunto.
Consideramos una partición de Φ en raı́ces “positivas ”y “negativas ”con exactamente
uno de cada par {−α, α} , particiones de este tipo son sencillas de encontrar (por el or-
den total de V). Recordemos la definición de orden total de un espacio euclideano.

Definición 1.60. Un Orden Total en el espacio vectorial V es una relación transitiva
sobre V, denotada por < , satisfaciendo los siguientes axiomas :

1. Para cada par λ , µ ∈ V , exactamente uno de los siguientes se cumple : λ < µ ,
λ > µ , λ = µ .

2. Para todo λ , µ , ν ∈ V , si µ < ν , entonces λ + µ < λ + ν .

3. Si µ < ν y c ∈ R− {0} , entonces cµ < cν si c > 0 , mientras cν < cµ ; si c < 0 .

Definición 1.61. Dado un orden en V , decimos que λ ∈ V es positivo si 0 < λ . La
suma de vectores positivos es positiva, ası́ como la multiplicación por escalar de un
vector positivo por un número real positivo.

Definición 1.62. Sea (<) un orden total en V y Φ un sistema de raı́ces en V . Diremos
que un subconjunto Π de Φ , es un sistema positivo si éste consiste de todas las raı́ces
que son positivas relativo al orden de V . Cuando Π es fijado podemos escribir α > 0
en lugar de α ∈ Π .

Observación 1.63. −Π es llamado un sistema negativo .

Como las raı́ces vienen en pares {−α, α} es claro que Φ = −Π tΠ

Definición 1.64. Diremos que un subconjunto ∆ de Φ es un sistema simple (y llamare-
mos a sus elementos raı́ces simples) si es una base del espacio vectorial real generado por
Φ en V y si cada α ∈ Φ es una combinación lineal de elementos en ∆ con coeficientes
todos del mismo signo (todos positivos ó todos negativos) .

A continuación presentamos bases teóricas que garantizan la existencia de estos sis-
temas.
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Teorema 1.65. Si ∆ es un sistema simple en Φ entonces existe un único sistema
positivo que contiene a ∆ .

Todo sistema positivo Π en Φ contiene un único sistema simple; en particular
existen sistemas simples .

Para una demostración veáse [9].
Tenemos demostrado que sistemas simples y positivos en Φ se determinan a cada uno
de manera única. Resultado que garantiza la unicidad y correspondencia entre estos dos
conjuntos, propiedad que será útil en los cálculos que desarrollaremos en el Capı́tulo 2.

Observación 1.66. Para cualquier sistema simple ∆ y para cualquier w ∈ W , w∆ es de
nuevo un sistema simple, con correspondiente sistema positivo wΠ (si Π es el sistema
positivo determinado por ∆ ).

Para entender mejor el pasaje desde Π a wΠ, consideramos el caso especial w = sα ,
(α ∈ ∆). Encontramos que Π y sαΠ difieren sólo por una raı́z:

Proposición 1.67. Sea ∆ un sistema simple, contenido en el sistema positivo Π . Si α ∈ ∆

, entonces sα(Π\{α}) = Π\{α} .

Demostración: (Véase Proposición (0.9) del Apéndice A) . �

1.2.4. Generación por reflexiones simples

En esta sección queremos presentar un resultado que garantiza que el grupo W
puede generarse aún por reflexiones en el conjunto ∆ .
Fijamos un sistema simple ∆ y el correspondiente sistema positivo Π en Φ .

Definición 1.68. Sea β ∈ Φ, el cual se escribe únicamente como β = Σα∈∆cαα. Se define
a la altura de β (relativa a ∆ ), por Σcα, lo denotaremos por ht(β) .

Por ejemplo, si β ∈ ∆, ht(β) = 1 .

Teorema 1.69. Sea ∆ un sistema simple fijo, W es generado por las reflexiones sα , (α ∈
∆) .

Demostración: (Ver el teorema A.4) �

Por lo tanto, cuando estemos resolviendo el problema de escape Browniano, genera-
remos al grupo finito (asociado a la región angular) por reflexiones en ∆.
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1.3. Funciones de Bessel del Primer Orden

En la presente sección, recopilamos algunas nociones sobre funciones de Bessel y
sobre polinomios asociados a las mismas. Tenemos especial interés en las funciones de
Bessel de primer orden, debido a que el estudio desarrollado en [3], muestra un resul-
tado en función de éstas y, como consecuencia de compararlo con resultados dados en
[5] aparecerán los polinomios de Neumann relacionados con los coeficientes de Bessel,
por lo que resulta útil y oportuno mirar su definición y algunas propiedades que nos
familiaricen con estas nociones.

En general, las funciones de Bessel Zυ(z) son soluciones de la ecuación diferencial :

z2 d2y

dz2
+ z

dy

dz
+ (z2 − υ2)y = 0 (1.23)

conocida como la Ecuación Diferencial de Bessel.
Tipos especiales de funciones de Bessel son las llamadas Funciones de Bessel de Primer

Orden Jυ(z), Funciones de Bessel de Segundo Orden Nυ(z); (también llamadas funciones
de Neumann y frecuentemente escritas como Yυ(z) ), y Funciones de Bessel de Tercer Orden

H
(1)
υ (z) y H

(2)
υ (z) (también llamadas funciones de Hankel); siendo las primeras las que

nos interesan en este estudio. Para más información sobre funciones de Bessel, y en
particular demostración de los resultados presentados se puede consultar [15].

1.3.1. Coeficientes de Bessel Jn(z)

Jυ(z) es una función en dos variables, de argumento z y de orden υ (real o complejo).
En [15], se discuten cómo son las soluciones de la ecuación diferencial (1.23) y se llega a
que tal solución es de la forma:

Jυ(z) :=
∞

∑
m=0

(−1)m(1
2 z)υ+2m

m!Γ(υ + m + 1)
. (1.24)

Cuando se considera υ = n ∈ Z y z arbitrario, entonces a dichas funciones se les
llaman Coeficientes de Bessel de argumento z y orden entero n. Ası́, (1.24) se reescribe
como:

Jn(z) :=
∞

∑
m=0

(−1)m(1
2 z)n+2m

m!(n + m)!
, (1.25)

ó por su representación integral (tomada por Bessel como la definición de Jn(z) y desde
la cual derivó algunas de sus propiedades):

Jn(z) =
1

2π

∫ 2π

0
cos(nθ − z sin θ)dθ . (1.26)

(para mayor detalle véase [15]).

A continuación presentamos algunas propiedades Jn(z):
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Jn−1(z) + Jn+1(z) =
2n

z
Jn(z) ,

Jn−1(z)− Jn+1(z) = zJ′n(z) ,

zJ′n(z) + nJn(z) = zJn−1(z) ,

zJ′n(z)− nJn(z) = −zJn+1(z) ,

J′0(z) = −J1(z) ,

J−n(z) = (−1)nJn(z) .

(1.27)

En [15], se estudian y se demuestran estas propiedades.

Observación 1.70. Jυ(z) con υ ∈ R ó υ ∈ C , también satisface (1.27).

Teorema 1.71. Jυ(z) es una función analı́tica en z (excepto posiblemente en 0) y en υ,
para todos los valores de υ .

Comentario 1.72. Una importante consecuencia de este teorema es que, término a térmi-
no, integraciones y diferenciaciones (con respecto a z ó υ) de la serie Jυ(z) son permisi-
bles .

Ahora, vamos a recordar un tipo de función de Bessel que, aparece en una de las
expresiones de la distribución del tiempo de escape. Además de algunas ecuaciones
funcionales útiles para el estudio que llevaremos a cabo en el Capı́tulo 2.

1.3.2. Funciones de Bessel Modificadas de Primer Orden

La ecuación diferencial

x2 d2y

dx2
+ x

dy

dx
− (x2 + υ2)y = 0 , (1.28)

la cual difiere de la ecuación de Bessel sólo en el coeficiente de y, es de ocurrencia
frecuente en problemas fı́sicos matemáticos y una solución de la misma es la función de
variable real x, usualmente denotada por Iυ(x), y expresada como:

Iυ(x) :=
∞

∑
m=0

(1
2 x)υ+2m

m!Γ(υ + m + 1)
. (1.29)

Observación 1.73. (a) La función Iυ(x) satisface unas ecuaciones semejantes a (1.27):

Iυ−1(x)− Iυ+1(x) =
2υ

x
Iυ(x) ,

Iυ−1(x) + Iυ+1(x) = 2I′υ(x) ,

xI′υ(x) + υIυ(x) = xIυ−1(x) ,

xI′υ(x)− υIυ(x) = xIυ+1(x) ,

I′0(x) = I1(x) ,

I−n(x) = In(x) .

(1.30)
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(b) Una representación integral de Iυ(x) para υ > 0, que usaremos en el capı́tulo 2, es:

Iυ(x) =
1

π

∫ π

0
ex cos θ cos υθdθ − sen υπ

π

∫ ∞

0
e−x cosh t−υtdt . (1.31)

(c) Desde la definición dada arriba, podemos escribir una ecuación más útil entre
Iυ(x) y Jυ(z), que nos ayudará en el capı́tulo 2 a reescribir una expansión en serie
de funciones de Bessel, ésta es:

Iυ(x) = i−υJυ(iz) . (1.32)

1.3.3. Expansión en Series de funciones de Bessel

Cualquier serie del tipo
∞

∑
k=0

akJυ+k(z) ,

es llamada una serie de Neumann. Se desea expandir una función analı́tica y arbitraria
f (z), en un dominio que incluye el origen, en una serie de coeficientes de Bessel (υ = n),
en la forma

f (z) = α0J0(z) + α1J1(z) + α2J2(z) + · · · ,

donde α0, α1, α2, · · · ; son independientes de z .
Estudiemos algunos elementos ligados a estas expansiones:

Definición 1.74. La función On(t) , usualmente llamada polinomio de Neumann de on-
den n, está definida por

On(t) =
1

4

≤ 1
2 n

∑
m=0

n · (n−m− 1)!

m!(1
2 t)n−2m+1

, (n ≥ 1) (1.33)

Observación 1.75. (1) On(t) es un polinomio de grado n + 1 en la variable (1/t). Y se
define: O0(t) := 1/t.

(2) On(t) satisface las siguientes relaciones de recurrencia:

O1(t) = −O′0(t) , On+1(t) = On−1(t)− 2O′n(t)

(3) Los polinomios On(t) aparecieron como los coeficientes de Jn(z) en la expansión
en serie de coeficientes de Bessel de la función 1/(t− z), ası́:

1

t− z
≡ O0(t)J0(z) + 2O1(t)J1(z) + 2O2(t)J2(z) + · · · , (1.34)
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Expansión de Neumann de una función analı́tica en una serie de Coeficientes de
Bessel

Teorema 1.76. Sea C el contorno del cı́rculo |t| = r en C. Si f (z) es una función analı́tica
en | z |≤ r, entonces:

f (z) = J0(z) f (0) +
∞

∑
n=1

Jn(z)

πi

∫

C
On(t) f (t)dt

donde Jn(z) es la función de Bessel de orden entero n.

Demostración: se puede verificar que:

Jn(z) =
(1

2 z)n

n!
{1 + θn} , On(t) =

2n−1n!

tn+1
{1 + φn} ,

donde θn → 0 , φn → 0 cuando n→ ∞ cuando z y t son fijados. Por lo tanto, la serie

O0(t)J0(z) + 2
∞

∑
n=1

On(t)Jn(z) ≡ F(z, t)

es comparable con la serie goemétrica cuyo término general es zn/tn+1 , y esta serie
es absolutamente convergente cuando | z |<| t | , y ası́ la expansión para F(z, t) es
absolutamente convergente en las mismas circunstancias.
De nuevo, si | z |≤ r , | t |≥ R , donde r < R , la serie es comparable con la serie
geométrica cuyo término general es rn/Rn+1 y ası́ la expansión para F(z, t) converge
uniformemente en los dominios | z |≤ r y | t |≥ R. Por lo tanto, diferenciaciones
término a término son permisibles, y ası́

(
∂

∂t
+

∂

∂z
)F(z, t) =O′0(t)J0(z) + 2

∞

∑
n=1

O′n(t)Jn(z) + O0(t)J′0(z) + 2
∞

∑
n=1

On(t)J′n(z)

={O′0(t) + O1(t)}J0(z) +
∞

∑
n=1

{2O′n(t)−On−1(t) + On+1(t)}Jn(z)

=0 (usando la Obs.(1.72)(2))

Ya que

(
∂

∂t
+

∂

∂z
)F(z, t) = 0 ,

se sigue que F(z, t) debe ser una función en la variable t− z ; y como

F(0, t) = O0(t) = 1/t ,

es claro que, entonces F(z, t) = 1/(t− z) .
Y por lo tanto, hemos probado que:

1

t− z
= O0(t)J0(z) + 2

∞

∑
n=1

On(t)Jn(z), (1.35)
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simpre que | z |≤| t | .

Como f (z) es analı́tica en |z| ≤ |t|, entonces por el teorema de Cauchy, siempre que
|z| < r, tenemos:

f (z) =
1

2πi

∫

C

f (t)

t− z
dt

=
1

2πi

∫

C
f (t){O0(t)J0(z) + 2

∞

∑
n=1

On(t)Jn(z)}dt (por (1.35))

= J0(z) f (0) +
∞

∑
n=1

Jn(z)

πi

∫

C
On(t) f (t)dt

donde C es el contorno del cı́rculo |t| = r.
�

Ejemplo 1.77. En [15] se muestran este tipo de expansiones para las funciones:

1. cos z = J0(z)− 2J2(z) + 2J4(z)− · · · ,

2. sen z = 2J1(z)− 2J3(z) + 2J5(z)− · · · ,

Teniendo en cuenta este tipo de expansión para funciones analı́ticas, podremos mostrar
en el proceso de comparación de las expresiones de la distribución del tiempo de escape
en R2 , un método para expandir expresiones de la integral de probabilidad.
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El Problema de Escape

En este capı́tulo desarrollaremos el contenido esencial de este trabajo.
El problema de escape, a grandes rasgos, refiere el estudio de la distribución del primer

momento en que el movimiento Browniano abandona una región. En este estudio, la re-
gión donde comienza el movimiento Browniano es una región angular cuyas barreras
son hiperplanos. A medida que se fijan las condiciones y los elementos relacionados al
problema se avanza en el estudio logrando el cometido. La herramienta fundamental
en esta labor es el principio de reflexión. En el caso de R2, se tienen dos expresiones
para la distribución del primer momento de escape Browniano que resuelven el prob-
lema de salida. Una de ellas está dada en [3], válida para cualquiera sea el ángulo de la
región; y la otra en [5], donde la región está asociada con un grupo finito generado por
reflexiones y es válida en Rn para ciertos ángulos. Este resultado envuelve una condi-
ción, la cual se denomina “consistencia ”, y está relacionada con la estructura del grupo
de reflexión finito asociado. Se plantea la comparación de ésta, con la fórmula hallada
en [3] (la cual surge a consecuencia de una aplicación del principio se reflexión sobre el
ángulo Browniano plano). Y en este proceso de comparación surgirán algunos elemen-
tos que aumentan el interés y las perspectivas del estudio. Vamos a comenzar con el
problema de escape en R2 y posteriormente plantearemos el problema en Rn, ası́ como
los elementos que surgen del proceso de comparación.

2.1. Estudio del problema de escape del movimiento Brow-

niano plano

Consideremos un movimiento Browniano en el plano complejo Bt = B1
t + iB2

t ,
comenzando en algún punto z 6= 0 . Luego, B1

t y B2
t son movimientos Brownianos inde-

pendientes satisfaciendo las propiedades del movimiento Browniano que mencionamos
anteriormente. Escrito de otra manera, Bt = |Bt|eiθt .

El enfoque en este caso, estará encaminado por el estudio de dos procesos muy im-
portantes relacionados con las trayectorias de Bt; definidos como sigue :

Definición 2.1. Definimos el proceso θt, como la parte angular del movimiento Brownia-
no plano. θt es “el número de vueltas´´ de la trayectoria continua {Bs, s ≤ t} alrededor
del origen, es decir, θt es el proceso continuo dado por θt = Arg Bt .

Observación 2.2. Si z 6= 0 , entonces Pz({ω : Bt(ω) = 0 , para algún t > 0}) = 0 , por
lo que θt está bien definido. (Para una demostración véase [13].)

Definición 2.3. Sea Rt = |Bt| =
(
(B1

t )
2 + (B2

t )
2
)(1/2)

. Este proceso denota la distancia

del movimiento Browniano planar al origen y suele denominarse proceso de Bessel.
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Supongamos que para t = 0, se tiene R0 = ρ y θ0 = α , ası́ consideramos la
densidad,

p(t, r, θ; ρ, α) = P{Rt ∈ dr, θt ∈ dθ | R0 = ρ, θ0 = α} 1

rdrdθ
. (2.1)

En [3] se prueba el siguiente teorema, resolviendo la ecuación “backward”asociada
a la densidad conjunta:

Teorema 2.4.

p(t, r, θ; ρ, α) =
1

πt
exp

(
−r2 + ρ2

2t

) ∫ ∞

0
cos υ(θ − α)Iυ(

ρr

t
)dυ . (2.2)

donde Iυ(x) es la función de Bessel modificada de primer orden.

Si consideramos 0 < θ0 = α < β y definimos T(0,β) = ı́nf{t > 0 : θt /∈ (0, β)}, en-
tonces la densidad de transición del movimiento Browniano sin tocar la barrera angular
determinada por (0, β) está dada por:

u(t, r, θ; ρ, α) = P{T(0,β) > t, Rt ∈ dr, θt ∈ dθ | R0 = 0, θ0 = α} 1

(rdrdθ)
, (2.3)

A partir de (2.2) y por medio de una aplicación del principio de reflexión a θt se obtiene:

Teorema 2.5.

u(t, r, θ; ρ, α) =
1

βt
exp

(
−r2 + ρ2

2t

)
∑

k∈Z

I|kπ/β|
(ρr

t

)
sen
(kπα

β

)
sen
(kπθ

β

)
. (2.4)

Para la demostración véase [3].

Desde este teorema se obtiene una expresión para la distribución del tiempo de es-
cape del movimiento Browniano plano desde un región con barreras angulares:

Corolario 2.6. Sea Bt el movimiento Browniano planar comenzando en z = ρeiα, con β
y T(0,β) como en el teorema (2.4). Entonces,

Pz(T(0,β) > t) =
ρ e−ρ2/4t

(2πt)1/2 ∑
k∈Z

sen[(2k + 1)πα/β]

2k + 1
[I|2k+1|π/2β−1/2(ρ2/4t)

+ I|2k+1|π/2β+1/2(ρ2/4t)] . (2.5)

Demostración: Debemos integrar (2.4) respecto de rdrdθ , ası́:

Pz(T(0,β) > t) =
1

βt
e(−ρ2/2t) ∑

k∈Z

sen
(kπα

β

) ∫ β

0
sen
(kπθ

β

)
dθ

︸ ︷︷ ︸
(i)

∫ ∞

0
re(−r2/2t)I|kπ/β|

(ρr

t

)
dr

︸ ︷︷ ︸
(ii)

Resolviendo por separado se tiene,

(i) = β
kπ [1− cos kπ].
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Para resolver (ii), usamos integración por partes:

Se escoge u = I|kπ/β|
(

ρr
t

)
, luego por la observación (1.71)(a) (segunda ecuación), se

tiene:
du = ρ

2t [I|kπ/β|−1

(
ρr
t

)
+ I|kπ/β|+1

(
ρr
t

)
]dr y dv = re(−r2/2t) ⇒ v = −te(−r2/2t) .

Por lo tanto,

(ii) = lı́mb→∞

(
−te−r2/2tI|kπ/β|

(ρr

t

)
|b0
)

+
ρ

2

∫ ∞

0
e−r2/2t[I|kπ/β|−1

(ρr

t

)
+ I|kπ/β|+1

(ρr

t

)
]dr

Usamos definición integral de Iυ(x), dada en la ecuación (1.29), para acotarla y anular
el primer sumando de la última igualdad:

(ii) =
ρ

2

∫ ∞

0
e−r2/2t[I| kπ

β |−1

(ρr

t

)
+ I| kπ

β |+1

(ρr

t

)
]dr

Distribuyendo la integral para cada sumando y utilizando [8] [fórmula (6.618)(4)], ten-
emos:

(ii) =
ρ

2

{ √
π

2
√

1
2t

e

(
2tρ2

8t2

)
I 1

2 (| kπ
β |−1)

(2tρ2

8t2

)
+

√
π

2
√

1
2t

e

(
2tρ2

8t2

)
I 1

2 (| kπ
β |+1)

(2tρ2

8t2

)}

=
ρ

2

√
2πt

2
e(ρ2/4t)

[
I 1

2 (| kπ
β |−1)

(ρ2

4t

)
+ I 1

2 (| kπ
β |+1)

(ρ2

4t

)]

Ası́,

Pz(T(0,β) > t) =
1

βt
e(− ρ2

2t ) ∑
k∈Z

sen
(kπα

β

) β

kπ
(1− cos kπ)

ρ

2

√
2πt

2
e(

ρ2

4t )

×
[
I 1

2 (| kπ
β |−1)

(ρ2

4t

)
+ I 1

2 (| kπ
β |+1)

(ρ2

4t

)]

=
ρ
√

2πt

4πt
e(− ρ2

4t ) ∑
k∈Z

kimpar

sen
(

kπα
β

)

k
2×

[
I 1

2 (| kπ
β |−1)

(ρ2

4t

)

+ I 1
2 (| kπ

β |+1)

(ρ2

4t

)]

=
ρe(− ρ2

4t )

√
2πt

∑
k∈Z

sen
[

(2k+1)πα
β

]

2k + 1

[
I 1

2 (| (2k+1)π
β |−1)

(ρ2

4t

)

+ I 1
2 (| (2k+1)π

β |+1)

(ρ2

4t

)]

�
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Ejemplo 2.7. Sean β = π
3 y Bt un movimiento Browniano plano, comenzando en z =

ρeiα = ρei
β
2 , con z ∈ C, donde C es la región angular de escape que se muestra en la

siguiente figura:
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β = π
3

0

π
6

z

θt

C

α

Figura 2.1: Región de escape Browniana en R2 .

Vamos a calcular la distribución del tiempo de escape del Browniano plano desde la
región C = {θt : 0 < θt < β}. Con T(0,β) como antes, se tiene:

Pz(T(0,β) > t) =
ρe
−ρ2

4t√
2πt

∑
k∈Z

sen((2k + 1)π/2)

(2k + 1)

[
I 1

2 (3|2k+1|−1)

(ρ2

4t

)
+ I 1

2 (3|2k+1|+1)

(ρ2

4t

)]

Usando el hecho de que la función seno es una función impar, tenemos:

Pz(T(0,β) > t) =
ρe−(

ρ2

4t )

√
2πt

2 ∑
k≥0

sen((2k + 1)π/2)

(2k + 1)

[
I 1

2 (3(2k+1)−1)

(ρ2

4t

)
+ I 1

2 (3(2k+1)+1)

(ρ2

4t

)]

=
ρe−(

ρ2

4t )

√
2πt

2 ∑
k≥0

(−1)k

(2k + 1)

[
I3k+1

(ρ2

4t

)
+ I3k+2

(ρ2

4t

)]

Usando la ecuación (1.32), reescribimos:

Pz(T(0,β) > t) =
ρe−(

ρ2

4t )

√
2πt

2 ∑
k≥0

(−1)k

(2k + 1)

[
i−(3k+1)J3k+1

(
i
ρ2

4t

)
+ i−(3k+2)J3k+2

(
i
ρ2

4t

)]
(2.6)

donde Jn es la función de Bessel de primer orden.

Como se muestra en [3], la serie del lado derecho de la igualdad anterior converge
uniformemente.

2.2. Estudio del Problema de Escape desde una región an-

gular en Rn asociada a un grupo generado por reflex-

iones

Como mencionamos anteriormente, el principio de reflexión ha significado una her-
ramienta muy útil en el desarrollo de investigaciones en probabilidad. En el contexto
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del movimiento Browniano 1-dimensional B = (Bt, t ≥ 0) con densidad (1.5), el princi-
pio de reflexión ofrece una expresión simple para p∗t , recordemos que p∗t , es la densidad
de transición del movimiento Browniano comenzando en x y aniquilado cuando llega
por vez primera al 0, la cual satisface:

p∗t (x, y) = pt(x, y)− pt(x,−y) (2.7)

.
La distribución del tiempo de escape es recuperada integrando sobre y > 0. Si Px

denota la ley de B comenzando en x > 0 y T es el tiempo de escape desde (0, ∞),
entonces

Px(T > t) = Px(Bt > 0)− Px(B < 0) . (2.8)

Ahora, según [5], (2.7) se puede extender en un sentido más general, si B es un
movimiento Browniano en una región angular asociada con un grupo de reflexión fini-
to. Por ejemplo, si B es un movimiento Browniano en Rn con densidad de transición
pt(x, y) y C = {x ∈ Rn : x1 > x2 > · · · > xn} denota la región de escape, entonces
la densidad de transición del movimiento Browniano aniquilado cuando se escapa por
primera vez de C, está dada por

p∗t (x, y) = ∑
π∈Sn

ε(π)pt(x, πy) , (2.9)

donde πy = (yπ(1), . . . , yπ(n)) , ε(π) denota el signo de π.
Esta expresión a simple vista muestra nuevos elementos, relacionados con el grupo

de reflexión al cual está asociada la región de escape que, en este caso, es isomorfo a Sn.
(Este grupo fué definido en el capı́tulo 1, denota el grupo de las permutaciones)

Entonces, de manera natural, si deseamos hallar la probabilidad de salida, debemos
integrar a (2.9) sobre y ∈ C, obteniéndose:

Px(T > t) = ∑
π∈Sn

ε(π)Px(Bt ∈ πC). (2.10)

Para simplificar (2.10), se introducen los grupos de reflexión asociados a la región
de escape y la condición de consistencia, con lo cual (2.10) se podrá reescribir como un
fafiano, que sólo envuelve integrales uno-dimensionales, sencillas de calcular.

Este ejemplo muestra, que a pesar de las complicaciones que se pueden presentar
al trasladar el problema de salida a Rn, la conexión entre la región de escape y algún
grupo de reflexión finito, simplifica considerablemente el cálculo.

Este resultado requiere la introducción de una condición de “consistencia”, que sim-
plficará la estructura geométrica del conjunto sobre el cual se realiza la suma involucra-
da.
Vamos a definir las condiciones requeridas para este resultado.
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2.2.1. Grupos de Reflexión

En las siguientes lı́neas, daremos algunas definiciones previas a los ejemplos de gru-
pos de reflexión. Debemos tener presente las nociones de grupos de reflexión desarrol-
ladas en la sección (1.2).
Sea V el espacio real euclideano Rn y denotemos por 〈·, ·〉 el producto interno usual.
Sea Φ un sistema de raı́ces en V con grupo de reflexión asociado W. Sea ∆ un sistema
simple en Φ con el sistema positivo correspondiente Π.

Definición 2.8. Una Región Fundamental o Angular es el conjunto

C = {λ ∈ V : ∀ α ∈ ∆ , 〈α, λ〉 > 0}

Notación

Las reflexiones en W se denotan por sα , α ∈ Π .

Id , denotará la función vectorial identidad del espacio euclı́deo Rn.

Si E ⊆ Rn, entonces denotaremos por O(E) al conjunto de todos los subconjuntos
ortogonales de E. (Recordamos que un subconjunto E ⊆ Rn se dice ortogonal si sus
elementos distintos son ortogonales dos a dos).

Definición 2.9. (Consistencia)

• Diremos que I ⊂ Π satisface la hipótesis (C1) si ∃ J ∈ O(∆ ∩ I) tal que si w ∈ W
con J ⊂ wI ⊂ Π entonces wI = I.

• Diremos que I ⊂ Π satisface la hipótesis (C2) si la restricción del determinante al
subgrupo U = {w ∈ W : wI = I} es trivial, es decir
∀ w ∈ U , ε(w) = det w = 1.

• I será llamado Consistente si éste satisface (C1) y (C2).

Definición 2.10. Sea I ⊂ Π consistente. Se definen

WI := {w ∈ W : wI ⊂ Π} y I := {wI : w ∈ WI}.

La condición (C2), hace posible asignar un signo a cada elemento de I por medio de
εA := ε(w), ∀ A ∈ I , donde w es cualquier elemento de WI con wI = A.

Ejemplo 2.11. Si tomamos I = ∆, entonces I es consistente, en efecto,
(C1): se tiene tomando J ⊂ I, (con J subconjunto unitario), luego J es un subconjunto
ortogonal de I, entonces si w = Id ∈ W se tiene J ⊂ wI ⊂ Π, lo cual implica que wI = I.
(C2): Debemos notar que el único elemento en U es {Id}, luego ε(Id) = det (Id) = 1.

Ejemplo 2.12. En R2:
Consideremos el grupo dihédrico I2(m) con m impar. Sea

V = R2 ' C. Ası́, W = I2(m) está constituido por 2m transformaciones ortogonales (m
reflexiones y m rotaciones, éstas últimas también generadas por reflexiones) que dejan
invariante al polı́gono m-regular, generadas por las raı́ces α definidas ası́:
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se toma β = i = eiπ/2 y se define αl = eilπ/m(−β) para 1 ≤ l ≤ m y α = α1.
Ası́, se tiene:
El sistema de raı́ces: Φ = {−αl, αl , 1 ≤ l ≤ m}.
El sistema simple en Φ : ∆ = {α, β}.
El sistema positivo asociado a ∆ : Π = {α1, · · · , αm} .

Sea I = {α}, luego, I es consistente y ortogonal. En efecto, escojemos J = {α} = I. El
ángulo entre dos raı́ces es un múltiplo de π/m, dos a dos las raı́ces no son ortogonales.
Por lo tanto, la propiedad de extensión (ver apéndice), es trivialmente verificada con
I = J. Entonces U = {Id}, lo cual garantiza la condición (C2). Ası́, I es consistente y
I = {α1, · · · , αm} con εαl

= (−1)l−1.

Para m = 2m′ con m′ impar, escojemos de nuevo J = {α}. Ahora la propiedad de
extensión es verificada con J = {α} , I = {α, α′ = eiπ/2α} . Supongamos que w deja
invariante a I. Como I es una base de R2, si w fija punto por punto a I, entonces w =Id.
Por lo tanto, U = {Id} y (C2) es satisfecha. Escribimos α′i = eiπ/2(αi), I es consistente

una vez más con I = {{α1, α′1}, · · · , {αm, α′m}} y ε{αi,α
′
i} = (−1)i−1.

En particular,

(1.) Grupo de las Simetrı́as del Triángulo ó I2(3), (m = 3) .
En este caso, W estará conformado por 3 reflexiones respecto a las diagonales del
triángulo y 3 rotaciones por múltiplos de 2π

3 ≡ 120o. En primer lugar, hallamos las
raı́ces que generarán las reflexiones. Ası́,
Con β = i y αl = eilπ/3(−β) para 1 ≤ l ≤ 3 y α = α1, se tiene: α1 = −e5/6πi,
α2 = −e7/6πi , α3 = −e3/2πi.
Ası́, el sistema simple es ∆ = {α1, α3} con su correspondiente sistema positivo
Π = {α1, α2, α3}.
Gráficamente:

30◦

30◦

60◦α3
α2

α1

Figura 2.2: Sistema Positivo Π asociado al triángulo .

Para describir el grupo W, fijamos las lı́neas Hαi
, respecto de las cuales se hacen

las reflexiones, que son justamente las lı́neas ortogonales a las αi , respectivamente,
como se muestra en la siguiente figura:
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Hα1

Hα2

Hα3

60◦α3
α2

α1

60◦

Figura 2.3: Sistema de Reflexión generado por {αi}3
i=1 .

Las lı́neas reflejantes Hαi
coinciden con las diagonales del triángulo equilátero co-

mo se ve a continuación:

60◦

Hα1

Hα2

Hα3

Figura 2.4: Diagonales del triángulo en estudio .



36

Ası́, se puede verificar que:

sα1
◦ sα3 ≡ rot120o ; sα3 ◦ sα1

≡ rot240o ; sα1
◦ sα1

≡ Id

,
Por lo tanto, W = {sα1

, sα2 , sα3 , sα1
◦ sα3 , sα3 ◦ sα1

, sα1
◦ sα1
}.

Ahora bien, se tiene que I = {α1} ⊂ Π es consistente y a partir de aquı́ describi-
mos explı́citamente los conjuntos arriba definidos :

WI = {w ∈ W : wI ⊂ Π} = {Id, sα3 , sα1
◦ sα3}

ya que,
Id(α

1
) = α1 ∈ Π ; sα3(α1) = α2 ∈ Π ; sα1

◦ sα3(α1) = α3 ∈ Π.
Luego, I = {wI : w ∈ WI} = {{α1}, {α2}, {α3}}.
Y el signo de cada elemento en I se halla de la siguiente manera,

ε{α1} = ε(Id) = det MId = 1

ε{α2} = ε(sα3) = det Msα3
= det

(
1 0
0 −1

)
= −1

ε{α3} = ε(sα1
◦ sα3) = ε(rot120o) = det Mrot120o

= det

(
− cos 60o sen 60o

− cos 30o − sen 30o

)

=
(1

2

)2
+
(√3

2

)2
= 1 .

(2.) [Grupo de las Simetrı́as del Hexágono ó I2(6) . (m′ = 2× 3) .]
Este grupo está formado por 6 reflexiones con respecto a las diagonales del hexá-
gono y 6 rotaciones por múltiplos de 2π

6 ≡ 60o. Procedemos de la misma forma

en que generamos las raı́ces en el caso del triángulo: α1 = −e2/3πi , α2 = −e5/6πi,
α3 = −eπi, α4 = −e7/6πi, α5 = −e4/3πi, α6 = −e3/2πi.
Luego, el sistema simple es ∆ = {α1, α6} y el sistema positivo correspondiente
es Π = {α1, α2, α3, α4, α5, α6}. Estos vectores están representados en la siguiente
figura :

α6 α5
α4

α3

α2
α1

30◦

30◦

30◦

30◦

Figura 2.5: Sistema Positivo Π asociado al hexágono.
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Hα2

Hα4

Hα5Hα1

Hα3

Hα6

Figura 2.6: Sistema de Reflexión generado por {αi}6
i=1 .

Las reflexiones quedan como se muestra en la siguiente figura, notándose que las
lı́neas Hαi

, i = 1, ..., 6, coinciden con las diagonales del hexágono :

Por lo descrito anteriormente se puede verificar que,

sα1
◦ sα1

= rot360o = Id; sα1
◦ sα2 = rot60o ; sα1

◦ sα3 = rot120o

sα1
◦ sα4

= rot180o ; sα1
◦ sα5 = rot240o ; sα1

◦ sα6 = rot300o

Luego,

W = {sα1
, sα2 , sα3 , sα4

, sα5 , sα6 , Id, sα1
◦ sα2 , sα1

◦ sα3 , sα1
◦ sα4

, sα1
◦ sα5 , sα1

◦ sα6},

Un conjunto consistente es I = {α1, α4}. Ahora describimos los conjuntos:

WI = {Id, sα6 , sα1
◦ sα6},

ya que:
Id(I) = {α1, α4} ⊂ Π ; sα6(I) = {α2, α5} ⊂ Π ; sα1

◦ sα6(I) = {α3, α6} ⊂ Π ;
Por lo tanto,

I = {{α1, α4}, {α2, α5}, {α3, α6}}.
Ahora, calculamos el signo de cada elemento en I :

ε{α1,α4} = ε(Id) = detMId = 1

ε{α2,α5} = ε(sα6) = det Msα6
= det

(
1 0
0 −1

)
= −1

ε{α3,α6} = ε(sα1
◦ sα6) = det Msα1

◦sα6
= det

(
1
2 −

√
3

2√
3

2
1
2

)
= 1 .
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Ejemplo 2.13. En R3:
Consideramos el grupo de las permutaciones S3, actuando sobre los vectores canónicos

de R3. Entonces, según el apéndice A se tiene que el sistema positivo está dado por
Π = {e1 − e2, e1 − e3, e2 − e3} con su respectivo sistema simple ∆ =
{e1 − e2, e2 − e3} y un conjunto consistente y ortogonal es I = {e1 − e2}.
Notación: Vamos a denotar por σ123

xyz a la acción que permuta los vectores canónicos de
la siguiente forma:

σ123
xyz =

(
e1 e2 e3

ex ey ez

)

donde x, y, z ∈ {1, 2, 3}
Entonces, W =

{
σ123

123 , σ123
132 , σ123

321 , σ123
213 , σ123

231 , σ123
312

}
. Para hallar los conjuntos WI e I ,

consideramos:
σ123

123 (I) = σ123
123 (e1 − e2) = e1 − e2 ∈ Π ; σ123

132 (I) = σ123
132 (e1 − e2) = e1 − e3 ∈ Π ,

σ123
321 (I) = σ123

321 (e1 − e2) = e3 − e2 /∈ Π ; σ123
213 (I) = σ123

213 (e1 − e2) = e2 − e1 /∈ Π ,

σ123
231 (I) = σ123

231 (e1 − e2) = e2 − e3 ∈ Π ; σ123
312 (I) = σ123

312 (e1 − e2) = e3 − e1 /∈ Π ,

Ası́,

WI =

{
σ123

123 , σ123
132 , σ123

231

}
e I =

{
{e1 − e2}, {e2 − e3}, {e1 − e3}

}
.

Para hallar el signo de cada A ∈ I , consideramos si cada permutación en WI puede
ser reescrita como producto de un número par o impar de transposiciones, en cuyos
casos el signo será 1 ó−1, respectivamente. Como se conoce, el signo de la permutación
identidad es igual a 1. Ası́ que : ε{e1−e2} = 1, para el resto, consideramos:

σ123
132 = (1)(2 3) ⇒ ε{e2−e3} = 1 ,

σ123
231 = (1 2 3) ⇒ ε{e1−e3} = −1 ,

Ahora, en contraste con lo dicho en la Proposición (A.9.) en los incisos (ii) y (iii),

tenemos el conjunto P2(3) (definido como el conjunto de las particiones de [3] en
(3−1)

2
pares y un singulete):

P2(3) =

{{
{1, 2}, {3}

}
,

{
{1}, {2, 3}

}
,

{
{1, 3}, {2}

}}

Para dar el ejemplo de identificación entre A ∈ I y π ∈ P2(3), usando la notación
c(π) para el número de cruces, véase la siguiente figura :

Ejemplo 2.14. En R4:
Consideramos el grupo de las permutaciones S4 , actuando sobre los vectores canónicos
de R4. Entonces, según el apéndice A se tiene que el sistema positivo está dado por
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0 1 2 3

π = {{1, 2}, {3}}
A = {e1 − e2}
c(π) = 0

0 1 2 3

π = {{1}, {2, 3}}
A = {e2 − e3}
c(π) = 0

0 1 2 3

π = {{1, 3}, {2}}
A = {e1 − e3}
c(π) = 1

� � � � � � � � � 	 
 �

Figura 2.7: Particiones pares y sus signos para A2 .

Π = {e1 − e2, e1 − e3, e1 − e4, e2 − e3, e2 − e4, e3 − e4} con su respectivo sistema simple
∆ = {e1 − e2, e2 − e3, e3 − e4} y un conjunto consistente y ortogonal es I = {e1 − e2, e3 − e4}.
Siguiendo la misma notación que en el ejemplo anterior, tenemos que

W =

{
σ1234

1234 , σ1234
1324 , σ1234

1243 , σ1234
1342 , σ1234

1423 , σ1234
1432 , σ1234

2134 , σ1234
2143 , σ1234

2314 , σ1234
2413 , σ1234

2431 , σ1234
2341 ,

σ1234
3214 , σ1234

3241 , σ1234
3142 , σ1234

3124 , σ1234
3412 , σ1234

3421 , σ1234
4312 , σ1234

4321 , σ1234
4132 , σ1234

4123 , σ1234
4231 , σ1234

4213

}
.

Para hallar los conjuntos WI e I , seguimos sus respectivas definiciones, obteniéndose:

WI =

{
σ1234

1234 , σ1234
1324 , σ1234

1423 , σ1234
2314 , σ1234

2413 , σ1234
3412

}

e

I =

{
{e1 − e2, e3 − e4}, {e1 − e3, e2 − e4}, {e1 − e4, e2 − e3}

}
.

Ahora, tenemos el conjunto P2(4), definido como el conjunto de las particiones de

[4] en (4)
2 pares, es decir:

P2(4) =

{{
{1, 2}, {3, 4}

}
,

{
{1, 3}, {2, 4}

}
,

{
{1, 4}, {2, 3}

}}

Para dar el ejemplo de identificación entre A ∈ I y π ∈ P2(4), usando la notación
c(π) para el número de cruces (cuya paridad nos brinda el signo de cada elemento en
A), véase la siguiente figura :

1 2 3 4

π = {{1, 2}, {3, 4}}
A = {e1 − e2, e3 − e4}
c(π) = 0

1 2 3 4

π = {{1, 3}, {2, 4}}
A = {e1 − e3, e2 − e4}
c(π) = 1

1 2 3 4

π = {{1, 4}, {2, 3}}
A = {e1 − e4, e2 − e3}
c(π) = 0

� 
 � � � � � � � � � �

Figura 2.8: Particiones pares y sus signos para A3 .
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Se nota entonces la identificación entre ambos conjuntos. Cuando estemos estudian-
do el problema de salida desde una región asociada al grupo de las permutaciones, esta
identificación será muy útil .

2.2.2. Relación con el problema de salida

Sea I ⊂ Π consistente, definimos εA para A ∈ I como antes. Sea B = (Bt, t ≥ 0)
un movimiento Browniano en el espacio vectorial V con Px la ley de B comenzando en
x ∈ C, con C dado en la definición (2.8).

Definición 2.15. (a) Para α ∈ Π, se define Tα = ı́nf{t ≥ 0 : 〈α, Bt〉 = 0}.

(b) Para A ⊂ Π, se define TA = mı́nα∈A Tα.

(c) T = T∆ = ı́nf{t ≥ 0 : Bt /∈ C}. ( T es el primer momento en que B se escapa de C).

Denotamos por pt(x, y) la densidad de transición de B (respectivamente, p∗t (x, y)
de B comenzado en C y aniquilado en el tiempo T). La fórmula análoga a (2.9) en este
enfoque es:

p∗t (x, y) = ∑
w∈W

ε(w)pt(x, wy) , (2.11)

la cual puede ser integrada para obtener

Px(T > t) = ∑
w∈W

ε(w)Px(Bt ∈ wC) . (2.12)

Como se señaló al comienzo de este capı́tulo, esta fórmula tı́picamente envuelve
integrales multi-dimensionales complicadas, por tal motivo resulta muy útil la siguiente
expresión alternativa, que es el principal resultado del artı́culo de Dourmec y O’Connell,
(2005):

Teorema 2.16.
Px(T > t) = ∑

A∈ I
εAPx(TA > t) (2.13)

Demostración: El objetivo es probar que u(x, t) = ∑A∈ I εAPx(TA > t) es solución
del problema :

∂u

∂t
=

1

2

∂2u

∂x2

{
u(x, 0) = 1 si x ∈ C

u(x, t) = 0 si x ∈ ∂C
(2.14)

Se sugiere revisar la sección (1.1.5) para justifcar este enfoque.

Supongamos que x ∈ C.
Afirmación: Px(TA > 0) = 1, ∀ A ∈ I .

En efecto, recuérdese que C es un conjunto abierto cuyas barreras son hiperplanos.
Ahora, por la definición de TA y su relación con C, es válido considerar un n-cubo L,
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con lados iguales a l centrado en x, y l lo suficientemente pequeño tal que L ⊂ C.
Si TL es el primer momento de salida de B desde L, entonces

TL < TA , ∀A ∈ I .

Por lo tanto,

{ω : TL > 0} ⊂ {ω : TA > 0} ⇒ Px(TL > 0) ≤ Px(TA > 0) (2.15)

Ahora bien, como B es invariante por traslación podemos considerar Px̃(T̃L̃ > t); donde
x̃, es el cero de Rn y T̃L̃ esta centrado en 0.
Ası́,
Px̃(T̃L̃ > t) = Px̃(máxi∈{1,··· ,n} Mi(t) < l) donde Mi(t) = sups≤t B0

i (s)
= {Px̃(M1(t) < l)}n

= {Px̃(sups≤t B0
1(s) < l)}n

Por otro lado,
Px̃{sups≤t B0

1(s) < l} = 1− Px̃{sups≤t B0
1(s) ≥ l}

= 1− 2Px̃(B0
1(t) ≥ l)

= 1− 2
∫ ∞

l
exp−

z2
2t√

2πt
dz

= 1− 2
∫ ∞

l
exp−

z2
2t√

2πt
z
z dz

Usando integración por partes en la última integral, obtenemos:

∫ ∞

l
exp−

z2
2t√

2πt
z
z dz = 1√

2πt

(
t

exp−
l2
2t

l − t
∫ ∞

l
exp−

z2
2t

z2 dz
)

≤
√

t√
2π

(
exp−

l2
2t

l ) −→ 0 , cuando t→ 0

Luego,
Px̃(sup

s≤t
B0

1(s) < l)→ 1 cuando t→ 0

Por lo tanto,

lı́mt→0 Px̃(sup
s≤t

B0
1(s) < l) = 1

Ası́,

lı́mt→0 Px̃(T̃L̃ > t) = 1.

Ası́, de (2.15), se tiene:
Px(TA > 0) = 1 , ∀ A ∈ I

Luego, usando la proposición (A.7.)(a) del apéndice:

u(x, 0) = ∑
A∈ I

εAPx(TA > 0) = ∑
A∈ I

εA = 1

Supongamos ahora que x ∈ ∂C. Fijamos α ∈ ∆ tal que (α, x) = 0. Sea f : I → R dada
por f (A) = Px(TA > t).
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Si α ∈ A entonces, por hipótesis y la definición de TA tenemos que, f (A) = 0.
Si α /∈ A entonces consideramos:

f (sα A) = Px(Tsα A > t)

= 1− Px(Tsα A ≤ t)

= 1− Psαx(TA ≤ t) (∗)
= Psαx(TA > t)

f (sα A) = Px(TA > t) (∗∗)
= f (A)

(en (∗) usamos la invariancia de la Ley de B bajo sα y en (∗∗) se usa que sαx = x).
Luego, por la proposición (A.7.)(b) del apéndice:

u(x, t) = ∑
A∈ I

εAPx(TA > t) = ∑
A∈ I

εA f (A) = 0

Como Px(TA > t) es solución de la ecuación del calor (Observación (1.52)), por la lin-
ealidad del operador se tiene que:

u(x, t) = ∑
A∈ I

εAPx(TA > t) ,

es solución del problema (2.14). Luego por la proposición (1.51), se tiene:

Px(T > t) = ∑
A∈ I

εAPx(TA > t).

�

Veamos a continuación, un ejemplo de aplicación de (2.13) en R2.

Ejemplo 2.17. (W = I2(3)) .
Consideremos el grupo dihédrico I2(3) y el movimiento Browniano plano
Bt = (B1

t , B2
t ; t ≥ 0) comenzando en z ∈ C. Según el ejemplo [2.12(1.)] se tiene que: I =

{α1}, Π = {α1, α2, α3} y ∆ = {α1, α3}, la región angular C, la describimos gráficamente
a continuación:

(Nótese que la región de escape coincide con la región angular del ejemplo (2.7))
Sea Pz la ley de Bt comenzando en z = ρ eiθ ∈ C. Por la Definición (2.15(a)), Tαi

es la
primera vez que Bt toca la frontera de C ortogonal a αi y T = ı́nf{t ≥ 0 : Bt /∈ C} es el
primer momento en que Bt se escapa desde C. Ası́, la fórmula (2.13), se traduce en:

Pz(T > t) = ∑
3
i=1 ε{αi}Pz(Tαi

> t)
= Pz(Tα1

> t)− Pz(Tα2 > t) + Pz(Tα3 > t)
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60◦

C
z

Figura 2.9: Región fundamental asociada a I2(3).

α1

60◦

C

30◦

•z

y

Barrera

Rotamos en s.h. 60◦

−→
xBarrera

α1

60◦

C•z
′

Figura 2.10: Barrera angular para el movimiento browiano con respecto a α1 .

Supongamos z = (ρ cos θ, ρ sen θ) = (x0, y0) con 0 < θ < 60◦ . Queremos hallar
Pz(Tα1

> t), vamos a rotar la cámara fundamental de manera que el estudio se realice
en una dimensión. Ası́:

Ahora, z′ = (ρ cos θ′, ρ sen θ′) = (x′0, y′0) donde θ′ = θ − 1·π
3 .

Sea T′ = ı́nf{t ≥ 0 : Bt ∈ {(x, 0) : x ∈ R}}. Debido a que el movimiento Browni-
ano es invariante por rotación, se tiene:

Pz(Tα1
> t) = Pz′(T′ > t) , (2.16)

Más aún, si definimos

T0 := ı́nf{t > 0 : B2(t) = 0} ,

entonces, tenemos:
Pz′(T′ > t) = Py′0

(T0 > t)

= 1− Py′0
(T0 ≤ t)

= 1− P0(T−y′0
≤ t)
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Pz′(T′ > t) = 1− 2
∫ ∞

−y′0
e−s2/2t√

2πt
ds (Usando el Principio de Reflexión)

=
∫ ∞

−∞
e−s2/2t√

2πt
ds− 2

∫ ∞

−y′0
e−s2/2t√

2πt
ds

=
∫ y′0
−y′0

e−s2/2t√
2πt

ds (Por la simetrı́a de la densidad Gaussiana)

= 2
∫ −y′0

0
e−s2/2t√

2πt
ds

Ahora, hacemos el cambio de variable u = s/
√

t, de aquı́:

Pz′(T′ > t) = 2
∫ −y′0/

√
t

0
e−u2/2√

2πt

√
tdu

= 2
√

2π
2π

∫ −y′0/
√

t
0 e−u2/2du

=
√

2√
π

∫ −y′0/
√

t
0 e−u2/2du

= γ(−y′0/
√

t) , donde γ(a) =
√

2
π

∫ a
0 e−y2/2dy

= γ(−ρ sen θ′√
t

)

= γ

(
−ρ sen(θ−1·π3 )√

t

)

Luego, usando (2.16) tenemos,

Pz(Tα1
> t) = γ

(−ρ sen(θ − 1 · π/3)√
t

)
.

Ahora, hallamos Pz(Tα2 > t). Llevamos a cabo un estudio similar al anterior, sólo
que ahora rotamos 2·π

3 la región angular. Ası́,

α2
C

30◦
•z

x

Barrera

Rotamos en s.h. 2π
3

−→
x Barrera

α2
C

•
z′

Figura 2.11: Barrera angular para el movimiento browiano con respecto a α2 .

En este caso, z′ = (ρ cos θ′, ρ sen θ′) = (x′0, y′0) donde θ′ = θ − 2·π
3 . Tal y como pro-

cedimos para Pz(Tα1
> t), se tiene:



45

Pz′(T′ > t) = γ(−y′0/
√

t)

= γ(−ρ sen θ′√
t

)

= γ

(
−ρ sen(θ− 2·π

3 )√
t

)

Por lo tanto,

Pz(Tα2 > t) = γ

(−ρ sen(θ − 2·π
3 )√

t

)
.

Para Pz(Tα3 > t) rotamos π radianes la región angular, quedando z′ = (ρ cos θ′, ρ sen θ′)
donde θ′ = θ − π.
Gráficamente:

α3

60◦

C

•z
yBarrera

Rotamos en s.h. π radianes
−→

x Barrera

α3

C

•z′

Figura 2.12: Barrera angular para el movimiento Browiano con respecto a α3.

Siguiendo el mismo procedimiento que en los casos anteriores, se tiene:

Pz(Tα3 > t) = γ

(−ρ sen(θ − π)√
t

)
.

Por lo tanto,

Pz(T > t) = 1 · γ
(
−ρ sen(θ−π/3)√

t

)
− 1 · γ

(
−ρ sen(θ−2π/3)√

t

)
+ 1 · γ

(
−ρ sen(θ−π)√

t

)

= ∑
3
i=1(−1)i−1γ

(
−ρ sen(θ−iπ/3)√

t

)

y por consiguiente,

Pz(T > t) =
3

∑
i=1

(−1)i−1γ

(
ρ sen(iπ/3− θ)√

t

)
. (2.17)

Observación 2.18. Si I es ortogonal, la suma en (2.13) es sobre subconjuntos ortogo-
nales del sistema positivo Π, entonces como Bt tiene componentes independientes en
direcciones ortogonales, (2.13) se convierte en:

Px(T > t) = ∑
A∈ I

εA ∏
α ∈ A

γ
(

α̂(x)/
√

t
)

, (2.18)
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donde α̂(x) = (α, x)/|α| y γ(a) =
√

2
π

∫ a
0 e−y2/2dy, que es justamente lo obtenido en el

ejemplo anterior.

Ahora, si la región es dada por C = {x ∈ V : x1 > x2 > · · · > xk} donde V = Rk

o {x ∈ Rk : x1 + · · ·+ xk = 0}, asociada al grupo de las permutaciones Sn, con T el
primer momento de colisión entre cualesquiera dos coordenadas de B, entonces usando
la proposición (A.9.) del apéndice y la notación {i < j} ∈ π para querer decir que
i, j ∈ π y i < j, véase [5]; (2.18) se convierte en:

Px(T > t) = ∑
π ∈P2(k)

(−1)c(π) ∏
{i<j}∈π

pij , (2.19)

donde pij = Px(Tei−ej
> t) = γ

(
xi−xj√

2t

)
, y P2(k) es el conjunto de las particiones de

[k] en k/2 pares si k es par y en (k− 1)/2 pares y un singulete si k es impar. Ahora bien,
es posible escribir (2.19) como un pffafiano que, son raı́ces cuadradas de determinantes,
véase [5], ası́:

Px(T > t) =

{
Pf(pij)i,j ∈ [n] si n es par,

∑
n
l=1(−1)l+1Pf(pij)i,j ∈ [n]\{l} si n es impar.

(2.20)

con la convención de que pji = −pij para i ≤ j .

Veamos ahora un par de ejemplos con el grupo de las permutaciones , en particular
con el subgrupo finito tipo Ak−1, en R3 y en R4.

Ejemplo 2.19. Consideremos el grupo de las permutaciones S3 actuando sobre los vec-
tores canónicos de R3 y el subgrupo tipo An−1, (n = 3).
Sea Bt = (B1

t , B2
t , B3

t ; t ≥ 0) ⊂ R3. Ahora, recordemos que T se define como el tiempo
de escape desde C, y resulta ser en este caso el primer instante de colisión entre cua-
lesquieras dos componentes de Bt. Según el ejemplo (2.13) se tiene que I = {e1 − e2},
Π = {e1 − e2, e1 − e3, e2 − e3} y ∆ = {e1 − e2, e2 − e3} .

Usamos la expresión dada en la ecuación (2.19), junto al lema (A.8.) y la proposición
(A.9.) para recurrir a la correspondencia entre A ∈ I y π ∈ P2(3) y ası́ escribir, con
k = 3:

Px(T > t) = ∑
π∈ P2(3)

(−1)c(π) ∏
{i<j}∈ π

pij

= (−1)0 ∏
{i<j}∈{{1,2},{3}}

pij + (−1)0 ∏
{i<j}∈{{1},{2,3}}

pij + (−1)1 ∏
{i<j}∈{{1,3},{2}}

pij

= p12 + p23 − p13
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Si ahora usamos la expresión (2.20):

Px(T > t) =
3

∑
l=1

(−1)l+1P f (pij)i,j∈[3]\l

= (−1)2P f (pij)i,j∈[3]\1) + (−1)3P f (pij)i,j∈[3]\2) + (−1)4P f (pij)i,j∈[3]\3)

= P f

(
p22 p23

p32 p33

)
− P f

(
p11 p13

p31 p33

)
+ P f

(
p11 p12

p21 p22

)

=
√

p2
23 −

√
p2

13 +
√

p2
12

= p23 − p13 + p12

Observar que se puede escribir como un pffafiano sin pasar por integrales multidi-
mensionales, ni fueron necesarios los cálculos hechos en el ejemplo (2.13).

Ejemplo 2.20. En este ejemplo, consideramos el grupo de las permutaciones S4, actuan-
do sobre los vectores canónicos de R4. Entonces, se tiene el subgrupo tipo A3 con los
conjuntos :
I = {e1 − e2, e3 − e4} ,
Π = {e1 − e2, e1 − e3, e2 − e3, e2 − e4, e1 − e4, e3 − e4}, ∆ = {e1 − e2, e2 − e3, e3 − e4} .
(obtenidos según lo descrito en el apéndice A).
Según (2.20) para n = 4, se tiene:[

Px(T > t)
]2

=
[
P f (pij)i,j∈[4]

]2

= P f 2




0 p12 p13 p14

−p12 0 p23 p24

−p13 −p23 0 p34

−p14 −p24 −p34 0




= det




0 p12 p13 p14

−p12 0 p23 p24

−p13 −p23 0 p34

−p14 −p24 −p34 0




= (p12p34)
2 + p12p34p14p23 + p12p34p14p23 + (p14p23)

2

− 2p12p34p13p24 − 2p14p23p13p24 + (p13p24)
2

= (p12p34 + p14p23)
2 − 2(p12 p34 + p14p23)p13p24 + (p13p24)

2

=
[
(p12p34 + p14p23)− p13p24

]2

⇒ Px(T > t) = p12p34 + p14p23 − p13p24

Se nota entonces como el cálculo del primer instante de colisión entre cualesquieras
coordenadas del movimineto browniano en R4, se reduce a calcular el determinante de
una matriz cuadarada 4× 4, cuyas entradas son pij, i, j ∈ {1, 2, 3, 4}.
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2.3. Comparación de las expresiones de la distribución del

tiempo de escape Browniano en R2

Debido a que el trabajo realizado en [3] y en [5] resuelve el problema de escape del
movimiento Browniano desde una región angular en R2, vamos a plantear el siguiente
teorema, que resulta de igualar las expresiones (2.5) y (2.13):

Teorema 2.21. Sea Bt un movimiento Browniano en R2 y sea Pz la ley de Bt comenzando
en z = ρeiα ∈ C, donde 0 < α < β y C está asociada a un grupo de simetrı́as de un
polı́gono regular y TA como en la definición (2.15). Entonces,

∑
A∈ I

εAPz(TA > t) =

ρe(−ρ2/4t)

(2πt)1/2 ∑
k∈Z

sen[(2k + 1)πα/β]

2k + 1
[I|2k+1|π/2β−1/2(ρ2/4t) + I|2k+1|π/2β+1/2(ρ2/4t)]

En particular,
En el ejemplo (2.7), se fijaron las siguientes condiciones:

T(0,β) = ı́nf{t > 0 : θt /∈ (0, β)}, con β = (π/3) y z = ρeiα = ρei
β
2 , se obtuvo:

Pz(T(0,β) > t) =
ρe−(ρ2/4t)

√
2πt

2 ∑
k≥0

(−1)k

(2k + 1)

[
i−(3k+1)J3k+1

(
i
ρ2

4t

)
+ i−(3k+2)J3k+2

(
i
ρ2

4t

)]
,

Mientras en el ejemplo (2.18), con T = ı́nf{t ≥ 0 : Bt /∈ C} y z = ρeiθ ∈ C,
obtuvimos:

Pz(T > t) =
3

∑
j=1

(−1)j−1γ

(−r sen(θ − jπ/3)√
t

)
,

Debemos notar que las regiones de escape en los dos ejemplos son iguales, ambas
son secciones angulares que van desde α = 0 hasta α = 60o = β.

Ahora, con ánimo de igualar todas las condiciones en ambos casos, en la expresión
anterior se escoge θ = π/6, y reescribimos:

Pz(T > t) = γ

(
−ρ sen(π/6−π/3)√

t

)
− γ

(
−ρ sen(π/6−2π/3)√

t

)
+ γ

(
−ρ sen(π/6−π)√

t

)

= γ

(
− ρ√

t
(−1

2 )

)
− γ

(
− ρ√

t
(−1)

)
+ γ

(
− ρ√

t
(−1

2 )

)

= 2γ

(
ρ

2
√

t

)
− γ

(
ρ√

t

)

Ası́, T(0,β) y T representan la misma variable.

Si hacemos y = i
ρ2

4t ⇒ ρ = 2√
i

√
t
√

y, y definimos:

S(y) := 2 ∑
k≥0

(−1)k

(2k + 1)

[
i−(3k+1)J3k+1(y) + i−(3k+2)J3k+2(y)

]
(2.21)
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entonces, la igualdad entre ambas expresiones, Pz(T(0,β) y Pz(T > t) proporciona una
expansión en funciones de Bessel para la función de probabilidad, veamos:

Pz(T(0,β) > t) = Pz(T > t)⇔ 2
√

t
√

ye−(
(4ty/i)

4t )

√
i
√

2πt
S(y) = 2γ

(√
y

i

)
− γ

(
2

√
y

i

)

⇔ 2
√

ye−(y/i)

√
i
√

2π
S(y) = 2γ

(√
y

i

)
− γ

(
2

√
y

i

)

⇔ S(y) =

√
π√
2

e(y/i)
√

i

[2γ

(√
y
i

)
− γ

(
2
√

y
i

)

√
y

]
(2.22)

Ahora, debemos hallar la expansión en coeficientes de Bessel de (2.22) y notaremos
que es exactamente la dada en (2.21).
Especı́ficamente, vamos de hallar la expansión de Neumann de S, pero antes tenemos
que demostrar que, S es una función analı́tica en |y| ≤ R. En efecto,

En primer lugar, hallamos la serie de representación de γ. Recordemos su definición:

γ(a) =

√
2

π

∫ a

0
e−x2/2dx

=

√
2√
2

√
2√
π

∫ a

0
e−x2/2dx

Hacemos el cambio de variable u = x/
√

2⇒ dx =
√

2du, ası́ :

γ(a) =
2√
π

∫ a/
√

2

o
e−u2

du

= Φ(a/
√

2)

donde Φ es conocida como la Integral de Probabilidad, definida por:

Φ(x) =
2√
π

∫ x

0
e−t2

dt.

Ahora bien, la serie de Taylor de Φ está dada en Gradshteyn (8.253.(1)) :

Φ(w) =
2√
π

∞

∑
k=1

(−1)k+1w2k−1

(2k− 1)(k− 1)!

Por lo tanto,

√
i

[2γ

(√
y
i

)
− γ

(
2
√

y
i

)

√
y

]
=

2√
π

∞

∑
k=1

(−1)k+1(2− 22k−1) yk−1

(2k− 1)(k− 1)! 2(2k−1)/2 ik−1



50

Ası́, tenemos que :

S(0) =

√
πe0

√
2
· 0 = 0⇒ S es analı́tica en 0 y en |y| ≤ R .

Ahora, podemos aplicar el Teorema de la expansión de Neumann a S :

S(y) = J0(y)S(0) +
∞

∑
n=1

Jn(y)

πi

∫

C
On(t)S(t)dt ,

válida en |y| < R.

Por lo tanto,

∞

∑
n=1

Jn(y)

πi

∫

C
On(t)S(t)dt = 2 ∑

k≥0

(−1)k

(2k + 1)

[
i−(3k+1)J3k+1(y) + i−(3k+2)J3k+2(y)

]
. (2.23)

Por lo tanto, se tiene un método probabilı́stico para hallar expansiones en coefi-
cientes de Bessel de algunas combinaciones lineales de la integral de Probabilidad Φ.
En este trabajo, no fué posible dar una demostración analı́tica de (2.23), sin embargo, se
muestra la igualdad para los primeros nueve (09) términos de las series (usando Maple
se verificó la igualdad para los primeros cien (100) términos):

Nótese que los términos dados por n = 3k , k = 1, 2, 3, . . . de la serie del lado izquier-
do deben anularse.
Vamos a mostrar los primeros nueve términos de esta suma, los cuales corresponden
con los primeros tres términos de la suma del lado derecho.
Sustituiremos la función exponencial por su expansión. Y usando (1.31) y (1.32) se tiene,
n = 1 : O1(t) = 1

t2 ; n = 2 : O2(t) = 4
t3 + 1

t ; n = 3 : O3(t) = 24
t4 + 3

t2 ,

n = 4 : O4(t) = 192
t5 + 16

t3 + 1
t ; n = 5 : O5(t) = 1920

t6 + 120
t4 + 5

2 ,

n = 6 : O6(t) = 23040
t7 + 1152

t5 + 36
t3 + 1

t ; n = 7 : O7(t) = 322560
t8 + 13440

t6 + 336
t4 + 7

t2

n = 8 : O8(t) = 5160960
t9 + 184320

t7 + 3840
t5 + 64

t3 + 1
t

n = 9 : O9(t) = 92897280
t10 + 2903040

t8 + 51840
t6 + 720

t4 + 9
t2

Calculemos el coeficiente de J1(y) :

∫

C
O1(t)S(t)dt =

2√
2

∫

C

1

t2

[
∞

∑
n=0

(−it)n

n!

∞

∑
k=1

(−1)k+1(2− 22k−1) tk−1

(2k− 1)(k− 1)! 2(2k−1)/2 ik−1

]
dt

Razonamos ası́:
Cuando realizamos el producto de estas series sólo sobrevive la integral cuyo integran-
do es una constante, no nula, por un polinomio en 1/t de grado igual a 1, es decir,
cuando n = 0 y k = 2 , mientras en cualquier otro caso la integral se anula, ası́ :
1. Cuando n = 0 y k = 1 , el producto de estos primeros dos términos es una constante
nula por lo cual

∫

C

1

t2
· 0 dt = 0 .
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2. Para n = 0 y k ≥ 3 , el producto de los términos de las series con el término (1/t2)
genera polinomios en t de grado mayor o igual a 0; luego, usando el Teorema de Cauchy
:

∫

C

1

t2

[
(−it)0

o! ∑
k≥3

(−1)k+1(2− 22k−1) tk−1

(2k− 1)(k− 1)! 2(2k−1)/2 ik−1

]
dt = 0 .

3. Para n = 1 y k = 1 , el producto de estos dos términos de nuevo es una constante
nula, ası́ :

∫

C

1

t
· 0 dt = 0 .

4. Para n ≥ 1 y k ≥ 2 , el producto de los términos de las series con el término (1/t2)
genera polinomios en t de grado mayor o igual a 0; luego, usando el Teorema de Cauchy
:

∫

C

1

t2

[

∑
n≥1

(−it)n

n! ∑
k≥2

(−1)k+1(2− 22k−1) tk−1

(2k− 1)(k− 1)! 2(2k−1)/2 ik−1

]
dt = 0 .

Por lo tanto,

∫

C
O1(t)S(t)dt =

2√
2

∫

C

1

t2

[
(−it)0

0!

(−1)2+1(2− 22·2−1) t2−1

(2 · 2− 1)(2− 1)! 2(2·2−1)/2 i2−1

]
dt

=
2√
2

∫

C

1

t

[
−(
−6

6
√

2i
)

]
dt

=
1

i

∫

C

1

t
dt =

1

i
2π i = 2π

Luego, ∫

C
O1(t)S(t)dt = 2π .

Ahora, calculemos el coeficiente de J2(y) . Tenemos que,

∫

C
O2(t)S(t)dt =

(I1)︷ ︸︸ ︷
∫

C

4

t3

[
2√
2

∑
n≥0

(−it)n

n! ∑
k≥1

(−1)k+1(2− 22k−1) tk−1

(2k− 1)(k− 1)! 2(2k−1)/2 ik−1

]
dt

+

(I2)︷ ︸︸ ︷
∫

C

1

t

[
2√
2

∑
n≥0

(−it)n

n! ∑
k≥1

(−1)k+1(2− 22k−1) tk−1

(2k− 1)(k− 1)! 2(2k−1)/2 ik−1

]
dt

Seguimos el razonamiento dado arriba .
Para (I1): Estamos interesados en los términos de las series cuyo producto con el poli-
nomio (1/t)3 dá como resultado el integrando (1/t) , éstos términos se obtienen cuando
n = 0, k = 3 ; n = 1, k = 2 ; n = 2, k = 1. Cualquier otra posibilidad, genera integrales
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nulas usando el Teorema de Cauchy. Por lo tanto,

(I1) =
8√
2

{∫

C

1

t3

[
(−it)0

0!
· (−1)3+1(2− 22·3−1) t3−1

(2 · 3− 1)(3− 1)! 2(2·3−1)/2 i3−1

+
(−it)1

1!
· (−1)2+1(2− 22·2−1) t2−1

(2 · 2− 1)(2− 1)! 2(2·2−1)/2 i2−1

+
(−it)2

2!
· (−1)1+1(2− 22·1−1) t1−1

(2 · 1− 1)(1− 1)! 2(2·1−1)/2 i1−1

]
dt

}

=
8√
2

∫

C

1

t

[
−30

40
√

2(−1)
+

(−6i)

6
√

2i
+ 0

]
dt

=
8√
2
[

1√
2
(

3

4
− 1)]

∫

C

dt

t
= 4(−1

4
)2πi = −2πi

Para (I2): En este caso, como ya se tiene el polinomio en (1/t) de grado 1, sólo interesan
los términos cuyo producto generen polinomios en t de grado 0 en el numerador, lo cual
de reduce al caso en que n = 0, k = 1 . Para todos los restantes valores posibles de n y k
, las integrales se anulan por la misma razón que en las cosideraciones anteriores.
Pero ya vimos que cuando n = 0 y k = 1 se obtiene una constante nula, ası́ :

(I2) =0

Por lo tanto, ∫

C
O2(t)S(t)dt = −2πi + 0 = −2πi .

Ahora, calculemos el coeficiente de J3(y). Tenemos que,

∫

C
O3(t)S(t)dt =

(I3)︷ ︸︸ ︷
∫

C

24

t4

[
2√
2

∑
n≥0

(−it)n

n! ∑
k≥1

(−1)k+1(2− 22k−1) tk−1

(2k− 1)(k− 1)! 2(2k−1)/2 ik−1

]
dt

+

(I4)︷ ︸︸ ︷
∫

C

3

t2

[
2√
2

∑
n≥0

(−it)n

n! ∑
k≥1

(−1)k+1(2− 22k−1) tk−1

(2k− 1)(k− 1)! 2(2k−1)/2 ik−1

]
dt

Para (I3): Sólo nos interesan los términos cuyo producto sean polinomios en t de grado
cúbico en el numerador, es decir, cuando n = 0, k = 4 ; n = 1, k = 3 ; n = 2, k = 2 y
n = 3, k = 1 . Los términos restantes producen integrales nulas usando el Teorema de
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Cauchy. Ası́,

(I3) =
48√

2

{∫

C

1

t4

[
(−it)0

0!
· (−1)4+1(2− 22·4−1) t4−1

(2 · 4− 1)(4− 1)! 2(2·4−1)/2 i4−1

+
(−it)1

1!
· (−1)3+1(2− 22·3−1) t3−1

(2 · 3− 1)(3− 1)! 2(2·3−1)/2 i3−1

+
(−it)2

2!
· (−1)2+1(2− 22·2−1) t2−1

(2 · 2− 1)(2− 1)! 2(2·2−1)/2 i2−1

+
(−it)3

3!
· (−1)1+1(2− 22·1−1) t1−1

(2 · 1− 1)(1− 1)! 2(2·1−1)/2 i1−1

]
dt

}

=
48√

2

∫

C

1

t

[
−126

336
√

2i
+

(30)

40
√

2i
− 1

2
√

2i
+ 0

]
dt

(I3) =
48√

2

[
−126

336
√

2i
+

(30)

40
√

2i
− 1

2
√

2i
+ 0

] ∫

C

dt

t

=48[
−126

336
+

(30)

40
− 1

2
]π = 48(−1

8
)π = −6π

Para (I4): Notamos que,

3
∫

C
O1(t)S(t)dt = (I4) ⇒ (I4) = 3 · 2π = 6π

Por lo tanto, ∫

C
O3(t)S(t)dt = −6π + 6π = 0 .

Ahora, calculemos el coeficiente de J4(y). Tenemos que,

∫

C
O4(t)S(t)dt =

(I5)︷ ︸︸ ︷
∫

C

192

t5

[
2√
2

∑
n≥0

(−it)n

n! ∑
k≥1

(−1)k+1(2− 22k−1) tk−1

(2k− 1)(k− 1)! 2(2k−1)/2 ik−1

]
dt

+

(I6)︷ ︸︸ ︷
∫

C

16

t3

[
2√
2

∑
n≥0

(−it)n

n! ∑
k≥1

(−1)k+1(2− 22k−1) tk−1

(2k− 1)(k− 1)! 2(2k−1)/2 ik−1

]
dt

+

(I7)︷ ︸︸ ︷
∫

C

1

t

[
2√
2

∑
n≥0

(−it)n

n! ∑
k≥1

(−1)k+1(2− 22k−1) tk−1

(2k− 1)(k− 1)! 2(2k−1)/2 ik−1

]
dt

Para (I5): Estamos interesados en los términos de las series cuyo producto genere poli-
nomios en t de grado igual a 4 en el numerador, éstos son : n = 0, k = 5 ; n = 1, k = 4 ;
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n = 2, k = 3 y n = 3, k = 2 y n = 4, k = 1. Ası́, se obtiene:

(I5) =
22

3
πi .

Para (I6) y (I7): Notamos que,

4 · (I1) = (I6) ⇒ (I6) = 4 · (−2πi) = −8πi ,

(I7) = (I2) = 0 ,

Por lo tanto, ∫

C
O4(t)S(t)dt =

22

3
πi + (−8πi) + 0 = −2

3
πi .

Ahora, calculemos el coeficiente de J5(y) :

∫

C
O5(t)S(t)dt =

(I8)︷ ︸︸ ︷
∫

C

1920

t6

[
2√
2

∑
n≥0

(−it)n

n! ∑
k≥1

(−1)k+1(2− 22k−1) tk−1

(2k− 1)(k− 1)! 2(2k−1)/2 ik−1

]
dt

+

(I9)︷ ︸︸ ︷
∫

C

120

t4

[
2√
2

∑
n≥0

(−it)n

n! ∑
k≥1

(−1)k+1(2− 22k−1) tk−1

(2k− 1)(k− 1)! 2(2k−1)/2 ik−1

]
dt

+

(I10)︷ ︸︸ ︷
∫

C

5

t2

[
2√
2

∑
n≥0

(−it)n

n! ∑
k≥1

(−1)k+1(2− 22k−1) tk−1

(2k− 1)(k− 1)! 2(2k−1)/2 ik−1

]
dt

Para (I8) : Considerando los términos de las series cuyo producto generan polinomios
en t de grado igual a 5, en el numerador, los cuales son n = 0, k = 6 ; n = 1, k = 5 ;
n = 2, k = 4 y n = 3, k = 3 ; n = 4, k = 2 y n = 5, k = 1, se tiene:

(I8) =
58

3
π .

Para (I9) y (I10), se tiene que:

5 · (I3) = (I9) ⇒ (I9) = 5 · (−6π) = −30π ,

5

3
· (I4) = (I10) ⇒ (I10) =

5

3
· 6π = 10π ,

Por lo tanto, ∫

C
O5(t)S(t)dt =

58

3
π + (−30π) + 10π = −2

3
π .
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Para hallar el coeficiente de J6(y) , escribimos:

∫

C
O6(t)S(t)dt =

(I11)︷ ︸︸ ︷
∫

C

23040

t7

[
2√
2

∑
n≥0

(−it)n

n! ∑
k≥1

(−1)k+1(2− 22k−1) tk−1

(2k− 1)(k− 1)! 2(2k−1)/2 ik−1

]
dt

+

(I12)︷ ︸︸ ︷
∫

C

1152

t5

[
2√
2

∑
n≥0

(−it)n

n! ∑
k≥1

(−1)k+1(2− 22k−1) tk−1

(2k− 1)(k− 1)! 2(2k−1)/2 ik−1

]
dt

+

(I13)︷ ︸︸ ︷
∫

C

36

t3

[
2√
2

∑
n≥0

(−it)n

n! ∑
k≥1

(−1)k+1(2− 22k−1) tk−1

(2k− 1)(k− 1)! 2(2k−1)/2 ik−1

]
dt

+

(I14)︷ ︸︸ ︷
∫

C

1

t

[
2√
2

∑
n≥0

(−it)n

n! ∑
k≥1

(−1)k+1(2− 22k−1) tk−1

(2k− 1)(k− 1)! 2(2k−1)/2 ik−1

]
dt

Para resolver (I11), consideramos los términos n = 0, k = 7 ; n = 1, k = 6 ; n = 2, k = 5
y n = 3, k = 4 ; n = 4, k = 3 ; n = 5, k = 2 y n = 6, k = 1, de donde se tiene que :

(I11) = 26
π

i
,

Y para resolver (I12) , (I13) y (I14), observamos que:

6 · (I5) = (I12) ⇒ (I12) = 6 · 22

3
πi = 44πi ,

9

4
· (I6) = (I13) ⇒ (I13) =

9

4
· (−8πi) = −18πi ,

(I14) = (I7) = 0 ,

Por lo tanto,

∫

C
O6(t)S(t)dt = 26

π

i
+ 44πi + (−18πi) =

−18π + 18π

i
= 0 .
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Ahora, calculemos el coeficiente de J7(y) , ası́ :

∫

C
O7(t)S(t)dt =

(I15)︷ ︸︸ ︷
∫

C

322560

t8

[
2√
2

∑
n≥0

(−it)n

n! ∑
k≥1

(−1)k+1(2− 22k−1) tk−1

(2k− 1)(k− 1)! 2(2k−1)/2 ik−1

]
dt

+

(I16)︷ ︸︸ ︷
∫

C

13440

t6

[
2√
2

∑
n≥0

(−it)n

n! ∑
k≥1

(−1)k+1(2− 22k−1) tk−1

(2k− 1)(k− 1)! 2(2k−1)/2 ik−1

]
dt

+

(I17)︷ ︸︸ ︷
∫

C

336

t4

[
2√
2

∑
n≥0

(−it)n

n! ∑
k≥1

(−1)k+1(2− 22k−1) tk−1

(2k− 1)(k− 1)! 2(2k−1)/2 ik−1

]
dt

+

(I18)︷ ︸︸ ︷
∫

C

7

t2

[
2√
2

∑
n≥0

(−it)n

n! ∑
k≥1

(−1)k+1(2− 22k−1) tk−1

(2k− 1)(k− 1)! 2(2k−1)/2 ik−1

]
dt

indent donde, procediendo según como en los casos anteriores, considerando solo los
términos que generan el integrando (1/t) se tiene :

(I15) = −986

15
π ,

(I16) = 7 · (I8) = 7 · 58

3
π =

406

3
π ,

(I17) = 14 · (I3) = 14 · (−6π) = −84π ,

(I18) = 7 ·
∫

C
O1(t)S(t)dt = 7 · 2π = 14π ,

Por lo tanto,

∫

C
O7(t)S(t)dt = −986

15
π +

406

3
π + (−84π) + 14π = −2

5
π .

Siguiendo con este razonamiento, se obtiene :

∫

C
O8(t)S(t)dt = −2

5

π

i
.

∫

C
O9(t)S(t)dt = 0 .

Para estos primeros valores, se nota el comportamiento que se espera para los térmi-
nos dados por los múltiplos de tres (3).
Como mencionamos antes, la demostración probabilı́stica es válida en sus argumentos
y con esto se tiene, en efecto, un mecanismo que permite hallar expansiones en coefi-
cientes de Bessel de integrales de probabilidad.
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La función de densidad de θt y resultados
asintóticos

A continuación presentamos un estudio de la función de densidad del ángulo θt del
Browniano plano, basado en una expresión de la misma derivada del trabajo hecho en
[3]. A partir de esta expresión daremos un resultado que implicará la Ley de Spitzer
sobre el comportamiento asintótico de θt, cuando t→ ∞.

Consideremos el movimiento Browniano 2-dimensional (Zt, t ≥ 0) con Z0 6= 0 , y
sea (θt, t ≥ 0) la determinación continua del argumento de (Zs, s ≤ t) alrededor del
(0,0) cuando t ∈ (0, ∞). Digamos,

Zt = |Zt|eiθt , θ0 = 0 , ρ = |Z0|.

Spitzer [14] demostró el siguiente resultado,

Teorema 3.1. (Ley de Spitzer) :

lı́mt→∞ P
( θt

ln
√

t
< θ

)
= G0(θ) , θ ∈ R , (3.1)

donde G0 denota la función de distribución Cauchy:

G0(θ) =
1

2
+

1

π
arctan θ =

∫ θ

−∞

dw

(1 + w2)
, θ ∈ R . (3.2)

Ahora, encontraremos una expresión para la función de densidad de θt:

Teorema 3.2. Si fθt
es la función de densidad de θt. Entonces,

fθt
(θ; ρ) =

ρ

2
√

2πt
e(−ρ2/4t)

[
2e

ρ2

4t cos 2θ cos θ 1{(−π/2,π/2)}(θ) (3.3)

+
1

π

∫ ∞

0
e(− ρ2

4t cosh y)

√
1

2
(cosh y− 1)

{ (y/2)

(y/2)2 + (θ − π/2)2

+
(y/2)

(y/2)2 + (θ + π/2)2

}
dy

]

Demostración:
Por el Teorema (2.4), se tiene

p(t, r, θ; ρ, α) =
1

πt
e

(
− r2+ρ2

2t

)
∫ ∞

0
cos υ(θ − α)Iυ(

ρr

t
)dυ ,

Para hallar la densidad fθt
integramos la expresión anterior respecto de rdr con

α = θ0 = 0:
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∫ ∞

0 p(t, r, θ; ρ, 0)rdr =
∫ ∞

0

[
1

πt e

(
− r2+ρ2

2t

)
∫ ∞

0 cos υθ Iυ(
ρr
t )dυ

]
rdr

= e(−ρ2/2t)

πt

∫ ∞

0

[∫ ∞

0
re(−r2/2t)Iυ(

ρr

t
) dr

︸ ︷︷ ︸
(∗)

]
cos υθ dυ

Ahora bien, (∗) ya fué resuelta durante la demostración del Corolario (2.6), ası́ que sólo
la sustituimos:

∫ ∞

0 p(t, r, θ; ρ, 0)rdr = e(−ρ2/2t)

πt

∫ ∞

0

[
ρ
2

√
2πt
2 e(ρ2/4t)

(
I 1

2 (υ−1)

(
ρ2

4t

)

+I 1
2 (υ+1)

(
ρ2

4t

))]
cos υθ dυ

= ρ
√

2πt
4πt e(−ρ2/4t)

[∫ ∞

0
cos υθ I 1

2 (υ−1)

(ρ2

4t

)
dυ

︸ ︷︷ ︸
(A)

+
∫ ∞

0
cos υθ I 1

2 (υ+1)

(ρ2

4t

)
dυ

︸ ︷︷ ︸
(B)

]
,

Resolveremos cada integral por separado. Usando la fórmula (1.31),
reescribimos para (A):

(A) =
∫ ∞

0
cos υθ

[ 1

π

(∫ π

0
e

ρ2

4t cos β cos[
(υ− 1

2

)
β]dβ

− sen[
(υ− 1

2

)
π]
∫ ∞

0
e−

ρ2

4t cosh y−( υ−1
2 )ydy

)]
dυ

=
1

π

∫ ∞

0
cos υθ

∫ π

0
e

ρ2

4t cos β cos[
(υ− 1

2

)
β]dβdυ

︸ ︷︷ ︸
(A1)

− 1

π

∫ ∞

0
cos υθ sen[

(υ− 1

2

)
π]
∫ ∞

0
e−

ρ2

4t cosh y−( υ−1
2 )ydydυ

︸ ︷︷ ︸
(A2)

Resolvemos (A1):

(A1) =
1

π

∫ π

0
e

ρ2

4t cos β
∫ ∞

0
cos υθ cos[

(υ− 1

2

)
β]dυdβ

=
1

π

∫ π

0
e

ρ2

4t cos β
{∫ ∞

0
cos υθ

[
cos(

υβ

2
) cos(

β

2
) + sen(

υβ

2
) sen(

β

2
)
]
dυ
}

dβ

=
1

2π

∫ π

−π
e

ρ2

4t cos β cos(
β

2
)

1

2

∫ ∞

−∞
cos υθ cos(

υβ

2
)dυdβ

︸ ︷︷ ︸
(A11)

+
1

π

∫ π

0
e

ρ2

4t cos β sen(
β

2
)
∫ ∞

0
cos υθ sen(

υβ

2
)dυdβ

︸ ︷︷ ︸
(A12)
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Resolvemos (A11):

Hacemos el cambio γ = β
2 . Ası́,

(A11) =
2

4π

∫ π/2

−π/2
e

ρ2

4t cos 2γ cos γ
(∫ ∞

−∞
cos υθ cos υγ dυ

)
dγ

=
1

2π

∫ π/2

−π/2
e

ρ2

4t cos 2γ cos γ
(∫ ∞

−∞
eiγυe−iθυdυ

)
(∗)

=
1

2π

∫ π/2

−π/2
e

ρ2

4t cos 2γ cos γ
(∫ ∞

−∞
eiυ(γ−θ)dυ

)

=
1

2π

∫ π/2

−π/2
e

ρ2

4t cos 2γ cos γ
(
2πδ(γ−θ)

)
dγ (∗∗)

= e
ρ2

4t cos 2θ cos θ 1{(−π/2,π/2)}(θ)

En (∗) usamos la paridad de la función cos(z) y la imparidad de la función sen(z) para
reescribir la integral y en (∗∗) usamos la transformada de inversa de Fourier hasta hacer

aparecer la expresión δ(x−y) = 1
2π

∫ +∞

−∞
eiζ(x−y)dζ.

Dejaremos por lo pronto, la integral (A12) indicada. Ahora, resolvemos (A2):

(A2) =
1

π

∫ ∞

0
cos υθ

[
sen(

υπ

2
) cos(

π

2
)− sen(

π

2
) cos(

υπ

2
)
]

×
∫ ∞

0
e(− ρ2

4t cosh y−( υ−1
2 )y)dydυ

= − 1

π

∫ ∞

0
e(− ρ2

4t cosh y+y/2)
∫ ∞

0
e(− y

2 υ) cos υθ cos(
υπ

2
) dυdy

= − 1

π

∫ ∞

0
e(− ρ2

4t cosh y+y/2)
∫ ∞

0
e(− y

2 υ)

×
[cos(υθ − υπ

2 ) + cos(υθ + υπ
2 )

2

]
dυdy

= − 1

2π

∫ ∞

0
e(− ρ2

4t cosh y+y/2)
{∫ ∞

0
e(− y

2 υ) cos[υ(θ − π

2
)]dυ

+
∫ ∞

0
e(− y

2 υ) cos[υ(θ +
π

2
)]dυ

}
dy

Usando [8], página 512, fórmula (3.893(2)), lo anterior toma la forma:

(A2) = − 1

2π

∫ ∞

0
e(− ρ2

4t cosh y+y/2)
{ (y/2)

(y/2)2 + (θ − π/2)2

+
(y/2)

(y/2)2 + (θ + π/2)2

}
dy
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Debemos ahora resolver la integral (B):

(B) =
1

π

∫ ∞

0
cos υθ

∫ π

0
e

ρ2

4t cos β cos[(
υ + 1

2
)β]dβdυ

︸ ︷︷ ︸
(B1)

− 1

π

∫ ∞

0
cos υθ sen[(

υ + 1

2
)π]

∫ ∞

0
e(− ρ2

4t cosh y−( υ+1
2 )y)dydυ

︸ ︷︷ ︸
(B2)

Para resolver (B1) , procedemos como en el caso de (A1). Obteniéndose,

(B1) =
1

4π

∫ π

−π
e

ρ2

4t cos β cos(
β

2
)
∫ ∞

−∞
cos υθ cos(

υβ

2
)dυdβ

︸ ︷︷ ︸
(B11)

− 1

π

∫ π

0
e

ρ2

4t cos β sen(
β

2
)
∫ ∞

0
cos υθ sen(

υβ

2
)dυdβ

︸ ︷︷ ︸
(B12)

Hasta ahora, se nota que :

(B11) = (A11) = e
ρ2

4t cos 2θ cos θ1{(−π/2,π/2)}(θ) ,

y ,
(B12) = −(A12) .

De manera análoga a como se resolvió (A2), se procede con (B2), obteniéndose:

(B2) =
1

2π

∫ ∞

0
e(− ρ2

4t cosh y−y/2)
{ (y/2)

(y/2)2 + (θ − π/2)2
+

(y/2)

(y/2)2 + (θ + π/2)2

}
dy .

Por lo tanto,
∫ ∞

0
p(t, r, θ; ρ, 0)rdr =

ρ

2
√

2πt
e(−ρ2/4t)

(
(A) + (B)

)

Sustituyendo lo anterior por cada integral correspondiente, se tiene :

∫ ∞

0
p(t, r, θ; ρ, 0)rdr

=
ρ

2
√

2πt
e(−ρ2/4t)

{
2e

ρ2

4t cos 2θ cos θ1{(−π/2,π/2)}(θ)−
(
− 1

2π

∫ ∞

0
e(− ρ2

4t cosh y+y/2)

×
{ (y/2)

(y/2)2 + (θ − π/2)2
+

(y/2)

(y/2)2 + (θ + π/2)2

}
dy
)

− 1

2π

∫ ∞

0
e(− ρ2

4t cosh y−y/2)
{ (y/2)

(y/2)2 + (θ − π/2)2
+

(y/2)

(y/2)2 + (θ + π/2)2

}
dy

}
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=
ρ

2
√

2πt
e(−ρ2/4t)

{
2e

ρ2

4t cos 2θ cos θ1{(−π/2,π/2)}(θ) +
1

π

∫ ∞

0
e(− ρ2

4t cosh y)
( ey/2 − e−y/2

2

)

×
{ (y/2)

(y/2)2 + (θ − π/2)2
+

(y/2)

(y/2)2 + (θ + π/2)2

}
dy

}

=
ρ

2
√

2πt
e(−ρ2/4t)

{
2e

ρ2

4t cos 2θ cos θ 1{(−π/2,π/2)}(θ) +
1

π

∫ ∞

0
e(− ρ2

4t cosh y) senh(y/2)

×
{ (y/2)

(y/2)2 + (θ − π/2)2
+

(y/2)

(y/2)2 + (θ + π/2)2

}
dy

}

Usando una identidad trigonómetrica hiperbólica finalmente se tiene que:

fθt
(θ; ρ)

=
ρ

2
√

2πt
e(−ρ2/4t)

[
2e

ρ2

4t cos 2θ cos θ 1{(−π/2,π/2)}(θ) +
1

π

∫ ∞

0
e(− ρ2

4t cosh y)

√
1

2
(cosh y− 1)

×
{ (y/2)

(y/2)2 + (θ − π/2)2
+

(y/2)

(y/2)2 + (θ + π/2)2

}
dy

]

�

A continuación, con esta expresión para la función de densidad de θt, vamos a pre-
sentar un resultado que muestra la velocidad de convergencia de la densidad de θt a
la correspondiente densidad de Cauchy, descrita en (3.2), y ofrece información sobre el
comportamiento en θt.

Teorema 3.3.

sup
θ ∈ R

(1 + θ2)

∣∣∣∣∣ln
√

t fθt

(
ln
√

t θ; ρ

)
− 1

π

1

(1 + θ2)

∣∣∣∣∣ ≤ C
1

ln
√

t
, para t ≥ 2 .

donde C es una constante que no depende de t, ni de θ.

Demostración:

Sea θ ∈ R fijo, pero arbitrario. Sean t ≥ 2, ρ = |Z0|, y a = ρ2

4t . Vamos a escribir ft en
lugar de fθt

, ası́:
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∣∣∣∣ln
√

t ft(ln
√

t θ; ρ)− 1

π

1

(1 + θ2)

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
ρe−aea cos(2 ln

√
t θ)

√
2π

cos(ln
√

t θ)× 1{(−π/2,π/2)}(ln
√

t θ)
ln
√

t√
t

+
ρ

2π
√

2π

1√
2at

∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

arcosh(u/a)

2
×
{

ln
√

t

(arcosh(u/a)/2)2 + (ln
√

t θ − π/2)2

+
ln
√

t

(arcosh(u/a)/2)2 + (ln
√

t θ + π/2)2

}
du− 1

π

1

(1 + θ2)

∣∣∣∣

Vamos a acotar el primer sumando del segundo miembro de esta igualdad, queremos
mostrar que:

∣∣∣∣
ρe−aea cos(2 ln

√
t θ)

√
2π

cos(ln
√

t θ)× 1{(−π/2,π/2)}(ln
√

t θ)
ln
√

t√
t

∣∣∣∣ ≤ C1 ·
1

(1 + θ2)

1

ln
√

t

donde C1 es una constante que no depende de t ni de θ.
En efecto,

∣∣∣∣
ρe−aea cos(2 ln

√
t θ)

√
2π

cos(ln
√

t θ)× 1{(−π/2,π/2)}(ln
√

t θ)
ln
√

t√
t

∣∣∣∣

≤ 1× C0

∣∣∣∣1{(−π/2,π/2)}(ln
√

t θ)
ln
√

t√
t

∣∣∣∣

donde C0 = ρ√
2π

. Vamos a multiplicar y dividir en el segundo miembro de la desigual-

dad por los factores (1+θ2)
(1+θ2)

y ln
√

t
ln
√

t
, se tiene:

∣∣∣∣
ρe−aea cos(2 ln

√
t θ)

√
2π

cos(ln
√

t θ)× 1{(−π/2,π/2)}(ln
√

t θ)
ln
√

t√
t

∣∣∣∣

≤ C0
(1 + θ2)

(1 + θ2)
1{(−π/2,π/2)}(ln

√
t θ)

(
ln
√

t
)2

√
t ln
√

t

Ahora bien, en vista de que aparece una función indicatriz, vamos a considerar dos
posibles casos.

Caso 1: [| ln
√

t θ| > π
2 ]

En este caso, la desigualdad es cierta para todo t ≥ 2:

∣∣∣∣
ρe−aea cos(2 ln

√
t θ)

√
2π

cos(ln
√

t θ)× 1{(−π/2,π/2)}(ln
√

t θ)
ln
√

t√
t

∣∣∣∣ = 0 ≤ C1
1

(1 + θ2)

1

ln
√

t
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con C1 = C0.
Caso 2: [| ln

√
t θ| ≤ π

2 ]
Procedemos de la siguiente forma:

| ln
√

t θ| ≤ π

2
⇒ |θ| ≤ π

2 ln
√

t

⇒ |θ|2 ≤ π2

4(ln
√

t)2

⇒ 1 + θ2 ≤ 1 +
π2

4(ln
√

t)2

Entonces, reescribimos:

∣∣∣∣
ρe−aea cos(2 ln

√
t θ)

√
2π

cos(ln
√

t θ)× 1{(−π/2,π/2)}(ln
√

t θ)
ln
√

t√
t

∣∣∣∣

≤ C0

(1 + θ2)

(
ln
√

t
)2

√
t ln
√

t
(1 +

π2

4(ln
√

t)2
)

= C0(1 +
π2

4(ln
√

t)2
)

1

(1 + θ2) ln
√

t

(
ln
√

t
)2

√
t

≤ C0(1 +
π2

4(ln
√

t)2
)

1

(1 + θ2) ln
√

t

1√
t

≤ C0(1 +
π2

4(ln
√

2)2
)

1

(1 + θ2) ln
√

t

1√
2

=
C1

(1 + θ2) ln
√

t

donde C1 es una constante dada por: C1 = C0(1 + π2

4(ln
√

2)2
) 1√

2
.

Por lo tanto, para todo θ ∈ R y t ≥ 2 :

∣∣∣∣
ρe−aea cos(2 ln

√
t θ)

√
2π

cos(ln
√

t θ)× 1{(−π/2,π/2)}(ln
√

t θ)
ln
√

t√
t

∣∣∣∣ ≤ C1
1

(1 + θ2)

1

ln
√

t
(3.4)

Ahora, procedemos a mostrar que:
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∣∣∣∣
ρ

2π
√

2π

1√
2at

∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

arcosh(u/a)

2
×
{

ln
√

t

(arcosh(u/a)/2)2 + (ln
√

t θ − π/2)2

+
ln
√

t

(arcosh(u/a)/2)2 + (ln
√

t θ + π/2)2

}
du− 1

π

1

(1 + θ2)

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
1

2π
√

π

∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

arcosh(u/a)

2

{
ln
√

t

(arcosh(u/a)/2)2 + (ln
√

t θ − π/2)2

+
ln
√

t

(arcosh(u/a)/2)2 + (ln
√

t θ + π/2)2

}
du− 1

π

1

(1 + θ2)

∣∣∣∣ ≤ C2
1

(1 + θ2)

1

ln
√

t

(3.5)

donde C2 es una constante que no depende de t, ni de θ. En efecto,
Vamos a usar una fórmula para la función arcosh(z), dada en [8], pág. 60, ecuación

(1.642(2)):

arcosh(z) = ln(2 z)−
∞

∑
k=1

(2k)!

22k(k!)22k z2k
, z ≥ 1

Ahora, con z = (u/a) y sabiendo que u ≥ a, se tiene que z ≥ 1. Definimos:

Et(u; ρ) :=
arcosh

(
u/a

)

2
− 1

2
ln(2(u/a))

Como a futuro aparecerá tal diferencia en el integrando de la integral anterior, debemos
acotar a Et y mostrar que es, en efecto, integrable.

Usando el hecho de que:

0 < α < 1 ⇒ αk
< α , ∀ k ∈ N , tenemos que

(
1
z2

)k
≤ 1

z2 , ∀ k ≥ 1. Entonces:

|Et(u; ρ)| =
∣∣∣∣∣
arcosh

(
u/a

)

2
−

ln
(

2u/a
)

2

∣∣∣∣∣ ≤
∞

∑
k=1

(2k)!

22k+1(k!)22k
(

u/a
)2k

≤ a2

u2

∞

∑
k=1

(2k)!

22k+1(k!)22k

=
ρ4

t2

1

u2
Ĉ

donde Ĉ es una cota de la serie numérica convergente que aparece en la última expre-
sión. (Para ver la convergencia, se usa el Criterio de Raabe, el cual asegura convergencia
siempre que lı́mn→∞

[
n
(
1− an+1

an

)]
= L > 1, en este caso: L = 3

2 ).
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Ası́,

|Et(u; ρ)| ≤ ρ4

t2

1

u2
Ĉ (3.6)

En estos términos, reescribimos:

arcosh
(

u
a

)

2
= ln

√
t + At(u; ρ)

donde At(u; ρ) = ln
√

8u
ρ2 + Et(u; ρ).

Por lo tanto,
∣∣∣∣

1

2π
√

π

∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

arcosh(u/a)

2
×
{

ln
√

t

(arcosh(u/a)/2)2 + (ln
√

t θ − π/2)2

+
ln
√

t

(arcosh(u/a)/2)2 + (ln
√

t θ + π/2)2

}
du− 1

π

1

(1 + θ2)

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
1

2π
√

π

∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

{ (
ln
√

t + At(u; ρ)
)
ln
√

t

(ln
√

t + At(u; ρ))2 + (ln
√

t θ − π/2)2

+

(
ln
√

t + At(u; ρ)
)

ln
√

t

(ln
√

t + At(u; ρ))2 + (ln
√

t θ + π/2)2

}
du− 1

π

1

(1 + θ2)

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
1

2π
√

π

∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

{ (
ln
√

t + At(u; ρ)
)
ln
√

t

(ln
√

t + At(u; ρ))2 + (ln
√

t θ − π/2)2

+

(
ln
√

t + At(u; ρ)
)

ln
√

t

(ln
√

t + At(u; ρ))2 + (ln
√

t θ + π/2)2

}
du− 1

π(1 + θ2)

− 1

π
√

π(1 + θ2)

∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

du +
1

π
√

π(1 + θ2)

∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

du

∣∣∣∣

Sea x = 1
ln
√

t
. Entonces, reescribimos:
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∣∣∣∣
1

2π
√

π

∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

arcosh(u/a)

2
×
{

ln
√

t

(arcosh(u/a)/2)2 + (ln
√

t θ − π/2)2

+
ln
√

t

(arcosh(u/a)/2)2 + (ln
√

t θ + π/2)2

}
du− 1

π

1

(1 + θ2)

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
1

2π
√

π

∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

{
1 + At(u; ρ)x

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ − (π/2)x)2

+
1 + At(u; ρ)x

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ + (π/2)x)2
− 2

1 + θ2

}
du

+
1

π
√

π(1 + θ2)

∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

du− 1

π

1

(1 + θ2)

∣∣∣∣∣

≤ 1

2π
√

π

∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

{∣∣∣∣∣
1 + At(u; ρ)x

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ − (π/2)x)2
− 1

(1 + θ2)

+
1 + At(u; ρ)x

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ + (π/2)x)2
− 1

1 + θ2

∣∣∣∣∣

}
du

+

∣∣∣∣∣
1

π
√

π(1 + θ2)

∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

du− 1

π

1

(1 + θ2)

∣∣∣∣∣

(3.7)

Vamos a estimar el último valor absoluto de (3.7), es decir, probaremos que:

1

(1 + θ2)

∣∣∣∣∣
1

π
√

π

∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

du− 1

π

∣∣∣∣∣ ≤ M1
x

(1 + θ2)

donde M1 es una constante que no depende de t ni de θ. En efecto:

1

(1 + θ2)

∣∣∣∣∣
1

π
√

π

∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

du− 1

π

∣∣∣∣∣ =
1

(1 + θ2)

1

π

∣∣∣∣∣
1√
π

∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

du− 1

∣∣∣∣∣

=
1

(1 + θ2)

1

π

1√
π

∣∣∣∣∣

∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

du−
∫ ∞

0

e−u

√
u

du±
∫ ∞

a

e−u

√
u

∣∣∣∣∣ (usando que
∫ ∞

0

e−u

√
u

du =
√

π)
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≤ 1

(1 + θ2)

1

π

1√
π

[∣∣∣∣∣

∫ ∞

a

( e−(u+a)

√
u + a

− e−u

√
u

)
du

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∫ ∞

a

e−u

√
u

du−
∫ ∞

0

e−u

√
u

du

∣∣∣∣∣

]

=
1

(1 + θ2)

1

π

1√
π

[∣∣∣∣∣

∫ ∞

a

( e−(u+a)

√
u + a

− e−u

√
u
± e−u

√
u + a

)
du

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∫ a

0

e−u

√
u

du

∣∣∣∣∣

]

≤ 1

(1 + θ2)

1

π

1√
π

[∣∣∣∣∣

∫ ∞

a

e−u(e−a − 1)√
u + a

du

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∫ ∞

a
e−u
( 1√

u + a
− 1√

u

)
du

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∫ a

0

e−u

√
u

du

∣∣∣∣∣

]

≤ 1

(1 + θ2)

1

π

1√
π

[
|a|
∣∣∣∣∣

∫ ∞

a

e−u

√
u

du

∣∣∣∣∣+
∫ ∞

a
e−u

∣∣∣∣∣

(√
u + a−√u√

u + a
√

u

)∣∣∣∣∣du +
√

a

]

≤ 1

(1 + θ2)

1

π

1√
π

[
|a|
∫ ∞

0

e−u

√
u

du +
√

a
(∫ 1

a

e−u

u
du +

∫ ∞

1

e−u

u
du
)

+
√

a

]

≤ 1

(1 + θ2)

1

π

1√
π

[
|ρ

2

4t
|
√

π +

√
ρ2

4t
(| ln

(ρ2

4t

)
|+ K) +

√
ρ2

4t

]

≤ 1

(1 + θ2)

1

π

1√
π

[
|ρ

2

4t
|
√

π +
ρ

2
√

t
(ln
(ρ2

8

)
+ K) +

ρ

2
√

t

]

donde K es una cota para la integral convergente
∫ ∞

1
e−u

u du. Además vamos a usar la

desigualdad: t,
√

t ≥ ln
√

t. Ası́, tenemos que:

1

(1 + θ2)

∣∣∣∣∣
1

π
√

π

∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

du− 1

π

∣∣∣∣∣ ≤
1

(1 + θ2)

1

π

1√
π

[
ρ2
√

π

4

1

ln
√

t
+

ρ

2

(
ln
(ρ2

8

)
+ k

)
1

ln
√

t

+
ρ

2

1

ln
√

t

]

≤ M1
x

(1 + θ2)

donde M1 = 1
π

1√
π

[
ρ2
√

π
4 +

(
ln
(

ρ2

8

)
+ k

)
+ ρ

2

]
y x = 1

ln
√

t
.
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Ahora, vamos a estimar la primera integral de (3.7):

1

2π
√

π

∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

{∣∣∣∣∣
1 + At(u; ρ)x

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ − (π/2)x)2
− 1

(1 + θ2)

+
1 + At(u; ρ)x

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ + (π/2)x)2
− 1

1 + θ2

∣∣∣∣∣

}
du

≤ 1

2π
√

π

∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

∣∣∣∣∣
x[(θ2 − 1)At(u; ρ) + θπ]− x2[A2

t (u; ρ) + π2

4 ]

(1 + θ2)[(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ − π
2 x)2]

+
x[(θ2 − 1)At(u; ρ)− θπ]− x2[A2

t (u; ρ) + π2

4 ]

(1 + θ2)[(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ + π
2 x)2]

∣∣∣∣∣du

≤ 1

2π
√

π

x

(1 + θ2)

[∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

∣∣∣∣∣
(θ2 − 1)At(u; ρ) + θπ − x[A2

t (u; ρ) + π2

4 ]

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ − π
2 x)2

+
(θ2 − 1)At(u; ρ)− θπ − x[A2

t (u; ρ) + π2

4 ]

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ + π
2 x)2

∣∣∣∣∣du

]

Consideremos dos casos:
Caso 1: |θ| > 30

Con respecto a los denominadores de ambas fracciones, se tiene:

|(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ ± π

2
x)2| > 1

2
θ2

en efecto:

|(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ +
π

2
x)2| > (θ +

π

2
x)2

= θ2 + θπx + (
π

2
x)2

> θ2 − |θ|πx = θ2(1− πx

|θ| ) >
θ2

2

Lo cual implica

∣∣ (θ2 − 1)

θ2

∣∣ < 1, y
∣∣ θ

θ2

∣∣ < 1,
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Luego, nos queda:

1

2π
√

π

x

(1 + θ2)

[∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

∣∣∣∣∣
(θ2 − 1)At(u; ρ) + θπ − x[A2

t (u; ρ) + π2

4 ]

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ − π
2 x)2

+
(θ2 − 1)At(u; ρ)− θπ − x[A2

t (u; ρ) + π2

4 ]

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ + π
2 x)2

∣∣∣∣∣du

]

≤ 1

2π
√

π

x

(1 + θ2)

[∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

4

(
π + |At(u; ρ)|+ x|A2

t (u; ρ)|+ x
π2

4

)
du

]

≤ 1

2π
√

π

x

(1 + θ2)

[∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

4

(
1

ln
√

2
|A2

t (u; ρ)|+ |At(u; ρ)|+ (π +
1

ln
√

2

π2

4
)

)
du

]

Vamos a tratar el integrando anterior como un polinomio de grado 2 en la variable
At(u; ρ) para acotar la expresión anterior por:

2

π
√

π

x

(1 + θ2)

[∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

C̃

(
1 + |A2

t (u; ρ)|
)

du

]

donde C̃ es una constante que no depende de los parámetros ρ, t, u. Entonces nos queda:

2

π
√

π

x

(1 + θ2)

[∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

du +
∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

|A2
t (u; ρ)|du

]

En este punto, vamos a usar la definición de At(u; ρ) y la ecuación (3.6):

2

π
√

π

x

(1 + θ2)

[∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

du +
∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

[
| ln
√

8u

ρ2
|+ |Et(u; ρ)|

]2

du

]

≤ 2

π
√

π

x

(1 + θ2)

[∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

du + ln2

√
8

ρ2

∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

du

+
1

ln
√

2

∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

| ln2√u|du +
1

ln
√

2

Ĉ ρ8

t4

∫ ∞

a

e−(u+a)

u4
√

u + a

]

Recordemos que u > a = ρ2

4t > 0, entonces se cumplen las siguientes proposiciones:

t ≥ 2 ⇒ e−a ≤ 1 , u + a ≥ u ⇒
√

u + a ≥ √u y 1
u4 <

1
a4 . Con esto, lo anterior se

transforma en:
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2

π
√

π

x

(1 + θ2)

[∫ ∞

0

e−u

√
u

du +
1

ln
√

2
ln2

√
8

ρ2

∫ ∞

0

e−u

√
u

du

+
1

ln
√

2

∫ ∞

a

e−u

√
u
| ln2√u|du +

1

ln
√

2

Ĉρ8

t4

∫ ∞

a

e−u

a4
√

u

]

≤ 2

π
√

π

x

(1 + θ2)

[(
1 +

1

ln
√

2
ln2

√
8

ρ2

) ∫ ∞

0

e−u

√
u

du

+
1

ln
√

2

∫ ∞

a

e−u

√
u
| ln2√u|du +

1

ln
√

2

256 Ĉ ρ8

t4

t4

ρ8

∫ ∞

0

e−u

√
u

]

Como
∫ ∞

0
e−u√

u
=
√

π, entonces lo anterior se reduce a:

2

π
√

π

x

(1 + θ2)

[(
1 +

1

ln
√

2
ln2

√
8

ρ2
+

1

ln
√

2
256 Ĉ

)√
π

+
1

ln
√

2

[∫ 1

a

e−u

√
u
| ln2√u|du +

∫ ∞

1

e−u

√
u
| ln2√u|du

]

Ahora bien, debido a que:

∫ 1

a

e−u

√
u
| ln2√u|du ≤ A1 < ∞ (haciendo el cambio z = ln2(u))

∫ ∞

1

e−u

√
u
| ln2√u|du ≤

∫ ∞

1
e−u du ≤ A2 < ∞

Finalmente, si |θ| > 30, entonces:

∣∣∣∣
ρ

2π
√

2π

1√
2at

∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

arcosh(u/a)

2
×
{

ln
√

t

(arcosh(u/a)/2)2 + (ln
√

t θ − π/2)2

+
ln
√

t

(arcosh(u/a)/2)2 + (ln
√

t θ + π/2)2

}
du− 1

π

1

(1 + θ2)

∣∣∣∣

≤ M2
x

(1 + θ2)
+ M1

x

(1 + θ2)

≤
(

M2 + M1

) x

(1 + θ2)

= C2
x

(1 + θ2)
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donde M2 = 2
π
√

π

[(
1 +

1

ln
√

2
ln2
√

8
ρ2 +

1

ln
√

2
256 Ĉ

)√
π +

1

ln
√

2

[
A1 + A2

]]
, y C2 =

M2 + M1.

Caso 2: |θ| ≤ 30
Vamos a estimar la misma expresión:

1

2π
√

π

∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

{∣∣∣∣∣
1 + At(u; ρ)x

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ − (π/2)x)2
− 1

(1 + θ2)

+
1 + At(u; ρ)x

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ + (π/2)x)2
− 1

1 + θ2

∣∣∣∣∣

}
du (3.8)

Vamos a dividir la región de integración de (3.8) como sigue:

1

2π
√

π

[∫ ρ2/4
√

t

a

e−(u+a)

√
u + a

{∣∣∣∣∣
1 + At(u; ρ)x

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ − (π/2)x)2
− 1

1 + θ2

+
1 + At(u; ρ)x

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ + (π/2)x)2
− 1

1 + θ2

∣∣∣∣∣

}
du

+
∫ ∞

ρ2/4
√

t

e−(u+a)

√
u + a

{∣∣∣∣∣
1 + At(u; ρ)x

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ − (π/2)x)2
− 1

1 + θ2

+
1 + At(u; ρ)x

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ + (π/2)x)2
− 1

1 + θ2

∣∣∣∣∣

}
du

]
(3.9)

A continuación, estimamos la primera integral. Debido a que el integrando posee dos
fracciones semejantes, vamos a trabajar con la primera fracción, y extenderemos el re-
sultado para la segunda,ası́:

∫ ρ2/4
√

t

a

e−(u+a)

√
u + a

{∣∣∣∣∣
1 + At(u; ρ)x

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ − (π/2)x)2
− 1

1 + θ2

∣∣∣∣∣

}

≤
∫ ρ2/4

√
t

a

e−(u+a)

√
u + a

{∣∣∣∣∣
1 + At(u; ρ)x

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ − (π/2)x)2

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

1

1 + θ2

∣∣∣∣∣

}
du

≤ 1 + θ2

1 + θ2

∫ ρ2/4
√

t

a

e−(u+a)

√
u + a

du∣∣1 + At(u; ρ)x
∣∣ +

∫ ρ2/4
√

t

a

e−(u+a)

√
u + a

1

1 + θ2
du (3.10)
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Usando la definición de At(u; ρ), para la primera integral de la desigualdad (3.10) nos
queda:

1 + θ2

1 + θ2

∫ ρ2/4
√

t

a

e−(u+a)

√
u + a

du

1 + At(u; ρ)x
≤ (1 + 302)

1

1 + θ2

∫ ρ2/4
√

t

a

e−(u+a)

√
u + a

du
x
2 arcosh

(
4tu
ρ2

)

≤ (1 + 302)
2

x(1 + θ2)

∫ ρ2/4
√

t

a

1√
u

du

arcosh
(

4tu
ρ2

)

Haciendo el cambio de variable z = 4tu
ρ2 , nos queda que la anterior integral es igual a:

(1 + 302)
2

x(1 + θ2)

∫ √t

1

2
√

t

ρ
√

z

ρ2

4t

dz

arcosh(z)
=

(1 + 302)

1 + θ2

ρ

x
√

t

∫ √t

1

dz√
z arcosh(z)

Hacemos el cambio de variable y = arcosh(z), ası́:

(1 + 302)

1 + θ2

ρ

x
√

t

∫ √t

1

dz√
z arcosh(z)

=
(1 + 302)

1 + θ2

ρ

x
√

t

∫ arcosh(
√

t)

0

senh(y)dy√
cosh(y) y

=
(1 + 302)

1 + θ2

ρ

x
√

t

[∫ 1

0

senh(y)

y

1√
cosh(y)

dy

+
∫ arcosh(

√
t)

1

senh(y)

y

1√
cosh(y)

dy

]

En el caso de la primera integral, usaremos que el integrando es una función continua

en un intervalo cerrado y acotado, pues la función
senh(y)

y tiene lı́mite finito en y =

0, para acotar el integrando por una constante, mientras que para la segunda integral
sustituiremos la función por su definición, ası́:

1 + θ2

1 + θ2

∫ ρ2/4
√

t

a

e−(u+a)

√
u + a

du

1 + At(u; ρ)x
≤ (1 + 302)

1 + θ2

ρ

x
√

t

[∫ 1

0
Mdy +

∫ arcosh(
√

t)

1

ey − e−y

√
ey + e−y

dy

]

≤ (1 + 302)

1 + θ2

ρ

x
√

t

[
M +

∫ arcosh(
√

t)

1

ey

ey/2
dy

]

=
(1 + 302)

1 + θ2

ρ

x
√

t

[
M +

∫ arcosh(
√

t)

1
ey/2dy

]

=
(1 + 302)

1 + θ2

ρ

x
√

t

[
M + 2ey/2

∣∣∣∣∣

arcosh(
√

t)

1

]
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Para t suficientemente grande, se tiene que arcosh(w) = ln(2w), por lo cual, reescribi-

mos:

1 + θ2

1 + θ2

∫ ρ2/4
√

t

a

e−(u+a)

√
u + a

du

1 + At(u; ρ)x
=

(1 + 302)

1 + θ2

ρ

x
√

t

[
M + 2e

1
2 ln(2

√
t) − 2e

1
2

]

≤ (1 + 302)

1 + θ2

ρ

x
√

t

[
M + 2

√
2

4
√

t

]

=
(1 + 302)

1 + θ2

ρ

x

[
M√

t
+ +

2
√

2
4
√

t

]

= ρ(1 + 302)

[
M

2(1/4)
+ 2
√

2

]
1

1 + θ2

1

ln
√

t

[
ln
√

t
]2

t(1/4)

≤ ρ(1 + 302)

[
M

2(1/4)
+ 2
√

2

]
1

(1 + θ2)

1

ln
√

t
× 1

Mientras que para la segunda integral de la desigualdad (3.10), se tiene:

∫ ρ2/4
√

t

a

e−(u+a)

√
u + a

1

1 + θ2
du ≤ 1

(1 + θ2)
k
√

u

∣∣∣∣∣

ρ2/4
√

t

ρ2/4t

≤ k

(1 + θ2)

ρ

2 4
√

t
≤ kρ

2

1

(1 + θ2)

1

ln
√

t

donde k es una constante que no depende de u ni de t.

Ası́ la desigualdad (3.10) nos queda asi:

∫ ρ2/4
√

t

a

e−(u+a)

√
u + a

{∣∣∣∣∣
1 + At(u; ρ)x

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ − (π/2)x)2
− 1

1 + θ2

∣∣∣∣∣

}

≤ ρ(1 + 302)
M

2(1/4)
+ 2
√

2

]
1

(1 + θ2)

1

ln
√

t
+

kρ

2

1

(1 + θ2)

1

ln
√

t

=
(

ρ(1 + 302)
M

2(1/4)
+ 2
√

2

]
+

kρ

2

) 1

(1 + θ2)

1

ln
√

t

Si procedemos de igual manera para la segunda fracción de la primera integral de
(3.9), entonces obtenemos la misma estimación que se obtuvo para (3.10) por lo que,
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la primera integral de (3.9), queda acotada por:

1

2π
√

π

[∫ ρ2/4
√

t

a

e−(u+a)

√
u + a

{∣∣∣∣∣
1 + At(u; ρ)x

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ − (π/2)x)2
− 1

1 + θ2

+
1 + At(u; ρ)x

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ + (π/2)x)2
− 1

1 + θ2

∣∣∣∣∣

}
du

≤ 2
(

ρπ(1 + 302) +
kρ

2

) 1

(1 + θ2)

1

ln
√

t

Ahora procedemos a estimar la segunda integral de (3.8). De igual manera, trabajare-
mos con la primera fracción del integrando e indicaremos la estimación de la segunda
fracción. Antes, consideraremos lo siguiente:

arcosh z = y⇒ z = cosh y =
ey + e−y

2

⇒ 2 z = ey(1 + e−2y)

⇒ ln 2 z = y + ln(1 + e−2y)

⇒ arcosh z− ln 2 z = − ln(1 + e−2y)

⇒ ln 2 z− arcosh z = ln(1 + e−2y) < e−2y
<

1

z2

ya que: z = ey (1+e−2y)
2 < ey. Ası́,

⇒ 0 < ln 2z− arcoshz <
1

z2
, z > 0.

Ası́, con z = u
a = 4tu

ρ2 > 0, se tiene una cota para el error:

Et(u; ρ) =
1

2
(arcosh(

4tu

ρ2
)− ln(2

4tu

ρ2
))

⇒
∣∣∣Et(u; ρ)

∣∣∣ ≤ 1

2

(4tu

ρ2

)−2 ≤ 1

2

ρ4

16 t2

16 t

ρ4

⇒
∣∣∣Et(u; ρ)

∣∣∣ ≤ 1

2t
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Por lo tanto,

(1 + At(u; ρ)x) = 1 + (ln

√
8u

ρ2
+ Et(u; ρ))x

≥ 1 +
(

ln

√
8ρ2

4ρ2
√

t
+ Et(u; ρ)

)
x

= 1 +
(1

2
ln

2√
t
+ Et(u; ρ)

)
x

= 1 +
(1

2
ln 2− 1

2
ln
√

t + Et(u; ρ)
)

x

= 1 +
1

2

ln 2

ln
√

t
− 1

2
+ Et(u; ρ)x

≥ 1

2
+

1

2

ln 2

ln
√

t
−
∣∣∣Et(u; ρ)

∣∣∣
1

ln
√

t

≥ 1

2
+

1

2

ln 2

ln
√

t
− 1

2t ln
√

t

≥ 1

2

⇒ (1 + At(u; ρ)x)2
>

1

4

Por lo cual:

1

2π
√

π

∫ ∞

ρ2/4
√

t

e−(u+a)

√
u + a

{∣∣∣∣∣
1 + At(u; ρ)x

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ − (π/2)x)2
− 1

1 + θ2

∣∣∣∣∣

}

=
1

2π
√

π

x

(1 + θ2)

[∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

∣∣∣∣∣
(θ2 − 1)At(u; ρ) + θπ − x[A2

t (u; ρ) + π2

4 ]

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ − π
2 x)2

∣∣∣∣∣

]
du

≤ 1

2π
√

π

x

(1 + θ2)

[∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

4

(
1

ln
√

2
|A2

t (u; ρ)|+ (90 + 1)|At(u; ρ)|

+ (30π +
1

ln
√

2

π2

4
)

)
du

]

≤ 2

π
√

π

x

(1 + θ2)

[∫ ∞

ρ2/4t

e−(u+a)

√
u + a

K̃

(
1 + |A2

t (u; ρ)|
)

du

]

donde K̃ es una constante que no de depende de t, u, ρ. Pero esta integral ya fué estima-
da, por lo tanto:

1

2π
√

π

∫ ∞

ρ2/4
√

t

e−(u+a)

√
u + a

{∣∣∣∣∣
1 + At(u; ρ)x

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ − (π/2)x)2
− 1

1 + θ2

∣∣∣∣∣

}
≤ M2

x

(1 + θ2)



76

Ası́, la segunda integral de (3.8) queda acotada por:

1

2π
√

π

[∫ ∞

ρ2/4
√

t

e−(u+a)

√
u + a

{∣∣∣∣∣
1 + At(u; ρ)x

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ − (π/2)x)2
− 1

1 + θ2

+
1 + At(u; ρ)x

(1 + At(u; ρ)x)2 + (θ + (π/2)x)2
− 1

1 + θ2

∣∣∣∣∣

}
du

]
≤ 2 M2

x

(1 + θ2)

Ası́, si |θ| ≤ 30, entonces

∣∣∣∣
1

2π
√

π

∫ ∞

a

e−(u+a)

√
u + a

arcosh(u/a)

2
×
{

ln
√

t

(arcosh(u/a)/2)2 + (ln
√

t θ − π/2)2

+
ln
√

t

(arcosh(u/a)/2)2 + (ln
√

t θ + π/2)2

}
du− 1

π

1

(1 + θ2)

∣∣∣∣

≤ 2
(

ρπ(1 + 302) +
kρ

2

) x

(1 + θ2)
+ 2M2

x

(1 + θ2)
+ M1

x

(1 + θ2)

≤ C2
x

(1 + θ2)

Donde C2 = 2
(

ρπ(1 + 302) + kρ
2

)
+ 2M2 + M1

Finalmente, usando (3.4) y (3.5), se tiene:

∣∣∣∣∣ln
√

t ft

(
ln
√

t θ; ρ

)
− 1

π

1

(1 + θ2)

∣∣∣∣∣ ≤ C1
1

(1 + θ2)

1

ln
√

t
+ C2

1

(1 + θ2)

1

ln
√

t

≤
(

C1 + C2

) 1

(1 + θ2)

1

ln
√

t

Multiplicamos la anterior desigualdad por el factor (1 + θ2) y tomamos supremo en
θ ∈ R, se tiene:

sup
(θ ∈ R)

(1 + θ2)

∣∣∣∣∣ln
√

t ft

(
ln
√

t θ; ρ

)
− 1

π

1

(1 + θ2)

∣∣∣∣∣ ≤ C
1

ln
√

t
,

donde C = C1 + C2 es una constante que no depende de θ ni de t.

�



77

Observación 3.4. Debido a que el resultado anterior muestra una convergencia uni-
forme en θ ∈ R, la ley de Spitzer para el comportamiento asintótico de θt cuando t→ ∞,
mencionada en el teorema (3.1), es un caso particular del mismo. Además queda explı́ci-
ta la velocidad de convergencia a 0.

En el artı́culo [1], se establece un teorema que ofrece cotas no-uniformes para las
aproximaciones de Cauchy de la función de densidad de θt, que citamos a continuación:

Teorema 3.5. Para todo k ∈ N, tenemos:

sup
θ ∈ R

(
1 + |θ|2[k/2]+2

)∣∣∣∣∣ ft(z)− g0(z)−
k−1

∑
j=1

ãj(t)gj(z)xj

∣∣∣∣∣ ≤ ckxk para t ≥ 2 ,

con una sucesión de constantes c1, c2, . . . y x =

(
1

ln
√

t

)
.

Ésta es una convergencia uniforme en θ ∈ R y en t ≥ 2 . Donde gj son las funciones
densidad :

gj(z) := G′j(z) =
dj

dyj

∣∣∣∣∣
y=1

y

π(z2 + y2)
,

y

ãj(t) :=
1

j!
exp

{
1

−2t

}
∞

∑
l=0

h
(j)
l (0)

l!tl
,

y

hl(u) :=
2(u/2)−lΓ(1 + l − (u/2))

Γ(1 + l − u)
.

Si tomamos k = 2 en este teorema, se tendrı́a el resultado que se demostró antes.
La demostración de este teorema, es desarrollada a partir de la fómula de inversión de
la transformada de Fourier-Stieltjes de la función de distribución de θt y requiere argu-
mentos analı́ticos más complejos que los usados en nuestra prueba. Es posible hallar
una expansión para la función de distribución con los argumentos desarrollados en este
trabajo, y ofrecer un resultado semejante al teorema (3.5), cuya demostración es signi-
ficativamente sencilla.
(Este trabajo fué presentado en las XXIII Jornadas de Matemáticas, 2010)



78Apéndice A

Resultados sobre grupos finitos genera-
dos por reflexión

En el presente apéndice, recopilamos los Lemas y Teoremas del álgebra, fundamen-
tales en la demostración del teorema central del Capı́tulo II . (proposición 2.2.8). Además
de algunos resultados concernientes a la condición de consistencia estudiada en el mis-
mo capı́tulo.

Proposición A.1. Si t ∈ O(V) y α es cualquier vector no nulo en V , entonces tsαt−1 = stα

. En particular, si w ∈ W , entonces swα ∈ W siempre que sα ∈ W .
Demostración: Como t ∈ O(V) entonces (tλ, tα) = (λ, α) para todo α, λ ∈ V. La

idea será probar que la reflexión tsαt−1 envı́a a tα a su negativo y que además, fija cada
punto del hiperplano Htα . Veamos,

tsαt−1(tα) = tsαα = t(−α) = −tα ,

Nótemos lo siguiente,
λ ∈ Hα ⇔ (λ, α) = 0

⇔ (tλ, tα) = 0 (usando la hipótesis)
⇔ tα ∈ Htα

Ahora, para λ ∈ Hα , se tiene :

(tsαt−1)(tλ) = tsαλ = tλ .

Por lo tanto,
tsαt−1 = stα .

�

Proposición A.2. Sea ∆ un sistema simple, contenido en el sistema positivo Π . Si α ∈ ∆,
entonces sα(Π\{α}) = Π\{α} .

Demostración:
Sean α ∈ ∆, β ∈ Π, con β 6= α. Por definición podemos escribir:

β = ∑
γ∈ ∆

cγγ , con todos los cγ ≥ 0.

Recordemos que con este sistema simple ∆ y el sistema positivo Π está el sistema de
raı́ces Φ, y en éste los únicos múltiplos de α son ±α, luego como β 6= α, debe ocurrir
que algún cγ > 0 para γ 6= α.
Ahora, aplicamos sα a β:

sαβ = ∑
γ∈ ∆

cγsαγ
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Nótese que ésta es una combinación lineal de γ ∈ ∆, con los mismos coeficientes cγ y
como todos los coeficientes en esta expresión tienen el mismo signo, entonces sαβ debe
ser positivo, es decir, sαβ ∈ Π. Ahora, vamos a mostrar que sαβ 6= α

Supongamos por reducción al absurdo que sαβ = α, luego:
β = (sα ◦ sα)β = sα(sαβ) = sαα = −α ⇒ β = −α /∈ Π

⇒ (→←)
Ası́, sα es una funcı́ón inyectiva, pues envı́a Π \ {α} en el mismo y es sobreyectiva ya
que:
Para θ ∈ Π \ {α}, tal que sα(θ) = ξ ∈ Π \ {α}, se tiene:

s−1
α (ξ) = s−1

α (sα(θ)) = Id(θ) = θ

Por lo tanto,
sα(Π \ {α}) = Π \ {α}.

�

Teorema A.3. Sea ∆ un sistema simple fijo. Entonces W está generado por las reflexiones
sα, (α ∈ ∆) .

Demostración: Sea W′ el subgrupo de W generado por las reflexiones simples sα ,
α ∈ ∆ . Debemos mostrar que W′ = W .
En efecto, dividiremos la prueba en tres partes.

(1) Para β ∈ Π , consideramos el conjunto B = W′β ∩Π . Nótese que, este conjunto
contiene al menos al elemento β , ası́ que B es un conjunto no vacı́o de raı́ces
positivas. Entonces, podemos escojer un elemento γ ∈ B (γ ∈ W′β y γ ∈ Π) de
altura lo más pequeña posible.
Afirmación: γ ∈ ∆ .
Por definición, podemos escribir γ = ∑α∈∆ cαα , con cα ≥ 0. Además se tiene,

0 < (γ, γ) = (γ, ∑
α∈∆

cαα) = ∑
α∈∆

cα(γ, α)⇒ (γ, α) > 0 ,

para algún α ∈ ∆ .
Ahora, si γ = α , entonces γ ∈ ∆ . Pero en el caso en que γ 6= α , se tiene por la
proposición A.0.9, que la raı́z sαγ ≥ 0 . Además recordemos que por definición se
tiene:

sαγ = γ− 2
(γ, α)

(α, α)
α,

es decir, sαγ se obtiene sustrayéndole a γ un múltiplo positivo de α , en consecuen-
cia,

ht(sαγ) < ht(γ)

Pero sα ∈ W′ , luego sαγ ∈ W′β y por lo tanto, sαγ ∈ W′β ∩Π . Lo cual nos lleva
a una contradicción con la escojencia inicial de γ . Ası́ que, γ = α ∈ ∆ . Es decir, γ
es una raı́z simple, por lo cual W′β ∩Π ⊂ ∆ .
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(2) Sabemos que W′∆ ⊂ Φ . Ahora argumentamos que W′∆ = Φ = −Π t Π . En
efecto, usaremos el hecho de que el sistema de raı́ces Φ es la unión disjunta de Π

y −Π . En la parte (1) mostramos que dada cualquier raı́z positiva su W′-órbita
intersecta al sistema simple ∆ , de manera que Π ⊂ W′∆ . En contraste, si β es
negativo, entonces −β ∈ Π , y aplicando la parte (1) a −β tenemos que −β = wα
para algún w ∈ W′ , y algún α ∈ ∆ . Entonces se tiene,

−β = wα⇒ β = w(−α) = w(sαα) = (wsα)α,

con wsα ∈ W′ , de manera que −Π ⊂ W′∆ . Por lo tanto, W′∆ = Φ .

(3) Finalmemte, como se definió desde el comienzo, W es el grupo finito generado
por todas las reflexiones sα , α ∈ Φ . Entonces si tomamos cualquier generador sβ

de W , entonces por el paso (2) podemos escribir β = wα para algún w ∈ W′ y
algún α ∈ ∆ . Luego, por la proposición A.0.7, se tiene

sβ = swα = wsαw−1 ∈ W′ ,

Esto demuestra que W ⊂ W′ y en consecuencia

W = W′ .

�

Lema A.4. Si K ⊂ I y α ∈ ∆ ∩ K⊥ , entonces sαL = L , donde

L = {w ∈ WI : K ⊂ wI , α /∈ wI}

Demostración: La prueba se llevará a cabo mostrando que: sαL ⊂ L︸ ︷︷ ︸
1

y L ⊂ sαL︸ ︷︷ ︸
2

.

Recordemos que ∆ ⊂ Π , por lo que α > 0 .
Procedemos con (1) : sea w ∈ L , luego por hipótesis y definición : w ∈ WI tal que
wI ⊂ Π , K ⊂ wI , α /∈ wI .
Entonces por la Proposición 1.4 de [9] , podemos deducir que α es la única raı́z
positiva que es enviada a su negativo vı́a sα : sαα = −α , lo cual implica que, sαwI ⊂ Π .
Ahora bien,

α ∈ sαwI ⇒ sαα ∈ sαsαwI
⇒ −α ∈ wI
⇒ −α ∈ Π

⇒ (→←)

Por lo tanto,
α /∈ sαwI (A.1)
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Por otro lado, como α ∈ K⊥ entonces, sαk = k , ∀k ∈ K , luego

K = sαK ⊂ sαwI (A.2)

Ası́, de (A.1) y (A.2) se obtiene (1) . Para obtener (2) aplicamos sα a (1) , ası́

sαsαL ⊂ sαL ⇒ L ⊂ sαL

Por lo tanto,
sαL = L

�

Lema A.5. Si g : WI → R y α ∈ ∆ son tales que g(w) = 0 cuando α ∈ wI y g(w) =
g(sαw) cuando α /∈ wI , entonces Σw∈WI ε(w)g(w) = 0 .

Demostración: Aplicamos el Lema anterior con K = ∅ , quedándonos α ∈ ∆ y
L = {w ∈ WI : α /∈ wI} . Sea w ∈ WI .
Si α ∈ wI entonces, Σw∈WI ε(w)g(w) = 0 , trivialmente.
Si α /∈ wI entonces,

Σw∈WI ε(w)g(w) = Σw∈L ε(w)g(w)

= Σw∈L ε(sαw)g(sαw)

= Σw∈L ε(sα)ε(w)g(w)

= Σw∈L (−1)ε(w)g(w)

= −Σw∈WI ε(w)g(w)

Por lo cual, debe ocurrir en este caso también que Σw∈WI ε(w)g(w) = 0 . Ası́ se tiene lo
pedido. �

Lema A.6. Si la condición (C1) es satisfecha, entonces

∑
w ∈ WI

ε(w) = ∑
w∈U

ε(w)

Demostración: Por el Lema 2.2.1, si K ⊂ I y α ∈ ∆ ∩ K⊥, entonces

∑
w ∈ WI , K⊂wI, α/∈wI

ε(w) = ∑
w ∈ L

ε(w) = ∑
w ∈ L

ε(sαw) = ∑
w ∈ L

ε(sα)ε(w)

= − ∑
w ∈ WI , K⊂wI, α/∈wI

ε(w)
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por lo cual,

∑
w ∈ WI , K⊂wI, α/∈wI

ε(w) = 0

esto implica que la siguiente suma

∑
w ∈ WI , K⊂wI

ε(w) = ∑
w ∈ WI , K⊂wI, α/∈wI

ε(w) + ∑
w ∈ WI , K⊂wI, α∈wI

ε(w)

se reduce a :

∑
w ∈ WI , K⊂wI

ε(w) = ∑
w ∈ WI , K∪{α}⊂wI

ε(w). (?)

Como (C1) es satisfecha, entonces
∃ J ∈ O(∆ ∩ I) tal que si w ∈ W con J ⊂ wI ⊂ Π , entonces wI = I .

Ahora, si J = {α1, · · · , αq} , entonces aplicamos (?) de manera sucesiva a (K, α) = (∅, α1)
, (K, α) = ({α1}, α2) , · · · , hasta agotar a J .

Procedemos por inducción sobre q y verificamos en cada paso las hipótesis en las
cuales se llega a (?) .

Claramente, cuando tomamos K = ∅ y α = α1, estamos en las hipótesis requeridas
pués, ∅ ⊂ I y α1 ∈ ∆ y según (?) :

∑
w ∈ WI

ε(w) = ∑
w ∈ WI , {α1}⊂wI

ε(w)

Veamos que es cierto para q = 2 . Basta recordar que J = {α1, α2} ⊂ O(∆∩ I) , por lo
que K = {α1} ⊂ I , α1 ⊥ α2 y en consecuencia α2 ∈ ∆∩ K⊥ , aplicamos (?) y la segunda
suma de la igualdad anterior nos queda:

∑
w ∈ WI , {α1}⊂wI

ε(w) = ∑
w ∈ WI , {α1,α2}⊂wI

ε(w)

Ahora, suponemos cierto para q− 2 :

∑
w ∈ WI , {α1,α2,··· ,αq−2}⊂wI

ε(w) = ∑
w ∈ WI , {α1,α2,··· ,αq−1}⊂wI

ε(w) (H.I)

En este paso, probamos que es cierto para q . Ahora, K = {α1, α2, · · · , αq−1} ⊂ I y

αq ∈ ∆ ∩ K⊥ , por (C1). Luego,

∑
w ∈ WI , {α1,α2,··· ,αq−1}⊂wI

ε(w) = ∑
w ∈ WI , {α1,α2,··· ,αq}⊂wI

ε(w) = ∑
w ∈ WI , J⊂wI

ε(w)

Ası́, nos quedamos con los extremos de esta cadena de igualdades,

∑
w ∈ WI

ε(w) = ∑
w ∈ WI , J⊂wI

ε(w)
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Además, (C1) nos dice que la suma del lado derecho de la igualdad es sobre elementos
w tales que wI = I , por lo cual podemos reescribirla como sigue:

∑
w ∈ WI

ε(w) = ∑
w ∈ U

ε(w)

�

Proposición A.7. Supongamos que I es consistente. Entonces

(a) ∑A∈I εA = 1

(b) Si f : I → R y α ∈ ∆ son tales que f (A) = 0 cuando α ∈ A, y f (A) = f (sα A)
cuando α /∈ A, entonces ∑A∈I εA f (A) = 0

Demostración: Como I es consistente, se cumplen (C1) y (C2) .
Sea f : I → R . La condición (C2) nos permite asignar un signo a cada elemento de I
via εA := ε(w), ∀A ∈ I , donde w ∈ WI con wI = A, entonces:

∑
w∈WI

ε(w) f (wI) = ∑
A∈I

∑
wI=A

ε(w) f (wI)

= ∑
A∈I
| {w ∈ WI : wI = A} | εA f (A)

Por otro lado tenemos lo siguiente,
Afirmación

Sea A ∈ I fijo y arbitrario. Sea CA = {w : wI = A}. Entonces | CA |=| U | .
En efecto,

Como A ∈ I , entonces A = w̃I con w̃ ∈ WI . Sea w ∈ CA , luego
wI = A ⇒ wI = w̃I

⇒ I = w−1w̃I
⇒ w−1w̃ ∈ U

Ahora, definimos la función G : CA → U dada por G(w) = w−1w̃ . Pero esta función
es claramente, una biyección. Por lo tanto, | CA |=| U | .
Ası́, en el cálculo anterior nos queda:

∑
w∈WI

ε(w) f (wI) =| U | ∑
A∈I

εA f (A)

Para demostrar (a) : hacemos f = 1 y usamos el Lema 7.3 (pués (C1) se cumple):

∑
w∈U

ε(w) = ∑
w∈WI

ε(w) =| U | ∑
A∈I

εA f (A)

⇒ ∑
w∈U

ε(w) =| U | ∑
A∈I

εA f (A)

⇒| U | ·1 =| U | ∑
A∈I

εA f (A) (Por (C2))

⇒ ∑
A∈I

εA f (A) = 1



84

Para (b): Usando el Lema 7.2, se obtiene

∑
A∈I

εA f (A) = 0

�

Consistencia

Lema A.8. Sopongamos que existe J ∈ O(∆), el cual es extendible únicamente a un
subconjunto ortogonal maximal (respectivamente semi-ortogonal) I ⊂ Π, esto significa
que no existe un subconjunto ortogonal (respectivamente semi-ortogonal) estrictamente
más grande que I . En este caso, I satisface la condición (C1) .

Demostración: Si J ⊂ wI ⊂ Π , entonces wI es un subconjunto ortogonal maximal
(respectivamente semi-ortogonal) de Π y la propiedad de extensión única dice que wI =
I . �

El caso Ak−1 .
Consideremos W = Sk actuando sobre Rk por permutación de los vectores básicos
canónicos. Entonces podemos tomar V = Rk ó {x ∈ Rk : x1 + x2 + · · ·+ xk = 0} ,
Π = {ei − ej , 1 ≤ i < j ≤ k} y ∆ = {ei − ei+1 , 1 ≤ i ≤ k− 1}
. La escojencia de I depende de la paridad de k . Si k es par, tomamos

I = {e1 − e2 , e3 − e4 , . . . , ek−1 − ek} .

Si k es impar, entonces

I = {e1 − e2 , e3 − e4 , . . . , ek−2 − ek−1} .

Proposición A.9. (i) I es consistente y ortogonal.

(ii) El conjunto I puede ser identificado con el conjunto P2(k) de particiones de [k] en
k/2 pares si k es par y en (k− 1)/2 pares y un singulete si k es impar .

(iii) Bajo esta identificación, el signo ε es justamente la paridad del número de ”cruces”
(si k es par, consideramos un par extra formado por el singulete y un punto formal
0 colocado estrictamente a la izquierda de 1 y usamos este par para calcular el
número de cruces) .
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