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En el presente trabajo se plantea estudiar el primer momento de salida Browniano
desde regiones angulares (regiones determinadas por hiperplanos). En el caso de IRy,
el angulo de estas regiones es arbitrario, y se ofrece una expresion para la distribucién
del tiempo de salida apoyada en [3]. En el caso de IR”, se puede hacer el estudio con
regiones de escape (cuyo angulo es particular) asociadas a grupos finitos generados por
reflexiones, estudio que se sustenta en [5]. Es importante resaltar que tanto el trabajo
hecho en [3] como en [5] presentan de transfondo el principio de reflexién, herramien-
ta fundamental en el desarrollo de la teoria de escape Browniano. Para el movimiento
Browniano plano, se muestra un estudio de comparaciéon de ambas expresiones, en-
contrando expansiones para la integral de probabilidad en términos de Coeficientes de
Bessel. A continuacién se describe a grandes rasgos el contenido de cada capitulo.



En el capitulo 1, asentamos las bases tedricas que justifican y legitiman el estudio que

llevamos a cabo en los sucesivos capitulos. Se desarrollan y se precisan nociones rela-
cionadas con la definicién, caracteristicas y propiedades de procesos estocdsticos, en
especifico del movimiento Browniano y su conexién con la ecuacién del calor. En cuan-
to a la teorfa de grupos generados por reflexiones, se muestran los elementos previos
necesarios para entender la estructura de los mismos y su utilidad en nuestro estudio.
La dltima seccién del capitulo 1, recopila la teoria bédsica acerca de funciones de Bessel,
propiedades y ecuaciones funcionales ttiles para el estudio subsiguiente.
En el capitulo 2, se realizan las pruebas de dos resultados referentes al problema de
escape, cada uno de los cuales basados en distintas teorias pero con el principio de re-
flexién en el trasfondo. El primero de éstos, se basa en el trabajo hecho en [3], se obtiene
una férmula para calcular la distribucién del primer momento de escape del Browniano
plano, valida para cualquier regién angular, se muestra un ejemplo de aplicaciéon. Mien-
tras que el segundo resultado dado en [5] y demostrado mediante argumentos de anali-
sis estocastico, resuelve el problema de salida desde regiones angulares particulares en
R", asociadas a grupos finitos generados por reflexiones, se muestran 3 ejemplos de
aplicacion, el primero asociado al grupo dihédrico, y el otro par asociados al grupo
de las permutaciones en IR? y en R* , respectivamente. (En estos dos tltimos ejemp-
los, el primer momento de salida se convierte en el primer momento de colisién entre
cualquieras componentes del movimiento Browniano). En este mismo capitulo, se lleva
a cabo la comparacion de las férmulas de la distribucién del primer tiempo de escape
en el caso de R?, lo cual ofrece un método probabilistico para hallar series de expansién
en Coeficientes de Bessel, para combinaciones lineales de la integral de Probabilidad.
En el capitulo 3, se realiza un estudio de la funcién de densidad del angulo Browniano
plano, 0; , soportado en una expresion de la misma hallada a partir del trabajo hecho en
[3]. En estas lineas se demuestra un resultado sobre el comportamiento asintético de 6;
cuando t — oo, que en particular implica el Teorema de Spitzer.
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Introduccion 1

En el célculo de la distribucién de tiempos de escape Browniano han interactua-
do la teoria de probabilidades y el anélisis, fomentando el anélisis estocastico y dan-
do respuestas a varias interrogantes referentes al problema de escape. En este trabajo,
se mostraran dos enfoques diferentes (con el principio de reflexion como denominador
comun) para resolver el problema de escape Browniano en R”, desde regiones angu-
lares particulares, ([5]), y desde regiones angulares arbitrarias en el caso del movimien-
to Browniano plano, ([3]). Sera necesario revisar y desarrollar en el estudio del prob-
lema en R", algunas nociones de algebra abstracta y argumentos cldsicos del andlisis
estocdstico, para facilitar la comprension en la generacion de las regiones de escape y de
las pruebas de los teoremas esenciales del Capitulo 2. Realizaremos varios ejemplos de
aplicacién, mostrando una interesante relacion entre las areas de estudios mencionadas.
Por otro lado, vamos a usar la expresién de la funcién de densidad del angulo Brow-
niano plano encontrada en calculos previos necesarios para resolver el problema de
escape en IR?, para dar una demostracién alterna a la Ley de Spitzer para el compor-
tamiento asintético de 6;, incluyendo estimaciones del error uniformes en la variable 6.
Nos disponemos entonces, a repasar y estudiar las bases tedricas y nociones referentes
a las dreas de estudios necesarias para llevar a término las intenciones descritas arriba.



Capitulo 1 )

Preliminares

En este capitulo, vamos a resumir y recordar por secciones, algunas definiciones,
teoremas y propiedades de los objetos matematicos que conforman las bases prelimi-
nares para el estudio presente. Comenzaremos por el drea de probabilidades, donde
usaremos los textos cldsicos como [4], [6] por mencionar algunos, seguidamente est4 la
secciéon de grupos finitos generados por reflexiones (dlgebra), cuyo texto esencial es [9]
y finalmente presentamos algunas propiedades de las funciones de Bessel y resultados
referentes a sus expansiones basados en los textos bibliograficos [15] y [16].

1.1. Conceptos Basicos de la Teoria de Probabilidades

1.1.1. Procesos Estocasticos

Los procesos estocésticos proporcionan los fundamentos para la generacién de mod-
elos més elaborados en el tratamiento de problemas originados en la vida préctica, como
fenémenos fisicos, biolégicos o en la ingenieria de telecomunicaciones, siendo asi una
de las areas de la matematica de mayor aplicacién desde hace varios afios.

Sean (Q), F,P) un Espacio de Probabilidad y T C [0, o) un conjunto de parametros
continuo.

Definicién 1.1. Un proceso estocdstico a tiempo continuo X es una coleccion de variables
aleatorias

X = (Xt,t € T) = (Xt(w),t ceT,we Q)

Las o-dlgebras F; = 0(Xs,s < t) son las menores o-dlgebras en () que hacen medi-
blesa X;,s <'t.

Observacion 1.2. = Un proceso estocdstico X es una funcién en dos variables.
Para un instante de tiempo fijo ¢, esta es una variable aleatoria:

X =Xi(w), we.
Para w € () fijo, es una funcién de tiempo:

Xy = Xi(w), teT.
y se conoce como la trayectoria del proceso X .

s Podemos considerar la coleccion de vectores aleatorios finito dimensionales :

(X¢,, -+, Xt,), paratodas las posibles elecciones de t1,--- ,t, € T,n >1
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Definicién 1.3. Las distribuciones finito dimensionales del proceso estocdstico X es la
coleccion de las distribuciones de los vectores finito dimensionales dados en la observacion ante-
rior.

Los procesos estocasticos pueden ser clasificados de acuerdo a distintos criterios,
uno de ellos es el tipo de distribuciones finito dimensionales.

Definicién 1.4. Un proceso estocdstico se dice Gaussiano si todas sus distribuciones finito
dimensionales son variables aleatorias Gaussianas multivariadas .

Vale recordar,

Definicién 1.5. Un vector aleatorio X € R" es llamado normal o Gaussiano si tiene una
distribucion normal o Gaussiana, la cual estd dada por su densidad

fx(x) = (27‘()”/2(1det A exp{—%(x —w)E Y x—p)}, x e R

con pardmetros y € R" y X, donde Y' denota la transpuesta del vector Y . La cantidad X es
una matriz nxn, simétrica definida positiva y *~! es su inversa. Escribimos N(u,X) para la
distribucion Gaussiana de pardmetros py % .

Ejemplo 1.6. Si X € R” con distribucién N(u, %) de manera que = (0,---,0) y X es
~——

n—entradas
la matriz identidad n-dimensional, I;, tenemos det [, = 1y Y1 = I, la funcién de
densidad fx es simplemente el producto de las n densidades normales stdndard de las

entradas, es decir:
fx(x, xn) = fxa) -+ f(xn),
x2
(recordemos que: X ~ N(0,1) = f(x) = \/%?6*7).

La distribucién de un proceso Gaussiano estd determinada sélo por la coleccién de
todas las matrices de X y los vectores y de las distribuciones finito dimensionales.

Observacién 1.7. Es propicio recordar la definicién de la funcién caracteristica de un
vector Y con distribucién N(u, 2):

9v(§) = 9(§) = et 25
Definicion 1.8. La funcion Esperanza de X estd dada por
pux(t) =ux, =EX¢,teT
La funcion Covarianza de X estd dada por
cx(t,s) = cov(Xs, Xs) = E[( Xt — ux())(Xs — px(s))], t,seT

Comentario 1.9. Los parametros y y X que aparecen en la funcién de densidad, (defini-
cién 1.5.), y en la funcién caracteristica, (observacién 1.7.), son precisamente la esperan-
za y la covarianza.



4

Existen otras propiedades de los procesos estocdsticos que tienen que ver con la
estructura del proceso.

Definicién 1.10. Sea X un proceso estocistico en (), F,P) . Se dice que X es estacionario si
Vk>0, (Xt,Xt, ) tiene la misma distribucion que (Xkthl, Xityr ), lo cual se denota
por

L
(Xt Xty ++) = (Xiytyy Xty ), V=0 (1.1)

Observacion 1.11. Como la Ley o distribucién de un proceso X esta determinada por
las leyes finito-dimensionales, para verificar que X es estacionario bastaria verificar que:
VunkVxi,x, - ,x, €R

P(Xt, < x1, Xiyr, S X2, -+, Xy, < xn) = P( Xy, < X0, Xty < X2, -+, Xy, < Xn)
Definicién 1.12. Sea X = (X}, t € T) un proceso estocasticoy T C R™ un intervalo.

e Se dice que X tiene incrementos estacionarios si
Xy — Xo £ Xy — Xopn, Vs, te€Ty htalquet+hs+heT.

e Se dice que X tiene incrementos independientes si
para toda escogencia de tq,t,...,t, € Tconty < - - <t,yn>1

Xt2 - th/ e /th - th,1
son variables aleatorias independientes.

Por ejemplos tenemos el Proceso de Poisson Homogéneo y el Movimiento Browni-
ano, que definiremos mds adelante.

Definicién 1.13. Un proceso estocastico Y; € R" se dice homogéneo si L(Yiyy | Yi = x)
no depende de t, es decir,

Continuidad de Procesos Estocdsticos

Sea X = (X;,t € T) un proceso estocastico.
Definicién 1.14. X se dice continuo en probabilidad si
P({| X¢ — Xy, |> €}) — 0, cuando t — ¢

Definicién 1.15. Dados dos procesos estocasticos X y Y sobre (Q), F,P) , se dice que
Y esuna version de X si
P(Yt#Xf):O, VteT



Definicién 1.16. Un proceso X; es Markoviano cuando
E[f(Xen) | Fi] = E[f(Xpin) | Xs]  VE>0,h>0,

donde F; es la o-dlgebra generada por {Xs,s < t}, V f : R" — R, medible y acotada, o
bien:

P(Xt+h cA ‘ Xto :xo,th = X1, " ,Xt :x) :P(Xt—l—h c A ’ Xt :x)

Vig<th <---<t;¥Vxg,x1, - ,x.

Definicién 1.17. Una filtracion G; , t > 0 es una coleccién de sub-c-algebras de F tal
que G C grsit < T.

Definicién 1.18. (), P, F,{G;}) es llamado un espacio de probabilidad filtrado .

Definicién 1.19. Dado un proceso (X;);>o en RP, se dice adaptado a una filtracién G,
si X; es Gi-medible, Vit > 0.

Definicién 1.20. Un proceso estocdstico (X;);>0 en una Martingala con respecto a una
filtracién Gy, t > 0 si se cumple lo siguiente :

(i) E[|X¢|]] < o0, Vt>0,
(i) X:esadaptadoa G,
(iii) E[X;15|Gi] = X, 6 bien, E[X;1s — X¢|Gi] = 0.

Definiciéon 1.21. Una variable aleatoria T > 0 es llamada un tiempo de parada con
respecto a Gy si {1 <t} € G;. Ademds G :={BC Q, Be G :BNn{t <t} € G}.

Ejemplo 1.22. Si el proceso (X;);>o tiene trayectorias continuas en RP y F es cerrado
en RD, entonces T = inf{t > 0 : X; € F} es un tiempo de parada.

Definicién 1.23. M es una martingala local con respecto a la filtracion {G, t > 0}, si existen
tiempos de parada 7, T oo, tales que M;ar, s una martingala con respecto a {Giaz,, t >

0}.
En [6] se muestan las razones por las cuales las martingalas locales tienen mayor uso
en el analisis estocdstico en comparacién con las martingalas.

Definicién 1.24. Un proceso (X;);>o es fuertemente Markoviano si

P(Xiir € A|Gr) = P(Xer € A| Xe)

1.1.2. Movimiento Browniano

El movimiento Browniano es un importante proceso que juega un rol central en
la teoria de probabilidades y sus aplicaciones, denominado asi en reconocimiento al
bi6élogo Robert Brown, quien lo descubrié cuando estudiaba el comportamiento de unas
particulas de polen en un medio homogéneo, en el afio 1820. En una época maés cercana,
Louis Bachelier (1900), Albert Einstein (1905) y Norbert Wiener (1923) comenzaron a de-
sarrollar la teorfa matematica del movimiento Browniano. Wiener (1923) fué el primero
en dar al movimiento Browniano una base matematica firme.

El trabajo de Wiener sobre el movimiento Browniano estableci6 un importante prece-
dente para hallar aplicaciones en fisica, ingenieria y biologia.



Movimiento Browniano en R

Definicién 1.25. Un proceso estocéstico a valores reales B = (B;,t € R") , definido
en un espacio de probabilidad (Q), F,P) , es llamado movimiento Browniano centrado
6 Proceso de Wiener centrado si las siguientes condiciones son satisfechas:

(i) Bo(w) =0, VweO.

(i) El mapa t — B;(w) es una funcién continua de t € R*, Vw € Q).

(iii) B tiene incrementos estacionarios Gaussianos e independientes.

(iv

Observacion 1.26. Desde la estacionaridad de los incrementos se tiene que B; — B tiene
la misma distribucién que B;_s — By = B;_; la cual es Normal con media cero y varianza
t —s . Asi, la varianza es proporcional a la longitud del intervalo [s, f] . Esto significa
intuitivamente que, mientras mas grande es el intervalo mayor las fluctuaciones del
movimiento Browniano en el mismo.

Vt > 0, B; tiene distribucién N (0, t) .

Es inmediato desde la definicién que, el movimiento Browniano centrado tiene fun-
cion esperanza
ue(t) =EBy=0,1t>0,

y, como los incrementos B; — Bg = Bs y B; — Bs son indenpendientes para t > s, su
funcién covarianza es

cs(t,5) = E|[(Bi — By) + B|B| = E[(B; — B;)By] + EB2
=E(B;—Bs)EB;+s=0+s=s, 0<s<t

Como un proceso Gaussiano estd caracterizado por sus funciones esperanza y co-
varianza, podemos dar una definicién alternativa:

Definicién 1.27. Un movimiento Browniano centrado es un proceso Gaussiano con
trayectorias continuas, tal que

ug(t) =0 , cg(t,s) =min(s,t). (1.2)

Algunas propiedades y caracterizaciones del movimiento Browniano en R

Ejemplo 1.28. Supongamos que B; es un movimiento Browniano centrado, entonces los
siguientes cuatro procesos también son movimientos Brownianos:

L ﬁt:—Bt.

= Sid > 0fijo: By = By,s; — Bs.

» Para cada a > 0 fijo: B; = \/LEBM .



. ﬁo =0 , Et = t(Bl /t), movimiento Browniano escalado

Observacion 1.29. = El movimiento Browniano es una Martingala .
En efecto,

Sea {B; : t > 0} un movimiento Browniano y definimos B; = a({Bs,s < t}> .
Entonces <Bt, Bt> . es una martingala. En efecto, trivialmente B; es B;-medible y
>

ademds usando la independencia entre los incrementos se tiene:

E[(B¢ | Bs)] = E[(B: — Bs + Bs) | Bs]
= E[(Bt - Bs) | BS] +E[Bs | Bs]
:E[Bt—BS]—{—BS
=0+ B; = B;

Y segtn la Observacion (1.26),
E(B;—Bs)?>=t—s

Luego, el mapa t — B; es continuo en £? y por lo tanto en £!, asi E(| B; |) < co.
Mas aun,
B% — t también es una B; — martingala (1.3)

En efecto;
De nuevo, B? — t es Bi-medible y E(| B? —t |) < E(B?) +t = 2t < co Vt. Ademds,
E[(Bf —t) | Bs] — (BS —s) = E[(Bf —t — B} +5) | Bd]
= E[((B: — Bs)? — (t —s) — 2B + 2B;B;) | B
= E[(B: — Bs)> — (t —s) | B] +2E[(Bs(B¢ — Bs)) | ]
= (t—s)— (t—s) +2Bs(E(B; — By))
=0+4+0=0.

= El movimiento Browniano es un proceso de Markov a tiempo continuo .
En efecto,
Para cualquier funcién Borel acotada f : R — Rys,t >0,

Stf(BS) = E[f(Bt+S) ’ BS] (1.4)

donde el semigrupo de transicion (S;)¢>( estd dado por
> X, d sit>0
Sif(x) 1= 4 S PR W)y s

donde

pe(x,y) == (27tt)*1/2 exp [—%] (1.5)
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es la densidad de transicion Browniana . Es facil confirmar que (S¢)¢>0 es un semi-
grupo:

St+s - StSS - SsSt (S,t > O) ’ SO - I (1.6)

La propiedad de semigrupo (1.6) sugiere que en algtn sentido se tiene :
d 1
ast limg o E(St—l-s —S¢) =SL=LS, (1.7)
donde
1
L :=limg|o E(SS —1I) (1.8)

es el generador infinitésimal de (S;);>o . Desde (1.9) deberfamos definir Lf para f
adecuada, por

/:,f = llmtlo (Stf — If) (19)

y, de hecho, si f € C entonces

hmtw—( of — F)(x) —hmtw/ fx+y\f) F) o~ ;yz)\jzy_n

= timygy [ LAYV (x) + oy + By x
exp(~317) = = 3"()

(donde 6 € (0,1)).

Asi, el generador infinitésimal del movimiento Browniano es
e
2dx2’
por lo menos cuando es aplicado a C%(IR) . Desde (1.8), encontramos que, para
feG®),
D5 (x) = LS. (x) = 3 (51)"(x),
lo cual conduce a la ecuacion ”backward” de Kolmogorov para la densidad de transi-

cién Browniana: )

d 10
5P y) = 555pi(xy), (1.10)

ya que f es arbitraria. Usando la otra parte de (1.8) nos da

%st f(x) = SiLF(x) = %Stf”(x) ,
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y una integracion por partes ahora conduce a la ecuacion ”forward” de Kolmogorov
para la densidad Browniana:

J 1 0
aiP1(x ) = 55.aP1(xY). (1.11)

Esta ecuacién es conocida en fisica como la ecuacién del calor , o la ecuacion de difusion
, asi llamada porque ésta determina el flujo fisico del calor, o la difusién fisica de
particulas en solucién, en un medio homogéneo.

Teorema 1.30 (Existencia y Unicidad del movimiento Browniano). Existe un espacio de
probabilidad en el cual es posible definir un proceso (Bt)o<¢<1 , con las propiedades dadas en la
definicién (1.25). Véase [7].

Definicién 1.31. Sib € R, xg € Ry o2 > 0, un movimiento Browniano comenzando

en xq , con drift b € Ry coeficiente de difusién o> es un proceso en [0, T] tal que

(@) Bp = xp con probabilidad iguala1;

b) 0 < fg <ty <ty < -+ <ty < T:{By,, —By}", son independientes con
distribuci(’)n-N(b(tiH — ti),(Tz(ti+1 — ti)) ;

(c) B¢(w) es continua en ¢, para todo w .

Ejemplo 1.32. Si B; es un movimiento Browniano centrado, entonces

B; = xo+ bt + 0B,

es un movimiento Browniano con drift b y coeficiente de difusién o2 .

Definicion 1.33. Sea 1 < D € IN . Un movimiento Browniano D-dimensional es un
vector (B}, B?,---,BP) tal que, {B.}? | son movimientos Brownianos independientes.
(Las coordenadas del vector son independientes Vt) .

Definicién 1.34. Sib € RP , 0 € Mpyp es invertible con entradas reales, diremos B; es
un movimiento Browniano en dimensién D con drift b y coeficiente de difusion a = o - o’*
, comenzando en Xy € RP | si

Btéfo—l—tb—l—O'Bt

con B; un movimiento Browniano D-dimensional.

1.1.3. Acerca de las trayectorias Brownianas

Sea Bt(w), t > 0, una trayectoria Browniana fija pero arbitraria. Ya conocemos
desde la definicién de movimiento Browniano que sus trayectorias son continuas, con
un comportamiento extremadamente irregular, debido a que las mismas se construyen
desde sus incrementos independientes sobre intervalos adyacentes.

A continuacion se presentan algunos resultados referentes a este comportamiento:



10
Proposicion 1.35.

P(w : stlzlgBt(w) = oo) =1

Corolario 1.36.
P(w: infroq By (w) = —oo) —1

Proposicién 1.37. Con probabilidad igual a 1,

B
Tt—>0,cuandot—>oo

Teorema 1.38.
P(w : B¢(w) es no diferenciable V t € [0, 1]> =1

Para verificar estos resultados puede verse [4].

La propiedad fuerte de Markov y el Principio de Reflexién

Para recordar el concepto de tiempo de parada, véase la definicion (1.21.).

Teorema 1.39. Sea (B;);>o un movimiento Browniano en un espacio de probabilidad filtrado
(Q,P,G,(Gt)) ysea T un (Gy)-tiempo de parada. Entonces el proceso

B :=B.—B,, t>0,
es un movimiento Browniano independiente de G .
Definicién 1.40. Para b € R, se define el tiempo de llegada a b :
Ty :=inf{t > 0: By = b} .
Observacion 1.41. Se sigue de la proposicién 1.35y el corolario 1.36 que:
P{T, <oo,beR} =1,VbeR

Sea B; el reflejado de By en Ty :

B =

(1.12)
2B1, — B; parat > Ty .

~ {Bt parat < Ty,

Geométricamente, B; coincide con B; hasta el tiempo Tj ; después de este tiempo
B; es el reflejado de B; alrededor de la linea horizontal de altura b . Véase la siguiente
figura :

Teorema 1.42. (El Principio de Reflexién) B; es un movimiento Browniano estdindar.
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Figura 1.1: Movimiento Browwniano reflejado .

Demostracién: Consideremos los siguientes procesos estocasticos:

Y=Y;:=B;, para0<t<T,,
7 =7 :=B(t+Tb)—BTb=B(t+Tb)—b,parat>0.

Por el Teorema (1.39) , Z; es un movimiento Browniano y es independiente de Y; . Por el
Ejemplo (1.28) , —Z; también es un movimiento Browniano y ademads, de igual manera,
independiente de Y; , por lo que se tiene la identidad en distribucioén:

Y,Z2) £ (Y,-2).

Sea la funcién ¢[(Y, Z)] = (Yel<1,y + (b + Zi—1,)L4>7,) )10 - Notese que
Sit < Ty, ,entonces ¢[(Y,Z)] = B;,ysit > T,,denuevo, ¢[(Y,Z)] = B;.
En otras palabras, ¢[(Y,Z)] = B; . Luego, ¢ produce un proceso continuo y ¢[(Y,Z)]
tendré la misma Ley que ¢[(Y, —Z)] :

9l(Y,2)] £ 9[(Y,~2Z)]

Pero, sit < T, , entonces ¢[(Y,—Z)] = By, ysit > T, , entonces ¢[(Y,—Z)] = 2b — B;
es decir, ¢[(Y, —Z)] = B; .

5 L , = .. .
Por lo tanto, B; = B; . Asf, el proceso B; es un movimiento Browniano.

A partir del resultado anterior, se obtiene :
Corolario 1.43. Sea M; := sup{B, : u <t} .Entonces, parab,y >0, t >0,

P[M; > b,B: <b—y] =P[B; > b+y] (1.13)



Demostracion:

P[M; > b,B; <b—y|=P[M; >b,B; <b—y]
— P26 —B; < b—y]
—=P[B;>b+yl.

Corolario 1.44. Sea B un movimiento Browniano estidndar. Sea b > 0 . Entonces,

P[M; > b] = 2P[B; > b] .

Demostracién: Directamente del corolario anterior, con y = 0:

P[T, < t] = P[M; > b] = P[M; > b, B; < b] + P[M; > b, B; > b]

— 2P[B; > b].

12

Observaciéon 1.45. (1) Notese que del Corolario (1.44) se obtiene la Ley de Tj, , facil-

mente podemos hallar su funcién de densidad, asf:
P[T, <t] =2P[B; > b]
= 2P[\/tBy > b] (Por escalamiento ,c = v/t),
— b
- 2P[B1 Zz \/E]

_ 00 ¢ 2

Diferenciamos respecto de t la tiltima igualdad,
d T
[o0] 6_7
P, cdf/dt= 5 |2 <z
Ty € & dt { b/VEN2TT ]
d, b
a7

2
d ® "7
-2 2 d
du |: u 271 Z]
u=b/\/t

() ()

Il
(9N
~
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Por lo tanto,

b 2
P[T, c dt|/dt = — ¢ 0°/2
[T, ] =

(2) Sea Py la Ley del movimiento Browniano comenzando en x, entonces se sigue
facilmente de (1.13) que, para x,y > 0,

Px[Bt Z ]//TO S t] - Px[Bt S _y] 7

de donde la densidad de transicién, p;, del movimiento Browniano comenzando
en x > 0y aniquilado cuando toca por primera vez al cero viene dada por:

(=) ()

e 2t e 2t

“(x,y) = Py[Bredy, Ty > t|/dy = vi(x,y) — pe(x, —y) = — ,
pi(x,y) x[Bt € dy, To > t]/dy = pi(x,y) — pt(x, —y) WorT ﬂ—?t)
1.14

donde p; estd dada por la ecuacién (1.5). Ademas, se verifica directamente que
pi (x,y) es la solucién de la ecuacion del calor con las condiciones :

(1.15)

of 2 ox2 pi(0,y) =0 Vy.

Por lo anterior, se tiene que resolver el problema de transicién Browniana con una
barrera en cero es equivalente a resolver la ecuacién fundamental de la ecuacién
del calor con la condicién de frontera, cero en la barrera.

opt 197" {Pé(x,y) = 6y(x),

Es importante mantener ésto en mente, ya que por esta via se hard la demostraciéon
del teorema principal del Capitulo 2.

A continuacién, vamos a recopilar algunas nociones de calculo estocéstico, necesa-
rios también para comprender la mencionada prueba del Capitulo 2.

1.1.4. Nociones de Andlisis Estocastico

La Integral de It6

Sea (Q), F, P) un espacio de probabilidad y B la o-dlgebra de Borel en R.
Si B(t, w) es un movimiento Browniano en el espacio dado, consideramos F; como
la o-algebra generada por {B(s),s < t}.

Observacion 1.46. La integral de Ito para S < T, denotada como:

/5 " f(t,w)dB(t,w) (1.16)

se puede definir para los integrandos f que satisfacen las siguientes condiciones:

(i) f(t,w) esB x F-medible
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(i) f(t,w) es Fi-medible, paracadat >0

(ii) E{fSTfZ(t,w)dt} < o, 6 bien, f € L2<[S, T] x Q, dt x P).

Para mas detalle puede verse [12].
Veamos ahora algunas propiedades que presenta (1.16):

1. E{fs tde(tw)}:O

{fs (t,w)dB(t, w)}2 = E{fSTfZ(t,w)dt}

S1 S<UuxT, entonces
fs f(t,w)dB(t,w) fs f(t,w)dB(t,w) —|—fu f(t,w)dB(t,w)

N

W

4. Parac € Ry f, gsatisfaciendo las condiciones (i), (ii), (iii)
fs (cf(t,w) +g(t,w)dB(t,w) = Cfs f(t,w)dB(t,w —|—fs (t,w)dB(t,w)

a1

fs f(t,w)dB(t, w) es Fr-medible

o)

fo f(t,w)dB(t,w) es Fr-martingala

N

. Si f,{fu}n>1 satisfacen (i), (ii), (iii) tales que f, —= f,en L2(dt x P), entonces
Js falt, @)dB(t,w) — [§ f(t,w)dB(t,w)
Es posible extender la definicién (1.48), debilitando un poco las condiciones (ii) y
(iii), en el siguiente sentido:

(ii"): si f(s) es Hs-adaptada para cierta filtraciéon H tal que §s C Hs y Bs es una H,-
martingala, y

(iii"): (fo F2(t,w)ds < oo, Vt<T>—1

Con estos previos podemos presentar la férmula de It, Gtil herramienta del calculo
estocastico y con aplicacion en nuestro trabajo.

La F6rmula de 16

Definicién 1.47. Sea B; un movimiento Browniano en (Q), F, P). Un proceso de It6 uni-
dimensional es un proceso X; de la forma,

t t
Xy = Xo +/ u(s,w)ds +/ v(s, w)dBs, (1.17)
0 0

donde fo s,w)dB(s) denota la integral de Itd6 dada en la definicién (1.48), con v(s, w),
u(s,w) Hs-adaptadas, y tal que

t
P{/ lu(s, w)|ds < oo, Vit > 0} =1.
0
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Notaciéon
(1.17) se puede escribir en forma diferencial:

dX; = udt + vdBy.

Teorema 1.48. (Formula de [t6 Unidimensional)
Sea X; un proceso de Itd y sea g : [0,0) x R de clase C?, entonces g(t, X;) es un proceso
deltdy

2(t, X1) = (0, Xo) +/ 2(5, X)) ds+/ti(g(s,xs))dxs
t 92
+5 | 385 X))@X)? - (118)

donde dX; = u(s,w)ds + v(s,w)dBs y (dXs)? := v*(s, w)ds.

Definicién 1.49. Un proceso de I1td6 Multidimensional en un proceso de la forma:
t t
Xy = Xp +/ u(s,w)ds—l—/ v(s,w)dB(s), (1.19)
0 0

donde u = (uy,uy, ..., u,), B(t) = (B1(f),Ba(t), ..., By(t)) consu filtracién §}' y donde
v(s,w) = [v4j(s, w)]1<i<y satisfacen:
1<j<m
(i) v;; son conjuntamente medibles.
(ii) v;j son §}'-adaptadas.
(iii) vj; son L? (dt x P)

Teorema 1.50. (Formula de [t6 Multidimensional)
Sea X; un proceso de Itd multidimensional en la forma (1.19) y sea g(t,x) : [0,00) x
R" — R, de clase C?, entonces g(t, X;) es un proceso de Itd, (g1, ...,8p), tal que:

i(t, X¢) = gx(0, Xo) +/ (gx(s, Xs) ds+/ Ea (gx(s, Xs))dX;

t n 92
ts /0 IZ]: o307, (8k(s, Xs))dX;d X; (1.20)

1.1.5. La Ecuacion del Calor

A continuacion, vamos a mostrar la relacion entre la ecuacion del calor en una re-
gion de IR" y la distribucién del tiempo de escape de un movimiento Browniano desde
esa region. Sea B; un movimiento Browniano en R”, comenzando en una regién angu-
lar abierta D. Sea T = inf{t > 0: B; ¢ D}. Para f continua y acotada, deseamos hallar
u(t, x), tal que satisfaga:

2 1.21
u(t,x) =0, t>0, x€dD (1:21)

()?;tl 1Au en (0,00) X D {u(O,x):f(x), xeD
(b) u es continua en [0,00) x D 0
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Proposicién 1.51. Siv(t, x) es solucién acotada de (1.21), entonces v(t, x) = Ex(f(B:); T > t),
donde B; en un movimiento Browniano comenzando en x.

Demostracién: Sea M; := v(t —s,B;), para0 < s < t A T. Por la férmula de It9,
aplicada al proceso M, nos da:

(t—s B | =v(t,By) —|—/ —r,B,))dr
+/ Vo(t—r,B,)dB, + = / Av(t—r, Br)(dBr)2
=ov(t,Bg) + /0 —u,(t—7,B;) + %Av(t -, Br)] dr
+ /OS Vo(t —r,B,)dB,
Pero v satisface (a), por lo tanto:

S
v(t —s, Bs> =v(t,By) + /0 Vo(t —r,B,)dB,

Luego, por las propiedades de la integral de It6, M; es una martingala localen [0, A T).
Como v es acotada, entonces M, 0 < s < t A T, es una martingala acotada. Luego, por
el teorema de convergencia de martingalas, M; converge casi seguramente a un limite
finito, es decir:

limgy(;p) Ms existe c.s

Ahora bien, como v satisface (b) y es acotada, entonces se tiene:
limgyar) Ms = imgp a7y 0(t =8, Bs) = f(B)Lyropy (D)

Ademads, como Mg = E (Mr|.7-"s) Vr > s, y M, es uniformemente integrable, de (I) se
sigue que:
M;s = E(f(Be)L{r=p|Fs)
Tomando s = 0,
Mo = o(t,x) = E(f(B)yr=1|Fo) = E(f(Bt)Lir=})

Se ha encontrado una solucién tinica de (1.21) y es:

o(t,x) = E(f(Be)L{r=p))

Se ha demostrado que si v es solucion acotada de (1.21), entonces tiene que ser E (f (B;)1 {T>t}) :

Observacion 1.52. En el caso en que f = 1, tenemos que v(f,x) = Px(T > t). Se puede
demostrar también que el lado derecho de la tltima igualdad es una solucién clasica de
(1.21) en el caso en que D sea una region angular limitada por hiperplanos. (Véase [6]
para més detalle)
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Este previo es muy importante para la comprensién del enfoque dado a la prueba
principal del capitulo 2.

En la siguiente secciéon, vamos a desarrollar algunas nociones acerca de grupos fini-
tos generados por reflexiones. Esto debido a que, uno de los pincipales resultados que
vamos a estudiar , datallado en [5] , requiere de estos elementos, por ello es importante
definir y mostrar algunas nociones referentes a estos objetos matematicos.

1.2. Grupos Finitos Generados por Reflexiones

A continuacién, presentamos algunas nociones de grupos finitos generados por re-

flexiones. Las mismas serviran para familiarizarnos con la teorfa base del trabajo de-
sarrollado por Doumerc y O’Connell en [5]. En funcién de esta teoria se obtiene una
expresion para la distribucién del primer momento de escape del movimiento Brown-
iano desde ciertas regiones angulares en R". Es importante hacer notar cémo a partir
de teoria referente a esta drea de la matematica se pueden encontrar soluciones a prob-
lemas planteados en probabilidades, mostrando la interaccién eficaz entre las distintas
areas.
Los grupos finitos generados por reflexiones son grupos abstractos que admiten una
descripcién formal en términos de simetrias asociadas a hiperplanos. Si el espacio sobre
el cual acttan las mismas es el Euclideano, entonces los grupos son conocidos como
Grupos Finitos de Coxeter.

Vamos a comenzar por recordar la definicién de reflexién, sus propiedades y los
elementos ligados a ésta.

1.2.1. Reflexiones

Consideremos el espacio euclideo R" con el producto interno usual. Denotemos por
H algin hiperplano de R".

Definicién 1.53. Sea a un vector no-nulo en IR". Se define el conjunto:
Ra = {xa : x € R}

Definicién 1.54. Una reflexion s, es un operador lineal en IR”, que envia un vector no
nulo « en su opuesto, dejando fijo el hiperplano H ortogonal a dicho vector a.

Observacion 1.55. (a) Siel origen pertenece a H, entonces s deja fijo al origen y asi puede
ser tratada como una transformacion ortogonal lineal de R".

(b) El hiperplano H es conocido como el “espejo “de la reflexion s.

Procedemos a construir la expresién para s.

Consideremos la reflexién s con el hiperplano H y tomamos un vector no nulo & per-
pendicular a H, entonces Ra = H* (H* es el complemento ortogonal de H en IR"), asf s
envia a a —a y preserva los vectores en H', entonces se puede verificar facilmente que
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s puede ser escrita en la forma :

2(B,«
Sap =B — <<0"le>>lx (1.22)
De hecho, un calculo directo demuestra que (1.22) se cumple cuando p € H y cuando
B = a. Por la obvia linealidad del lado derecho de (1.22) con respecto a 8, también se
cumple cuando g € Ra @ H.

Definicién 1.56. Denotaremos por O(V) al espacio de todas las transformaciones or-
togonales de V.

Observaciones

= Dado un vector no-nulo « € IR" la transformacién lineal s, es ortogonal :

(suB,say) = (B,v) VB, v €ER"

" Sy = Sca , \VICEIR_{O}
= s tiene orden 2 en O(R"), es decir: s> = 1.

Un grupo finito generado por reflexiones es un tipo especialmente interesante de
subgrupos finitos de O(R") .
A continuacién mencionamos un par de grupos conocidos, que seran utilizados en la
resolucién del problema de escape Browniano en el capitulo 2. El primero de estos, re-
presenta un ejemplo de subgrupos finitos de O(RR") :
(1.) Grupo Dihédrico I;(m).
Sea R? el espacio euclideano plano y sea I(m) el grupo dihédrico de orden 2m, con-
sistente de las transformaciones ortogonales que preservan un poligono regular de m-
lados centrado en el origen. Ir(mn) contiene m rotaciones (por multiplos de 22) y m re-
flexiones (a través de las “diagonales “del poligono). Aqui diagonal significa la linea
que bisecta el poligono, conectando dos vértices o los puntos medios de lados opuestos
si m es par 6 conectando un vértice al punto medio del lado opuesto si m es impar.

Observacion 1.57. El grupo I;(m) es de hecho generado sélo por reflexiones, debido a
que una rotacién por ZW” puede ser obtenida como una composicién de dos reflexiones
relativas a un par de diagonales adyacentes que forman un dngulo de 6 = 7.

(2.) Grupo Simétrico 6 Grupo de las Permutaciones &,,.
Sea S un conjunto no vacio, y

A(S)={f: f:S5 — Sy f esuna biyecciéon}

El conjunto A(S) con la composicién de funciones es un grupo. Los elementos de A(S)
son llamados permutaciones y A(S) se le denomina el grupo de las permutaciones sobre S.
SiS = {1,2,...,n}, entonces A(S) se denomina el Grupo Simétrico sobre n variables
y lo denotaremos por S, . Aqui existen varios subgrupos finitos, éstos son etiquetados
como “tipos ”: (Ay—1,n > 2); (By,n > 2); (Dn,n > 4), para mayor detalle acerca de
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estos subgrupos revisese [9]. Tenemos que |S,| = n! . Como un elemento ¢ € S, es una
funcién sobre el conjunto finito S entonces, podemos denotar a ¢ asi :

(1 2 3 ... n)
0 = . . . .
11 12 13 ... 1y

dondeiy =o(k), Vk=1,...,n.
Y el grupo de reflexioén finito, en este caso, serd el formado por todas las acciones que
permutan los vectores bésicos canénicos del espacio IR”.

1.2.2. Sistema de Raices

Sea V el espacio euclideo y hasta ahora, tenemos definidos los dos elementos ligados
a una reflexién s, como lo son el vector « € V y el hiperplano H C V. En lo sucesivo,
denotaremos por W a un grupo finito generado por reflexiones s,, actuando sobre el
espacio euclideano V.
Queremos dar la idea de como actiia W sobre V. Cada reflexion s, en W determina un
hiperplano de reflexion H, y ademds, una linea L, = Ra ortogonal a éste.
Entonces, la accion del grupo W sobre V consiste en permutar las lineas La para cada «
tal que s, € W . En efecto:

Proposicién 1.58. Sit € O(V) y a es un vector no-nulo en V, entonces tsyt~! = s4,. En
particular, si w € W, entonces s, pertenece a W siempre ques, € W .

Demostracién: ( Ver proposiciéon A.1) 0J

Se tiene entonces que para w € W : w(Ly) = Lys, (en palabras,las lineas L, son
determinadas por W, y no los vectores a).
Sea ® un conjunto finito de vectores no-nulos en V satisfaciendo las siguientes condi-

ciones:
(R1) ®NRa={a,—a} ,Vaecd
(R2) 5, =90 , VYo e &

Entonces,
Definimos W como el grupo generado por las reflexiones so, & € P .

Definicién 1.59. Diremos que @ es un sistema de raices con grupo de reflexién asociado
W.

Ahora bien, el grupo de reflexiones W C O(V) serd en lo sucesivo, estudiado en
conjuncién con un sistema de raices ® C V, sujeto s6lo a (R1) y a (R2).
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1.2.3. Sistemas Simples y Positivos

Fijemos un sistema de raices ® en el espacio euclideano V, tal que W es el grupo finito
generado por todas las reflexiones s, (¢ € ®), permutadas por los elementos de W.
Vamos a presentar unos elementos que nos permitirdn estudiar al grupo W.

Es posible que ® sea extremadamente grande comparado con la dimension de V, por
ejemplo, cuando W es el grupo dihédrico, ® puede tener tantos elementos como haya
en W, mientras que dim(V) = 2.

Esto conduce a considerar un subconjunto de ®, que permita reconstruir a ®, es de-
cir, nos preguntamos si cada raiz en ® es una combinacién R-lineal de algunas raices en
®, con coeficientes todos de igual signo. Esas raices formarian un subconjunto, conoci-
do desde algebra como linealmente independiente.

Entonces, consideramos esto como nuestro punto de partida para hallar tal conjunto.
Consideramos una particiéon de ® en raices “positivas ”y “negativas “con exactamente
uno de cada par {—a,a} , particiones de este tipo son sencillas de encontrar (por el or-
den total de V). Recordemos la definicién de orden total de un espacio euclideano.

Definicién 1.60. Un Orden Total en el espacio vectorial V es una relacion transitiva
sobre V, denotada por <, satisfaciendo los siguientes axiomas :

1. Para cada par A , 4 € V, exactamente uno de los siguientes se cumple : A <y,
A>u, A=u.

2. Paratodo A ,u,v €V ,siy <v, entonces A +u < A +v.
3. Siuy<vyceR—{0},entonces cy < cvsic >0, mientrascv < cp;sic <O0.

Definicién 1.61. Dado un orden en V , decimos que A € V es positivosi 0 < A . La
suma de vectores positivos es positiva, asi como la multiplicacién por escalar de un
vector positivo por un niimero real positivo.

Definicién 1.62. Sea (<) un orden total en V y ® un sistema de raices en V . Diremos
que un subconjunto I de &, es un sistema positivo si éste consiste de todas las raices
que son positivas relativo al orden de V . Cuando IT es fijado podemos escribir & > 0
enlugardea € II.

Observaciéon 1.63. = —II esllamado un sistema negativo .
» Como las raices vienen en pares { —«, a} es claro que ® = —ITUTI

Definicién 1.64. Diremos que un subconjunto A de ® es un sistema simple (y llamare-
mos a sus elementos raices simples) si es una base del espacio vectorial real generado por
® en V ysicada a € ® es una combinacién lineal de elementos en A con coeficientes
todos del mismo signo (todos positivos 6 todos negativos) .

A continuacién presentamos bases tedricas que garantizan la existencia de estos sis-
temas.
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Teorema 1.65. = 5i A es un sistema simple en ® entonces existe un tnico sistema
positivo que contiene a A .

s Todo sistema positivo IT en ® contiene un tnico sistema simple; en particular
existen sistemas simples .

Para una demostraciéon vease [9].
Tenemos demostrado que sistemas simples y positivos en @ se determinan a cada uno
de manera tinica. Resultado que garantiza la unicidad y correspondencia entre estos dos
conjuntos, propiedad que sera ttil en los célculos que desarrollaremos en el Capitulo 2.

Observacion 1.66. Para cualquier sistema simple A y para cualquier w € W, wA es de
nuevo un sistema simple, con correspondiente sistema positivo wllI (si IT es el sistema
positivo determinado por A ).

Para entender mejor el pasaje desde IT a wll, consideramos el caso especial w = s, ,
(a € A). Encontramos que Iy s,IT difieren s6lo por una raiz:

Proposicién 1.67. Sea A un sistema simple, contenido en el sistema positivoIT.Siax € A
, entonces s, (IT\{a}) = IT\{a} .

Demostracién: (Véase Proposicion (0.9) del Apéndice A) . ]

1.2.4. Generacion por reflexiones simples

En esta seccién queremos presentar un resultado que garantiza que el grupo W
puede generarse atin por reflexiones en el conjunto A .
Fijamos un sistema simple A y el correspondiente sistema positivo [Ten ® .

Definiciéon 1.68. Sea B € D, el cual se escribe tinicamente como B = X,cacqan. Se define
alaalturade B (relativaa A), por Xc,, lo denotaremos por ht(p) .

Por ejemplo, si f € A, ht(f) =1.

Teorema 1.69. Sea A un sistema simple fijo, W es generado por las reflexiones s, , (« €
A) .

Demostracién: (Ver el teorema A.4) l

Por lo tanto, cuando estemos resolviendo el problema de escape Browniano, genera-
remos al grupo finito (asociado a la regién angular) por reflexiones en A.
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1.3. Funciones de Bessel del Primer Orden

En la presente seccion, recopilamos algunas nociones sobre funciones de Bessel y
sobre polinomios asociados a las mismas. Tenemos especial interés en las funciones de
Bessel de primer orden, debido a que el estudio desarrollado en [3], muestra un resul-
tado en funcién de éstas y, como consecuencia de compararlo con resultados dados en
[5] apareceran los polinomios de Neumann relacionados con los coeficientes de Bessel,
por lo que resulta 1til y oportuno mirar su definicién y algunas propiedades que nos
familiaricen con estas nociones.

En general, las funciones de Bessel Z,(z) son soluciones de la ecuacién diferencial :

2

d d
2 y y 2 2
2-|—z +(z —v7)y=0 (1.23)

conocida como la Ecuacién Diferencial de Bessel.

Tipos especiales de funciones de Bessel son las llamadas Funciones de Bessel de Primer
Orden J,(z), Funciones de Bessel de Sequndo Orden Ny(z); (también llamadas funciones
de Neumann y frecuentemente escritas como Y, (z) ), y Funciones de Bessel de Tercer Orden
HY (z)y H? (z) (también llamadas funciones de Hankel); siendo las primeras las que
nos interesan en este estudio. Para mds informacién sobre funciones de Bessel, y en
particular demostracion de los resultados presentados se puede consultar [15].

1.3.1. Coeficientes de Bessel J,(z)

Ju(2z) es una funcién en dos variables, de argumento z y de orden v (real o complejo).
En [15], se discuten cémo son las soluciones de la ecuacion diferencial (1.23) y se llega a
que tal solucién es de la forma:

0 ) (1Z)v+2m
Z:: Flv+m+1)"

(1.24)

Cuando se considera v = n € Z y z arbitrario, entonces a dichas funciones se les
llaman Coeficientes de Bessel de argumento z y orden entero n. Asi, (1.24) se reescribe
como:

00 (_1)m(lz)n+2m

Ju(z) :== Z 2

= mi(n+m) (125)

6 por su representacion integral (tomada por Bessel como la definicién de J,(z) y desde
la cual deriv6 algunas de sus propiedades):

27
Jn(z) = 1 / cos(nf — zsin0)d6 . (1.26)
27T Jo
(para mayor detalle véase [15]).

A continuacién presentamos algunas propiedades J,(z):



23

Ja1(2) + T (2) = 2T (2)
Jn-1(2) = Jus1(2) = 2J,,(2),
2J(2) + 1Ju(2) = 2Jp-1(2), (1.27)
z2)(z) = nJu(z) = —zu41(2),
Jo(z) = —Ti(z),
Jon(z) = (=1)"Tu(2)

En [15], se estudian y se demuestran estas propiedades.
Observacién 1.70. J,(z) conv € R 6 v € C, también satisface (1.27).

Teorema 1.71. J,(z) es una funcién analitica en z (excepto posiblemente en 0) y en v,
para todos los valores de v .

Comentario 1.72. Una importante consecuencia de este teorema es que, término a térmi-
no, integraciones y diferenciaciones (con respecto a z 6 v) de la serie J,(z) son permisi-
bles .

Ahora, vamos a recordar un tipo de funcién de Bessel que, aparece en una de las
expresiones de la distribucién del tiempo de escape. Ademds de algunas ecuaciones
funcionales ttiles para el estudio que llevaremos a cabo en el Capitulo 2.

1.3.2. Funciones de Bessel Modificadas de Primer Orden
La ecuacion diferencial

2

d d
247Y Yy 2., .2
=5 +x (x*+0v7)y=0, (1.28)

la cual difiere de la ecuacién de Bessel sélo en el coeficiente de y, es de ocurrencia
frecuente en problemas fisicos matematicos y una solucién de la misma es la funcién de
variable real x, usualmente denotada por I,(x), y expresada como:

00 (%x)v—i—Zm
I = . 1.2
o(x) mz—:o mT(v+m+1) (1.29)
Observacion 1.73.  (a) La funcién I, (x) satisface unas ecuaciones semejantes a (1.27):
2v
Ip—1(x) = Tpt1(x) = ~ (),
L1 (%) + Lo (%) = 20 () ,
xI (x) + vlp(x) = 21 (x), (1.30)
xI (x) — vly(x) = xI,11(%),
Io(x) =T(x),
Lp(x) =Ta(x)
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(b) Una representacion integral de I,(x) para v > 0, que usaremos en el capitulo 2, es:

1 7T 00
I(x) = ;/ e* 5% cos v0dh — ser;cvn / e Xcosht=vtgy (1.31)
0 0

(c) Desde la definicién dada arriba, podemos escribir una ecuacién mds ttil entre
I,(x) y Ju(z), que nos ayudard en el capitulo 2 a reescribir una expansion en serie
de funciones de Bessel, ésta es:

I, (x) =i "Ty(iz) . (1.32)

1.3.3. Expansion en Series de funciones de Bessel

Cualquier serie del tipo

Y adoik(2),
k=0
es llamada una serie de Neumann. Se desea expandir una funcién analitica y arbitraria
f(z), en un dominio que incluye el origen, en una serie de coeficientes de Bessel (v = n),
en la forma
f(z) = aglo(z) + a1J1(z) + a2fo(z) +-- -,

donde wg, a1, &2, - - - ; son independientes de z .
Estudiemos algunos elementos ligados a estas expansiones:

Definicién 1.74. La funcién O, (t) , usualmente llamada polinomio de Neumann de on-
den n, estd definida por

<3n

2n-(n—m—1)!

1
- , (n>1 1.33
4 = m!(%t)n—zmﬂ (n=1) (1.33)

On(t) =

Observacion 1.75. (1) O,(t) es un polinomio de grado n + 1 en la variable (1/t).Y se
define: Og(t) :=1/t.

(2) Oy (t) satisface las siguientes relaciones de recurrencia:

O1(t) = =Oq(t), Ont1(t) = Oy_1(t) — 20, (t)

(3) Los polinomios O, (t) aparecieron como los coeficientes de J,(z) en la expansién
en serie de coeficientes de Bessel de la funcién 1/ (f — z), ast:

e Oo(t)Jo(z) +201(1)]1(2) +202(H)]2(2) + -+ -, (1.34)
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Expansién de Neumann de una funcién analitica en una serie de Coeficientes de
Bessel

Teorema 1.76. Sea C el contorno del circulo || = ren C. Si f(z) es una funcién analitica
en | z |< r, entonces:

£ =@ + 1 E [ 0,(0)5(1)a
n=1

donde J,(z) es la funcién de Bessel de orden entero 7.

Demostracién: se puede verificar que:

l n—1,1
o= a), o =2""T11,

donde 6, — 0, ¢, — 0 cuando n — oo cuando z y ¢ son fijados. Por lo tanto, la serie
Oo(t)Jo(z) +2 ) On(t)]n(z) = F(z,t)

es comparable con la serie goemétrica cuyo término general es z"/t"*1 | y esta serie
es absolutamente convergente cuando | z |<| f |, y asi la expansién para F(z,t) es
absolutamente convergente en las mismas circunstancias.

De nuevo,si | z [< r, | t |> R,donde r < R, la serie es comparable con la serie
geométrica cuyo término general es 7" /R"*! y asf la expansién para F(z,t) converge
uniformemente en los dominios | z |[< ry | t |> R. Por lo tanto, diferenciaciones
término a término son permisibles, y asi

%+%ﬁ@w4mwmwai%mmmﬂmmwwaimwmn
={Op(t) + O1(t) }o(z) + Z{ZO' n—1(t) + Opy1(t) Hn(z)
=0 (usando la Obs.(1.72)(2))

Ya que
(5 + )P0 =0,

se sigue que F(z,t) debe ser una funcién en la variable f — z ; y como
F(0,t) = Op(t) =1/t,

es claro que, entonces F(z,t) =1/ (t — z) .
Y por lo tanto, hemos probado que:

L Oo(t)Jo(z) +2 Z Ou(H)Jn(2), (1.35)

t—z =1
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simpre que | z |<| .

Como f(z) es analitica en |z| < ||, entonces por el teorema de Cauchy, siempre que
z| < r, tenemos:

LS,
2mi Jct—z

= ZLTU /Cf(t){oo(t)IO(Z) + 2; On()]n(z) }dt (por (1.35))

f(z)

=Jo(2)£(0) + il]”%/con(t)f(t)dt

donde C es el contorno del circulo [t| = r.

Ejemplo 1.77. En [15] se muestran este tipo de expansiones para las funciones:
1. cosz = Jo(z) — 2J2(z) +2J4(z) —-- -,
2. senz = 2J1(z) — 2J3(z) + 2J5(z) — - - -,

Teniendo en cuenta este tipo de expansion para funciones analiticas, podremos mostrar
en el proceso de comparacion de las expresiones de la distribucién del tiempo de escape
en R?, un método para expandir expresiones de la integral de probabilidad.
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El Problema de Escape

En este capitulo desarrollaremos el contenido esencial de este trabajo.

El problema de escape, a grandes rasgos, refiere el estudio de la distribucién del primer
momento en que el movimiento Browniano abandona una region. En este estudio, la re-
gién donde comienza el movimiento Browniano es una regién angular cuyas barreras
son hiperplanos. A medida que se fijan las condiciones y los elementos relacionados al
problema se avanza en el estudio logrando el cometido. La herramienta fundamental
en esta labor es el principio de reflexion. En el caso de IR?, se tienen dos expresiones
para la distribucién del primer momento de escape Browniano que resuelven el prob-
lema de salida. Una de ellas est4d dada en [3], vélida para cualquiera sea el d&ngulo de la
region; y la otra en [5], donde la region estd asociada con un grupo finito generado por
reflexiones y es vélida en R" para ciertos dngulos. Este resultado envuelve una condi-
cion, la cual se denomina “consistencia ”, y estd relacionada con la estructura del grupo
de reflexion finito asociado. Se plantea la comparacién de ésta, con la férmula hallada
en [3] (la cual surge a consecuencia de una aplicacion del principio se reflexién sobre el
angulo Browniano plano). Y en este proceso de comparacioén surgirdn algunos elemen-
tos que aumentan el interés y las perspectivas del estudio. Vamos a comenzar con el
problema de escape en R? y posteriormente plantearemos el problema en R", asi como
los elementos que surgen del proceso de comparacion.

2.1. Estudio del problema de escape del movimiento Brow-
niano plano

Consideremos un movimiento Browniano en el plano complejo B; = B} + iB% ,
comenzando en algin punto z # 0 . Luego, B} y B? son movimientos Brownianos inde-
pendientes satisfaciendo las propiedades del movimiento Browniano que mencionamos
anteriormente. Escrito de otra manera, B; = |B;|e’® .

El enfoque en este caso, estard encaminado por el estudio de dos procesos muy im-
portantes relacionados con las trayectorias de B;; definidos como sigue :

Definicién 2.1. Definimos el proceso 8;, como la parte angular del movimiento Brownia-
no plano. 6; es “el nimero de vueltas™ de la trayectoria continua {Bs,s < t} alrededor
del origen, es decir, 0; es el proceso continuo dado por 6; = Arg B; .

Observacion 2.2. Siz # 0, entonces P, ({w : Bi(w) =0, paraalgunt > 0}) = 0, por

lo que 0; esta bien definido. (Para una demostracién véase [13].)

(1/2)
Definicién 2.3. Sea R; = |B¢| = ( (B})? + (B%)2> . Este proceso denota la distancia

del movimiento Browniano planar al origen y suele denominarse proceso de Bessel.
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Supongamos que parat = 0, se tiene Ry = p y 6y = a, asi consideramos la
densidad,

p(t,1,6;0,0) = P{R; € dr,0; € 0 | Ry = p,00 = a} (2.1)

1
rdrd
En [3] se prueba el siguiente teorema, resolviendo la ecuacién “backward”asociada
a la densidad conjunta:

Teorema 2.4.

oy = L il A pr
p(t,r,@,p,a)—ﬁex (— oy )/0 cosv(G—oc)IU(T)dv. (2.2)

donde I, (x) es la funcion de Bessel modificada de primer orden.

Si consideramos 0 < flp = a < By definimos Tg ) = inf{t > 0:6; ¢ (0,B)}, en-
tonces la densidad de transicién del movimiento Browniano sin tocar la barrera angular
determinada por (0, B) esta dada por:

1
u(t,r,0;p,a) = P{T(O,ﬁ) >t,Ry €dr,0, €d0| Ry =0,60) = “}W , (2.3)
A partir de (2.2) y por medio de una aplicacién del principio de reflexion a 0; se obtiene:

Teorema 2.5.

u(t,r,6;p,a) = %exp(—#) kglwm/m <¥> sen(%) sen(k%e). (2.4)

Para la demostracion véase [3].

Desde este teorema se obtiene una expresion para la distribucioén del tiempo de es-
cape del movimiento Browniano plano desde un regién con barreras angulares:

Corolario 2.6. Sea B; el movimiento Browniano planar comenzando en z = pe'®, con
y T(O, p) COMO en el teorema (2.4). Entonces,

B pe /4 sen[(2k + 1)/ f]

Pz(T O, > t) —_—
(0.8) (2nt)i/2 &, 2k +1

Lok1e /25172 (07 /4t)

+ isjre/2p1/2(0°/48)] (2.5)

Demostracién: Debemos integrar (2.4) respecto de rdrdf , as:

Pz(T(O,ﬁ) > t) = Ee(pZ/Zt) Z sen<%> /O sen(%)dg/o re(frZ/Zt)I|kn/B| (g)dr

keZ N ,

-~ ~\~

(i) (i)

Resolviendo por separado se tiene,
(i) = £[1 - coskn].
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Para resolver (ii), usamos integracién por partes:
Se escoge 1 = ILjj/p ( > luego por la observacién (1.71)(a) (segunda ecuacién), se

tiene:

2 _ 2
0= 011 () + Vo () iy do = re =720 0 = ol
Por lo tanto,

(i1) = limp_c (— 2/2t1|k75/ﬁ|< ) \o)

P/ - /Zt[Ilkn/ﬁl 1<p > +I\kn//3\+1<pr)]d7’

Usamos definicién integral de I,(x), dada en la ecuacién (1.29), para acotarla y anular
el primer sumando de la dltima igualdad:

NPT 20 pr Pr
(ll)_i/o e " [I|k§—1<t>+1k§|+1<t>]dr

Distribuyendo la integral para cada sumando y utilizando [8] [férmula (6.618)(4)], ten-
emos:

2tp? VT (2 2tp?
1) () + e (31 )

st (g

Asi,
_e krtay B o V2t o*
P _ ( gt) — ) (1— k = (41})
(Tiopy > 1) = ﬁte kezzsen( 5 )kn( cos 7r)2 ¢
o §
[y (&) + o (3]
kma
V2t (e SQH(T) 0
=S L 2 g ()
kimpar
02
e ()]
R o I 0’
C Vont & 2k+1 [%u“k“ |1)<4_t>

2
1 e |+1><%>]
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Ejemplo 2.7. Sean = % y B; un movimiento Browniano plano, comenzando en z =
. B .
pe'* = pe'z, conz € C, donde C es la regién angular de escape que se muestra en la
siguiente figura:
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Figura 2.1: Regién de escape Browniana en R? .

Vamos a calcular la distribucién del tiempo de escape del Browniano plano desde la
region C = {0; : 0 < 6; < B}. Con T(g g) como antes, se tiene:

,p2
_ peir sen((2k +1)7/2) 02 0?
PZ(T(OIIS) > 1) = St kg 2k +1) [I%(3|2k+1|71) (E) +I%(3\2k+1\+1) <Eﬂ

Usando el hecho de que la funcién seno es una funcién impar, tenemos:
pZ

—(£) 2 2
_ pe \H sen((2k +1)7t/2) 0 0
PZ(T(O,[%) >t) = V2t zkg%) (2k+1) [I%(3(2k+1)—1) (@) + I%(3(2k+1)+1) (E)]

2
2

—(&) _1\k 2
e e e () )

Usando la ecuacion (1.32), reescribimos:
_(ﬁ) _1\k 2 2
_pe (=" 1._@rs1) PN | —(3k42) p*
PZ(T(O/,B) > t) - \/ﬁ 2};) (2k—‘r 1) [Z ]3k+1 <l4t> +1 J3k+2 <14t>] (26)

donde J, es la funcién de Bessel de primer orden.

Como se muestra en [3], 1a serie del lado derecho de la igualdad anterior converge
uniformemente.

2.2. Estudio del Problema de Escape desde una regién an-
gular en R" asociada a un grupo generado por reflex-
iones

Como mencionamos anteriormente, el principio de reflexion ha significado una her-
ramienta muy util en el desarrollo de investigaciones en probabilidad. En el contexto
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del movimiento Browniano 1-dimensional B = (B;, t > 0) con densidad (1.5), el princi-
pio de reflexién ofrece una expresion simple para p;, recordemos que p;, es la densidad
de transicion del movimiento Browniano comenzando en x y aniquilado cuando llega
por vez primera al 0, la cual satisface:

pi(x,y) = pe(x,y) — pe(x, —y) (2.7)

La distribucién del tiempo de escape es recuperada integrando sobre y > 0. Si Py
denota la ley de B comenzando en x > 0y T es el tiempo de escape desde (0,c0),
entonces

P.(T >t) =Pyx(B; >0) —P,(B<0). (2.8)

Ahora, segtin [5], (2.7) se puede extender en un sentido mas general, si B es un
movimiento Browniano en una regién angular asociada con un grupo de reflexién fini-
to. Por ejemplo, si B es un movimiento Browniano en R"” con densidad de transicién
pe(x,y) yC = {x € R" : x; > xp > --- > x,} denota la region de escape, entonces
la densidad de transicién del movimiento Browniano aniquilado cuando se escapa por
primera vez de C, estd dada por

pi(x,y) = Y e(m)pi(x, my), (2.9)

TES,

donde 7ty = (Y(1),-- -, Yr(n)) » €(7r) denota el signo de 7.
Esta expresion a simple vista muestra nuevos elementos, relacionados con el grupo
de reflexion al cual estd asociada la region de escape que, en este caso, es isomorfo a S,.
(Este grupo fué definido en el capitulo 1, denota el grupo de las permutaciones)
Entonces, de manera natural, si deseamos hallar la probabilidad de salida, debemos
integrar a (2.9) sobre y € C, obteniéndose:

P.(T>t)= Y e(m)Pi(B; € nC). (2.10)
TES,
Para simplificar (2.10), se introducen los grupos de reflexién asociados a la regiéon
de escape y la condicién de consistencia, con lo cual (2.10) se podré reescribir como un
fafiano, que sélo envuelve integrales uno-dimensionales, sencillas de calcular.

Este ejemplo muestra, que a pesar de las complicaciones que se pueden presentar
al trasladar el problema de salida a IR", la conexién entre la regién de escape y algun
grupo de reflexién finito, simplifica considerablemente el calculo.

Este resultado requiere la introduccién de una condicién de “consistencia”, que sim-
plficard la estructura geométrica del conjunto sobre el cual se realiza la suma involucra-
da.

Vamos a definir las condiciones requeridas para este resultado.
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2.2.1. Grupos de Reflexién

En las siguientes lineas, daremos algunas definiciones previas a los ejemplos de gru-
pos de reflexion. Debemos tener presente las nociones de grupos de reflexién desarrol-
ladas en la seccion (1.2).

Sea V el espacio real euclideano R” y denotemos por (-, -) el producto interno usual.
Sea ® un sistema de raices en V con grupo de reflexion asociado W. Sea A un sistema
simple en ® con el sistema positivo correspondiente I1.

Definicién 2.8. Una Regién Fundamental o Angular es el conjunto
C={AeV:VacA, (g, A) >0}
Notacion
= Las reflexiones en W se denotan por s, ,a € II.
= Id, denotara la funcién vectorial identidad del espacio euclideo R".

» Si E C R", entonces denotaremos por O(E) al conjunto de todos los subconjuntos
ortogonales de E. (Recordamos que un subconjunto E C R” se dice ortogonal si sus
elementos distintos son ortogonales dos a dos).

Definicion 2.9. (Consistencia)

e Diremos que I C IT satisface la hipétesis (C1)sid ] € O(ANI) tal quesiw € W
con | C wl C ITentonces wl = I.

e Diremos que I C II satisface la hipétesis (C2) si la restriccion del determinante al
subgrupo U = {w € W : wl = I} es trivial, es decir
VweU, ¢(w) =detw = 1.

e | sera llamado Consistente si éste satisface (C1) y (C2).

Definicién 2.10. Sea I C I consistente. Se definen
Wh={weW:wlcll} y T:={wl:weWL

La condicién (C2), hace posible asignar un signo a cada elemento de Z por medio de
g4 = ¢e(w), VA € T, donde w es cualquier elemento de W' con wl = A.

Ejemplo 2.11. Si tomamos I = A, entonces I es consistente, en efecto,

(C1): se tiene tomando | C I, (con | subconjunto unitario), luego | es un subconjunto
ortogonal de I, entonces siw = Id € W se tiene | C wl C I, lo cual implica que wl = I.
(C2): Debemos notar que el tinico elemento en U es {Id}, luego ¢(Id) = det (Id) = 1.

Ejemplo 2.12. En R?:

Consideremos el grupo dihédrico I(m) con m impar. Sea
V =R? ~ C. Asi, W = I (m) est4 constituido por 2m transformaciones ortogonales (m
reflexiones y m rotaciones, éstas tltimas también generadas por reflexiones) que dejan
invariante al poligono m-regular, generadas por las raices a definidas asf:
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setoma f =i = ¢"/2 y se define a; = ¢/!™/"(—B)paral < < mya = a;.
Asi, se tiene:
El sistema de raices: ® = {—aj,a;,1 <1 < m}.
El sistema simpleen @ : A = {«, B}.
El sistema positivo asociadoa A : TT = {ay, -+, ap} .

Sea I = {a},luego, I es consistente y ortogonal. En efecto, escojemos | = {a} = I. El
angulo entre dos raices es un multiplo de 71/m, dos a dos las raices no son ortogonales.
Por lo tanto, la propiedad de extensién (ver apéndice), es trivialmente verificada con
I = J. Entonces U = {Id}, lo cual garantiza la condicién (C2). Asi, I es consistente y
Z={ay, -+ ,am}coney, = (1)L

Para m = 2m’ con m' impar, escojemos de nuevo | = {a}. Ahora la propiedad de
extensién es verificada con | = {a}, I = {«,a’ = ¢™/?a} . Supongamos que w deja
invariante a I. Como I es una base de IR?, si w fija punto por punto a I, entonces w =Id.
Por lo tanto, U = {Id} y (C2) es satisfecha. Escribimos «} = ¢/™/2(a;), I es consistente

una vezmas conZ = {{ay,a}}, -, {am, a)}}y €laaly = (—1)1L
En particular,

(1.) Grupo de las Simetrias del Triangulo 6 I,(3), (m = 3) .
En este caso, W estard conformado por 3 reflexiones respecto a las diagonales del
tridngulo y 3 rotaciones por multiplos de ZT” = 120°. En primer lugar, hallamos las
raices que generaran las reflexiones. Asi,
ConB=iya =e™3(—B)paral <1 < 3ya = a, se tiene: &) =
ay = _epl/6m , k3 = _e3/2mi

Asi, el sistema simple es A = {a1,a3} con su correspondiente sistema positivo

II = {0(1, o, 0(3}.

Graficamente:

_65/6711',

o3 60°
%)
30°
e ———— — - —_—
30°
X1

Figura 2.2: Sistema Positivo IT asociado al triangulo .

Para describir el grupo W, fijamos las lineas Hy, , respecto de las cuales se hacen
las reflexiones, que son justamente las lineas ortogonales a las «; , respectivamente,
como se muestra en la siguiente figura:
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Figura 2.3: Sistema de Reflexién generado por {a;}3 ;.

Las lineas reflejantes H,, coinciden con las diagonales del tridngulo equilatero co-
mo se ve a continuacion:

Figura 2.4: Diagonales del tridngulo en estudio .
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Asi, se puede verificar que:

Sa; O Say = TOt1900; Sa, O Sg; = TOtp400; Sy © Sy = Id

4

Por lo tanto, W = {Sx,, Sa,, Sass Say © Sazs Sz © Says Sy © Sy J-

Ahora bien, se tiene que I = {a1} C I es consistente y a partir de aqui describi-
mos explicitamente los conjuntos arriba definidos :

W = {w e W:wl CII} = {Id,Sx;,5a; ©Sas }

ya que,
Id(a,) = a1 € IT; spy(a1) =ap € IT; s4, 0Say(aq) = a3 € I

Luego, Z = {wl : w € W'} = {{a1}, {a2}, {a3}}.
Y el signo de cada elemento en 7 se halla de la siguiente manera,

Ela) = e(Id) = det Mg =1

1 0
Efn,} = €(Say) = det Ms,, = det < 0 1 ) — 1
oz} = €(Say O Say) = €(rotypgo) = det Mot

— det [ —Cos 60° sen60°
— 9l 08300 —sen30°

ORISRt

1200

(2.) [Grupo de las Simetrias del Hexagono 6 I,(6) . (m' =2 x 3) .]
Este grupo estd formado por 6 reflexiones con respecto a las diagonales del hexa-
gono y 6 rotaciones por multiplos de 27” = 60°. Procedemos de la misma forma

en que generamos las raices en el caso del triangulo: a1 = —e?/37™ | ay = —%/67,

a3 = —e qy = —7/6M e — _pA/3Mi g p3/2m

Luego, el sistema simple es A = {a1,a4} y el sistema positivo correspondiente
es IT = {aq,ap, a3, a4, 05, a6 }. Estos vectores estdn representados en la siguiente
tigura :

Xe o5
X4
e 30°_0_c3_)
30°
D\ 2
0° 1
{

Figura 2.5: sistema Positivo IT asociado al hexagono.
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Hy

| Has
¥

Figura 2.6: Sistema de Reflexién generado por {a;}¢_; .

Las reflexiones quedan como se muestra en la siguiente figura, notdndose que las
lineas Hy, , i = 1, ...,6, coinciden con las diagonales del hexagono :

Por lo descrito anteriormente se puede verificar que,
Sw; O Sa; = rotzgo = Id; sS4, 084, = TOtg0; Sy © Sy = TOtyn(0

Sq; O Sgy = TOt1g00; Say O Sps = TOlp400; Say © Say = TOt3p00

Luego,

w - {Slxll Sﬂ(z/ SIX3/ 50(4/ SIXSI 50(6/ Id/ Sﬂél o 50(2/ 50(1 o SD(3/ Sle o SIX4/ 50(1 o 50(5/ Sﬂél o 80(6}/
Un conjunto consistente es I = {aq, a4 }. Ahora describimos los conjuntos:
I
W — {Id, Sa6, Sal o) Sa6},

ya que:
Id(I) = {aq, 04} CII; 50, (I) = {ap, a5} CIT; 54y 054, (1) = {az, a6} C IT;

Por lo tanto,
7 = {{ar,as}, {2, a5}, {az, a6}}.

Ahora, calculamos el signo de cada elemento en Z:

8{“1,a4} = S(Id) = detMId =1

1 0
8{0{2,0&5} = 8(50{6) = det MS‘X6 == det( O 1 ) o —1



38

Ejemplo 2.13. En R®:

Consideramos el grupo de las permutaciones S3, actuando sobre los vectores canénicos
de R3. Entonces, segtin el apéndice A se tiene que el sistema positivo estd dado por
IT = {e1 — ey, €1 — 3,62 — €3} con su respectivo sistema simple A =
{e1 — ez, 2 — €3} y un conjunto consistente y ortogonal es I = {e; — e, }.

Notacién: Vamos a denotar por (7;5;’ a la accién que permuta los vectores canénicos de
la siguiente forma:

o128 _ (€1 €2 €3
ryz ex ey e
donde x,y,z € {1,2,3}

Entonces, W = {011225,011325,0_%22{’, (7211233,(721%?, (731125’} Para hallar los conjuntos Wie 7,

consideramos:
oiB(I) =0iB(e1—ex) =e1—ex € I1;015(1) =0{B(e1 —ex) =1 —e3 € 11,
R =01 —e) =es—ex & I1;003() =035(e1 —ex) =ep—eg ¢ 11,

e (D) = o5t (e1 —ex) =ex—es € I;033(1) = 035 (ey —ex) =e3 —er & 11,

Asi,
W= {ol ol ot e 7= {{a—a)la-a) a-a} .

Para hallar el signo de cada A € Z, consideramos si cada permutacién en W! puede
ser reescrita como producto de un ntimero par o impar de transposiciones, en cuyos
casos el signo serd 1 6 —1, respectivamente. Como se conoce, el signo de la permutacién
identidad es igual a 1. Asi que : €, _,} = 1, para el resto, consideramos:

123 _ —
013 = (1)(23) = €05 =1,

o351 = (128) = &gy = —1,

Ahora, en contraste con lo dicho en la Proposicién (A.9.) en los incisos (ii) y (iii),
tenemos el conjunto P;(3) (definido como el conjunto de las particiones de [3] en (3;—1)

pares y un singulete):

P(3) = {{{Lz}, @ {aren) {{1,3},{2}}}

Para dar el ejemplo de identificacion entre A € 7T y m € P,(3), usando la notacién
c(7r) para el ntimero de cruces, véase la siguiente figura :

Ejemplo 2.14. En R*:
Consideramos el grupo de las permutaciones Sy , actuando sobre los vectores canénicos
de R*. Entonces, segtin el apéndice A se tiene que el sistema positivo estd dado por
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(.i 1 2 3 (.) 1 2 3 (.) 1 2 3
m={{1,2},{3}} m={{1},{2,3}} m={{1,3},{2}}
A= 61—62} A:{62—€3} A= 61—63}
c(m) =0 c(mr) =0 c(m) =1

Figura 2.7: Particiones pares y sus signos para Aj .

IT = {e; —ey,e1 —e3,e1 — eq, €2 — €3,63 — €4,63 — €4} con su respectivo sistema simple
A = {e1 — ey, e2 — e3,e3 — e4 } y un conjunto consistente y ortogonales I = {e] —ep,e3 —e4}.
Siguiendo la misma notacién que en el ejemplo anterior, tenemos que

_ ) 1234 1234 1234 1234 1234 1234 1234 1234 1234 1234 1234 1234
W= {‘7 12347 913247 91243 91342 V1423 91432 92134 V2143 V23147 V24137 V24317 V2341 /

1234 1234 1234 1234 1234 1234 1234 1234 1234 1234 1234 1234
03214793241 931427 931247 934127 934217 V43127 V4321 941327 V41237 V42317 Y4213 } .

Para hallar los conjuntos W! e Z, seguimos sus respectivas definiciones, obteniéndose:

I ) 1234 1234 1234 1234 _1234 1234
W = {01234,(71324,01423,02314,(72413,(73412}

1= {{61 —ep,e3—eqt, {eg —es3,ex—eq}t, {er —eq, 0 — 63}} .

Ahora, tenemos el conjunto P,(4), definido como el conjunto de las particiones de
[4] en (g—) pares, es decir:

Pa(4) = {{{Lz}, Gal{s e, {{1,4},{2,3}}}

Para dar el ejemplo de identificacibonentre A € 7 y m € P>(4), usando la notacién
c(7r) para el nimero de cruces (cuya paridad nos brinda el signo de cada elemento en
A), véase la siguiente figura :

SNON TN e,

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
m={{1,2},{3,4}} m={{1,3},{2,4}} m={{1,4},{2,3}}
A= {61—62,63—64} A= {61—63,62—64} A= {61—64,62—63}
c(mr) =0 c(m) =1 c(mr) =0

Figura 2.8: Particiones pares y sus signos para As .
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Se nota entonces la identificacién entre ambos conjuntos. Cuando estemos estudian-

do el problema de salida desde una regién asociada al grupo de las permutaciones, esta
identificacion serd muy util .

2.2.2. Relacién con el problema de salida

Sea I C II consistente, definimos €4 para A € Z como antes. Sea B = (B, t > 0)
un movimiento Browniano en el espacio vectorial V con Py la ley de B comenzando en
x € C, con C dado en la definicion (2.8).

Definicién 2.15. (a) Para « € I, se define T, = inf{t > 0: («, B;) = 0}.
(b) Para A C I, se define T4 = mingc4 Ty.
(c) T=Ty=inf{t >0:B; ¢ C}. (T es el primer momento en que B se escapa de C).

Denotamos por p¢(x,y) la densidad de transicién de B (respectivamente, p;(x,y)
de B comenzado en C y aniquilado en el tiempo T). La férmula anédloga a (2.9) en este
enfoque es:

pi(x,y) =) e(w)pi(x,wy), (2.11)
weW

la cual puede ser integrada para obtener

P.(T>t)=)_ e(w)Px(B; € wC). (2.12)
weW

Como se sefialé al comienzo de este capitulo, esta férmula tipicamente envuelve
integrales multi-dimensionales complicadas, por tal motivo resulta muy ttil la siguiente
expresion alternativa, que es el principal resultado del articulo de Dourmec y O’Connell,
(2005):

Teorema 2.16.
P(T>t)= ) eaPr(Ta>t) (2.13)
Ae T

Demostracién: El objetivo es probar que u(x,t) = Y 4c 7€4Px(Ta > t) es solucién
del problema :

du 1% {u(x,O) =1 sixeC (2.14)

ot 20x2 u(x,t)=0 sixeaC

Se sugiere revisar la seccion (1.1.5) para justifcar este enfoque.

Supongamos que x € C.
Afirmacion: P, (T4 >0) =1,VA € 1.

En efecto, recuérdese que C es un conjunto abierto cuyas barreras son hiperplanos.
Ahora, por la definicién de T4 y su relacién con C, es vélido considerar un n-cubo L,
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con lados iguales a I centrado en x, y I lo suficientemente pequerio tal que L C C.
Si Ty es el primer momento de salida de B desde L, entonces

T, < Ty, VA € T.

Por lo tanto,
{w:Tp >0} C{w:Ta >0} = Py(TL >0) < Pyx(Ty >0) (2.15)

Ahora bien, como B es invariante por traslacion podemos considerar Pz(T; > t); donde
%, es el cero de R" y T; esta centrado en 0.
Asi,

Pg(Ti > t)

Pi(max;e(y ... oy Mi(t) <1) donde M;(t) = sup,, BY(s)
{Pe(My(f) < D}

[Pz (sup,, BY(s) < )}"
Por otro lado,

P {sup,, B{(s) <1} =1—Pe{sup,,BJ(s) > I}
N =1—2Pz(BY(t) >l)

—1-2[7SD 2"‘alz

VZHE
. e} exp 2t z
=1-2 N
Usando integracion por partes en la ultlma integral, obtenemos:
b4 12 22
o exp 2 » _ 1 exp 2t o exp 2t
2
< \/\%(EXPI 2 0, cuando t — 0
Luego,

P;:(supBY(s) <) — 1cuando t — 0
s<t

Por lo tanto,

lim; o Pz(sup BY(s) < 1) =
s<t

Asi,

lim; o Pz(T; > t) = 1.

Asi, de (2.15), se tiene:
P, (Th>0)=1,VAeZ

Luego, usando la proposicién (A.7.)(a) del apéndice:

u(x,0) = Y eaPx(Ta>0)= ) ea=1
Ae T Ae T

Supongamos ahora que x € dC. Fijamos « € A tal que («,x) = 0.Sea f : 7 — R dada
por f(A) = Pyx(T4 > t).
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Siw € A entonces, por hipétesis y la definicién de T4 tenemos que, f(A) = 0.
Sia ¢ A entonces consideramos:

f(saA) = Py(Tsn > t)
=1—Py(Tsn <t)
=1—Px(Ta < t) ()
= Psax(TA > t)

f(sqA) =Pyx(Ty > 1) (%)
= f(4)

(en (*) usamos la invariancia de la Ley de B bajo s, y en (**) se usa que s,x = X).
Luego, por la proposiciéon (A.7.)(b) del apéndice:

(x f Z 5APx TA > t) Z SAf(A) =
AeT AcT
Como P, (T4 > t) es solucién de la ecuacion del calor (Observacion (1.52)), por la lin-
ealidad del operador se tiene que:

(x t Z EAPx Ty > t)
AcT

es solucién del problema (2.14). Luego por la proposicion (1.51), se tiene:

Ae T

Veamos a continuacién, un ejemplo de aplicacién de (2.13) en R?.

Ejemplo 2.17. (W = [(3)) .
Consideremos el grupo dihédrico I>(3) y el movimiento Browniano plano
B: = (B},B?;t > 0) comenzando en z € C. Segtn el ejemplo [2.12(1.)] se tiene que: [ =
{a1}, IT = {ay, 00,43} y A = {aq, a3}, la region angular C, la describimos gréficamente
a continuacion:
(Notese que la region de escape coincide con la region angular del ejemplo (2.7))
Sea P, la ley de B; comenzandoenz = p ¢! € C. Por la Definicién (2.15(a)), Ty; es 1a
primera vez que B; toca la frontera de C ortogonala a; y T = inf{t > 0: B; ¢ C} esel
primer momento en que By se escapa desde C. Asi, la férmula (2.13), se traduce en:

=P, (Tay > t) = Po(Tay > t) +Po(Tay > t)



Figura 2.9: Regién fundamental asociada a I (3).

N
Barrera /
\\
. C Rotamos en s.h. 60°
\
zZ —
[ ) \
60° \ ““Barrera
p 30° \(goo S
/ NI
// el N /
/ 0(1 \\//

Figura 2.10: Barrera angular para el movimiento browiano con respecto a ay .
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Supongamos z = (pcosf,psenf) = (xg,yp) con 0 < 6 < 60° . Queremos hallar
P,(T,, > t), vamos a rotar la cimara fundamental de manera que el estudio se realice
en una dimensién. Ast:

Ahora, 2/ = (pcos®’,psent’) = (x{,y,) donde 8’ =6 — 17”

Sea T' =inf{t >0: B; € {(x,0):x € R}}. Debido a que el movimiento Browni-
ano es invariante por rotacion, se tiene:

Mas aun,

PZ(Tﬂél > t) — PZ/(T/ > t) ’
si definimos

Ty := inf{t > 0: B2(t) = 0},

entonces, tenemos:

Pz/ (T/ > t)

= P%(To > 1)
:1—Py6(T0§t)
=1- PO(Tfyé < t)

(2.16)
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752/2t

P (T'>t) =1-2[%, ) ﬁds (Usando el Principio de Reflexion)

00 8 /2f —s /2t
— f_ e Zf Nor=
_ fyo e—S /2t

(Por la simetria de la densidad Gaussiana)

y 75/2t
_2f0 Oe\/ﬁds

Ahora, hacemos el cambio de variable u = s/+/t, de aqui:

! —u2
P (T >1) =2, yo/ﬁ%\ﬁdu
f_l/f)/\ﬁ —u?/24y,
0

_ \ffo vo/ Vi 124y
v(=yy/V't),  donde y(a \[ Jo eV 2dy
_ (—psené’)

—psen(6—1-Z
(=)

Luego, usando (2.16) tenemos,

P(Ty > 1 :7<—psen(9—1-n/3)> |

Vi

Ahora, hallamos P, (T,, > t). Llevamos a cabo un estudio similar al anterior, sélo
que ahora rotamos 27 la regién angular. Asi,

\ Barrera
\
/
AN N Rotamos en s.h. 2%
\ %) N
/
\ / \ —
M ez
M1 | - Barrera
\ /N
\ / \
\ / s
\
\ /9 \C
/ Z \
\\ / a2
\ S<~_y¥Y_--
Figura 2.11: Barrera angular para el movimiento browiano con respecto a «a; .
En este caso, z/ = (pcos®’,psend’) = (x{,y;) donde 8/ = 6 — =J*. Tal y como pro-

cedimos para P (T,, > t), se tiene:
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Por lo tanto,

Para P,(T,, > t) rotamos 7t radianes la regién angular, quedando z’ = (pcos6’,psen@’)
donde 6 = 6 — 7.

Gréficamente:
AN
o3 ;S N C Rotamos en s.h. 7t radianes
/ \
/ zZ \ e
/@ \
Barrera ~ A60 | ¥\ Barrera
| /
v e
\ /
/
C ,
\\// 0(3

Figura 2.12: Barrera angular para el movimiento Browiano con respecto a a3.

Siguiendo el mismo procedimiento que en los casos anteriores, se tiene:

P.(Ty, > t) = y(_"se“ﬁ_ ”)) .

Por lo tanto,

P.(T>t) = 1-7(%2—7”3)) _1.7<—psen<9\/t—2n/3>) +1_,y(—psen\[(t9—n))
=)

y por consiguiente,

P.(T >t) = é(—l)i17<psen(i7%3 - 9)) . (2.17)

Observacién 2.18. Si I es ortogonal, la suma en (2.13) es sobre subconjuntos ortogo-
nales del sistema positivo I1, entonces como B; tiene componentes independientes en
direcciones ortogonales, (2.13) se convierte en:

PT>0) =Y ea [] v(&(0)/VE), (2.18)

Ae T xn€eA
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donde a(x) = (&, x)/|a| yy(a) = \/%foa e’yZ/zdy, que es justamente lo obtenido en el
ejemplo anterior.

Ahora, si la regién es dada por C = {x € V:x; > x > -+ > x;} donde V = RF
o{x € RF:x;+---+x; = 0}, asociada al grupo de las permutaciones S, con T el
primer momento de colisién entre cualesquiera dos coordenadas de B, entonces usando
la proposicion (A.9.) del apéndice y la notacién {i < j} € 7 para querer decir que
i,j € my i<j, véase[5]; (2.18) se convierte en:

P(T>t)= Y, (=) TT py, (2.19)

T €Py(k) {i<jten

xi—x]-

donde pjj = Py(Te;—¢; > t) = 'y( n ), y P,(k) es el conjunto de las particiones de

[k] enk/2 pares si k es pary en (k — 1) /2 pares y un singulete si k es impar. Ahora bien,
es posible escribir (2.19) como un pffafiano que, son raices cuadradas de determinantes,
véase [5], asi:

Pf(pii); i si n es par,
P(T >t) = 1Jij € I 2.20
( ) {Z?_l(—l)l“Pf(pij)i/j e [n]\{1} Sinesimpar. (220

con la convencién de que pj; = —p;; parai <j.

Veamos ahora un par de ejemplos con el grupo de las permutaciones , en particular
con el subgrupo finito tipo Ax_1, en R® y en R%.

Ejemplo 2.19. Consideremos el grupo de las permutaciones Sz actuando sobre los vec-
tores canonicos de RR? y el subgrupo tipo A,,_1, (n = 3).
Sea B; = (B}, B?,B};t > 0) C IR®. Ahora, recordemos que T se define como el tiempo
de escape desde C, y resulta ser en este caso el primer instante de colisién entre cua-
lesquieras dos componentes de B;. Segun el ejemplo (2.13) se tiene que [ = {e; — ez},
I1 = {61 — €p,61 —€3,6) — 63} y A= {61 — €p,6) — 63} .

Usamos la expresién dada en la ecuacién (2.19), junto al lema (A.8.) y la proposicion
(A.9.) para recurrir a la correspondencia entre A € 7y m € P(3) y asi escribir, con
k=3

P(T>t)= ) (—1)°t™) IT i
e P(3) {i<jlen
= (-1)° I pii+(—1)° I pii + (—1)!
{i<jre{{12},{3}} {i<jre{{1}{23}} {i<jre{{13}{2}}
= P12 + P23 — P13

Pij
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Si ahora usamos la expresion (2.20):

3

P (T>t)=Y (=D)'"'Pf(pij)ijepu
=1

= (=D?Pf(pij)ijept) + (=1°Pf(pij)ijepn2) + (“1)*PF(pip)ijeans)
:Pf(p22 Pz3>_Pf(P11 P13)+Pf<l911 Plz)

P32 P33 P31 P33 p21 P22
=\/P5—\/Ps +\/

= p23 — p13 + P12

Observar que se puede escribir como un pffafiano sin pasar por integrales multidi-
mensionales, ni fueron necesarios los calculos hechos en el ejemplo (2.13).

Ejemplo 2.20. En este ejemplo, consideramos el grupo de las permutaciones Sy, actuan-
do sobre los vectores canénicos de IR*. Entonces, se tiene el subgrupo tipo Az con los
conjuntos :
I={ey —epe3—e4},
IT={e; —ep,e1 —e3,ex—e3,ep—eq,e1 —eq,e3—es}, A= {e1 —ep,e0 —e3,e3 —e4} .
(obtenidos segtin lo descrito en el apéndice A).
Segun (2.20) para n,= 4, se tiene:

([P (T > t)} [Pf(pl])Z]G[ ﬂ

0 P12 P13 P14
— 0

_pf2 P12 P23 P24
/ —p13 —p23 0  p3
—p1a —pPa —p3 O

0 P12 P13 P14

—det| P12 O P23 P
—p13 —ps 0 pxu

—p1a —pPa —p3u O

= (p12p34)” + P12paaprap2s + Propaapiapas + (p1apes)?
— 2p12P3aP13P2s — 2P1ap23p13P24 + (P13p2s)’
= (p12pas + P1ap23)” — 2(p1opss + p1apas) prapas + (Pr13pas)’
= [(P12P34 + p1aps) — P13P24}2
= Px(T > t) = p12p3s + p1apas — p13paa
Se nota entonces como el cdlculo del primer instante de colisién entre cualesquieras

coordenadas del movimineto browniano en IR#, se reduce a calcular el determinante de
una matriz cuadarada 4 x 4, cuyas entradas son Pijs i,j€{1,2,3,4}.
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2.3. Comparacion de las expresiones de la distribucion del

tiempo de escape Browniano en IR?

Debido a que el trabajo realizado en [3] y en [5] resuelve el problema de escape del
movimiento Browniano desde una regién angular en IR?, vamos a plantear el siguiente
teorema, que resulta de igualar las expresiones (2.5) y (2.13):

Teorema 2.21. Sea B; un movimiento Browniano en R? y sea P, la ley de B; comenzando
enz = pe'* € C,donde0 < a < By C estd asociada a un grupo de simetrias de un
poligono regular y T4 como en la definicién (2.15). Entonces,

Z SAPZ(TA > i’) =
Ace T

el=p*/4) sen[(2k + 1) 7ta/
p(zyrt)l/2 ( 2k+i g [I|2k+1\n/2ﬁfl/z(P2/4f) +I|2k+1\rc/25+1/2(()2/4t)]

kez
En particular,
En el ejemplo (2.7), se fijaron las siguientes condiciones:

T(O,ﬁ) == inf{t > 0 . 9t é (0, 5)}, con ﬁ _= (7‘[/3) y 7z = pei(X — peigl se ObtuVO:

2

—(0?/4t) _1)k 2
pe (=D 1.-(3k+1) P (3k+2) p*
P (Top) > t) = o 2]{220 2k +1) [1 ]3k+1( 4t> +i Maks 2<l4t>}

Mientras en el ejemplo (2.18), con T = inf{t > 0 : B; ¢ C}yz = pe® € C,
obtuvimos: X
1 (—rsen( —jm/3)
P(T > 1) = Y (1) 1y ,
: g Vi

Debemos notar que las regiones de escape en los dos ejemplos son iguales, ambas
son secciones angulares que van desde « = 0 hasta a = 60° = B.

Ahora, con 4nimo de igualar todas las condiciones en ambos casos, en la expresién
anterior se escoge 0 = 71/6, y reescribimos:

. —psen(m/6—m/3) \ —psen(r/6—2m/3) —psen(rt/6—7t)
P(T > t) —’r( ) 'r< NG >+7(—ﬁ )

(- 5@) - 2(~5D) (-5

— L) AL
=2\avi) ~ 7\

Asi, T(o) y T representan la misma variable.

S

Si hacemos y = i Z—i =p= \%\/Z\/y, y definimos:

_1)k
S(y) =2}, (ékfl) O () + i ()| (2.21)
k>0



49

entonces, la igualdad entre ambas expresiones, P;(T(g ) y P:(T > t) proporciona una
expansion en funciones de Bessel para la funcién de probabilidad, veamos:

4ty/z

P(Top) >1) =PA(T>1t) & 2\[\‘?\6/%“ S(y) = 27(@) —7(2\@)
2\/—6 (y/i)

S sw=n(\1) o (2/7)
VT <y/i>ﬁ[27<\/¥) —7(2\@)

& S(y) = N

Ahora, debemos hallar la expansién en coeficientes de Bessel de (2.22) y notaremos
que es exactamente la dada en (2.21).
Especificamente, vamos de hallar la expansién de Neumann de S, pero antes tenemos
que demostrar que, S es una funcién analitica en |y| < R. En efecto,

En primer lugar, hallamos la serie de representacién de y. Recordemos su definicién:

-

_xz/zdx

ff

Hacemos el cambio de variable u = x/v/2 = dx = v/2du, asi :

2 N2,
y(a) = ﬁ/o e “du
= ®(a/V2)

donde @ es conocida como la Integral de Probabilidad, definida por:

2 X o
d(x) = —— / et
(x) V7T Jo
Ahora bien, la serie de Taylor de ® estda dada en Gradshteyn (8.253.(1)) :
)k—H 2k—1

Z 2k—1 —1)!

V=1

Por lo tanto,

\/;[2'7(#) _’Y<2 %)] B i (—1)k+1(2 — 221y k=1

\/y ﬂk 1(2k_1 )|2(2k 1)/2 jk=1
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Asi, tenemos que :

60
5(0) = @

Ahora, podemos aplicar el Teorema de la expansién de Neumanna S :

-0 =0= SesanaliticaenOyen |y| <R.

() =Jo()s(0) + 12 Y [ 0,05 (1)a
n=1
valida en |y| < R.

Por lo tanto,

o Jn(y) _ (3k+1) (3k-+2)
Y JLon s = 2Y Gt ) 2k+1 [ s () P a)] . @23)
Por lo tanto, se tiene un método probabilistico para hallar expansiones en coefi-
cientes de Bessel de algunas combinaciones lineales de la integral de Probabilidad ®.
En este trabajo, no fué posible dar una demostracién analitica de (2.23), sin embargo, se
muestra la igualdad para los primeros nueve (09) términos de las series (usando Maple
se verifico la igualdad para los primeros cien (100) términos):
Noétese que los términos dados por n = 3k ,k = 1,2,3, ... de la serie del lado izquier-
do deben anularse.
Vamos a mostrar los primeros nueve términos de esta suma, los cuales corresponden
con los primeros tres términos de la suma del lado derecho.
Sustituiremos la funcién exponencial por su expansion. Y usando (1.31) y (1.32) se tiene,

n=1:01()=% ; n=2:0()=F+; ; n=3:0s(t)=%+3,

n=4: O4t) = 192+ +1 ; n=5:0s(t) = 1920_’_120_'_2,

n=6: Og(t) = 23t040+1152+?_§>+% S on=7:0(t) = 322560+1344O+336+t12
n=8: Og(t) = 516t()960 4 184320 3840 X 64 +1

n=9: Og(t) = 92897280 | 2903040 i 51840 + 720 +

Calculemos el coef1c1ente de ]1( ):

0 k+1 (2 _ 22k—1) =1

2 1 (—it)"
/Col(t)S(t)dt:E Ct—zLZ )y 2k—1 k— 1)1 2026 1D/2 i1 dt

:l

Razonamos asi:

Cuando realizamos el producto de estas series s6lo sobrevive la integral cuyo integran-
do es una constante, no nula, por un polinomio en 1/t de grado igual a 1, es decir,
cuando n = 0y k = 2, mientras en cualquier otro caso la integral se anula, asi :

1. Cuandon = 0y k =1, el producto de estos primeros dos términos es una constante
nula por lo cual

1
it —
/ct2 0dt=0.
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2. Paran = 0y k > 3, el producto de los términos de las series con el término (1/#?)
genera polinomios en t de grado mayor o igual a 0; luego, usando el Teorema de Cauchy

/Cl [(_it)() Z (_1)k—|—1(2 _ 22k—1) tk—l di—0.

21 ol S (2k—1)(k—1)!22k=1)/2 jk—1

3.Paran = 1y k = 1, el producto de estos dos términos de nuevo es una constante

nula, asi :
/1-0dt:o.
ct

4. Paran > 1y k > 2, el producto de los términos de las series con el término (1/ tz)
genera polinomios en t de grado mayor o igual a 0; luego, usando el Teorema de Cauchy

1 (—it)” (_1)k+1 (2 _ 22k—1) =1 B
/ct_zlZ n! Z(2k—1)(k—1)!2(2k—1>/2z"<—1]dt_O'

n>1 k>2

Por lo tanto,

2 1 (_it)o (—1)2H(2—22’2*1)t2*1
/COl(t)S(t)dt——/C—[ R R iH]dt

Luego,
/ 01(H)S(#)dt = 271
C
Ahora, calculemos el coeficiente de J,(y) . Tenemos que,

(11)

4 2 (—it)n (_1)k+1 (2 . 22k71) tkfl
O,(H)S(Hdt = | = | == dt
2(£)5(1) [\/§n>0 nl A 2k 1)(k— 1)1 2@ D72
(12)

_1\k+1(» _ »2k—-1Y\ k-1
(-1 222 ]dt

k; (2k — 1) (k — 1)1 2(2k=1)/2 jk-1

—it)"

HHES

Seguimos el razonamiento dado arriba .

Para (I1): Estamos interesados en los términos de las series cuyo producto con el poli-
nomio (1/t)% da como resultado el integrando (1/t) , éstos términos se obtienen cuando
n=0k=3;n=1k=2;n=2k= 1. Cualquier otra posibilidad, genera integrales
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nulas usando el Teorema de Cauchy. Por lo tanto,

8 1| (—it)° (—1)3+1(2 = 223-1) 31
" _E{/C g [ o (2-3-1)(3—1)12(23-1)/23-1

(—it)l . (_1)2+1 (2 _ 22~2—1) $2-1
I (2-2-1)(2-1)1222-1/242-1

(_it)z . (_1)1—1—1 (2 _ 22~1—1) 1-1 "
20 (2-1-1)(1—1)1221-1)/21-1

dt

8 1] —30 (—6i)

B 2/ct[4oﬁ(— )+ 6+/2i 0
3 dt 1 . .

:ﬁ[ﬁ(i_m/c - = 4(—p)2mi = —2ni

Para (I12): En este caso, como ya se tiene el polinomio en (1/¢) de grado 1, s6lo interesan
los términos cuyo producto generen polinomios en t de grado 0 en el numerador, lo cual
de reduce al caso en que n = 0,k = 1. Para todos los restantes valores posibles de n y k
, las integrales se anulan por la misma razén que en las cosideraciones anteriores.

Pero ya vimos que cuando n = 0y k = 1 se obtiene una constante nula, asf :

(12) =
Por lo tanto,
/ 0x(1)S(#)dt = —271i +0 = —277i |
C
Ahora, calculemos el coeficiente de J3(1). Tenemos que,

(13)

—lt 1)k+1(2 22k 1) tk 1
/CO3(t)S(t)dt /ct4[ Z i ; 2k—1 1) 2@ D/2 at

n>0

(14)

—zt (_1)k+1 (2 _ 22k—1) k=1
dt
/ct2 [\/‘n;) n! ;1 (2k — 1) (k — 1)1 2(Zk=1)/2 jk-1

Ve

Para (I3): S6lo nos interesan los términos cuyo producto sean polinomios en t de grado
ctibico en el numerador, es decir, cuandon =0,k =4;n =1k =3;,n =2k =2y
n = 3,k = 1. Los términos restantes producen integrales nulas usando el Teorema de
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Cauchy. Asi,

/ 1 [(—it)o . (—1)4+1(2 — 224-1) -1

0 (2-4—1)(4—1)1224-1)/2 41
(_1)3+1 (2 _ 22-3—1) t3_1
3—1)(3—1)!223-1)/23-1
(_1)2+1(2 22~2—1) t2—1
20 (2-2-1)(2—1)1222-)/22-1

1 1+1 22~1—1 t1_1

3! '(2-§ i)(1(—1)'2(21)1>/2 - 1]‘#}
48 1[ ~126 | (30) 1
V2Jc t|336v2i  40v2i  24/2i

1 (2

dt

+0

48 —126 . (30) 1 dt
(13)_\/_[336\/_i+40\/§i 2\/§i+0]/c t

126, (30) 1, _ 1
=485 36 a0 2T =48(-

Para (I4): Notamos que,
3/ 01(1)S(t)dt = (I4) = (I4) =327 = 67
C

Por lo tanto,
/ O3(1)S(t)dt = —677+ 67 = 0.
C

Ahora, calculemos el coeficiente de J4(y). Tenemos que,

(15)
- 192 | 2 (—it)" (—1)k+1(2 — 22k=1) k=1 ~
Out)S(H)dt = | ——|— i
C 4( ) ( ) /C t5 [ 2 1n>0 n! k=1 (2k _ 1)(k . 1)| 2(2k_1)/2 ik—l
(16)
i 16 2 « (=it)" (—1)F1(2 — 221 41 P
cB V25 n & (2k—1)(k— 1)1 2@D/2 k1
(17)
_lt (_1)k+1(2 _ 22k—1) pk—1
dt
/C t [\/_r;) n! Zl (2k — 1) (k — 1)1 2(2k=1)/2 jk-1

Para (I5): Estamos interesados en los términos de las series cuyo producto genere poli-
nomios en t de grado igual a 4 en el numerador, éstosson:n =0,k =5;n =1,k =4;
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n=2k=3yn=23k=2yn=4k=1.Asi, se obtiene:

22

Para (I6) y (I7): Notamos que,
4-(I1)=(16) = (I6) =4-(—2mi) = —8mi,

(I7) = (12) = 0,

Por lo tanto,

22 . . 2
/CO4(t)S(t)dt — i+ (~87i) +0 = —7ri.

Ahora, calculemos el coeficiente de J5(y) :

(18)

N

1920 [ 2 (—it)" (_1)k+1(2 _ 22k—1) th—1 ]dt
2.5 " & (2k—1)(k — 1)1 202k=1)/2 jk-1
i (19)
+/ @ [i (—it)” (_1)k+1(2 _ 22k—1) =1 ]dt
C 2.5 nt & (2k—1)(k—1)! 9 (2k—1)/2 jk—1
(o)

- 5| 2 (—it)” (A_1)k+1(2 N 22k—1) =1
" /C 2 [E Z n! Z (2k —1)(k — 1)1 2(2k=1)/2 ik—l] at

Para (I8) : Considerando los términos de las series cuyo producto generan polinomios
en t de grado igual a 5, en el numerador, los cuales sonn = 0,k = 6;n =1,k =5;
n=2k=4yn=3k=3;n=4k=2yn=>5k=1,setiene:

58

Para (I9) y (I10), se tiene que:

5.(13) = (I9) = (I9) =5- (—6m) = —307,

(14) = (110) = (I10) = g 6= 1071,

W] U1

Por lo tanto,

/CO5(t)S(t)dt _ 53—8n+ (~307) + 107 = —%n.
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Para hallar el coeficiente de J4(y) , escribimos:

(I11)

N

Los(styat = /23040[i S o e L ]dt

c t/ V2,50 ! k21(2k_1)(k_1)!2(2k71)/2ik_1
(112)

_ k+1 2k—1Y k—1 A
+Ei(ztz(1) (2 — 221yt B
c B |Vag n & (2k—1)(k— 1)1 20072k
(113)

’ — k+1 2k—1Y k-1 )
+¥i(”2(1) (2—2%1)¢ »
ct \/Enzo b= (2k — 1) (k — 1)1 2(2k=1)/2 jk-1
(114)

_1)k+1(o _ n2k—1\ k-1 )
(1)@ 2% 1) ]dt

—zt
/Cf[\/_n;o n! 21(2k—1)(k—1)12(2k—1>/2ik—1

Para resolver (I11), consideramos los términosn =0,k =7;n=1,k=6;,n=2k=25
yn=3k=4;n=4k=3;n=5k=2yn=6k=1,dedonde se tiene que :

(I11) = 2677,( ,
Y para resolver (112), (I13) y (I14), observamos que:

22
6-(I5) = (112) = (I12) = 6- i = 447,

L(I6) = (113) = (I13) = Z - (=87ti) = —187i

WS \O

(114) = (I7) =0,

Por lo tanto,

/06 1)t = 2677 + 447+ (— 18m‘):w:o,
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Ahora, calculemos el coeficiente de J7(y) , asi :

(115)
322560 (—it)" (—1)k+1(2 = 22k-1) k-1 X
O7(1)S(t dt:/ 222500 0
/c 7(HS() t8 [ g ! k; (2k — 1) (k — 1)1 2(2k=1)/2 jk—1
(116)
_ k+1(n _ 92k—1Y tk—1 )
13440 Z it)" (D=2 et ]
n>0 ! >1 (2]{ - 1)( 1)' 2(2k—1)/2 zk—l
q)
_ k+1 2k—1Y fk—1
+/336 22 it)" (1) (2= 2%-1) ¢ P
ctt V2 ot S (k— 1) 2@2F—1)/2 k-1

(118)

k+1(2 92k~ 1) k=1 ]d;

cf2 \/_n>o n & (k— 1)1 2@k=1)/2 k=1

indent donde, procediendo segtin como en los casos anteriores, considerando solo los
términos que generan el integrando (1/t) se tiene :

986
(116) = 7 (I8) = 7. 53_8 _ %n,

(117) = 14 - (I3) = 14 - (—677) = —84r,
(18) = 7- /COl(t)S(t)dt — 7.2 = 147,

Por lo tanto,

986 406 2
/CO7(t)S(t)dt— ST S (—84) + 14 = — 27

Siguiendo con este razonamiento, se obtiene :

/COg(t)S(t)dt - —%

/COg(t)S(t)dt _0.

Para estos primeros valores, se nota el comportamiento que se espera para los térmi-
nos dados por los mdltiplos de tres (3).
Como mencionamos antes, la demostraciéon probabilistica es vélida en sus argumentos
y con esto se tiene, en efecto, un mecanismo que permite hallar expansiones en coefi-
cientes de Bessel de integrales de probabilidad.
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La funcion de densidad de 0; y resultados
asintoticos

A continuacién presentamos un estudio de la funcién de densidad del angulo 6; del
Browniano plano, basado en una expresiéon de la misma derivada del trabajo hecho en
[3]. A partir de esta expresion daremos un resultado que implicard la Ley de Spitzer
sobre el comportamiento asintético de 0, cuando t — oo.

Consideremos el movimiento Browniano 2-dimensional (Z;,t > 0) con Zy # 0, y
sea (0t > 0) la determinacién continua del argumento de (Z;,s < t) alrededor del
(0,0) cuando t € (0,00). Digamos,

Zt: |Zt|€i9t, 90:0,p: |Z()|
Spitzer [14] demostré el siguiente resultado,

Teorema 3.1. (Ley de Spitzer) :

0t
lim; 00 P <0)=Gy(0),0 R, 3.1
Pz < 0) = Gol©) (3.1)
donde Gy denota la funcién de distribucién Cauchy:
1 1 o dw
- — 4+ = — —_— : 3.2
Go(0) 2—|—narctan9 /_OO At f€R (3.2)

Ahora, encontraremos una expresion para la funcién de densidad de 6;:

Teorema 3.2. Si f, es la funcion de densidad de 6;. Entonces,

2
6(7p2/4t) {Zeit cos 26 cos 6 11{(_7.[/2,”/2)} (9) (33)

+ — / COShy \/%(coshy—l){( 75 )_

v/

P (6

(v/2)
T e+ n/z>2}d4

fo,(8;0) = 2\/%

7/2)2

Demostracion:
Por el Teorema (2.4), se tiene

1 <_r2;tp2> e pr
p(t,r,6;0,a) = —¢ /0 cosv(0 — oc)IU(T)dv ,

Para hallar la densidad fy, integramos la expresién anterior respecto de rdr con
X = 90 =0



58

()
I p(tr,6;0,0)rdr = fooo[;t fo cos v8 I, (%)du}rdr
P/Zt I [/ —r/2ny ( )d}cosv@dv

g

(*)
Ahora bien, (x) ya fué resuelta durante la demostracién del Corolario (2.6), asi que sélo
la sustituimos:

(e (7 2/2) .
[ p(t,r,0;0,0)rdr = &2 S [g%e(pzﬂlt) <1%(071)(%)

4t Jo v=1)\ 4¢
(4) i
~ P
+/ cosv0 Ty, ) () 0]

Resolveremos cada integral por separado. Usando la férmula (1.31),
reescribimos para (A):

(A) = /Ooo cos vf [% </0n eécosﬁ cos[(%)ﬁ]dﬁ

L= v—1 % o= coshy—(251)y
—\;/0 costsen[(T>7t]/0 e = ¥Wdydv

(A2)

Resolvemos (A1):

(A1) = l/ e'r Cosﬁ/ cosv()cos[(v2 1),B]dvd,3

— _/ ' COSﬁ / cost[COS(UZ—ﬁ)Cos(g)+sen(%)sen(§)}dv}d‘3
27‘(/ e Cosﬁcos('lj);/_Oo COSUGCOS(U‘B)dUdﬁ

(An)

e ﬁcosﬁ ﬁ /OO ﬁ
—i—ﬂ/o et sen(z) ; cos v6 sen(— )dvdﬁ

-~

(A12)



Resolvemos (A11):
Hacemos el cambio v = g Asi,

2 /2 2 o0
(Ann) = 4_7r/ e OS2V COS’)’(/ cos v cos vy dv)dy
—t/2 —00
2

_ 1 /ﬂ/z o' 0527 c:os'y(/OQ eiV"e_ievdv) (%)
27T —7t/2 —00

/2 2 co
_ % /n e%f cos 27y COS’)/(/ ezv('yfe)dv)
—7/2 —00

1 /2 écosZ’y
= E/n/zey cos'y(ZmS(%g))d'y ()

2
— eeTt cos 20

cos 0 ﬂ{(—r{/Z,n/Z)} (9)
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En (*) usamos la paridad de la funcién cos(z) y la imparidad de la funcién sen(z) para
reescribir la integral y en (*x*) usamos la transformada de inversa de Fourier hasta hacer

aparecer la expresion §(,_,y = 1 = [ oo pil(x-y)dr.

Dejaremos por lo pronto, la integral (Ajy) indicada. Ahora, resolvemos (A»):

(Ap) = %/Ooo cos vf [sen(%r) cos(%) — sen(%) cos(%-[)}

© 2 (vl
« / o= coshy =29 gy
0

0o 2 o
:_l/ e(_itcoshy—&-y/Z)/ e(—3v >Cosuecos( ) dvdy
7t Jo 0

= _l/we(—‘ﬁcoshywﬂ) /we(—%v)
7t Jo 0

y [cos(ve — Y1) + cos (v + Un)}dvdy
2
1 [ © -y T
- (=7 coshy+y/2) (—3v) =
271/0 e\ {/ e cos[v(6 5 )]dv

+/ ) cos[v g)]dv}dy

Usando [8], pagina 512, férmula (3.893(2)), lo anterior toma la forma:
1 (v/2)
- _ = ( coshy+y/2) Y
(4a) = [ e G7aP s 0 /P

(y/2)
T @ T

_|_
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Debemos ahora resolver la integral (B):

. 1 o T ﬁCOS,B U+1
(B) _\ﬂ/o cost/O et cos|( 5 )BldBdv

J/

~~

(B1)

1 00 1 00 2 ’
_E/O cosv@sen[(%)n] A e~ coshy=("2v) gy dy

~\~

(B2)

J/

Para resolver (B;) , procedemos como en el caso de (A;). Obteniéndose,

_ 1 & ﬁcos,B :B * UIB
(B1) _fl_n/_ne4t cos(E)/_wcosvecos(?)dvd[i

(Buy)

1 e écos[& :3 /oo Uﬁ
\ %/0 es sen(E) A cosv@sen(j)dvdﬁ

~\~

(B12)

Hasta ahora, se nota que:

2
(Bi1) = (An) = e ¥ cos OL{(—r/2,7/2)1(0)

y,
(B12) = — (A1) -

De manera andloga a como se resolvid (Ajy), se procede con (B,), obteniéndose:

- (y/2) (y/2)
- (— g coshy—y/2)
(B2) = 72 /0 ¢ { /2% + (06— 7/22  (y/2)2+ (6 + 7/2)2 ety

Por lo tanto,

. _ £ (— 2/4f)
p(t,r,0;0,0)rdr = p A)+ (B
/0 ( ' )7’ ' 2 27Ite <( ) ( )>

Sustituyendo lo anterior por cada integral correspondiente, se tiene :

/oo p(t,r,6;p,0)rdr
0
_ ? 1 [
_ ; ‘(;Nte( P2/4t){2€it cos 20 cos 911{(_7_[/2/”/2)}(9) _ (_E/O e( it COSh]/‘H//Z)
(y/2) (y/2)
d
{ (y/2)24 (0 — t/2)? + (y/2)2+4 (60 + 7r/2)2} y)

T [ 2 oy (y/2) (y/2)
N (—fgr coshy—y/2)
) e (G2 6 —mr2e s o )Y }
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/2 —y/2
/Ooe T Coshy evrs—eV )
0 2

Qe

_ % (—p%/4t) e cos 26
N e d cos 01 )+
2/ 27t {=r/2m/2))

x { (y/2) (y/2) y}
(y/2)2+(0—m/2)%  (y/2)*+ (6 + 7/2)?

/ el G coshy) senh(y/2)
0

A=

_ % (—p?/4t) e cos 26
S — e cosf1 )+
2/ 27t {=r/2m/2)}

(y/2) (y/2)
d
- { (y/2)* + (0 — 7/2)? * (y/2)2+ (6 + 7r/2)2} Y
Usando una identidad trigonémetrica hiperbdlica finalmente se tiene que:
for(6;p)
1

_ % (—p%/4t) e cos 26 - /oo (fé coshy) \/1 o
—\/_6 {26 4t cosf ]1{(_”/2,7[/2)}(9) + A A > (coshy 1)

7T

(y/2) (y/2)
A2 —m/2r 57t 0 F 2P M

O

A continuacién, con esta expresion para la funciéon de densidad de 6;, vamos a pre-
sentar un resultado que muestra la velocidad de convergencia de la densidad de 0; a
la correspondiente densidad de Cauchy, descrita en (3.2), y ofrece informacién sobre el
comportamiento en 6;.

Teorema 3.3.

sup (14 6?)
€ R

me(mwwm)—%ujW)

1
C , parat > 2.
T Invt P

donde C es una constante que no depende de ¢, ni de 6.

Demostracion:

2
Sea # € R fijo, pero arbitrario. Seant > 2, p = |Zy|, ya = %. Vamos a escribir f; en
lugar de f,, ast:
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1
InVtfi(InVt6;p) — (1+92)
e—aeucos(ZIn\/f 6) In \/E
— P m COS(IH\/Z 9) X ﬂ{(_n/zln/z)}(ln\/z 6)7
. 1 o e+ arcosh(u/a) y In+/t
22 \/2at Ja \Ju+a 2 (arcosh(u/a)/2)2 + (In\/t 0 — w/2)2
+ In v/t du — 1—1
(arcosh(u/a)/2)2 + (In\/t 6 + 71/2)? (14 62)

Vamos a acotar el primer sumando del segundo miembro de esta igualdad, queremos
mostrar que:

e et cos(2In+/t 6) In \/— 1
1Y \/E COS(l].’I \/E 9) X Il{(_n/z,ﬂ/z)}(ln\/— 9 ’ C1 1 T 02) ln\/—
donde C; es una constante que no depende de t ni de 0.
En efecto,
pe—aea cos(2In v/t 6) In \/%
m COS(ll’l\/EG) X Il{(_n/z,n/z)}(ln\/fG) ;

In+/t
S 1 x CO ﬂ{(n/zln/z)}(lnﬂ9)7‘

donde Cy = \/LE Vamos a multiplicar y dividir en el segundo miembro de la desigual-

(1+6%)  Invt
(1+6%) Y In i’

dad por los factores se tiene:

e el cos(2In+/t 6) In \/E
P T cos(In vVt 6) X Lg(_ /2,772 (INVE6) 7
(1+6%) (In vE)"
= Corgz) M) (ln\[e)\ﬂn\/

Ahora bien, en vista de que aparece una funcién indicatriz, vamos a considerar dos
posibles casos.

Caso 1: [|Inv/t 6] > Z]
En este caso, la desigualdad es cierta para todo t > 2:

pe " cos(2In v/t 6) In \/_ 1 L
= cos(In V't 0) X Lg(_y /2,72 (In VE 8)—— NG =0= C1(1+92)ln\/?
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con C; = (.
Caso 2: [|Invt 6| < Z]
Procedemos de la siguiente forma:

T T
InVvte <= =10l <
| =5 =6l < WG
2
T
= g < =
o= S v
62 s
=>1460<14+ ——
- 4(In+/1)2
Entonces, reescribimos:
pe—ueacos(Zln\/f 0) ln\/f
cos(In vt 0) x 1y In+/t6
T ( ) X Uy (—r/2,m/2)} ) NG
< “o (lnﬂ)z(u LS
T (1403 Vilnyvt  4(Inyt)?
2 1 In v/1)?
— Co(1+ ———) (In vt
4(Inv1)2" (14+62)Invt V't
2 1 1
Co(1+ —
< Col 4(1nﬂ)2)(1+92)1n\/¥\/2
2 1 1
< Co(1+ —
< Gof 4(ln\/§)2)(1+92) Invf /2
_ G
(1+62)Iny/t
donde C; es una constante dada por: C; = Cy(1 + 4(1;—\2/2)2)\%
Por lo tanto, paratodof € Ryt > 2:
pefaeacos(Zln\/EG) In Vi , InVio In\/t < c 1 1
Var VIO X Ry VIO S Qe

(3.4)
Ahora, procedemos a mostrar que:
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‘ P 1 e #+9) arcosh(u/a) y In+/t
22\ 2at Ja \Ju+a 2 (arcosh(u/a)/2)2 + (In\/t 6 — 71/2)?

InVf }d 1 1

- (arcosh(u/a)/2)2 + (In\/t 6 + 71/2)? T x (14 62)

B ‘ 1 o o= (u+4) arcosh(u/a) In+/t
C2nyme Vu+a 2 (arcosh(u/a)/2)2 + (In\/t 0 — 7w/2)2

+ In v/t du—l—1 < C —1 —1
(arcosh(u/a)/2)2 + (In v/t 0 + 71/2)? T(1+62)] = *(1+62)Invi
(3.5)

donde C; es una constante que no depende de ¢, ni de 6. En efecto,
Vamos a usar una férmula para la funcién arcosh(z), dada en [8], pag. 60, ecuacion
(1.642(2)):

a (2k)!
arcosh(z) =In2z) — Yy ——-——, z>1
L ok

Ahora, con z = (u/a) y sabiendo que u > g, se tiene que z > 1. Definimos:

Ei(u;p) := M - %In(Z(u/a))

Como a futuro aparecera tal diferencia en el integrando de la integral anterior, debemos
acotar a E; y mostrar que es, en efecto, integrable.

Usando el hecho de que:

k
0<a<1=a <a,Vk € IN , tenemos que (Zl2> < le,Vk > 1. Entonces:

By )] = arcosh(u/a) B ln<2u/a) . o0 (20)!

2 2

= 2k
k=1 22k+1 (k1) 22k (u/a)

< a? i (2k)!
=2 2k+1 2
us = 2261 (k!)22k
4

_Pla

22
donde C es una cota de la serie numérica convergente que aparece en la dltima expre-
sién. (Para ver la convergencia, se usa el Criterio de Raabe, el cual asegura convergencia

siempre que lim, oo [1(1 — a;‘l—zl)} =L > 1, en este caso: L = 3).
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Asi,
4 1 ~
|Et(u;0)] < ’Z—;C (3.6)
En estos términos, reescribimos:
arcosh (%
— (&) _ In V't + As(u; p)

donde A;(u;p) = In f)—ﬁ‘ + E¢(u;p).
Por lo tanto,
‘ 1 o ¢~ (+4) arcosh(u/a) y In+/t
2/t Ja Ju+a 2 (arcosh(u/a)/2)2 + (In\/t 6 — 7/2)2
N In/t gy L1
(arcosh(u/a)/2)2 + (In\/t 6 + 71/2)? m(1+62)
B ‘ 1 oo p—(u+a) (Invt+ Ai(u;p))In v/t
C2nym)a uta| (Invi+ Ar(u;0))? + (Iny/t 0 — 71/2)2
(Invt+ Ai(u;0)) In v/t }d 1 1

(Invi+ A(ip)2 + (InvEio + /22 [ m(1+62)
_ ‘ 1 00 e(u+a){ (Invt+ Ar(u;0))In v/t

2/t Ja Vuta | (Invi+ A(u;p))? + (Invt 0 — /2)2
N (Invt+ Ai(u;0)) In v/t du 1
(nvi+ A p))2 1 (nvio+ /22 [ " 7+ 8
1 0o p—(uta) 1 0o o—(uta)
- du+ ——=———ns | ——=du
/(14 602) Ja u+ta /m(1+62)Ja Vu+a

_1
In+/t

Sea x = . Entonces, reescribimos:
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‘ 1 o ¢~ (u+2) arcosh(u/a) " In+/t
2nymJa Vu+ta 2 (arcosh(u/a)/2)2+ (In\/t 6 — 71/2)?

In \/t }du_l 1

" (arcosh(u/a)/2)2 + (In\/t 6 + 71/2)? 7 (14 62)

1 0o p—(uta) 1+ At(u;0)x
2nymJa u+a | (T+ Ai(u;0)x)2 + (0 — (7/2)x)?
n 1+ Ai(u;0)x 2 i
(14 At(u;0)x)2+ (0 + (1t/2)x)?> 1+ 62
1 we w11

+

/(14 62) Ja \/u—+a 7 (1+62)

1+ Ai(u;p)x 1
(14 Ar(u;0)x)? + (0 — (m/2)x)> (1462

- 1 e—(uta)
“2my/mJa u+ta

n 1+ Ai(u;0)x 1 i
(14 Ar(u;0)x)? + (0 4 (7/2)x)>  1+6°
1 [e9) e*(qua) 1 1

* mT/7T(1+62) Ja \/u+adu_E(1+92)
(3.7)

Vamos a estimar el tltimo valor absoluto de (3.7), es decir, probaremos que:

1 ) € (u+a) 1

TT\/7C Ja \/u+a o

1
(1+62)

(1+6%)

< M

donde M; es una constante que no depende de f ni de 6. En efecto:

1 I <u+ﬂ> 1 1 1] 1 goe(ura)
050 |nyale vata " =~ 0+ 7|vals \/u—ﬂu_l
—(u+a) 00 p—ll
1+ 92 oy a A \/_du i/ (usando que/O ﬁdu = /)
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ooeu

o Vi

%

<t 11 /oo< (u+a)_e_u)du+ R
_(1+92)7Tﬁ a Vvu+a \/ﬂ a u

1

e U e U

B 1 1 1 ® e (u+a) N i
T+ nyn /a <\/u+a_\/ﬂ \/u+a) o

<t 11 e )du /Ooe_”< ! —L>du+ - u
T (14602 | |a Vi+a a Viuta u
1 11 [, | oe o N\ uta—\u
< — — i
—(1+92)nﬁ_|”|/a ﬁd” A ( Vit ay/u )d“*ﬁ
1 11 [ g
< —
St nyn |”|/o </
1 11 0 02
< - Ll Ll
—(1+92)n\/—| |\/_+\/ |1n<4t>|+K 4t]
1 11 02
< — v [l _r_
STreynvE| = I\/_+ \/_(ln(8>+l<)+2\/_
donde K es una cota para la integral convergente fl du Ademds vamos a usar la
desigualdad: ¢, V> In/t. Asi, tenemos que:
L el R 1)
(1+62) | /7 Ja \/u+a (1+62) | 4 ln\/— 8 InV/?
Lo
21 Vit
x
<
= Mg
2 2
i - 1[5+ ((6) ) ] ye-
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Ahora, vamos a estimar la primera integral de (3.7):

14+ Ae(u;p)x 1

1 o o= (u+a)
270/t Ja N u+ a{ (1+ Ai(u;0)x)2+ (0 — (1t/2)x)>  (1+62)
1+ Ai(u;p)x 1 p
1+ A 0)0)2 + (0 + (7/2)x)2  1+02| (™
_ 1 e | x((0 — 1) A p) + 071] — 22[AR(u;p) + 7]
S 2nymde Vata| (1+60)[(1+ Awp)x)?2+ (0 — Zx)7]
x[(62 — 1) Ar(u;0) — 0] — 22[A2(u;0) + ]
(T+6)[(1+ Ar(w;p)x)2 + (0 + 5x)7]

_|_

du

2

o1 x 0 o= (ura) | (02 — 1) Ay (u; p) + 011 — x[AF(u;0) + ]
S oy (1462 |Je Vuta (1+ Ar(u;0)x)2 + (6 — Fx)?

(62 — 1) Ar(1; p) — 07t — x[A2(11;0) + =]

d
(1+ Ai(u;0)%)2 + (6 + Zx)? !

Consideremos dos casos:
Caso 1: |[6] > 30

Con respecto a los denominadores de ambas fracciones, se tiene:

1
1+ Ar(;0)%)2 + (0% Tx)% > 567

en efecto:
[+ Ai;)x) + 0+ Zx)| > (0+ 7%)?
— 0% + Omx + (%x)2
mx, 62

2 2
— 1
> 07— |0|tx = 0( |9|)>

Lo cual implica

(6> 1)

0
I <Ly lml<t
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Luego, nos queda:

1 x oo p—(uta) | (92 — 1) A¢(u; 0) + 07T — x[A?(u;0) + ”TZ]
2y (1+6%) | Ja Vu+a (1+ Ae(u;p)x)? + (6 — Fx)?

(62— 1) Ar(u;0) — 67 — x[A2(u;0) + &
(14 A¢(u;0)x)% 4+ (60 4+ Fx)?

du

1 x i 0 p— (u+a)

2
< ) 2/, w
el (n+|At<u,p>r+xrAt<u,p>|+x4)du]
1 2

1 % [ 00 p— (u+a)

7T
Sznﬁ(um)_a Jita (1 f'Az(” P 1A )+ (et zZ))d”]

Vamos a tratar el integrando anterior como un polinomio de grado 2 en la variable
A¢(u; p) para acotar la expresion anterior por:

2__x “ﬂg(umz(w )|)du
/T (14+62)|Ja Vu+a PP

donde C es una constante que no depende de los parametros p, t, u. Entonces nos queda

2 X
/7 (1+62)

oo u—l—a

u+u
| AF(

= /¢— umrdu]

En este punto, vamos a usar la definicion de A¢(u; p) y la ecuacién (3.6):

2 x u+a LH—LI
1 E(
/T (1 02) | o \/u—+au+/ \/ﬁ '“ |+| t(u30)
u—l—a u+a
1+92 / N ETia / i
1 Cpb o e (uta)
In? \/uld
ln\/_/ \/ﬁ|nﬂu+ ny2 t Jo utVu+a

Recordemos que u > a = 7z > 0, entonces se cumplen las siguientes proposiciones:
t>2=ee"*“<1,u+a >

u:>\/u+a2\/ﬂy%

%4. Con esto, lo anterior se
transforma en:
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2 X Ooe—u \/7/006_14
/7 (14 62) | Jo f ln\/_
+1n1ﬁ/ﬂ°°e;|1nzf|du+ 1f i aooa4\/_]
e | (v \/% [
L

00 p— U .
Como fo eﬁ = /71, entonces lo anterior se reduce a:

2 x| 1 8
T _(1+1n\/_ \/:2+ n\/_256C>\/—
+1n1\/_/ \/_|1n2\/_|du+/ 2\/_|du]

Ahora bien, debido a que:

1 ,—u
/ 6:/_\ In? \/u|du < Ay < co (haciendo el cambio z = In?(u))

ooe—u (e}
/ |1n2\/ﬂ|du§/ e "du < Ay < oo
1 u 1

Finalmente, si |0| > 30, entonces:

' 0 1 o ¢=(+a) arcosh(u/a) " In+/t
22w/ 2at Ja Ju+a 2 (arcosh(u/a)/2)2 + (In\/t 6 — 71/2)2
N In /'t gy L1
(arcosh(u/a)/2)2 + (In\/t 6 + 7w/2)? m (1+62)
x x
=My T M
x
< (Mz + M) 1102

(1+62)
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donde M In® C) v+ A+ Ay |, yCa=
2= ( n\/_ )\/_ ln\/i[ 1 2} y L2

M, + M.

Caso 2: |0] < 30

Vamos a estimar la misma expresion:

1 0o p—(u+a) 14 Ai(u;p)x 1
2nyme Vuta||(A+ A (u;0)x)24 (0 — (/2)x)2 (14 62)

1+ Ai(u;p)x 1

(1+ Ai(u;0)x)2 + (0 + (/2)x)2 1+ 62

}du (3.8)

Vamos a dividir la regién de integracion de (3.8) como sigue:

1 p?/4vE o= (uta) 14+ A(u;p)x 1
27t/ | Ja Viu+al |1+ Ai(uw;0)x)24+ (0 — (1/2)x)?> 1+ 62

1+ Ai(u;0)x 1 i
(1+ Ai(u;0)x)2+ (0 + (1t/2)x)2 1+ 62
14+ Ai(u;p)x 1

0 (u+a)
* /;)2/4\/2 Vu+a { (14 Ai(;0)x)2 + (6 — (m/2)x)2 1+ 62

1+ Ai(u;0)x 1 }du] (3.9)

(14 Ai(u;0)x)2 + (0 + (m/2)x)2 1+ 62
A continuacién, estimamos la primera integral. Debido a que el integrando posee dos

fracciones semejantes, vamos a trabajar con la primera fraccién, y extenderemos el re-
sultado para la segunda,ast:

/4t o= (uta) 14 At(u;0)x 1
a \/u—+a{ (14 Ai(u;0)x)2 + (6 — (/2)x)2 1+ 62 }
< P { 1+ A(u;p)x - }du
~ Ja Viu+a || (14 A(u;0)x)2 4 (0 — (1/2)x)? 1+ 62
1 + 02 [p/AVE e (uta) du p*/4Vt p—(uta)  q
<,

d 3.10
Virallt Awp)a] o Varaire" (3.10)



72
Usando la definicion de A¢(u; p), para la primera integral de la desigualdad (3.10) nos
queda:

L 02 ot /8VEe W) du sy 1 e/ du
_|_
1+6% Ja Viu+al+ Ar(u;p)x — ( )1+92 a \/u+a§arcosh(%2u)
2 /4t q du
< (1430%)———— B S
< )x(l +62) Ja \/ﬁarcosh(%‘)

Haciendo el cambio de variable z = 4”’ , nos queda que la anterior integral es igual a:
2 q q g g

(1430 2 /ﬂz\/ip_Z dz _ (1+30%) /
x(1+62) )1 py/z 4t arcosh(z) 1462 xyt/J1 +/zarcosh(z)

Hacemos el cambio de variable y = arcosh(z), asf:

(1+ 302) / ~(1430%) p /arcosh<ﬂ> senh(y)dy
1+ 62 X\/E 1 \/E arcosh(z) 1 + 02 X\/Z 0 A /Cosh(y) y
~(1+430%) p /1 senh(vy) 1 p
1+6% xvt|Jo vy cosh(y) Y

arcosh(v/t)
. / senh(y) 1 dy
y cosh(y)

En el caso de la primera integral, usaremos que el integrando es una funcién continua
en un intervalo cerrado y acotado, pues la funcién senhy) tiene limite finito en y =

0, para acotar el integrando por una constante, mientras que para la segunda integral
sustituiremos la funcién por su definicién, asi:

1 2 0%/4Vt p—(uta) 1 2 arcosh(vt) oY _ =Y
+92 e du S( +302) 0 / Mdy+/ eV —e dy
1462 J, Vu+al+ A(u;p)x 1+6% xyt VeV + eV

2 arcosh(vt) ¥
_(1+30%) p M+/ e ]

S ER ekl

2 arcosh(v/t)
_ (1430%) p M+/1 ey/zdy]

1462 x\/t

~(1430%) p

M +2¢¥/2
1+62 x\/f

arcosh( \ﬂ)]

1
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Para t suficientemente grande, se tiene que arcosh(w) = In(2w), por lo cual, reescribi-
mos:

1402 [02/4VE p—(uta) du _ (14+30%) p M + 2e2n(@Vh) _ 9,3
T+ ) Vutal+tAdwp)x  1+02 x/f
(1+30%) ;
M+ 2v2+v/t
— 1462 xt ravavt
_(1+30)p[M 22
S+ x|Vi W
2
Y 1 1 1 [ln\/f}
B 2

M 1 1 1
2
< p(1+30%) mmﬁ (1+92)1nﬂ><1

Mientras que para la segunda integral de la desigualdad (3.10), se tiene:

P> /4t
p*/4Vt p—(uta)
12d kv/u < kz q Sk_p 12L
] Viital+o (1+62) oy (LHO)2VET 2 (1462)InVE

donde k es una constante que no depende de u ni de ¢.

Asf la desigualdad (3.10) nos queda asi:

p?/ 4Vt o= (uta) 14+ At(u;0)x 1

a Viita | |(1+ Af(u;0)x)2+ (0 — (t/2)x)2 1+ 62
1 k11

< p(1+30° 2

<p(l+ )21/4 +2v2 (1+92)1n\/_+ 2 TP in v

B o M koy 11

— (p(1+30 ) S + 2>(1+92)—ln\/5

Si procedemos de igual manera para la segunda fracciéon de la primera integral de
(3.9), entonces obtenemos la misma estimacién que se obtuvo para (3.10) por lo que,
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la primera integral de (3.9), queda acotada por:

1 p%/4Vt p—(u+a)
27t/ | Ja Viu+a

1+ A(u;0)x 1
(1+ Ai(u;0)x)%2+ (0 — (1t/2)x)>  1+62

14+ Ai(u;p)x 1
(14 At(u;0)x)2+ (0 + (1t/2)x)2  1+62

_|_

}du

Ahora procedemos a estimar la segunda integral de (3.8). De igual manera, trabajare-
mos con la primera fraccion del integrando e indicaremos la estimacion de la segunda
fraccién. Antes, consideraremos lo siguiente:

kp 1 1
< 4By - -
_2<p7((1+30 )+ 2>(1+92)ln\/f

ey +eY

arcoshz =y = z = coshy = 5

=2z=¢'(1+e %)
=In2z=y+In(1+e %)
= arcoshz —In2z = —In(1+e %)

1
= In2z—arcoshz=In(1+e¢ %) <e % < 2

—2y )
ya que: z = ey% < e¥. Asi,

1
= 0 < In2z — arcoshz < oy z > 0.

Asi, conz = % = % > 0, se tiene una cota para el error:

Ei(;p) — -(arcosh(‘%‘) In(2 4;—5‘))
1 4tu,—» 1 p* 16t

< —(— < e

= |Ei(wp) <3202) =
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Por lo tanto,

=1+ 1n2—11n\/f+Et(u;p)>x
1 In2

=1+ -——F+— = +E(u;0)x
1 1 In2 1

> 4o —— — |E(u;0)|——=

>1+1 In2 B 1

2 2Invt 2tlnt

S 1

-2
1

= (1+ At(u;p)x)2 > 1
Por lo cual:

1+ Ai(u;p)x 1

(1+ Ai(u;0)x)2 + (6 — (/2)x)2 1+ 62 }

(6% — 1) Ae(u; p) + 671 — x[AP(u;0) + 2]
(14 A¢(u;0)x)%2 4+ (6 — Sx)?

1 o ef(qua)
27/t /,)2/4\ﬁ Viu+a
1 X [ o e—(u—i—a)

T oan/r(+ 00 | Vuta

du

1 X [ oo e*(qua)

1
< sevrmra | et (i gz el + 00 Dl p)

+ (307 + ! %))du]

In/?2
—ei(qua)K 14 |A? d
/;)2/4t Vu-+a < | t(u,p)|) .

donde K es una constante que no de depende de t, 1, . Pero esta integral ya fué estima-
da, por lo tanto:

< 2 X
~ oy (14 62)

14+ Ai(u;0)x 1
(14 Ai(u;0)x)2 + (6 — (/2)x)2 1+ 62

1 0 e*(qua) <M X
21/ /pz/4ﬂ Vita =1+ 02)
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Asi, la segunda integral de (3.8) queda acotada por:

14+ Ai(u;0)x 1
(1+ Ai(u;0)x)2 + (6 — (/2)x)2 1+ 62

}du] S 2 MZW

1 0 e*(qua)
27t/ /532/4\/2 Viu+a
1+ A(u;0)x B
(14 Ar(u;0)x)? + (0 + (7/2)x)> 1+ 62

+

Asi, si |8 < 30, entonces

‘ 1 e ¢=(u+a) arcosh(u/a) y In+/t
2yt Ja Ju+ta 2 (arcosh(u/a)/2)2 + (In\/t 6 — 71/2)2
N In v/t gy L1
(arcosh(u/a)/2)? + (In Vi + 7/2)? (14 62)

ko X X x
< 2 My~ T T
_2<p7r(1—|—30 )+ 2)(1+62)+2M2(1+92)+M1(1+92)

X
< -
=CaTe

Donde C, = 2<p7r(1 +30%) + %p) +2M, + M;

Finalmente, usando (3.4) y (3.5), se tiene:

<t 1 e 1

T (1462 Inyt (14+62)Inv/t
1 1

(14+62)In/t

11
1n\/¥ft<1n\/29;p) e

< <C1 + Cz)

Multiplicamos la anterior desigualdad por el factor (1 + 6?) y tomamos supremo en
0 € R, se tiene:

1
< C——-,
T T Invt

sup (14 62)
(0 € R)

1 1
ln\/fft (ln\/ZQ}P) - Em

donde C = C; + C; es una constante que no depende de 6 ni de ¢.
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Observacion 3.4. Debido a que el resultado anterior muestra una convergencia uni-
formeen 6 € IR, laley de Spitzer para el comportamiento asintético de 6; cuando t — oo,
mencionada en el teorema (3.1), es un caso particular del mismo. Ademas queda explici-
ta la velocidad de convergencia a 0.

En el articulo [1], se establece un teorema que ofrece cotas no-uniformes para las
aproximaciones de Cauchy de la funcién de densidad de 6;, que citamos a continuacién:

Teorema 3.5. Para todo k € IN, tenemos:

sup (1 + |9|2[k/2]+2>

P eR

< ckxk parat > 2,

k-1 ,
fi(z) — 8o(z) — Zl aj(t)gi(z)x!
f

., _ 1
con una sucesion de constantes ¢y, ¢y, . . . yXx = <_ln \ﬁ) .

Esta es una convergencia uniforme en § € Ry ent > 2. Donde gj son las funciones
densidad :

() - / d Yy
=6 =4y g1 TE Y
! ()
5 1 1 " (0)
aj(t) |exp{_—2t}l§ I
y

2W/2)7IT (1 41— (u/2))
r(1+1—u)

Si tomamos k = 2 en este teorema, se tendria el resultado que se demostr6 antes.

La demostracion de este teorema, es desarrollada a partir de la fémula de inversion de
la transformada de Fourier-Stieltjes de la funcién de distribucién de 0; y requiere argu-
mentos analiticos mas complejos que los usados en nuestra prueba. Es posible hallar
una expansion para la funcién de distribucién con los argumentos desarrollados en este
trabajo, y ofrecer un resultado semejante al teorema (3.5), cuya demostracién es signi-
ticativamente sencilla.

(Este trabajo fué presentado en las XXIII Jornadas de Matematicas, 2010)

hl(u) =



Apéndice A 8

Resultados sobre grupos finitos genera-
dos por reflexion

En el presente apéndice, recopilamos los Lemas y Teoremas del algebra, fundamen-
tales en la demostracion del teorema central del Capitulo II.. (proposicién 2.2.8). Ademas
de algunos resultados concernientes a la condicién de consistencia estudiada en el mis-
mo capfitulo.

Proposicién A.1. Sit € O(V) y a es cualquier vector nonulo en V , entonces tsut ™ = st
. En particular, si w € W, entonces s, € W siempre que s, € W .

Demostracién: Como ¢t € O(V) entonces (fA, ta) = (A, a) para todo a, A € V. La
idea serd probar que la reflexion ts,t ! envia a ta a su negativo y que ademas, fija cada
punto del hiperplano Hy, . Veamos,

tset L(ta) = tspa = t(—a) = —ta,

Noétemos lo siguiente,

A €Hy, & (Ma)=0
& (tA,ta) =0 (usando la hipotesis)
&t € Hyy

Ahora, para A € H, , se tiene:

(tsat 1) (EA) = tsuA = tA .

Por lo tanto,
ts,xt_1 = Sty .

Proposicién A.2. Sea A un sistema simple, contenido en el sistema positivoIT.Sia € A,
entonces s, (IT\{a}) = IT\{«a} .

Demostracion:
Seana € A, B € I1, con B # a. Por definicién podemos escribir:

B = Z cyy, contodoslosc, > 0.
Ye A

Recordemos que con este sistema simple A y el sistema positivo 11 estd el sistema de
raices @, y en éste los inicos multiplos de a son +«, luego como B # «, debe ocurrir
que algan c, > 0 para y # a.

Ahora, aplicamos s, a f:

Saf =} CySuY

Y€ A
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Noétese que ésta es una combinacién lineal de v € A, con los mismos coeficientes ¢, y
como todos los coeficientes en esta expresion tienen el mismo signo, entonces s, 3 debe
ser positivo, es decir, s, € I1. Ahora, vamos a mostrar que s, # «
Supongamos por reduccién al absurdo que s, = a, luego:
B=(Sa05x)B="5a(saP) =Sax=—0 = p=—a¢ll
= (—»e—)

Asi, s, es una funcién inyectiva, pues envia IT\ {«} en el mismo y es sobreyectiva ya
que:
Para 6 € IT\ {a}, tal que s,(0) = ¢ € IT\ {a}, se tiene:

sz (&) = s, (sa(0)) =1d(6) = 6

Por lo tanto,

sa(IT\ {a}) =TT\ {a}.

Teorema A.3. Sea A un sistema simple fijo. Entonces W estéd generado por las reflexiones
su, (0 €A).

Demostracién: Sea W’ el subgrupo de W generado por las reflexiones simples s, ,
a € A.Debemos mostrar que W = W .
En efecto, dividiremos la prueba en tres partes.

(1) Para B € IT, consideramos el conjunto B = W/ NTI. Noétese que, este conjunto
contiene al menos al elemento B , asi que B es un conjunto no vacio de raices
positivas. Entonces, podemos escojer un elemento v € B (y € Wy v € II) de
altura lo mas pequefia posible.

Afirmaciéon: y € A.
Por definicién, podemos escribir v = ) ,ca Cat , con g > 0. Ademds se tiene,

0<(7v,7) =7, can) =) calr,8) = (7,0) >0,

nEN aEA

paraalgina € A.
Ahora, si v = a, entonces y € A . Pero en el caso en que v # a, se tiene por la
proposicion A.0.9, que la raiz s,y > 0. Ademads recordemos que por definicion se

tiene: ( )
s
Sy = W—Z(IX a)oc,

es decir, s,y se obtiene sustrayéndole a v un multiplo positivo de « , en consecuen-
cia,

ht(say) < ht(7)
Pero s, € W', luego s,y € W/B y por lo tanto, s, v € W/BNII. Lo cual nos lleva
a una contradiccién con la escojencia inicial de y . Asi que, v = a € A . Es decir, 7y
es una raiz simple, por lo cual W NII C A.
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(2) Sabemos que WA C & . Ahora argumentamos que WA = & = —ITUII. En
efecto, usaremos el hecho de que el sistema de raices ® es la unién disjunta de I1
y —II . En la parte (1) mostramos que dada cualquier raiz positiva su W’-6rbita
intersecta al sistema simple A , de manera que IT C WA . En contraste, si B es
negativo, entonces —f € II, y aplicando la parte (1) a —f tenemos que —f8 = w«a
para algin w € W', y algtin « € A . Entonces se tiene,
—B=wa = B =w(—a) =w(sux) = (wsy)a,
con ws, € W', de manera que —IT C WA . Por lo tanto, WA = ®.

(3) Finalmemte, como se defini6é desde el comienzo, W es el grupo finito generado
por todas las reflexiones s, , « € @ . Entonces si tomamos cualquier generador Sp
de W, entonces por el paso (2) podemos escribir f = wa para algin w € W'y
algin « € A . Luego, por la proposiciéon A.0.7, se tiene

Sp = Swa = ws,w € W,
Esto demuestra que W C W' y en consecuencia

W=W.

LemaA4.Si KClyac AN K+, entonces s,L = L, donde

L={wecW:Kcwl,ag¢wl

Demostracién: La prueba se llevard a cabo mostrando que: sq,L C L'y L C s,L .
\ﬁl/—/ T

Recordemos que A C IT, porloquea > 0.
Procedemos con (1) : sea w € L, luego por hipétesis y definicion : w € W/ tal que
wl CIl, KCwl, « & wl.
Entonces por la Proposicion 1.4 de [9] , podemos deducir que « es la tinica raiz
positiva que es enviada a su negativo via s, : s,& = —a , lo cual implica que, s,wl C IT.
Ahora bien,

a € sywl = sy € suS,wl
= —ua € wl
= —uacll

Por lo tanto,
a & sqwl (A1)
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Por otro lado, como &« € K+ entonces, s,k = k, Vk € K, luego

K =s,K C spwl (A.2)
Asi, de (A.1) y (A.2) se obtiene (1) . Para obtener (2) aplicamos s, a (1), asi

saSaL C sy = L C s,L

Por lo tanto,
spuL =L

Lema A.5. Si¢ : W/ — Rya € Ason tales que ¢(w) = 0 cuando a € wly g(w) =
g(sqw) cuando a ¢ wl , entonces X, cwie(w)g(w) =0.

Demostracién: Aplicamos el Lema anterior con K = @ , quedandonos & € Ay
L={weW!:a¢wl}.Seaw € W',
Sia € wl entonces, X,y e(w)g(w) = 0, trivialmente.
Sia ¢ wl entonces,

Zpew! £(w)g(w) = Lper e(w)g(w)
= ZyeL &(Saw)g(Saw)
= Zyer &(sa)e(w)g(w)
= Zper (—1e(w)g(w)
= —Xyew! e(w)g(w)

Por lo cual, debe ocurrir en este caso también que X, .wr €(w)g(w) = 0. Asi se tiene lo
pedido. O

Lema A.6. Si la condicién (C1) es satisfecha, entonces

w € WI weU

Demostracién: Por el Lema 2.2.1,siK C Iya € AN KL, entonces

) e(w) =Y e(w)= Y elsaw)= Y e(sa)e(w)

w € WI, Kcwl, a¢wl welL weL weL

—— T ew)

w e WI, Kcwl, a¢wl
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por lo cual,

) e(w) =0

w € WI, Kcwl, ag¢wl

esto implica que la siguiente suma

) e(w) = Y. e(w) + ) e(w)

w € WI, Kcwl w € WI, Kcwl, a¢wl w € WI, Kcwl, acwl

se reduce a :

Y, ew)= )3 e(w). (%)

w € WI, Kcwl w € WI, KU{a}cwl

Como (C1) es satisfecha, entonces
3] e O(ANI)talquesi w e Wcon ] C wl CII,entonceswl = 1.

Ahora,si | = {ay, -+, a4}, entonces aplicamos (x) de manera sucesivaa (K,a) = (0, a1)
, (K,a) = ({a1},42) , - - -, hasta agotara J .

Procedemos por induccién sobre g y verificamos en cada paso las hipétesis en las
cuales se llegaa (x) .

Claramente, cuando tomamos K = @y a = &, estamos en las hipoétesis requeridas
pués, @ C Iya; € Aysegun (*):

Y, e(w)= )3 e(w)

w e WI w e W, {a}Ccwl

Veamos que es cierto para g = 2 . Basta recordar que | = {aq, a2} C O(ANTI), porlo
que K = {a1} C I,a; L apyen consecuenciaay € AN K", aplicamos (x) y la segunda
suma de la igualdad anterior nos queda:

) e(w) = Y. e(w)

w e W, {a}cwl w € WI, {ag,ap}Cwl

Ahora, suponemos cierto para g — 2 :

Y. e(w) = ) e(w) (H.D)

w e WL, {ag,a0,+ 005 2} Cwl w e W, {ag,a,+ 0051 }Cwol

En este paso, probamos que es cierto para g . Ahora, K = {ay,a2,--- a5 1} C Iy
a; € AN K+, por (C1). Luego,

) e(w) = ) e(w) = Y. e(w)

w e W, {ay,a,+ 0g_1 }Cwl w e W, {ag,np, agtCwl w e WI, Jcwl

Asi, nos quedamos con los extremos de esta cadena de igualdades,

Y, ew) =}, e(w)

w € WI w e WI, Jcwl
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Ademés, (C1) nos dice que la suma del lado derecho de la igualdad es sobre elementos
w tales que wl = I, por lo cual podemos reescribirla como sigue:

Y e(w) =) e(w)

w e WI weU

Proposicién A.7. Supongamos que I es consistente. Entonces
(@) Yaczea=1

(b) Sif:Z — Rya € Asontales que f(A) = 0cuandoa € A,y f(A) = f(s4A)
cuando w ¢ A, entonces Y ac7eaf(A) =0
Demostracién: Como I es consistente, se cumplen (C1) y (C2) .

Sea f : T — R . La condicién (C2) nos permite asignar un signo a cada elemento de 7
viaey :=¢e(w), VA € Z, donde w € W' con wl = A, entonces:

Y, e(@)f(wl) =}, ) e(w)f(wl)

weW! AcT wi=A

=) [{weW:wl=A}|eaf(A)
AT

Por otro lado tenemos lo siguiente,
Afirmacion
Sea A € T fijo y arbitrario. Sea C4 = {w : wl = A}. Entonces | C4 |=| U | .
En efecto,
Como A € T, entonces A = wlconw € WL .Seaw € Cy4, luego
wl=A =wl=wl
= [ =w 1wl
=wlwel
Ahora, definimos la funcién G : C4 — U dada por G(w) = w~ '@ . Pero esta funcién
es claramente, una biyeccién. Por lo tanto, | C4 |=| U |.
Asi, en el célculo anterior nos queda:

Y, e(w)f(wl) =[ U] ) eaf(A)

weW! A€T
Para demostrar (a) : hacemos f = 1y usamos el Lema 7.3 (pués (C1) se cumple):

Y, e(w)= ) e(w)=|U| }, eaf(A)

weU weW! Ael
= Y e(w)=|U| ) eaf(A)
wel A€l
=|U|1=|U]| ) eaf(A) (Por (C2))
AeTl
= Z EAf(A) =1

AcT



84
Para (b): Usando el Lema 7.2, se obtiene

Y eaf(A)=0

AcT

Consistencia

Lema A.8. Sopongamos que existe ] € O(A), el cual es extendible tinicamente a un
subconjunto ortogonal maximal (respectivamente semi-ortogonal) I C [T, esto significa
que no existe un subconjunto ortogonal (respectivamente semi-ortogonal) estrictamente
mas grande que I . En este caso, I satisface la condicién (C1) .

Demostracién: Si ] C wl C II, entonces wl es un subconjunto ortogonal maximal
(respectivamente semi-ortogonal) de Iy la propiedad de extensién tinica dice que wl =
I. O]

El caso Ax_1 .
Consideremos W = S; actuando sobre RF por permutacién de los vectores bésicos
canénicos. Entonces podemos tomar V. =RF6 {x € RF : x; +xp+ -+ +x =0},
H:{e,-—ej, 1§i<j§k}yA:{e,-—ei+1, 1§i§k—1}
La escojencia de I depende de la paridad de k . Si k es par, tomamos

I={€1—€2,€3—€4, ...,ek_l—ek}.

Si k es impar, entonces

I={eg—ey,e3—e€4, ..., € 0—€ 1}-
Proposicién A.9. (i) I es consistente y ortogonal.

(i) El conjunto Z puede ser identificado con el conjunto P, (k) de particiones de [k] en
k/2 pares si k es par y en (k — 1) /2 pares y un singulete si k es impar .

(iii) Bajo esta identificacion, el signo ¢ es justamente la paridad del nimero de ”cruces”
(si k es par, consideramos un par extra formado por el singulete y un punto formal
0 colocado estrictamente a la izquierda de 1 y usamos este par para calcular el
numero de cruces) .
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