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Resumo

Lépez Solis, Victor Hugo. O Lema do Diamante de Bergman e Aplicacoes.
Goiania, 2012. 61p. Dissertacdo de Mestrado. Instituto de Matematica e Estatis-
tica, Universidade Federal de Goias.

O nosso trabalho tem como objetivo principal, estabelecer condigdes para obter uma
forma candnica para os elementos de um anel, semigrupo ou estrutura algébrica similar.
Isto € obtido através do resultado principal, o Teorema 3.10 (O Lema do Diamante de

Bergman), com aplicacdes.

Palavras—chave
Grafos orientados, Mddulos, Algebras associativas, Algebras de Lie, Algebra
P,.



Abstract

Lépez Solis, Victor Hugo. The Lemma of Bergman’s Diamond and Applica-
tions. Goiania, 2012. 61p. MSc. Dissertation. Instituto de Matematica e Estatis-
tica, Universidade Federal de Goias.

Our work has as main objective, to establish conditions for a canonical form for elements
of a ring, semigroup or algebraic structure similar. This result is obtained through the

main Theorem 3.10 (The Lemma of Bergman’s Diamond) with applications.

Keywords
Oriented graphs, Modules, Associative algebras, Lie algebras, Algebra P,.
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Introducao

Os principais resultados neste trabalho sdo "triviais", segundo Bergman [1].
Mas, o que € trivial, quando descrito em forma abstrata pode estar longe de ser claro
no contexto de uma situacdo complicada onde ela é necessaria. Portanto, vale a pena
estabelecer formulacdes explicitas e provas desses resultados.

Estaremos preocupados com as condi¢cdes que devem ser verificadas para
estabelecer uma forma candnica para os elementos de um anel, semigrupo ou estrutura
algébrica similar.

Suponha que L € uma algebra associativa com elemento identidade 1 sobre um
anel comutativo k, e que temos uma apresentacao de L por uma familia X de geradores e
uma familia S de relacdes. Suponha que cada relagdo ¢ € § foi escrita na forma W5 = f,
onde W5 € um mondmio (um produto de elementos de X) e fs; € uma combinagdo
k-linear de mondmios, e que desejamos usar essas relacdes como instrugdes para "reduzir"
expressdes r para elementos de L. Isto €, se quaisquer dos mondmios que aparecem
na expressao r contétm um dos Wi como uma subpalavra, substituimos f; por essa
subpalavra, e iteramos esse processo até quando seja possivel. A dificuldade € que este
processo ndo estd em geral bem definido. Em cada etapa devemos escolher que reducao
aplicar e a qual subpalavra dos mondmios. Sobre quais hipdteses podemos mostrar: (i’)
que tal processo produzird que cada expressao tenha uma unica forma irredutivel? e (i1’)
podemos concluir entdo que dardo uma forma candnica para os elementos de L?.

Existe um resultado muito geral sobre isto, dado por Newman, muitas vezes
chamado de "Lema do Diamante." Seja G um grafo orientado. Aqui os vértices de G
podem ser expressdes para os elementos de algum objeto algébrico e as arestas etapas de
reducdo indo de uma expressao a outra "melhor", onde um nimero suficiente de redugdes
€ dado de forma que a relagdo de equivaléncia que eles geram corresponda igualdade no

objeto. Suponha que

(i) O grafo orientado G satisfaz condigoes de cadeia descendente. Isto é, todos os

caminhos positivamente orientados em G terminam, e

(ii) Quando duas arestas, e e € procedem de um vértice a de G, existem caminhos
positivamente orientados p e p' em G saindo dos pontos finais b e b' dessas

arestas a um vértice comum c (condicdo do "Diamante".) Entdo cada componente
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conexa C de G tem um tnico vértice minimal mc. Isto significa que cada caminho
positivamente orientado maximal que comegca em um ponto de C terminard em mc;
em outras palavras, as reducoes dadas produziram formas canonicas vnicas para

os elementos do objeto algébrico original.

Nosso resultado principal, o Teorema 3.10 (O Lema do Diamante de Bergman),
¢ um andlogo e um fortalecimento das observacdes feitas acima para o caso dos anéis
associativos com processos de reducdo da forma esbocada anteriormente. E
auto-suficiente e ndo segue a formulagao grafo-teérico de Newman. O fortalecimento esta
no resultado de que os andlogos das condi¢des (i) e (ii) necessitam apenas ser verificados
para mondmios, e o fato de que (ii) s6 precisa ser verificado para "mondmios nao triviais
ambiguamente redutiveis". Ou seja, basta verificar, para cada mondmio que pode ser
escrito como ABC com AB = Ws, BC=W; (6,1 € S, B# 1) ou ABC = W5, B=W;
(o # 1 €9) tal que as duas expressdes que se reduzem a ABC (no primeiro caso, fsC e
Afz; no segundo fs e Af;C) podem ser reduzidas a um valor comum.

Uma melhoria adicional obtida, atil em muitas aplica¢des, é que, no andlogo de
(ii), os caminhos p e p’ ndo precisam ser estritamente e positivamente orientados, mas
devem apenas ficar "abaixo" do elemento original ABC, com respeito a ordem parcial
sob monomios introduzida em conexao com (i). Veja (condi¢ao (a’) do Teorema 3.10).
Na Sec¢do 3.4 também mostramos como tirar proveito das identidades para simplificar a
verificacdo da condi¢do do "Diamante".

Como uma primeira aplicacdo do Teorema 3.10 obtemos a se¢do 3.2 onde
consideramos um problema sobre idempotentes. Estudamos o anel gerado por um
conjunto de elementos idempotentes e obtemos uma base para esse anel.

Na secdo 3.3 apresentamos uma das aplicagdes mais importantes de nosso
trabalho, o Teorema cléssico de Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW) que € resolvido de ma-
neira elegante usando o Teorema 3.10.

No Capitulo 4 consideramos a algebra P,. Estudamos uma classe de dlgebras
de quocientes da dlgebra Q, correspondente a grafos de n vértices. As algebras Q, de
todas as pseudo-raizes de um polindmio genérico ndo comutativo foram introduzidas e
estudadas por Gelfand et al.,[2]. Especializamos para um tipo de grafo particular, o grafo
P, de n vértices. Na Secdo 4.1 estudamos as dlgebras ch(P,), e usamos o Teorema 3.10
para encontrar uma base PBW para essa dlgebra. Para fazer isso, na Secdo 4.2 estudamos

as algebras PGC-dlgebras.



CAPITULO 1

Conjuntos Parcialmente Ordenados e Grafos

Orientados

Neste capitulo, definiremos conjuntos parcialmente ordenados e condi¢des de
cadeias. Definimos grafos orientados e damos as defini¢des de caminhos maximais e de

caminhos maximais positivamente orientados.

1.1 Conjuntos Parcialmente Ordenados

Definicdo 1.1 Um conjunto parcialmente ordenado é um par (A,=), onde A é um
conjunto juntamente com uma relacdo = definida sobre A que satisfaz as seguintes

condigoes, para todo a,b,c € A
(i) Reflexividade: a < a;
(ii) Anftissimetria: Se a < b e b < a, entdo a = b,

(iii) Transitividade: Se a < b e b < ¢, entdo a < c.

Os elementos a,b € A sdo comparaveis, se a < b ou b < a. No entanto, dois
elementos de um conjunto parcialmente ordenado ndo precisam ser compardveis. Um
conjunto parcialmente ordenado A onde quaisquer dois elementos sdo comparaveis € dito

totalmente ordenado.

Exemplo 1.2 Seja A o conjunto de todos os subconjuntos de {1,2,3,4,5}. Defina
C X D se, e somente se C C D.

Entdo A é parcialmente ordenado, mas ndo é totalmente ordenado pois,

{1,2} e {3,4} ndo sao compardveis.
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Seja (A, =) um conjunto parcialmente ordenado. Um elemento ¢ € A é maximal
em A se para cada a € A que é compardvel a c, a < c; em outras palavras, paratodo a € A,
¢ < a implica ¢ = a. Observe que se ¢ € maximal, ndo necessariamente se tem a < ¢ para
todo a € A (pode existir a € A que ndo € comparavel a ¢). Além disso, um conjunto dado
pode ter muitos elementos maximais ou nenhum (por exemplo, Z com a ordem usual).
Uma cota superior de um subconjunto ndo vazio B de A € um elemento d € A tal que
b < d para cada b € B. Um subconjunto ndo vazio B de A que € totalmente ordenado por

< é chamado uma cadeia em A.

Exemplo 1.3 O conjunto S de todos os pontos (x,y) no plano real com y < 0 é um

conjunto parcialmente ordenado, com a ordem
(x1,y1) =< (x2,y2) se, e somente se x; =xp e y; < y).
S tém um niimero infinito de elementos maximais.

Definicao 1.4 Um conjunto parcialmente ordenado A satisfaz a condig¢do de cadeia

ascendente (CCA) se dada qualquer sequéncia de elementos compardveis de A
aj2ay2az3=---
existe um inteiro positivo n tal que
an =0ap41 =Aapy2 ="

Analogamente, A satisfaz a condigdo de cadeia descendente (CCD) se para cada

sequéncia de elementos compardveis de A
ay = az = az = -
existe um inteiro positivo n tal que a, = ap+1 = ayy3 =+ -.

Exemplo 1.5 O anel Z satisfaz a condicdo de cadeia ascendente (CCA) para ideais, mas

ndo satisfaz a condigdo de cadeia descendente (CCD), pois para a cadeia
Z22(2)2(2%)2(2) 2
ndo existe um inteiro n tal que (2") = (2"*1) = (2"2) = ...
Exemplo 1.6 Seja F(R) o conjunto de todas a funcées f:R — R. F(R) é um anel com
as definicoes
frgra— fla)+gla)efg:a— fla)g(a).
Observamos que para cada inteiro positivo n,
Li={f:R—R|f(x)=0 Vx>n}

é um ideal de §(R) e I, C I, para todo n. Portanto, §(R) ndo satisfaz a condi¢do de
cadeia ascendente (CCA).
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1.2 Grafos Orientados

Definicdo 1.7 Um grafo G é um par ordenado de conjuntos disjuntos (V,E). O conjunto

V ¢é o conjunto de vértices e E é o conjunto de arestas.

Se e = {u,v} é uma aresta entdo dizemos que os vértices u € v 30 0s pontos
extremos de e. Um vértice e uma aresta sao incidentes se o vértice € um dos extremos da

aresta. Dois vértices u e v s3o adjacentes se {u,v} é uma aresta.

Exemplo 1.8 O grafo G = (V,E),

onde V =1{1,2,3,4,5,6,7} e E ={12,13,14,23,25,35,36,43,46,57,67}.

Definicdo 1.9 Se G = (V,E) e H = (W, F) sdo grafos tais que W CV e F C E, entdo H
é um subgrafo de G.

Definicao 1.10 Um caminho em um grafo G é simplesmente um subgrafo de G, que tem

a forma
V=A_vi,va,---,vn}, E={viva,vava, -+, Vy_1vp}.

Definicdo 1.11 Um grafo G = (V,E) ¢é conexo se para cada par {u,v} de vértices

distintos existe um caminho de u a v.

Definicao 1.12 Seja G = (V,E) um grafo. Dizemos que um subgrafo conexo H = (W, F)
de G = (V,E) é maximal se W =V

Exemplo 1.13 O grafo H = (W,F),

©
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onde W = {1,2,3,4,5,6,7} e E = {13,23,35,36,43,57,67} ¢é um subgrafo conexo
maximal de G = (V,E).

Vamos definir o grafo mais importante para nosso trabalho subsequente na

seguinte definicao.

Definicao 1.14 Um grafo orientado (ou digrafo) é um grafo G cujas arestas tém direcdo

e sdo chamados arcos.

Exemplo 1.15 O grafo G,

onde V =1{1,2,3,4,5,6,7} e E ={12,13,14,25,35,36,46,57,67}.

As flechas sobre os arcos sdo usadas para codificar a informacao direcional: um
arco do vértice u ao vértice v indica que a gente pode mover-se de u para v, mas nao de
v para u. Se temos escolhido uma orientacdo em um grafo G como no exemplo anterior,

dizemos que o grafo G ¢é positivamente orientado.



CAPITULO 2

Moédulos, Algebras e Algebras de Lie

Vamos primeiro introduzir a definicdo de k-mddulo, onde k € um anel
(associativo) comutativo com elemento identidade 1. Formalmente, os médulos sobre um
anel sdo uma generalizacio de grupos abelianos (que sdo médulos sobre Z). Quando &
€ um corpo, um k-mddulo é um "espaco vetorial sobre k"; isto €, na defini¢do de espaco

vetorial, permitimos que os escalares estejam em um corpo.

2.1 Modulos

Definicao 2.1 Seja k um anel comutativo com elemento identidade 1. Um k-modulo

2

unitdrio é um grupo abeliano (aditivo) M com uma multiplicacdo escalar k x M,

denotada por
(r,m) — rm,
tais que os seguintes axiomas sejam verdadeiros para todo m,m' € M e todo r,r € k:
() r(m+m') =rm+rm';
) (r+rYm=rm+rm;
(iii) (rr')ym=r(rm);
@iv) Im=m.
Exemplo 2.2 Cada espago vetorial sobre um corpo k é um k-modulo unitdrio.
Exemplo 2.3 Cada grupo abeliano aditivo é um Z-modulo unitdrio.

Exemplo 2.4 Se k é um anel comutativo, entdo Mat, (k) o grupo abeliano aditivo de

todas as matrizes n X n com entradas em k é um k-modulo.

2z

Exemplo 2.5 Seja V é um espaco vetorial de dimensdo finita sobre um corpo k, e
T :V — V uma transformagdo k-linear. O espago vetorial V é um k[x|-mddulo unitdrio

com a multiplicacdo escalar
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kix] xV —V

m
definida por: Se f(x) = Z cix' € um elemento de k|x| e v € V, entdo
i=0

m m
flxyv= (Z cix')v = Z ¢iT'v
i=0 i=0
=cov+c1Tv+cer T2 v+,
onde T é a aplicacdo identidade 1y. Denotamos V olhado como um k|x]-médulo unitdrio
por VT,
Aqui temos um caso especial desta construcdo. Consideremos A € Mat, (k) e

T : kK" — k" a transformacdo linear dada por T (w) = Aw. O espago vetorial k" é um

k[x]-médulo unitdrio se definimos a multiplicagdo escalar

k[x] X k" — k"

m
como segue-se: Se f(x) = Z cix' e w € k", entdo
i=0

m m
flxw= (Z cix)w = Z ciA'w
i=0 i=0
= colw+clAw+czA2w+-~~,

onde A® = I é a matriz identidade. Mostramos que (kK")T = (K")A.
Ambos k-modulos tém os mesmos elementos (chamados, todos de n-uplas), e a
multiplicacdo escalar coincide em ambos: Em (K")T, temos xw = T (w); em (kK")4, temos

xw = Aw; eles coincidem porque T (w) = Aw.

Definicao 2.6 Se k é um anel comutativo e, M e N sdo k-modulos, entdo a funcdo

f:M — N é um k-homomorfismo se, para todo m,m’' € M e todo r € k, tém-se
(@) f(m+m') = f(m)+ f(m');
(ii) f(rm)=rf(m).

Se um k-homomorfismo é uma bijecdo, entdo é chamado um k-isomorfismo.
Os k-modulos M e N sdo chamados isomorfos, denotado por M = N, se existe um
k-isomorfismo f : M — N.

Observe que a composta de k-homomorfismos € um k-homomorfismo e, se f €

um k-isomorfismo, entdo sua inversa f —1 & também um k-isomorfismo.

Exemplo 2.7 Pelo exemplo 2.3, os Z-modulos sdo grupos abelianos. Entdo cada

homomorfismo de grupos abelianos é um homomorfismo de Z-modulos.
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Exemplo 2.8 Seja V um espaco vetorial sobre um corpo k, e T :' V — V uma
transformagdo linear, {vi,...,v,} uma base para V e A a matriz de T relativa a essa
base. Mostramos que os k|x]-médulos VT e (k)4 séo isomorfos.

Definamos
o:V—Kk"

por ©(v;) = e;, onde {ey,...,ey} € a base candnica de k"; a transformagcdo @ é um
isomorfismo de k-espacos vetoriais. Primeiro mostraremos que © é um
k[x]-homomorfismo. Para isso é suficiente provarmos que @(f(x)v) = f(x)o(v) para
todo f(x) € klx] e todo v € V. Entdo

¢(xvi) = (T (vi))
=¢(Xajvj) =YLa;o(v;) =Xajej,

que ¢ a i-ésima coluna de A. Por outro lado,
xQ(vi) = AQ(v;) = Ae;,

que é também a i-ésima coluna de A. Segue-se que @(xv) = x@(v) para todo v € V, e

podemos facilmente provar, por inducdo sobre o grau de f, que

para todo f(x) € k[x] e todov € V.
Definicao 2.9 Se M e N sdo k-modulos, entdo
Homy(M,N)={f: M — N | fé um k-homomorfismo}.

Homy(M,N) é um grupo abeliano aditivo: Se f,g € Homi(M,N), entdo defina
f+g:M — N por

fHg:m= f(m)+g(m).

Proposicao 2.10 Se M e N sdo k-mddulos, onde k é um anel comutativo, entdo

Homy(M,N) é um k-médulo, com a multiplicacdo escalar dada por
rf:me f(rm).

Demonstracdo. A verificacdo dos axiomas na defini¢do de k-mdédulo é simples, mas

apresentamos a prova de

(r7)f = (')
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porque ele usa a comutatividade de k.
Se m € M, entdo (r)f : m — f(rYfm). Por outro lado,
r(ff) :m— (Ff)(rm) = f(r'rm). Como k é comutativo, r/ = r'r, e portanto

() = (). O

Além disso, existem as leis distributivas: Se p: M’ — M e g: N — N’, entdo
(f+g)p=fp+gp e q(f+g) = qf +qg paratodo f,g € Homy(M,N).

Definicao 2.11 Se M é um k-modulo, entdo um submodulo N de M, denotado por N C M,
é um subgrupo aditivo N de M fechado com a multiplicacdo escalar: rn € N sen € N e

r € k; isto é,
kN C N.

Definicao 2.12 Se M é um k-modulo, entdo um k-homomorfismo f : M — M é cha-
mado um k-endomorfismo de M. O anel dos endomorfismos de M, denotado por

Endi(M), é o conjunto de todos os k-endomorfismos de M. Como um k-mddulo,
Endy(M) = Homy(M,M).

Definicao 2.13 Um k-modulo M é um k-médulo livre se M é isomorfo a uma soma direta
de copias de k: isto é, se existe um conjunto de indices I tal que
M=) Dk
icl

onde ki =< b; >= k para todo i. Chamamos B = {b; | i € I} uma base de M.

Exemplo 2.14 Um Z-mdédulo livre é um grupo abeliano livre. Cada anel comutativo k,

quando é considerado como um k-médulo, é um k-modulo livre.

Proposicdo 2.15 Sejam M um k-mddulo livre, e B = {b; | i € I} uma base para M. Se

N é um k-modulo e y: B — N uma fungdo, entdo existe um tnico k-homomorfismo de

modulos
Y:M — N
comY(b;) =Y(b;) para todo i € I.
M
5
R

Demonstracdo. Cada elemento m € M tem uma tnica expressdao da forma

m = Zribi,

icl
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onde r; € k e quase todos r; = 0. Definay: M — N por

Y(m) =Y riv(bi).

iel

2.2 Algebras

Nesta se¢do introduzimos a definicio de k-dlgebras, onde k é um anel

(associativo) comutativo com elemento identidade 1.

Definicao 2.16 Se k é um anel comutativo, entdo um anel A é uma k-dlgebra se A é um

k-modulo unitdrio com uma operagdo bilinear
TAXA—A
chamada produto, que satisfaz
r(a-b)=(ra)-b=a-(rb)
para todo a,b,c cAere€k.

Ao longo de nosso trabalho denotaremos o produto de a,b € A simplesmente por

ab, salvo indicagdo contraria.

Exemplo 2.17 Se k é um anel comutativo com elemento identidade 1, entdo Mat, (k) é

uma k-dlgebra, onde o produto é o produto usual de matrizes.

Definicao 2.18 Sejam M e S k-dlgebras, um k-homomorfismo de anéis f : M — S é

chamado um homomorfismo de k-dlgebras se

f(ra) =rf(a)

paratodoa € M er € k; isto é, f é também um homomorfismo de k-modulos.

Exemplo 2.19 Seja A = Cx|, entdo A é uma C-dlgebra, onde o produto é o produto usual

de polinomios, e ¢ : A — A, dado por
Q: chxj — ch(x— 1)/
J J
é um homomorfismo de C-dlgebras. Por outro lado, a fun¢do © : A — A, definida por

0: chxj — ZEj(x— 1)/
J J
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(onde ¢ é o complexo conjugado de «c¢), ¢ um homomorfismo de
C-modulos mas ndao é um homomorfismo de C-dlgebras. Por exemplo,
0(ix) = —i(x—1) enquanto i6(x) =i(x—1). No entanto, C|x] é também uma R-dlgebra,

e 0 é um homomorfismo de R-dlgebras.

Definicao 2.20 Uma k-dlgebra A ¢é associativa se o produto definido em A é associativo,
isto é, (ab)c = a(bc) para todo a,b,c € A.

Exemplo 2.21 Do exemplo 2.17 temos que a k-dlgebra Mat,(k) é uma k-dlgebra

associativa, pois o produto de matrizes é associativo.

Definicao 2.22 Uma k-dlgebra A é uma k-dlgebra graduada se existem k-submodulos

Ap, para p > 0, tais que

() A=Y DAy

r=0

(ii) Paratodo p,q>0,sexc€A, e y €Ay entdoxy € Ay, istoé,
ApA; CApig
Um elemento x € A, é chamado homogéneo de grau p.

Exemplo 2.23 O anel polinomial A = k|x| é uma k-dlgebra graduada se definimos
Ap={rx? |rek}.
Os elementos homogéneos de grau p sdo os monémios de grau p.

Exemplo 2.24 O anel polinomial A = k[xy,xy,...,x,] é uma k-dlgebra graduada se
definimos
Ap={m{'x3-xr|rek e Ye =p};

isto é, A, consiste de todos os monomios de grau total p.

Definicao 2.25 Uma k-dlgebra A é uma k-dlgebra filtrada se para cada inteiro p > 0

existe um k-submédulo AP) tais que
(i) AP CAW se p<g;
(i) UAP) = 4;

(iii) APAW@) C Alrta),
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Observacao 2.26 Se A é uma k-dlgebra graduada, estabelecendo AlP) = Z @As
s<p
obtemos uma filtragcdo de A, e A torna-se uma k-dlgebra filtrada.

Uma no¢do importante associada a uma dlgebra filtrada A é a dlgebra graduada

associada G(A) = A. Obtém-se esta dlgebra, formando o médulo

(o) A=GA) =Y PG(A,). onde G(Ap) =AW /AP,
p=0

com A=Y = 0. A multiplicacdo em G(A) estd definida por
(B) (ap + AP (a,+ A D)) = apa, + APt

se ap € AP), ag € A9, Esta multiplicacdo estd bem definida. De fato, se
ap =by(mod AP~V) e a,=by(mod AY~Y), entdo

apay = bpby(mod APFa-1)),

Portanto (B) estd bem definida para um elemento de G(A,) e um elemento de G(A,)
com resultado em G(Ap+q) e é estendida pela adi¢do para G(A). Isto dd uma digebra

graduada G(A) com G(Ap) como o submddulo de elementos homogéneos de grau p.

Vamos construir a dlgebra tensorial sobre um k-modulo M. Quando M é um
k-médulo livre com base X, a dlgebra tensorial também serd uma k-dlgebra livre com

base X; isto €, ela serd o anel polinomial sobre k com varidveis em X que ndo comutam.

Definicao 2.27 Seja k um anel comutativo, e M um k-modulo. Defina

TO(M) =k,
T'M)=M, ---, TP (M) =M @ --- @ M (p vezes) se p > 2.

Proposicao 2.28 Se M é um k-modulo. Entdo existe uma k-dlgebra graduada

T(M)=Y TP(M)

p>0

com a agdo de r € k sobre TP (M) dada por
rx @ ®@xp) = (rx1) Q0@ - Qxp = (X1 @ Qxp)r,
com a multiplicacdo
(K@ QX)) (M@ Qyg) =X R RXp QY| R+ ®yg € MPT

Demonstracdo. A multiplicacio € associativa porque nao se precisa dos parénteses para
descrever os geradores m| ® --- @ m, de TP(M). As leis distributivas sdo verdadeiras
porque a multiplicacio é k-bilinear. Finalmente, 1 € k = T°(M) é a identidade, cada

elemento de k comuta com cada elemento de 7 (M), e naturalmente
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TP(M)T4(M) C TPH4(M).

Portanto, 7 (M) é uma dlgebra graduada. O

Definicio 2.29 Se k é um anel comutativo e M é um k-médulo. Entdo T (M) é chamada

a dlgebra tensorial sobre M.

Denotamos a categoria dos k-moédulos a esquerda por ;Mod e por GriAlg
a categoria das k-algebras graduadas. Para um estudo mais detalhado de categorias e

functores veja [10].

Proposicao 2.30 A dligebra tensorial define um functor T :x Mod — GriAlg. Além disso,

T preserva sobrejecoes.

Demonstracdo. Veja [10], pag. 723. 0

Vamos generalizar a no¢do de médulo livre para dlgebra livre.

Definicao 2.31 Se X ¢ um subconjunto de uma k-dlgebra F, entdo F é uma k-dlgebra
livre com base X se, para cada k-dlgebra A e cada funcdo ¢ : X — A, existe um tinico

homomorfismo de k-dlgebras @ com

¢(x) = 9(x)

para todo x € X. Em outras palavras, o seguinte diagrama comuta, ondei: X — F é a
inclusdo.

F

o~
iT A \(P
\
X—A

¢

Na seguinte proposi¢do, afirmamos que a k-dlgebra graduada T(M) é uma

k-algebra livre.

Proposicao 2.32 Se M é um k-modulo livre com base X, onde k é um anel comutativo,

entdo T (M) é uma k-dlgebra livre com base X.

Demonstracdo. Consideremos o diagrama

T(M)
T SO T(9)
J S

N
M T(A)
]
i N Hu
X S A

¢
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onde i: X — M e j: M — T(M) sdo inclusdes, e A é uma k-algebra. Sabe-se que
A como um k-médulo gera um k-homomorfismo de médulos @ : M — A, pois M é
uma k-mdédulo livre com base X. Aplicando o functor 7 obtemos um homomorfismo de
k-algebras

T(@): T(M)—T(A).
Para a existéncia de um homomorfismo de k-dlgebras T (M) — A, é suficiente definir
um homomorfismo de k-dlgebras u: T(A) — A tal que a composi¢do uo T(@) seja um

homomorfismo de k-4lgebras. Para cada p, considere o diagrama

hl’
AX---xA——=TP(A)
m I
! I Hp
v
A
onde hy, : (ai,---,ap) = a1 Q---Qa, e my : (ay,---,ap) — ai---ap, onde aj---a, € o

produto dos elementos ay,---,a, na k-dlgebra A. Como, m,, € k-multilinear, induz um

k-homomorfismo u,, que faz o diagrama comutativo. Defina
u:TA) —A

por u = Z up. Para verificar que u € multiplicativo, € suficiente mostrar
p

Hp+q((a1® - ®ap)(d) ®"'®a/q)) = tp(a1 ® - ®ap)uq(d) ®---®a;).

Mas essa equacgdo segue da lei associativa em A:

(al ...ap)(al ...alq) :al ...apall ...a;.
Finalmente, a unicidade desse homomorfismo de k-algebras segue do fato de que M gera

a T (M) como uma k-édlgebra. O

Definicao 2.33 Se k é um anel comutativo e M é um k-médulo livre com base X, entdo
T (M) é chamado o anel dos polindmios sobre k nas varidveis ndo comutativas X, e é
denotado por k < X >.

Se M é um k-médulo livre com base X, entdo cada elemento u de T (M) tem a

Unica expressao

U= Z Fiy o ipXiy Qe ®x,~p
p>0
i1y ip

onde Fiy iy € ke Xi; € X.
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Definicao 2.34 Uma apresentagdo de uma k-dlgebra A é a escolha de um sistema de

geradores de X e um conjunto S de homomorfismos de k-dlgebras

¢0:A— A

Uma apresentacdo que usaremos mais adiante € da dlgebra associativa livre
k<X >.

2.3 Algebras de Lie

As dlgebras de Lie surgem "de maneira natural" como mddulos de aplicacdes
lineares dotados de uma nova operacdo que € em geral ndo € associativa. E possivel

descrever esse tipo de sistema abstrato com poucos axiomas.

Definicao 2.35 Seja k um anel comutativo. Uma k-dlgebra de Lie é um k-modulo L,
com uma operacdo L x L — L, denotada por (x,y) — [x,y] e chamada o colchete ou

comutador de x e y que satisfaz os seguintes axiomas:

(i) A operacdo colchete é bilinear.

(ii) [x,x] =0 paratodo x € L.

(i) [x,[y,2]]+ [y, [2,x]] + [z, [x,]] = O para todo x,y,z € L

O axioma (iii) € chamado a identidade de Jacobi.

Como o colchete de Lie [,] ¢ bilinear, temos
0= [x+yx+y] = [x,x] + [x,y]+ [n,x] + [, 5] = [x, 5] + [, ].
Portanto os axiomas (i) e (ii) implicam
(ii”) [x,y] = —[y,x] para todo x,y € L.

Inversamente, se car k # 2, é claro que (ii’) implica (ii).

Exemplo 2.36 Seja k um anel comutativo e A uma k-dlgebra associativa. Defina o

colchete de Lie como

[x,y] = xy —yx

para todo x,y € A. Afirmamos que A é uma dlgebra de Lie.

De fato, considere x,y,z € A e r € k, entdo

(i) a operagao [,] é bilinear,



2.3 Algebras de Lie 25

X+yz=C+y)z—z(x+y) =xz+yz—zx—2y
= (xz—2x) + (yz2—2y) = [x,2] + [, 2]

(andlogo na outra coordenada) e também

rlx,y] = r(xy —yx) = r(xy) — r(yx)
= (rx)y — y(rx) pois A é uma k-dlgebra

= [rx,y]
e analogamente r|x,y| = [x,ry], assim r[x,y| = [rx,y] = [x,ry]
(i) [x,x] =xx—xx=0

(i) [x, [y, 2] + [, [z, ¥]] + [z, [x,y]] = (x(yz—2y) — (yz—29)x) + (y(2x —x2) — (2x — x2)y) +
(z(xy —yx) — (xy — yx)z) =0,

na ultima igualdade temos usado a associatividade da dlgebra.

A dlgebra de Lie obtida nesta forma é chamada a dlgebra de Lie da dlgebra associativa

A. Denotamos estd dlgebra de Lie por Aj.
Aqui temos um exemplo particular do exemplo anterior.

Exemplo 2.37 Suponha que L é um k-modulo de dimensdo finita. A k-dlgebra associativa
Endy(L) de todos os k-endomorfismos de L é uma k-dlgebra de Lie, definindo o colchete
de Lie [,] por

[,y] =xoy—yox

para todo x,y € Endy (L), onde o denota a composi¢do de aplicagdes. A fim de distinguir
esta nova estrutura algébrica da antiga associativa, escrevemos gl(L) para Endy (L) visto

como dlgebra de Lie e é chamada a dlgebra linear geral.

Definicao 2.38 Sejam L e L' duas k-dlgebras de Lie. Uma aplicacdo linear @ : L — L

é um homomorfismo de k-dlgebras de Lie se

o(lx.y]) = [9(x), o]

para todo x,y € L. Além disso, ¢ é um isomorfismo se for um homomorfismo invertivel.
Neste caso @ é chamado um isomorfismo de k-dlgebras de Lie. Duas k-dlgebras de Lie

L, L' sdo isomorfas, denotada por L = L, se existe um isomorfismo de k-dlgebras de Lie.

Similarmente, € natural a nocao de subdlgebra de Lie de L.



2.3 Algebras de Lie 26

Definicio 2.39 Um k-submédulo K de L é chamado uma subdlgebra de L se [x,y| € K
para todo x,y € K; isto é

[K.K]CK
em particular, K é uma dlgebra de Lie relativa as operacoes herdadas de L .

Definicao 2.40 Um k-submodulo I de uma k-dlgebra de Lie L é chamado um ideal de L
se para todo x € L, y € I temos que [x,y| € I isto é

L1 C 1.

Observacao 2.41 Os ideais fazem na teoria de dlgebras de Lie, o papel dos subgrupos
normais na teoria de grupos e dos ideais bilaterais na teoria de anéis.

A construgdo de uma dlgebra quociente L/I (I um ideal de L) é formalmente
igual a construgdo de um anel quociente. Como mddulo, L/I é o médulo quociente, seu

colchete de Lie é definido por
e+ Ly+1) =[x,y +1

Essa operacdo estd bem definida, pois se x+1=x+1, y+1 =y +1, entdo temos
X =x4+uuel),y =y+v (vel)deonde

(T = Beoy] 4 ([, 3]+ [ v+ u, v]),

e portanto [xX',y'| +1 = [x,y] + 1, pois os termos entre parénteses estdo em I.

Definicao 2.42 Uma representagdo de uma k-dlgebra de Lie L é um k-homomorfismo
¢:L— gl(M), onde M é um k-mddulo.

2.3.1 Algebras Universais Envelopantes

Nesta subse¢c@o vamos estabelecer o conceito da dlgebra universal envelopante
k[L] de uma algebra de Lie L, onde k é um anel comutativo. A funcdo principal de k[L] é
reduzir a teoria das representacoes de L a representacdes da dlgebra associativa k[L]. Uma

propriedade importante de k[L] é que L é isomorfa a uma subdlgebra de (k[L])L.

Definicio 2.43 Seja L uma dlgebra de Lie. Um par (k[L],i), onde k[L] é uma dlgebra
associativa com elemento identidade 1 e i : L — k[L] é um homomorfismo de dlgebras
de Lie, ¢ dito dlgebra universal envelopante de L se dada qualquer dlgebra associativa

A com elemento identidade 1 e um homomorfismo de dlgebras de Lie

¢o:L— Ay,
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existe um vinico homomorfismo (de dlgebras associativas)
Q:k[L] — A (com (1) =1)

tal que © = Qo i; isto é, o diagrama é comutativo.

k[L]

,-T ¢
N
A

Assim, dada qualquer representagdo ¢ : L — gl (L) existird um tinico homomor-

fismo de k-dlgebras associativas @ : k[L] — gl (L) que fard comutar o diagrama:

k[L

!

Daremos a seguir propriedades importantes de (k[L], ).

o
\\(P

AN
N

—8l(L)

Teorema 2.44 1. Sejam (k[L],i), (k[L]',i") dlgebras universais envelopantes de L.

Entdo existe um vinico isomorfismo j : k[L] — k[L| tal que i’ = joi.
2. k[L] é gerada i(L) como dlgebra associativa.

3. Sejam Ly, L, dlgebras de Lie com suas respectivas (k[L1],i1), (k[La],i2) dlgebras
universais envelopantes, e seja © um homomorfismo de Ly em L. Entdo, existe um
tinico homomorfismo 0" de k[L,] em k[L,)] tal que i 00 = 0" oy, isto é, temos um
diagrama comutativo:

Ly 49>L2

b,

K[L1] — [Lo]

4. Sejam I um ideal de L e J o ideal de k|L| gerado por i(I). Se | € L, entdo
Jil4+1w—i(l)+J é um homomorfismo de dlgebras de Lie de L/1 em (k[L]/J)L,
e (k[L]/J,]) é a dlgebra universal envelopante de L/I.

Demonstracao.

1. Sejam (k[L],i) e (k[L]',i") duas dlgebras universais envelopantes de L. No diagrama

comutativo
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temos que, das propriedades universais de k[L] e k[L]' seguem respectivamente,
que existem tunicos j : k[L] — k[L]’ tal que i = joi e j : k[L] — k[L] tal
que i = j/ oi’. Mostraremos que j é um isomorfismo com inversa j. Considere
o diagrama comutativo

k[L]'

T S ef
i N

N

L———k[L]

1

e como k[L]' tem a propriedade universal e idyry faz comutar o diagrama, segue
da unicidade que jo j' = idy ). Reciprocamente, jloj= idy ). Portanto, j € um

isomorfismo com inversa j' e k[L] = k[L]'.

2. Sejam K a subdlgebra associativa de k[L]| gerada por i(L) e 1 a inclusdo de K em
k[L]. Seja i’ : k|[L] — K o tnico homomorfismo de dlgebras associativas tal que

i=1ioi. Logo, 10/ : k[L] — k[L] e o diagrama comutard

N\ N

1

Considerando o diagrama comutativo,

kIL]

N »

. « loi

l ~
N

L——k[L]

101

e pela unicidade da extensdo de 1oi temos que 1oi = idyy). Portanto 1 € um

isomorfismo com inverso i’ € K = k[L].

3. Sejam L; e L, duas algebras de Lie com (k[L],i1) e (k[Lp],i2) suas respectivas

algebras universais envelopantes, e
0:L — L
um homomorfismo de dlgebras de Lie. Assim,

ir08: L — (k[La])L
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¢ um homomorfismo de dlgebras de Lie e daf existe um tnico homomorfismo de

dlgebras associativas 0’ : k[L;] — k[L,] tal que &' 0i; =i 00.

L—2 -0,

N
i 2
/

K[L1] —* K[L)]

4. Para mostrar que j € um homomorfismo de algebras de Lie, basta considerar o

homomorfismo de dlgebras de Lie
¢: L — (kK[L]/J)L

tal que [ — i(l) +J, para todo [ € L e observar que i(I) C J, entdo ¢(I) =0,
induzindo assim o homomorfismo j de dlgebras de Lie.

Seja A uma élgebra associativa qualquer e
0:L / I— A

um homomorfismo de dlgebras de Lie.

Considerando a projecdo candnica ® : L — L/I temos que Oomw: L — Ay é
homomorfismo de algebras de Lie (pois é composta de homomorfismos), e pela
propriedade universal de k[L] segue que existe um homomorfismo de dlgebras

associativas
(Bom) 1 k[L] — A

tal que 0o = (Bom) oi.

Temos assim I C Ker(6om) e dai J C Ker(6on)’, o que induz o homomorfismo de

algebras associativas
o' k[L]/J — A,
onde u+J +— (6 om) (u) para todo u € k[L] e temos que
0(I+1)=(0om)(l) = (Bom) 0i(l)
e também

0o j(1+1)=0'(i(1)+J) = (Bom) 0i(l) = O(I+1),
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dai @0 j = 6.

7z

Precisamos mostrar que 6’ é unico. Mas isto segue do item (2) deste teorema
observando o fato que /(I +1) = i(l) 4+ J para todo [ +1 € L/I, ou seja, j(L/I)

gera k[L]/J como k-dlgebra associativa.

O

Temos do item (1) do teorema anterior a unicidade da dlgebra universal. A
existéncia de um par adequado (k[L],i) ndo é dificil estabelecer como se mostra na

seguinte:

Observacio 2.45 Seja T (L) a dlgebra tensorial sobre L (ver defini¢do 2.29), e J o ideal

bilateral em T (L) gerado por todos os elementos
a®b—b®a—|a,b] (a,beL).

Defina k[L] = T (L)/J, e considere-se o homomorfismo canédnico m: T (L) — k[L].

Afirmamos que (k[L],i) € a dlgebra universal envelopante de L, onde
i:L— k[L]
é a restri¢do de T a L. Consideremos
j:L— AL

como na definicdo 2.43, onde A é uma dlgebra associativa com elemento identidade
1. Da propriedade universal de T (L) segue que existe um homomorfismo de dlgebras

associativas
¢ :T(L)—A
que estende j e leva 1 em 1. A propriedade
J(la,b]) = [j(a), j(b)] = j(a)j(b) — j(b)j(a) para a,b € L,

de j forcatodos os a®b—b®a— |a,b] estarem em Ker ¢/, assim ¢' induz um homomor-
fismo ¢ : k|L] — A tal que doi= j.

BN
L——A
J

A unicidade de ¢ segue do fato de que, 1 e Im(i) juntos geram k[L].



CAPITULO 3

O Lema do Diamante de Bergman

3.1 O Teorema Principal: Bases para k-Algebras Associ-

ativas

Seja k um anel (associativo) comutativo com elemento identidade 1, X um
conjunto, < X > o semigrupo livre com elemento identidade 1 sobre X, e k < X > a
k-algebra associativa livre sobre X.

Comecaremos com algumas defini¢des dadas em [1].

Definicao 3.1 Seja S um conjunto de pares da forma 6 = (Ws, fs), onde Wg €< X >
e fo € k < X >. Para qualquer 6 € S e A,B €< X >, raop denota o endomorfismo de
k-modulos de k < X > que fixa todos os elementos de < X > com excepgdo de AWsB, e

que envia este elemento para AfsB. S é chamado un sistema de reducao e as aplicacoes
Fagg k<X >— k<X >

sdo chamadas de redugaes.

Definicao 3.2 Dizemos que uma reducdo rasp atua trivialmente sobre um elemento
a € k <X > se o coeficiente de AWsB em a é zero, e diremos que a é irredutivel (em
S) se cada reducdo é trivial sobre a, isto é, se a ndo envolve nenhum dos monomios
AWsB. O k-submodulo de todos os elementos irredutiveis de k < X > serd denotado por
k <X >jr. Uma sequéncia finita de redugoes ry,...,r, (ri = ra,o;p;) sSerd chamada final
sobreack <X > se

(rpo...orp)(a) €k <X >

Definicao 3.3 Um elemento a de k < X > serd chamado de reducao finita se para cada
sequéncia infinita ry,ry,. .. de redugdes, r; atua trivialmente sobre (ri_1o...ory)(a) para

todo i suficientemente grande.
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Se a € de reducao finita, entdo qualquer sequéncia maximal de redugdes r;, tal
que cada r; atua ndo trivialmente sobre (r,_j o...ory)(a), serd finita, e portanto uma
sequéncia final.

Segue-se de sua definicio que os elementos de reducdo finita formam um
k-submédulo de k < X >.

Definicao 3.4 Dizemos que a € k < X > ¢ de redugao tnica se ¢ de reducdo finita e suas
imagens com respeito a todas as sequéncias de reducoes finais é a mesma. Esse valor

comum serd denotado por rs(a).

O lema seguinte ird lidar com as dificuldades na prova de nosso teorema princi-
pal, que resultard da unido possivel e cancelamento de termos ap6s uma redu¢do de uma

soma ou produto.

Lema 3.5

(1) O conjunto de elementos de redugdo tnica de k < X > forma um k-submodulo, e

rs € uma aplicagao k-linear deste submédulo em k < X >,

(i) Suponha que a,b,c € k < X > sdo de tal forma que para todos os mondmios A, B,C
com coeficientes ndo nulos em a, b, ¢, respectivamente, o produto ABC € de reducao
unica. (Em particular, isto implica que abc é de redugdo unica.) Seja r qualquer

composi¢do finita de reducdes. Entdo, ar(b)c é de redugdo unica, e
rs(ar(b)c) = rs(abc).
Demonstracao.

(i) Suponha que a,b € k < X > sdo de reducdo Unica e o € k. Sabemos que oa+ b é de
reducdo finita. Seja r qualquer composicao de reducdes finais sobre esse elemento,

entao
r(aa+b) =rs(oa+Db).

Como a € de redugdo tnica podemos encontrar uma composi¢ao finita de redugdes

r' tal que

e similarmente existe uma composicio finita de redugdes r” tal que
r'r'r(b) = rs(b).

Como r(oa + b) é irredutivel, temos
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r(aa+b) =r"rr(aa+b) = ar’rr(a)+r"r'r(b) = ars(a) + rs(b),

seguindo-se nossa afirmacao.

(i) De (i) e a forma como (ii) estd formulado, claramente € suficiente provar (ii) no
caso em que a,b,c sdao os mondmios A,B,C, e r € uma Unica reducdo rpsg. Mas

neste caso
Arpog(B)C = rapsec(ABC),

¢ a imagem de ABC com respeito a uma redugdo, portanto é de reducdo unica se

ABC também for, com a mesma forma reduzida.

Definicao 3.6 Chamemos a wuma 5-upla (0,7,A,B,C) com G, T € S e
A,B,C e< X > \{1}, tal que

WG :AB, W‘C - BC)

uma ambiguidade de sobreposicio de S. Dizemos que a ambiguidade de
sobreposicdo (0,T,A,B,C) é resolivel, se existem composicoes de reducoes, r e 1,

tais que

r(fsC) =r'(Af)

(a condicdo do diamante sobre os resultados das duas formas indicadas para reduzir
ABC).

O diagrama a seguir ilustra o definido

T

r(fsC) =r'(Afr)

Definicao 3.7 Uma 5-upla (6,7,A,B,C) com 6 1€ S e A,B,C €< X > serd uma

ambiguidade de inclusao se

WG —= B’ WT :ABC,'
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e tal ambiguidade serd resolivel se AfsC e f; podem ser reduzidas a uma expressdo

comum.

ABC
NE:
\ /

s(AfsC) =5'(f2)

AfsC

Definicao 3.8 Por uma ordem parcial de semigrupo sobre < X > entendemos uma

ordem parcial "<", tal que
B < B = ABC <AB'C (A,B,B',C €< X >),

e serd chamada compativel com S se para todo 6 € S, fs é uma combinacdo linear de

monémios < W.

Denotamos por I o ideal bilateral de k& < X > gerado pelos elementos
Ws — f5 (6 € S). Como um k-médulo, I é gerado pelos produtos A(Ws — fs)B.

Definicao 3.9 Se < ¢é uma ordem parcial sobre < X > compativel com o sistema
de reducdo S, e A é qualquer elemento de < X >, Iy denotard o submddulo de
k < X > gerado por todos os elementos B(Ws — f5)C tal que BWsC < A. Dizemos que a
ambiguidade de sobreposicdo (6,T,A,B,C) é resolivel relativo a < se

JoC —Afr € Iapc

(ou para a ambiguidade de inclusdo, se AfsC — fi € Iapc). Qualquer ambiguidade

resoliivel € resolivel relativa a <.

Teorema 3.10 (O Lema do Diamante de Bergman) Seja S um sistema de redug@o para
a dlgebra associativa livre £k < X > (um subconjunto de < X > x k< X >),e < uma
ordem parcial de semigrupo sobre < X >, compativel com S, e satisfazendo a CCD. Entao
as seguintes condic¢des sdo equivalentes:
(a) Todas as ambiguidades de S sdo resoluveis;
(a’) Todas as ambiguidades de S sdo resoluveis relativo a <;

(b) Todos os elementos de k < X > sdo de reducdo tnica com relacio a S;

(¢) Um conjunto de representantes em k < X > para os elementos da algebra

R=k<X>/I
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determinado pelos geradores X e as relagdes Wg = f5 (6 € §) é dado pelo

k-submoédulo k£ < X >, gerado pelos mondmios S-irredutiveis de < X >.

Quando essas condi¢des sdo verdadeiras, R pode ser identificado com o k-mdédulo

k < X >, que é uma k-dlgebra com a multiplicagdo a.b = rs(ab).

Demonstracdo. Observamos facilmente de nossa hipotese geral, por indug@o com relagdo
a ordenacdo parcial < com a condi¢do de cadeia descendente, que cada elemento de
< X >, e portanto cada elemento de k < X >, € de reducdo finita.

Para mostrarmos que (b) < (c), primeiro note que (c¢) implica dizer que
k<X >=k<X >, Dl
Assumindo (b), observamos que
rs k<X >— k<X >,

¢ uma projecao sobrejetiva, pois todos os elementos de k < X > sdo de reducdo Unica; seu
nucleo estd contido em / porque cada reducgdo altera um elemento por um membro de 7, e

contém / porque para todo A, B, C,
rs(A(Ws — fo)B) = rs(AWsB) — rs(AfsB) =0
pelo lema 3.5(i). Entao
k<X > /Ker(rs) = Im(rs).

Logo k<X > /I =k <X >, provando (c). Reciprocamente, assuma (c) e suponha que
a € k < X > pode ser reduzido tanto a b,b’ € k < X >;,,. Entdo

a=b+1e a=0b+1,

logob—b c€l,e b—b €k <X >, pois k <X >j € um k-submédulo de k < X >.
Portanto

b—b €k <X >Nl ={0},

assim b = D', provando (b).

O comentdrio final na afirmacdo do teorema € claro, e as implicacdes
(b) = (a) = (d’) sdo imediatas. Resta provar (a’) = (b).

Assuma (a'). Sera suficiente provar que todos os mondmios D €< X > sdo de
reducgdo dnica, pois os elementos de reducao Unica de k < X > formam un submddulo.
Vamos assumir por indug@o que todos os mondmios< D sdo de reducdo unica. Assim, o
dominio de rg inclui o submdédulo gerado por todos esses mondmios, portanto o nicleo de
rs contém Ip. Devemos mostrar que dadas quaisquer duas redugdes ry gy € rpqy agindo
ndo trivialmente sobre D (e, consequentemente levando D € uma combinacao linear de

mondmios<< D ) temos
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rs(reom (D)) = rs(rvwm (D).

Existem trés casos de acordo com as localizacdes relativas das subpalavras Wi e W; no

mondmio D. Podemos assumir sem perda de generalidade que
comprimento(L) < comprimento(L’),

isto é, que a copia indicada de W em D nao comega depois da copia indicada de Wx.

Caso 1 . As subpalavras Wi e W; se sobrepdoem em D, mas nenhuma contém a outra.
Entdo D = LABCM, onde (0,T,A,B,C) é uma ambiguidade de sobreposi¢do de S, e

”LGM’(D) - rL’tM(D) = L(fGC_AfT)M-

Por (d'), foC—Af: € Iapc. Assim L(fsC —Af:)M € Ipapcm = Ip que é eliminado

por rs. Portanto
rs(reom (D)) — rs(ruwm (D)) =0,

como queriamos.

Caso 2 . Uma das subpalavras W5, Wy de D estd contida na outra. Esse caso € tratado
como no caso anterior usando a resolubilidade das ambiguidades de inclusdo

relativas a <.

De fato, se D = LABCM, onde (c,T,A,B,C) é uma ambiguidade de inclusdo de S,

€
rriem’ (D) — rLTM(D) = L(AfGC — ffc)M

Por (a'), AfsC — fi € Iapc. Logo L(AfsC — fi)M € Ipapcu = Ip, como
Ip C Ker(rs) obtemos rs(rpgy (D)) — rs(riw (D)) = 0, como queriamos.

Caso 3 . Se W5 e W; sdo subpalavras disjuntas de D. Entdao D = LWsNW,M, e devemos
provar que os elementos LfscNW M e LWsN f:M sdo iguais. Mas o Lema 3.5(i1)
mostra que cada um deles e igual a rg(LfsN f:M).

O

Alguém poderia perguntar: Se um sistema de redugdo S t€ém ambiguidades nao
resoliveis, serd possivel fazer com que o procedimento de reducdo esteja bem definido
mediante a restricdo de nosso processo de reducdo por algumas regras adicionais que

especificam qual é a reducdo a aplicar sempre que houver uma escolha? Isso daria um
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processo bem definido, mas ndo uma forma candnica. Duas expressoes irredutiveis para
um elemento que poderia ter sido reduzido no ambito do processo ndo restrito ainda
serdo distintas expressoes irredutiveis para 0 mesmo elemento de L. Veremos na proxima
secdo que a maneira de lidar com as ambiguidades ndo resoltiveis nao € restringir mas de
aumentar nosso processo de reducao.

Neste trabalho estamos interessados principalmente nas formas candnicas, mas

o seguinte Coroldrio pode ser de uso para outros fins, veja [1].

Corolario 3.11 Seja k < X > uma dlgebra associativa livre, e < uma ordem parcial de
semigrupo de < X > com condi¢oes de cadeia descendente. Se S é um sistema de redugoes
sobre k < X > compativel com < e sem ambiguidades, entdo o conjunto de redugoes
Ws = fo(0 € S) da k-dlgebra é independente. Mais geralmente, se S; C Sy sdo sistemas
de reducoes, tal que S» é compativel com < e todas suas ambiguidades sdo resoliiveis, e
se Sy contem algum G tal que W é irredutivel com respeito a S|, entdo, a inclusdo dos

ideais associados a esse sistema, I} C I, € estrita.

3.2 Aplicacao: Um Problema sobre Idempotentes

Consideremos o seguinte problema:
Seja R um anel no qual, se x+x =0 ou x+x+x = 0, segue-se que x = 0. Suponhamos
que a,b,c e a+ b+ c sdo todos idempotentes em R. Segue-se que ab = 0?
Evidentemente devemos estudar o anel R definido pelos geradores a,b,c e

redugdes:

@ = a, (3-1)
> = b, (3-2)
2 = ¢ (3-3)
(a+b+c)* = a+b+te. (3-4)

Podemos usar as trés primeiras relagdes para eliminar mondmios que contém
as sequéncias aa,bb, cc de todas as expressdes em R. Se em (3 —4) expandimos o lado

esquerdo, e simplificando o resultado usando (3—1), (3—2) e (3—3),

(a+b+c)la+b+c)=a+b+c
a’*+ab+ac+ba+b*+bc+ca+chb+c*?=a+b+c
a+ab+ac+ba+b+bc+ca+cb+c=a+b+c
ab+ac+ba+bc+ca+cb=0
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obtemos
ba=—ab—bc—cb—ac—ca (3-5)

Se 3—1)—(3—3) e (3—5) sdo usados como férmulas de redugdes, isto dard formas

candnicas unicas para os elementos de R? Ha cinco sequéncias ambiguamente redutiveis:
aaa,bbb, ccc; baa,bba.

A resolubilidade das trés primeiras ambiguidades é imediata. Mas, nos dltimos
dois casos, se reduzimos 0 mondmio em questao nas duas formas possiveis, igualamos as
expressoes resultantes e completamos as redu¢des obtemos uma equacgao nao trivial.

De fato, estudamos primeiro baa: Reduzimos a expressao baa aplicando (3-5),

de modo que obtemos

(—ab—bc —cb—ac —ca)a

= —aba — bca — cba — aca — caa.
Usamos as redugdes anteriores para reduzir mais a expressao acima

—a(—ab —bc — c¢b — ac — ca) — bca — c¢(—ab — bc — ¢b — ac — ca) — aca — ca
= aab + abc + acb + aac + aca — beca +- cab + cbe + ccb + cac + cca — aca — ca
=ab+abc+ acb+ ac — bca—+ cab+ cbc + cb+ cac+ ca— ca
= ab+ abc+ acb + ac — bca+ cab + cbc + ¢b + cac

No entanto, se reduzimos a expressdo baa, aplicando (3-1), obtemos
ba = —ab — bc — cb — ac — ca. Portanto, igualando as duas expressdes resultantes,

temos
ab +abc + acb 4+ ac — bca+ cab 4 cbc + cb + cac = —ab — bc — ¢b — ac — ca.
Isolando um termo cuidadosamente escolhido, vem:
bca = abc + acb + cab + cac + cbc + 2ab + 2ac + 2¢b + be + ca.

Agora estudamos a expressao bba: Reduzimos-lho primeiro aplicando (3-5), de

modo que obtemos

b(—ab —bc — cb —ac — ca)
= —bab — bbc — bcb — bac — bca.

Usamos as reducdes anteriores para reduzir mais a expressao acima
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—(—ab—bc — c¢b—ac — ca)b — bc — beb — (—ab — be — ¢b — ac — ca)c — bea
= abb + bcb + cbb + acb + cab — bc — beb + abe + bee + cbe + ace + cac — bea
=ab+bcb+ cb+ acb+ cab — bc — beb + abc 4 be 4 cbe 4 ac + cac — bea
=ab+cb+acb+ cab+ abc + cbc + ac + cac — bea

No entanto, se reduzimos a expressio bba, aplicando (3-2), obtemos
ba = —ab — bc — cb — ac — ca. Portanto, igualando as duas expressdes resultantes,

temos
ab+cb +acb + cab + abc + cbc + ac + cac — bca = —ab — bc — ¢b — ac — ca.
Isolando de novo um termo cuidadosamente escolhido,
bca = abc + acb + cab + cac + cbc +2ab +2ac +2cb + be + ca.

Portanto observamos que nas reducdes das expressdes baa € bba obtemos o mesmo

resultado, isto é
bca = abc + ach + cab + cac + cbc +2ab + 2ac + 2¢b + bc + ca. (3-6)

Se isto é adicionado a nossa lista de regras de reducdo, entdo baa e bba se reduzem
a expressoes Unicas. Porém duas novas ambiguidades foram criadas: bbca e bcaa. Mas
quando analisamos cada uma dessas na mesma forma (uma pagina completa de cdlculos)
todos os termos se cancelam.

De fato, para nossa comodidade mostraremos o processo de reducdo sé da

expressdo bbca: Primeiro aplicamos (3-6), de modo que obtemos

b(abc + acb + cab + cac + cbc +2ab + 2ac + 2¢b + be + ca)
= babc + bacb + becab + becac + bebe + 2bab + 2bac + 2beb + bbe + bea.

Para reduzir mais a expressdao acima usamos as redugdes anteriores
babc + bacb + bcab + beac + bebe + 2bab + 2bac + 2bcb + be 4 bea.

Por outro lado, se reduzimos a expressao bbca, aplicando (3-2), obtemos bca. Igualando

as duas expressdes anteriores
babc + bacb + bcab + beac + bebe + 2bab + 2bac + 2bcb + be 4 bea = bea
obtemos
babc + bacb + bcab + bcac + bebe + 2bab 4+ 2bac + 2bcb + be = 0.

Assim,
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(—ab —bc — cb — ac — ca)bc + (—ab — bc — ¢b — ac — ca)cb + (abe 4 acb + cab + cac +
cbe+2ab+2ac+2cb+bc+ca)b+ (abe+acb+ cab+cac+ cbe+2ab+2ac+2cb+be+
ca)c+bcbe+2(—ab—bc—cb—ac—ca)b+2(—ab—bc —cb—ac—ca)c+2bcb+bc =0

—abbc — bcbe — cbbe — acbe — cabe — abeb — beeb — cbeb — aceb — cach + abeb +
acbb + cabb + cacb + cbcb + 2abb + 2acb + 2cbb + beb + cab + abec + acbe + cabe +
cacc+ cbcc+2abc + 2acc +2cbc + bee + cac + bebe — 2abb — 2bcb — 2¢bb — 2ach —

2cab — 2abc — 2bcc — 2cbe — 2acc — 2cac + 2bcb +be =0

—abc — bebe — cbe — acbe — cabe — abeb — beeb — cbeb — ach — cacb + abeb + ach +
cab+ cacb + cbcb 4 2ab + 2acb 4+ 2¢b + beb + cab + abe + acbe + cabe + cac + cbe +
2abc +2ac + 2cbc + be + cac 4 bebe — 2ab — 2beb — 2¢b — 2ach — 2cab — 2abc — 2bc —
2cbe —2ac —2cac +2bcb +be =0

0=0

Fazendo o mesmo procedimento anterior com a expressdo bcaa, obtemos a ultima
igualdade. Aceitando esse resultado, concluimos que ndo serd necessario adicionar mais
férmulas a nossa lista.

Os mondmios irredutiveis neste sistema de redugdo sao essas palavrasem a,b e ¢
no qual nenhuma letra acontece duas vezes na sequéncia, e as sequéncias ba e bca nunca
acontecem; isto €, b nunca ocorre (imediatamente ou a uma distancia) a esquerda de a.

Para observar que esse procedimento eventualmente termina para cada elemento,
note que em cada uma das equagdes (3-1)-(3-3), (3-5) e (3-6), o lado direito € uma
combinacao linear de termos que sdo de comprimento menor que o lado esquerdo, ou t€m
0 mesmo comprimento, poucas ocorréncias de b a esquerda de a, € nenhuma ocorréncia
total de b ou a. Disto segue-se que o mesmo serd verdadeiro para as equagdes obtidas
aplicando uma dessas redu¢des a uma subpalavra de alguma palavra mais longa. (A
observacao sobre o total de ocorréncias de b e a € necessdria para essa dedugdo. se
falharam, isto €, se o lado direito de (3-6) tem o termo aca, entdo reduzindo bcbca, o
nimero de ocorréncias de b a esquerda de a ndo pode diminuir). Em linguagem formal,
entdo, a ordem parcial de mondmios que faz U <V se U tem comprimento menor que V/,
ou se tem mesmo comprimento mas com um ndmero menor de b’s a esquerda dos a’s e
U ndo pode conter mais a’s ou b’s que V, € uma ordem parcial de semigrupo que satisfaz
DCC e é compativel com nossos sistemas de redugdes (3-1)-(3-3), (3-5) e (3-6). Pelo
Teorema 3.10 todas as ambiguidades desse sistema sdo resoluveis. Portanto, concluimos
que as palavras irredutiveis formardao uma Z-base para R. Em particular, 2 ¢ 3 ndo sdo
divisores de zero em R, e ab # 0 pois é um elemento da base do anel R assim, a questao

original € respondida de forma negativa.
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3.3 Aplicacdo: O Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt

Seja k um anel comutativo e L uma dlgebra de Lie que € livre como um k-mddulo,
sobre uma base X. Formamos a k-dlgebra associativa livre k < X > como na Defini¢cao
2.33, e identificamos L como o k-submddulo de k < X > gerado por X de acordo a
Proposi¢do 2.32. Assim, temos o colchete de Lie [,] operando sobre esse submddulo de
k<X >.

Denotamos por k[L], k < X > /J, onde J é o ideal bilateral gerado por todos os

elementos
ab —ba —|a,b] (a,b € L)

com o produto indicando o produto tensorial. Dado a € L vamos escrever @’ para a imagem
de a em k[L]. Sabemos que k[L] é a dlgebra universal envelopante de L.
Escolhemos uma ordem total < sobre X. Observe que pela k-bilinearidade do

colchete de Lie de L, o ideal I serd gerado pelos elementos

xy —yx — [x,y]

comx,y € X. Além disso, pela antissimetria do colchete, tais elementos com x < y de fato

geram o ideal todo.

Teorema 3.12 (Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW)) A dlgebra universal envelopante k[L] é
livre como um k-mddulo, sobre a base que consiste de todos os produtos X'y ... 7 com

xXy,.,.2€X exxXy=x...2z
Demonstracdo. Seja S o sistema de reducdo sobre k < X > que consiste de todos os pares

GCxy = (yxaxy_ [xay])

para todo y > x em X. Assim, o ideal gerado pelas diferencas Wi — f5(0 € S) é precisa-
mente J, e as imagens em k[L] das palavras irredutiveis com respeito a S sdo precisamente
a base requerida.

Para mostrar que esse sistema de redu¢des deve terminar, definimos o indice de
ordenacdo de um elemento xj - --x, €< X > como o nimero de pares (i, j) tal que i < j
mas x; > xj. (Por exemplo, 0 se x; < ... < x,, n(n—1)/2 se x| > ... > x,). Ordenamos
parcialmente < X > tomando A < B se A € de comprimento menor ou igual que o de B,
ou se A € uma permutacdo dos termos de B mas tem menor ou igual indice de ordenacao.
Entdo € simples verificar que < € uma ordem parcial de semigrupo em < X >, compativel
com S, e satisfazendo CCD.

De fato, de nossa defini¢do temos que < é uma ordem parcial. Se B < B', isto é, B
tem comprimento menor que B’, ou tem um menor indice de ordenacio, entdo AB < AB’
jd que A < A e portanto ABC < AB'C pois também C < C. Assim, mostramos que < é

uma ordem parcial de semigrupo sobre < X >. Seja ¢ € §, isto €,
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G =0,y para y > X.
Como
xy < Ws =yx, [x,y] <Ws=yx
e fo = xy — [x,y], temos claramente que < ¢é compativel com S. Observe que para
qualquer a,b € L,

ab —ba — |a,b] € I¢c para qualquer C €< X > de comprimento > 2. (3-7)

As ambiguidades de S sdo claramente e precisamente as S-uplas
(Oxy,0yz,2,y,X) com z =y = x € X. Para resolver uma ambiguidade relativa a <

devemos estudar o elemento zyx,

Flo,x(29X) = oy, (2x) = (y2 = [y, 2))x — 2(xy — [x,¥])
= (yax — [, 2Jx) — (2xy — z[x,»])

Para reduzir mais o termo yzx, aplicamos ry¢,, 1. Similarmente, para zxy aplicamos rig,,y-

De modo que obtemos

(v(xz =[x, 2]) = [ 2fx) = ((xz = [x,2])y — z[x,])
= (yxz —ylx, 2] = [y, 2x) — (xzy — [x, 2]y — z[x, ).

Da mesma forma, para reduzir yxz, aplicamos P16,z Similarmente, para tratar com xzy,

aplicamos Fxoyl- Assim

((oy =[x yDz—ylx 2] = [y, 2x) — (x(yz— [y, 2]) — [x. 2]y — 2[x,])
= (xyz— [x,y]z = ylx, 2] = [y, 2]x) = (xyz —x[y, 2] = [x, 2]y — 2[x,y])
= (x[n2] = [ 2fx) — (vx, 2] =[x, 2ly) + (2, y] = [x,3]2)
= (x[y2] = [, 2Jx) + (v[z,x] = [z.x]y) + (zfx, y] = [x,)]2)

Na ultima igualdade, usamos a antissimetria do colchete de Lie. Além disso, de (3-7)

Zly) + y]—
X + y]_

obtemos que a dltima igualdade é igual a ([x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x,¥]]) mbdulo Ly, isto
€,

([, o 2]] + [ [z,4]] + [z, [x,¥]]) mod Ly
= 0 mod L,y,,

pela identidade de Jacobi em L.

Entao,
F16.x(29%) = Fz6,,1 (29x) = 0 mod Ly,

r lczyx(Zyx) = Tz0,1 (zyx) mod Lyy.
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Assim, nossas ambiguidades sdo resoldveis relativas a <. Portanto, pelo teorema 3.10,
k[L] tem a base indicada. O

Observacao 3.13 Observamos que para um corpo k e L, L' dlgebras de Lie sobre k, é

uma questdo em aberta:

Se k[L] = k[L') implica L= L.

3.4 Aplicacao: Como Tirar Proveito das Identidades

Suponha-se dadas z > y > x como na prova do Teorema 3.12. A identidade de

Jacobi para comutadores em k < X > diz que

[.X, [y7Z]k<X>]k<X> + [ ) [Z7x]k<X>]k<X> + [Zv [xay]k<X>]k<X> =0. (3'8)

Observamos que aplicando redugdes de S a termos apropriados, podemos reduzir

o lado esquerdo de (3.8), primeiro a

b, [ 2llke<xs 4 s [zl lkax s + [z b yllk<x s

e finalmente a

b, 2l + [ [z, 4] + [z, [ 3] = O,

que € zero pela identidade de Jacobi em L. Agora, observe que se os termos do lado
esquerdo de (3-8) sdo expandidos, 0 monOmio zyx aparece exatamente duas vezes, no
primeiro termo e no terceiro (com sinal oposto), e que nas redugdes que fizemos, ric,
age no primeiro termo, € r,,1 age no segundo. Além disso, todas as outras reducdes
que fizemos no lado esquerdo de (3-8) afetam mondmios< zyx sob a ordem parcial
do Teorema 3.12. Portanto, alterado o valor por membros de I.y,. Como comegamos e

terminamos com 0, podemos concluir que

r leyx(Zyx) — 76,1 (zyx) € Ly,

como queriamos.

O seguinte Lema estabelece o principio geral acima.

Lema 3.14 Suponha que S é um sistema de redugées sobre a dlgebra livie k <X > e <

uma ordem parcial de semigrupo sobre < X > compativel com S. Seja

(6,1,A,B,C) (3-9)
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uma ambiguidade de sobreposicdo (respectivamente uma ambiguidade de inclusdo) de S

e suponha
fit - +f,=0 (3-10)

é uma equacdo em k < X >, tal que somente dois de seus termos, digamos f; e fj,
envolvem o monomio ABC com coeficiente ndo nulo, e neles seus coeficientes sdo

unidades de k. Entdo a ambiguidade (3-9) é resoliivel relativo a < se, e somente se

fi+ . +risc(fi)+...+rau(fj) + ...+ fu € Inpc. (3-11)
(ou uma formula andloga no caso de uma ambiguidade de inclusdo).

Demonstracdo. Segue-se diretamente do Teorema 3.12. 0

Uma adverténcia na aplicacdo do Lema acima é certificar-se de que ndo sé
redugdes subsequentes, mas também reducdes realizadas "junto com" o anterior, s
afetam mondmios < ABC, sob a nossa ordem parcial. Quando resumimos os célculos
acima, no préximo coroldrio, esta adverténcia toma a forma das hipéteses zyx > yxz,

X > XZ).

Corolario 3.15 Suponha que x, y, z sdo elementos de X, tais que zyx > yxz e 7yx > XZy

sob a nossa ordem parcial, e suponha que S contém as reducoes
6 = (zy,yz—a), T= (yx,xy—b),

para a,b € k < X >. Entdo a ambiguidade (G,%,z,y,x) é resoliivel relativo a < se, e

somente se, nosso sistema de reducoes respeita a identidade de Jacobi

e, s 2l] + D, [z, 2] 4 [z, [, 0] = O

no sentido de que
[x,a] + [y, [z,x]] + [z,b] € Ly

Demonstracdo. Temos o diamante que mostra o processo de redugdo

Zyx
P
F16,x(2%) F16.x(2YX)
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onde s e s’ s30 composi¢oes de redugdes.

Para estudar a ambiguidade (G, T, z,y,x) relativa a < devemos estudar o elemento
ZyX.

Fio,x(29X) = Fo,x(2yx) = (yz—a)x — z(xy — )
= (yzx —ax) — (zxy — zb).

Como

[X, [yv ZH = XyZ — X7y — yZX + )X,

para reduzir mais o termo xzy, aplicamos ryg.,1. Similarmente, para reduzir zyx, aplicamos
I'o.x- De modo que obtemos

xyz —x(yz—a) —yzx+ (yz—a)x
= XyZ — XyZ+xa —yzx+yzx —ax
= xa —ax = [x,a.

Analogamente,
[, [, X]] = yax — yxz — zxy +xzy.

Reduzimos o termo yxz, aplicando Pty Similarmente, para reduzir xzy, aplicamos Fxoyl-
Assim
yzx — (xy — b)y — zxy + x(yz — a)
= yzx —xyz+ by — zxy + xyz — xa
= (bz—zxy) + (yzx — xa).

Da mesma maneira,

[Z7 [xay]] = ZXY — ZYX — XyZ +yXZ

para reduzir a expressao zyx, aplicamos r 1, € para yxz, aplicamos ryz, ;. De modo que
obtemos

zxy —z(xy —b) —xyz+ (xy — b)z
= zxy — z2xy +zb — xyz +xyz — bz
=zb—bz =[z,b].

Portanto,

b, 2]+ s [ X))+ [z, [, y]] = [ a] + [, [z, %] + [z, D)
= (xa —ax) + (bz — zxy) + (yzx — xa) + (zb — bz) = (yzx —ax) — (zxy — zb)

= rlczyx(zyx) - rlczyx(zyx)a
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isto é,
[—x7 [,y’ Z]] + [y’ [Zax]] + [Z7 [X,y]] = rlczyx(zyx) - r]Gzyx(Zyx)‘
Do Lema 3.14, a ambiguidade (0, T,z,y,x) é resolivel relativa a < se, e somente se

F16.yx(29X) = F16.,x(2yX) € Lyy, isto &,

Flo,x(29X) = T'16,,x(2yx) mod Ly,
Obtemos entdo
[, [ 2l + I, [2,x]] + [z, [, ¥]] = 0 mod Iy,
no sentido de que
b, a] 4 [ [z, 2] + [2,8] € Ly
O

Lembremos que para um elemento x de uma algebra associativa R, adx: R; — Ry

¢ definida pela aplicagdo y — [x,y] = xy — yx.

Corolario 3.16 Suponha que car(k) = p > 0, isto é, que k é uma 7 ,-dlgebra comutativa.
Suponha que x, y sdo elementos de X tais que yx > xy (respectivamente xy > yx) e suponha

que S contém os elementos
6 = (yx,xy —a) (resp. (xy,yx+a)), T= (x',b).

Entdo a ambiguidade (G,7,y,x,x*~1) (resp. (1,6,xP~ x,y)) é resoliivel relativa a < se,

e somente se, nosso sistema de reducdo respeita a identidade

(adx)P(y) = (adx”)(y)

com
(adx)P~Y(a) — (adb)(y) € L (resp. Luwy).

Demonstracdo. Temos o diamante que mostra o processo de redugdo

yxP
rlcw/ W:
Mo yar—! (yxP) Iytopl (yx?)

onde s € s’ sd0 composi¢des de reducgdes.
Para estudar a ambiguidade (o,7, y,x,xl’*l) relativa a < devemos estudar o

elemento yx”,
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FGypr-! (yxp) —I'ytpl (yxp )
= Moyar-! (yxxpil) — Iyl (yx?)

= (xy —a)xP~!1 —yb.

Mas

(adx)P(y) = i‘,(—l)i (l?) P=hyx' = xPy —yxP (pois car(k) = p).

1

Entdo para reduzir mais o termo yx”, aplicamos "ig,-1- Similarmente, para reduzir xPy,

aplicamos ryz ,y. De modo que
by — (xy —a)xP~ L.
Da mesma maneira,

(adx?)(y) = [x",y]
=xPy —yxP.

Reduzimos o termo x”y, aplicando ry¢,y. Da mesma forma, para reduzir yx”, aplicamos

Iytp1. Assim,

by —yb = [b,y].

Por outro lado,

(adxP)(y) — (adlx)l’ (y) = [, y] = (adx)P~ ' ([x,y])
p— . _ R .
=xPy—yxf — Y (—1)’(p l. 1)x(”1)’(xy—yx)X’~

i=0
Para reduzir xPy e yx” usamos as redugdes riz ,y € ryr 1. Similarmente, para reduzir a

expressdo yx, aplicamos rig,, . Entdo
i (P i
by —yb — —1) P=H " ax!
Y=y ;’)( )< ; )x ax
= [b,y] ~ (adx)?~"(a) = (adb) (y) — (adx)" ' (a).
Portanto,

(adb)(y) — (adx)P~'(a) = (adxP)(y) — (adx)?(y) = (by — yb) — (by — (xy —a)x"~ 1)
— (15— @) = yb = 11 (0%7) — Py (137).

Do Lema 3.14, a ambiguidade (o,7,y,x,x"~!) é resoliivel relativa a < se, e somente se
r yrxpl(yxp )—r 16xP~! (»?) € Lyxp,

isto €,
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Nyt (X)) =r 1600~ (yxP) mod L.
Assim
(adx)P(y) = (adxP)(y) mod Iy
no sentido que

(adx)P~(a) — (adb)(y) € Iy

Corolario 3.17 Suponha que x é um elemento de X e n um inteiro positivo tal que S

contém o elemento
c = (x",a).

Entdo todas as ambiguidades (6,6,x',x" ", x") sdo resoliiveis relativas a < se, e somente

se, nosso sistema de reducdo respeita a identidade
X", x] =0
significando
[a,x] € Lat1.

Demonstracdo. Temos o diamante que mostra o processo de redugdo

xn—l—l
:W [0yl
rlGan(anrl) rxGxnl(-xn+1)

onde s e s’ sdo composicdes de redugdes.
Para estudar a ambiguidade (o,c,x",x" ', x') relativa a < devemos estudar o

elemento "1,

Pioux () = ag 1 () = Fi6,e(X"X) = e (xx)
=ax—xa

= [a,x].

Pela definicdo do colchete de Lie,
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[x",x] = x"x — xx.

Para reduzir a expressao x"x, aplicamos ry¢ ,x. Similarmente, para reduzir xx", aplicamos

I'vo1- De modo que
ax —xa = [a, x|.
Portanto,
X" x| = [a,x] = rlcxnx(xn+l) — rxcxnl(xn+1).
Do Lema 3.14, a ambiguidade (o, o, x X" ,xi) é resoluvel relativa a < se, e somente se

rlcx”x('xn+1) - rXGxnl(-xn+l) G Ixn+l N

isto €,
1o (X)) = 1y 1 (X)) mod Lnet.
Segue que
[x",x] =0 mod I,n+1
ou seja,

la,x] € La+1.
0

Podemos agora estabelecer o resultado andlogo ao Teorema de Poincaré-

Birkhoff-Witt, para dlgebras de Lie de caracteristica p.

Exemplo 3.18 Demonstrar o andlogo do Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt para

dlgebras de Lie de caracteristica p [7; Cap 5,lema 4].

No seguinte Coroldrio, as familias de elementos ((xg1)),...,((vsj)) devem ser

olhadas como as entradas das matrizes x, y, z, u, v.

Corolario 3.19 Suponha que p, m, n, g sdo inteiros positivos, e que X contém os
elementos Xgp, yhi» 2ij (8 < p, h <m, i <n, j<gq). Suponha que u < m é um inteiro
positivo tal que Xgyui > Xgpyni para todo h # u, e v < n um inteiro positivo tal que

YmZvj > YhiZij para todo i #£ v, e que S contém as redugoes
Ggi = {xguyuh _Zh#uxghyhi+ugi} (g <p,i< ”l),

Thj = {Vmvavj» — Ligy YhiZij +vaj} (h <m, j < q).
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onde ugj, vij € k < X >. (Esse sistema de redugdes apresenta relagoes matriciais Xy = u,
yZ =V, com a u-ésima, respectivamente a v-ésima entrada do produto de matrizes tomadas
como a palavra a ser reduzida.)

Entdo as pq ambiguidades (Cgy,Tuj,Xgu, Yuv,2vj) (& < p,J < q) sdo resoliiveis
relativas a < se, e somente se, o sistema de reducdes S respeita a identidade da

associatividade para a multiplicacdo de matrizes

(xy)z = x(yz),

isto é
UZ—Xv € ((nguyuvzvj))'

Demonstracdo. A demonstracdo € analoga as provas dos Coroldrios acima. 0

Observacao 3.20 Se no Lema 3.14 adicionamos as hipoteses de que todos os mono-
mios < ABC sdo de redugdo uinica, entdo as hipoteses de que os dois coeficientes ndo
nulos de ABC em (3.10) sejam unidades podem ser enfraquecidas para ndo sejam di-
visores de zero em k. Quando todos os monoémios < ABC sdo de reducdo unica, Ixpc
pode ser caracterizada como o Ker(rs | Span dos monomios < ABC). Assim se escreve-
mos —O. e —O para os dois coeficientes de ABC em (3.10), entdo (3.11), implica que
o(foC — Afr) € Iupc, de onde ors(fsC —Af:) = 0. Entdo rs(foC —Afy) =0, e a

ambiguidade dada é resoliivel.



CAPiTULO 4

A Algebra P,

Seja p(x) = x" — ap_1X" '+ a, 28" 2 — ... 4+ (=1)"ap um polindmio com

coeficientes em uma dlgebra de divisdao. Gelfand e Retakh, [4], estudaram as relagdes

entre os coeficientes ¢; e um conjunto genérico {xi,...,x,} de solugdes de p(x) = 0.
Para qualquer ordenacéo (iy,...,i,) de {1,...,n} podemos construir pseudo-raizes yy,
k € [n] ={1,...,n}, (certas funcdes racionais em x;,, . ..,x;,) que ddo uma decomposi¢io

p(t)=(t—yn)- - (t—=y2)(t—y1),

onde ¢ € uma variavel central.

Exemplo 4.1 A dlgebra Q>. Seja R um anel associativo com elemento identidade 1 e
P(t) = 12+ ait + ap, onde t é uma varidvel central, com raizes x; e xp de modo que a

diferenca x| — x3 é invertivel em R. Entdo

x%—l—alxl +a; =0
x% +aixo+a» =0,
de onde obtemos

x%—x%+a1(x1 —x2) =0.

Somando e subtraindo xx», temos

X1 (x1 —XQ) + (x1 —XQ)XQ —|—a1(x1 —XQ) =0.

Multiplicando por (x1 —x2) ™!,

X1+ (x1 —x2)x2(x —Xz)_l +a; =0,

o que implica

ay = —x; —x12, x12 = (x1 —x2)x2(x] —x2) L.

Dai, x% +(=x1—xp)x1+ax=0 e x% —x% —x12x1 +ay = 0. Assim,

aj) = X12X1.



52

Portanto, P(t) = t*> + (—x1 — x12)t +x12X1,

P(l‘) =12 — X1t — Xx12t + X12X1
= (t—x1)t —x12(t —x1)
:t(t—xl) —xlz(t—xl) = (t—xlz)(t—xl).

Assim,

P(t) = (t —x12)(t —x1).
Se por outro lado, fizermos

x% —x% +ay(xy—x1) =0,
obtemos
x2(xp —x1) + (X2 —x1)x1 +ay(x2 —x1) =0.
Entdo,
ap = —x2 —xp1, X21 = (X2 —x1)x1 (3 —x1) 7.

Dai, ar = x»1xp. Portanto

P(t) = (t —x21)(t — x2).
Entdo a igualdade

(t—x12)(t —x1) = (t —x21) (t — x2),

fornece as relagoes

X12+XxX1 =Xx21 +x2

X12X1 = X21X2

Gelfand et al., [3], introduziram a dlgebra Q, de todas as pseudo-raizes de
um polindmio genérico ndo comutativo, determinaram uma base para essa dlgebra e

encontraram muitas apresentacdes dessas dlgebras incluindo a seguinte:

Teorema 4.2 As dlgebras Q, tém uma apresentacdo por geradores u(A),
0#AC [n]={1,2,....,n} e relagoes

Z [u(CUi),u(DUj)] = ( Z u(EUiUyj)) Z (u(FUi)—u(FUj)),

C,.DCA ECA FCA

para todo A C [n], i,j € [n]\A, i# j.

Algumas vezes escrevemos u(i) para u({i}) e u(i,j) para u({i,j}) com

i#j€[n].
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Exemplo 4.3 Quando n =2, a restricio A C [n] e i,j€[n]\A implicam A = ¢.
Portanto Q tém uma apresentacdo dada pelos geradores u(1), u(2) e u(1,2), e a vnica

relacdo
(1), u(2)] = u(1,2)(u(1) — u(2)).

Gelfand et al.,[3] estudaram uma classe de dlgebras de quocientes de Q,
correspondentes a grafos de n vértices. Seja G um grafo com o conjunto de vértices
[n] = {1,2,...,n} e um conjunto de arestas E que sdo elementos de P([n]) com cardi-
nalidade 2 (portanto G nao tem lagcos ou arestas multiplas). Entdo podemos considerar
a dlgebra quociente Q,(G) obtida pelo acréscimo de relagdes adicionais u({i,j}) = 0 se

{i,j} ¢ E para Q,. O seguinte teorema d4 uma apresentacio da dlgebra Q,(G).

Teorema 4.4 Seja G um grafo com n vértices e conjunto de arestas E. Entdo a dlgebra
0n(G) ¢ gerada pelos elementos u(i), i€ [n] e u(i,j), {i,j} € E, com as seguintes
relagdes (supondo u(i,j) =0 se {i,j} ¢ E):

() [u(@),u())] = ui, j)(u(@i) —u(j), i#j e ij€ln]

(i) [u(i,k),u(j, k)] + [ui, k), u()] +[uD),u(j, k)] = uli, j) (u(i,k) —u(j,k)), para distin-
tos i, j,k € [n];

(iii) [u(i,j),u(k,l)] =0, para distintos i, j,k,l € [n].

Demonstracdo. Veja [3], pag. 5. 0

Exemplo 4.5 Se G é um grafo com n vértices e nenhuma aresta, entdo obtemos somente

relacoes da forma
0= [u(i),u(j)] = u(i)u(j) — u(j)u(i) (pois u(i, j) =0 para todo {i, j} ¢ E).
0,(G) é isomorfo a algebra dos polindmios comutativos em n varidveis.
Exemplo 4.6 A dlgebra Q,(G) correspondente ao grafo
¢ apresentada pelos geradores vy, va e e1», e uma tinica relagdo

[Vi,v2] +e12(v2—v1) =0.
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Nos referimos aos elementos u(i), i € [n] como vértices e u(i, j), {i,j} € E, como arestas.
Também identificamos os vértices do grafo com os correspondentes geradores da dlgebra.
Algumas vezes nos referiremos a dlgebra Q,(G) para uma grafo especifico G, como a

algebra G. Usando essa terminologia, a seguinte proposic¢ao € imediata de (i) e (iii).

Proposicao 4.7 Os vértices de G comutam se, e somente se, eles ndo estdo conectados

por uma aresta. Arestas ndo adjacentes em G comutam.

E dificil achar uma maneira de reduzir a relacdo (ii). Para isso, fixe-
mos distintos i, j,k € [n]. Sejam V = Span{u(i),u(j),u(k),u(i,j),u(j, k),u(i,k)} e
Vijk = [M(l,k),u(],k)] + [M(l,k),bt(])] + [Lt(l),bt(],k)] —M(l,])(u(l,k) _M(J7k)) Considere
a agdo natural de S3 sobre 7'(V) definindo

ou(i) = u(o(i)) e ou(i, j) = u(o(i),o(j))

e estendendo linearmente.

Proposicao 4.8 A orbita de v; j i sobre a agdo de S3 gera um espago de dimensdo 2 em
(V).

Demonstracdo. Consideremos as transposi¢oes

" "
‘L[: e T= .
ik ko

Como estas permutagdes geram S3, serd suficiente mostrar que a acao de T e u leva o Span
de v; j k € v, j,i sobre ele mesmo. Como esse espago € claramente fixado por T, precisamos
s6 considerar y. Como u leva a v; j; sobre —v; jx € Vi j; sobre vy j;—Vv; jx, obtemos o
resultado.

O

Dizemos que G ¢ um tridngulo livre se {7, j},{j,k} € E implica que {i,k} ¢ E

para qualquer i, j,k € [n]. Neste caso a relagdo (ii) é reduzida um pouco mais.
Proposicao 4.9 Se G é um grafo triangular livre. Entdo (ii) é equivalente a
(ii”) u(i) comuta com u(j,k) quando {i,j},{i,k} ¢ E e

(i) (@), u(j,k)] + ui,u(j,k) = |u(k),u(i, )] + u(j,ku(i,j) = 0 quando
{i,j},{j,k} € E, {i,k} ¢ E para distintos i, j, k € [n].
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Demonstracdo. Sabemos da Proposi¢do 4.8 acima que podemos substituir a relacdo (ii)
por v jx e Vi ji Nasituagdo em que {i,j},{i,k} ¢ E, v; jx, vem a ser [u(i),u(i,k)] e
vk, j,i torna-se ser zero pois u(i, j) e u(i,k) sao zero. Isto nos dd a relagdo (ii’).

Em (ii"), u(i,k) = 0, assim, v;jx = [u(i),u(j,k)] + u(i,j)u(j,k) e
i = (k) i, ) + uCj K)uGi, ). 0

Vamos especializar para um particular grafo triangular livre, o grafo P, de n
vértices. Este grafo tem vértices [n] e arestas {k,k+ 1} parak € [n— 1].

O O O O—0O

Referiremos aos elementos da dlgebra P,, usando v; para u(i) e e;; para u(i, j).

Aplicando os fatos sobre as relacdes (1), (ii) e (ii1) obtemos.

Proposicao 4.10 A dlgebra P, gerada pelo grafo P, é apresentada pelos geradores

VI,V2500V, €12,€235 -5 €(n 1)y € relacoes
vi,vj|=0parai> j, i,j€ n],
Vi, vigr] +eiir1(vigr —vi) =0parai € [n—1],
leiiv1,€jjr1]=0para j>i+1,i,jen—1],
visejjr1]=0sej>i+louj<i—2 jen—1],i€n
Vi, eiv1,it2) +eijr1€iv1,i+2 =0parai € [n—2],

Vit2,eiir1] +€iv1iv2eiiv1 =0 parai € [n—2].

4.1 As Algebras ch(P,)

Seja V o Span dos geradores de P,. Definimos uma filtragdo de T'(V).

Proposicao 4.11 Tomemos G = k. Entdo definindo
N
GY) = Span{u(Ay)u(A Z —1A]) < i}
para i > 1 temos uma filtracdo de T (V).

Demonstragao Para mostrar que i < j implica G C GU) observe que, se

Z( —|A;]) <i entdo Z —|A|) < j. Para mostrar | JGY) = T(V') observe que cada
=1 =1
N
mondmio u(A1)u(Az)...u(Ay) em T(V) estd em GY) para i = 2(3 — |A;|). Finalmente,
I=1
para mostrar que
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GGl c glit)

mostraremos que o produto de um mondmio em G) ¢ um mondmio em GU) est4 contido

em Gt/ e entdo estendemos linearmente. Suponha que
u(u(A))u(Az)..u(Ay) € GU e
u(B1)u(Az)...u(Bj) € GU.
Entdo o produto destes dois mondmios €

u(A1)u(Az)...u(Ag)u(Agp1)u(Ag2)...u(Agyj)
s+ s

onde Ay; = B;. Entdo Y (3—14)]) = Z —1A])) Z —|Bi) <i+j O
=1 =1 =1

~.

Exemplo 4.12 Com esta filtragdo, G ¢ o espaco de todos os u(i,j), desde que
(3 —|{i,j}) = 1, e assim o monémio sé pode ter comprimento 1. Como u(i) teve

(3 — |{i}]) = 2 obtemos que G\» contém todas as combinacbes de mondmios das
formas u(i), u(i, j) e u(i,j)u(k,l).

Esta filtragdo de 7' (V) induz uma filtracdo na édlgebra P, e, portanto, podemos
considerar a dlgebra graduada associada G(P,). Se eliminarmos os termos ndo comu-
tativos nas relacoes dadas na Proposi¢do 4.10, essas relacdes serdo todas verdadeiras
em G(P,). Consideramos a édlgebra dada por essas relagdes eliminadas, que chamamos
ch(P,).

Definicdo 4.13 A dlgebra ch(P,) ¢é apresentada pelos geradores vi,vy,...,vy,
€12,€23,...,€(n_1), € relagoes
vi,vj] =0 para j>i+1,1i,j€[n]
vi,vj] =0 paraie n—1],
leiiv1,€jj+1] =0 para j>i+1,i,j€ [n—1],
visejjr1l=0sej>i+louj<i—=2 jecn—1], i€ n
[Vi,eit1,i+2] =0 parai€ [n—2],
Vit2,€iit1] =0 paraie€ [n—2].

Nossa intensdo é usar o Teorema 3.10 para encontrar uma base PBW para ch(P,).
Antes de aplicar o Lema do Diamante de Bergman a ch(P,), devemos provar alguns

resultados mais gerais sobre dlgebras, cujas relagdes sdo comutadores de geradores.
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4.2 PGC-Algebras

Definicao 4.14 Suponha que uma dlgebra A tem uma apresentagcdo pelos geradores
{a1,ay,...,a,} e um conjunto de relagoes S, onde cada relacdo em S é da forma

lai,aj] =0 para i, j € [n]. Entdo, dizemos que A é uma PGC-dlgebra.

Se A é uma PGC-dlgebra sobre n geradores, entdo para um ideal / em A,
A/I =S, é a dlgebra comutativa livre sobre n geradores. No entanto, nem todas as dlgebras

sd0 PGC como mostra o exemplo seguinte.

Exemplo 4.15 A dlgebra A apresentada pelos geradores a, b e a relacdo |ab,a] = 0 ndo
é PGC.

Exemplo 4.16 A dlgebra A apresentada pelos geradores a, b, ¢ e a relagdo la,b] =0 é
PGC.

Exemplo 4.17 Tanto a dlgebra comutativa e a dlgebra livre sobre n geradores sdo PGC.

A estrutura de uma PGC-élgebra estd inteiramente baseada sobre os pares de
geradores que comutam. Podemos entdo descrever essa dlgebra usando um grafo onde

cada vértice € um gerador e existe uma aresta entre dois vértices se os geradores comutam.

Definicio 4.18 Seja A uma PGC-dlgebra sobre os geradores {ay,ay,...,a,}. O grafo
comutador G¢(A) de A é o grafo com vértices {ay,ay,...,a,} e arestas dadas pela regra,
€q;a; é uma aresta se, e somente se |a;,a j] = 0. Muitas vezes também consideramos o

complemento deste grafo, G¢(A), chamado o grafo ndo comutador de A onde existe uma

aresta entre dois geradores somente quando eles ndo comutarem.

Exemplo 4.19 Um exemplo simples de uma PGC-dlgebra é a dlgebra apresentada pelos
geradores {a,b,c} e as relacoes ab — ba = bc — cb = 0. O grafo G¢(A) é mostrado aqui:

(b)

@ ©

O grafo ndo comutador G¢(A) é

®

@—O©

O Teorema 3.10 dda um método para determinar uma base para tal dlgebra.
Se, no exemplo acima, escolhemos um monémio ordenado primeiro pelo comprimento

e depois lexicograficamente com ¢ > b > a obtemos as seguintes redugoes:
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ch— be
ba — ab,

isto é; as reducoes
6 = (ba,ab) e T = (cb,bc)

Isso dd uma ambiguidade, ou seja cba, que devemos resolver.

cba
Feay,1(cba) Flt,a(cba)

~_

de onde

Feoy,1(cba) = rig,q(cba)
rccbal (C(ba>) = rchba((Cb)a)
cab = bca.

que dd a nova redugdo Y = (cab,bca) e uma nova ambiguidade para resolver, caba.

caba
Feao1 (caba) riya(caba)

S~

logo

Feas1 (caba) = riy,(caba)
Feast (ca(ba)) = riya((cab)a)
caab = bcaa

que dd a nova redugdo (caab,baca) e a nova ambiguidade caaba.

Podemos mostrar indutivamente pela adjungdo das redugées (caa...ab,baca...a)
que todas as ambiguidades sdo resoliiveis, e eliminamos a seguinte lista de palavras:
cb, ba, cab, caab, caaab, caa...ab, ---. Uma base para a dlgebra consiste no conjunto
de todos os mondémios que ndo contenham uma dessas palavras. Esta base ndo é PBW
pois nossas ambiguidades de relacoes de grau 2 ndo foram resoliiveis (sem a adigcdo de

relacoes de maior grau).
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Exemplo 4.20 Vamos olhar a mesma dlgebra aplicando o Lema do Diamante de
Bergman com uma ordenacdo monomial diferente. Primeiro vamos ordenar pelo
comprimento e depois lexicograficamente com b > a > c. De modo que obtemos as

redugoes:

ba— ab
bc — c¢b.

Elas ndo tém ambiguidades, e uma base para a dlgebra consiste de todos os monomios

que ndo contém ba ou bc. Esta base é PBW pois todas as ambiguidades sdo resoliiveis.

Estamos interessados nos casos em que todas as ambiguidades de grau 3 sejam
resoluveis, para obter uma base PBW. Para nos ajudar a continuar na busca de tais

exemplos vamos precisar a seguinte definicao.

Definicao 4.21 Se G ¢ um grafo com n vértices, entdo uma ordenagdo de vértices de G é

uma aplicagdo sobrejetiva dos vértices de G sobre [n)].

Proposicao 4.22 Seja A uma PGC-dlgebra com grafo comutador G¢(A). Suponha que
existe uma ordenacdo de vértices de G¢(A). Assim, para quaisquer trés vértices a, b e
c se {a,c} ¢ E, {a,b},{b,c} € E, assim nem a < b < ¢ ou ¢ < b < a acontece. Entdo
existe uma ordem monomial tal que todas as ambiguidades de grau 3 sdo resoliiveis com

o Lema do Diamante de Bergman e portanto a dlgebra tem uma base PBW.

Proposicao 4.23 Seja A uma PGC-dlgebra com grafo ndo comutador G¢(A). Suponha
que existe uma ordenagdo de vértices de m Assim, para quaisquer trés vértices a, b
ecsef{a,c}€E, {a,b},{b,c} ¢ E, assimnem a < b < ¢ ou ¢ < b < a acontece. Entdo
existe uma ordem monomial tal que todas as ambiguidades de grau 3 sdo resoliiveis com

o Lema do Diamante de Bergman e portanto a dlgebra tem uma base PBW.

Demonstracdo. Como as duas afirmagdes sdo equivalentes, provaremos somente a pri-
meira. Ordenamos os mondmios primeiro pelo comprimento e depois estendendo lexi-
cograficamente a ordenacdo dos vértices. E suficiente mostrar que, dados trés vértices
distintos a, b e c, todas as ambiguidades que envolvem os geradores se resolvem. Pri-
meiro observe que, se nenhum dos geradores a, b € ¢ comutam uns com 0s outros, entao
nao pode haver ambiguidade. O mesmo vale se houver apenas um par que comuta.

Se os trés comutam uns com 0s outros, entao temos uma ambiguidade que pode
ser resolvida.

Finalmente, considere o caso onde {a,c} ¢ E, {a,b},{b,c} € E. As unicas
ambiguidades que poderiam surgir viriam dos monomios abc ou cha. No entanto, como
b ndo estd entre ¢ e a na ordenagdo, ndo € possivel que ambos cb e ba sejam redugdes

(e similarmente ab e bc). Portanto, ndo ha ambiguidade a resolver. ]
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Exemplo 4.24 O grafo P4 tém 3 arestas e 4 vértices:

O O O O

A dlgebra ch(Py) é PGC assim, podemos tomar o grafo ndo comutador. No
grafo ndo comutador de ch(Ps) temos que representar cada gerador com um vértice:
isto significa, um vértice para cada vértice em Py e um vértice para cada aresta em Py. O

que temos é (temos conectado geradores que ndo comutam)

Precisamos renomear o grafo acima de tal maneira que possamos satisfazer os

requerimentos da Proposicdo 4.23. A seguinte designacdo faz o trabalho:

Com este ordenamento dos vértices temos mostrado que todas as ambiguidades da

dlgebra sdo resoliiveis. Portanto a dlgebra ch(Py) tem uma base PBW.
No entanto, essa técnica pode claramente ser estendida para P,.

Exemplo 4.25 Do grafo P,

O O O O—0O

podemos formar o grafo ndo comutador:

Usando a Proposigcdo 4.23 e a ordenagdo mostrada aqui

2 @

temos que todas as ambiguidades da dlgebra sdo resoliiveis. Portanto a dlgebra ch(P,)
tem uma base PBW.
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