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Resumo

Este trabalho detalha parte do artigo de Contiero e Stohr [CS], onde se
abordam o tema das estimativas para a dimensao de Mg através de uma
construgao explicita de sua compactificagao, onde o espaco de moduli original
¢ visto como um aberto de um espaco maior, no qual se permite que as curvas
admitam singularidades, desde que estas sejam Gorenstein.

Palavras-chave: Espaco de moduli, feixe, syzygies, semigrupos numéricos,
semigrupos de Weierstrass, curvas pontuadas, lacuna, Gorenstein.



Abstract

This work details a part of the article of Contiero and Stéhr |CS], where is
approached the estimatives for the dimenson of Mg through a construction
explicit of its compactification, where the original moduli space is seen as an
open on a bigger space, where is allowed that the curves admit singularities,
since they are Gorenstein.

Keywords: Moduli space, sheaves, feixe, syzygies, numerical semigroup,
Weierstrass semigroup, pointed curves, gap, Gorenstein.
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Introducao

O estudo de curvas pontuadas com semigrupo de Weierstrass fixo é vasto na
literatura. Particular interesse tem a construcao de seu moduli, bem como a
andlise da dimensao deste.

Com respeito ao segundo problema, ao menos no caso em que as curvas
sao suaves, existem duas estimativas classicas. Por um lado, Eisenbud e
Harris mostraram que se Mg é o espaco de moduli das curvas projetivas
suaves pontuadas com semigrupo de Weierstrass S de género g e peso w
entao dim Mg > 39 — 2 — w, e especificaram os casos para os quais vale a
igualdade [EH, Trm. 3]. No sentido inverso, Deligne exibe em [Dl Trm. 2.27]
um limite superior para esta dimensao, qual seja, dim(Mg) < 2g — 2+ A
onde A, igual ao peso, ¢ um invariante totalmente determinado por S. Via
Kontsevich e Zorich [KZ], Bullock notou em [Bu] quais sdo os casos em que
esta cota superior é atingida

Motivados por estas questoes, Contiero e Stohr publicaram recentemente
o artigo [CS], que é a referéncia-mestra deste trabalho. Nele, os autores
abordam o tema das estimativas para a dimensao de Mg através de uma
construcao explicita de sua compactificacao, onde o espaco de moduli original
é visto como um aberto de um espaco maior, no qual se permite que as curvas
admitam singularidades, desde que estas sejam Gorenstein. A base de tal
construcao ¢é precisamente o objetivo central destas linhas.

Comecgamos com um capitulo de preliminares, onde é dado o ferramental
necessario para a comprensao do seguinte, que contém os resultados prin-
cipais. As Secoes 1.1 e 1.2 devem ser comparadas uma com a outra. Na
primeira exibimos os principais pontos da teoria de divisores de Weil para
curvas suaves, ao passo que na segunda dizemos como a mesma teoria passa
naturalmente para curvas singulares. Na esséncia, a Secao 1.2 é exatamente
a teoria dos divisores “por produto”de Stohr apresentada na linguagem de
feixes. Esta teoria influenciou muitos artigos publicados depois, e exibe tanto
uma construcao natural de divisores canonicos em curvas singulares via mer-
gulhos apropriados do dualizante, bem como uma obtencao construtiva de



Riemann-Roch seguindo os mesmos passos de sua demonstragao original (em-
bora nao exibimos aqui) a partir de uma defini¢ao consistente e, no contexto,
natural de grau, sem o uso imediato de caracteristica de FEuler. As Sec¢oes
2.3 e 2.4 sao breves definicoes basicas de semigrupo numeérico e semigrupo de
Weierstrass.

No Capitulo 2 provamos os dois teoremas centrais. A Secao 2.1 é uma
rapida descricao de curvas pontuadas Gorenstein com semigrupo de Weiers-
trass fixo. J& a Secao 2.2 merece mais comentarios; parte do esforgo para ca-
racterizar as curvas pontuadas em questao esta em mostrar que os elementos
do condutor de um semigrupo simétrico se escrevem como soma apropriada
de elementos do seu complementar no semigrupo. Em particular, obtem-se
uma prova alternativa, numérica e construtiva do famoso Teorema de Max
Noether (provado para curvas suaves em 1880) no caso em que a curva é
Gorenstein. Na Secao 2.3 comeca-se a construir as equagoes que vao definir
uma curva com as caracteristicas citadas acima. Quanto a Secao 2.4, pode-se
dizer que, de certa forma, trata-se do coracao da prova, ou seja, o dito Lema
das Syzygies, além de ser uma versao mais forte de [S Lem. 2.3] é o que
propicia grande parte do que sera feito na sequéncia.

A Secao 2.5 traz enunciado e (final da) prova dos dois resultados centrais
deste trabalho: (a) uma caracterizagao de curvas pontuadas Gorenstein com
semigrupo de Weierstrass fixo via equacoes quadraticas bem determinadas
com certas condigoes de anulamento de seus coeficientes (Teorema e
(b) a realizagao das classes de isomorfismo de tais curvas como um quase-
cone afim cujas coordenadas sao os coeficientes acima, e cujas equagoes sao
as condigoes de anulamento acima (Teorema junto com uma agao bem
definida de G,,(k), ou seja, a construgdo do moduli. Apenas lembramos
que os casos de curvas nao determinadas por equagoes quadréticas (que os
teoremas nao contemplam) sao ja bem conhecidos da literatura desde o inicio
do século passado: as curvas trigonais e as quinticas planas.



Capitulo 1

Preliminares

Para todo este texto, C' serd sempre uma curva irredutivel e projetiva sobre
um corpo algebricamente fechado k. Denotamos por k(C') o corpo das fungoes
racionais de C, e por g o seu género aritmético. Vamos denotar também o
espaco das diferenciais de k(C') sobre k por Qo) /k.

1.1 Divisores de Weil

Se C é suave podemos desenvolver a teoria de divisores de Weil, que segue
abaixo.

Definicao 1.1.1. Um divisor (de Weil) em C' é uma soma formal

D:an.P

pPeC
onde np € Z e np = 0 exceto para um numero finito de pontos P € C.

Note que a soma ponto a ponto faz do conjunto dos divisores de C,
denotado Div(C'), um grupo abeliano livre sobre C'.
O grau de um divisor D € Div(C) é

deg(D) := Z np

PeC

Existe em Div(C') uma ordem parcial natural, i.e., se D = Y, -np P e
D' =3 peenp P entao

D > D' se np > n'p para todo P € C



Se denotamos

0::20-13

pPcC

entao dizemos que D é efetivo se D > 0.
Como C' é suave, para todo P € C estd bem definida uma valorizacao

vp:  k(C) — Z
f=thu — wvp(f)=mn

onde tp é um parametro local em P e v uma unidade no anel local Op.
Para todo f € k(C)* definimos entdo o divisor de f como

div(f) ==Y vp(f)- P

PeC

Definimos também o divisor de zeros e o divisor de polos de f, respectiva-
mente, por

divo(f) = > erl(f)- P

’Up(f)>0

diva(f) = 3 wp(f)-P

vp(f)<0

Das defini¢oes anteriores segue que

div(f) = dive(f) — divee(f)
Definigao 1.1.2. Seja D € Div(C). Definimos
L(D) :={f € K(C)| D +div(f) = 0}

Temos que L(D) é um espago vetorial sobre k, cuja dimensao serd deno-
tada por ¢(D).

Seja A € Q) uma diferencial e seja P € C'. Definimos a valorizagao de
A em P da seguinte maneira: se t é um parametro local de P e a diferencial
se escreve como A\ = fdt com f € k(C), diremos que vp(A) := vp(f)

Definicao 1.1.3. Um divisor de C' é dito canonico se for da forma

K =div(\) == > vp(A)- P

peC

para algum A € Q)i



Teorema 1.1.4 (Riemann-Roch). Seja K um divisor canénico de C, entao
(D) =deg(D)+1—g+{K — D)
para todo D € Div(C).

Teorema 1.1.5. Seja D € Div(C') e K divisor candnico. Se deg(D) > 2g—1,
entao {(K — D) =0, em particular,

(D) =deg(D)+1—g.

1.2 Feixes Coerentes de Ideais Fracionarios

Se C' nao é suave, dada uma funcdo f € k(C'), note que div(f) ndo estd bem
definido, pois nao existe valorizacao nos pontos singulares. Mesmo assim
podemos adaptar a teoria anterior da seguinte forma: quem farao o papel de
divisores de Weil sao os feixes definidos abaixo.

Definicao 1.2.1. Diremos que F é um feize de ideais fraciondrios em C' se
for coerente e para todo P € C, o stalk Fp é um Op-ideal fracionario de
kE(C), o que equivale a dizer que:

(i) Para todo P € C' vale:

(a) Fp C k’(C)
(b) existe fp € k(C) tal que fp - Fp é um ideal de Op

(ii) Fp = Op para quase todo P € C

Denotaremos por Frac(C') a subcategoria de Coh(C') correspondente aos
feixes de ideais fracionarios de C.

Suponha que C' é suave. Entao podemos ver D = >, np- P € Div(C)
como o feixe F € Frac(C) tal que Fp = t,"" - Op para todo P € C. Mais
genericamente, se C' nao é necessariamente suave, dada uma soma formal
D =mn;-P,+...+ns- P, onde os P; sao pontos suaves de C', podemos definir
o feixe O¢(D) € Frac(C) por

tg"Oq seQ=01r
Og se Q # Pyparal <i<s

Oc(D)q = {
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O grau é definido da seguinte forma. Se F,G € Frac(C') sao tais que G é
um subfeixe de F, entao

deg(F) — deg(G) := Y _ dimy(Fp/Gp)

peC

e definimos também que deg(O) = 0.
Para F € Frac(C), o conjunto que faz o papel de “L(D)”é o espago
vetorial de suas se¢oes globais, i.e.,

H°(F)=H"(C,F)=T(C,F):={f €k(C)| f € Fp para todo P € C}

e sua dimensao serd denotada por h°(F).

Agora definiremos o equivalente do divisor canonico no caso singular.
Quem fard este papel é o feixe dualizante w¢, definido como em [H, p. 241].
No caso especifico de curvas, hd uma analogia com a construcao feita na
Definigao [1.1.3] que corresponde ao resultado abaixo, cuja prova se deduz de
[EHKS].

Definigao 1.2.2. Para cada A € Q) defina wy € Frac(C), tal que para
todo P € C, o stalk wy p é o maior entre os Op-ideais fracionais F' em k(C)
tal que Zﬁ\P Resp(fA) = 0 para todo f € F. Note que se P é suave, entao

temos simplesmente que wy p = tp © S Op. Além disso, temos que o feixe

dualizante we = w = wy - A para todo A € Q). Em particular, w = wy e
h%(w) = h°(wy) para todo A € Qi)

Agora daremos um exemplo de como se calcula wc.

Exemplo 1.2.3. Seja C o fecho projetivo de Speck[t?, ¢4 t°]. A curva C
tem somente um ponto singular, digamos P, que corresponde a t = 0 se
C é dada parametricamente; também temos Op = k[t?, t*,t°] ;s 14 45) onde a
notacao se refere a localizacdo. A normalizacdo é C' = P!, tomada como o
fecho projetivo de Speck[t] e assim k(C) = k(C) = k(t). Existe somente um
ponto P € C sobre P e temos Op = Op = k[t]). Assim o género de C ¢
g =g+dim(Op/Op) = 0+2 = 2 onde 7 é 0 género de C. Para computar w¢,
podemos escolher qualquer diferencial. Tome, por exemplo, A = dt/t3. Pelo
dito acima, we = wy € wy p € 0 maior entre os Op-ideais fracionais F' em k()
tal que Resp(fA) = 0 para cada f € F. Afirmamos que wy p = Op + tOp.
De fato, t* ¢ wy p pois Resp(t?\) = Resp(dt/t) = 1; e se t? ¢ w) p 0 mesmo
temos para todo t™" com n > 1 pois wy p é um Op-médulo e t" € Op para
todo n > 3. Portanto wy p C Op+1tOp. A inclusao contraria é imediata pois
Resp(fA) = 0 para todo f € Op + tOp Para calcular H%(w)) precisamos
calcular os stalks de w, nos pontos nao singulares de C. Para um ponto
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@ € C dado parametricamente por t = ¢ # 0 temos que t — ¢ é o parametro
local; escrevemos A = dt/t* = d(t — ¢)/t* e como 1/t* é uma unidade em Og
temos que vg(A) = 0 e portanto wy g = Og. Finalmente, no ponto P, no
infinito, o parametro local é ¢t~ assim podemos escrever A = —t~d(t7!) e
podemos verificar que wy p, = tOp,_ . Portanto, analisando todos os stalks,
vemos que H°(wy) = (1,t) e, como era esperado, h’(w) =2 = g.

Para enunciarmos a versao de feixes do Teorema de Riemann-Roch, falta
interpretar a “diferenca” entre dois feixes. Quem faz este papel é o feixe de
homomorfismos. Dados F,G € Frac(C') considere o feixe Hom(G, F) cujos
stalks sao

Hom(G, F)p = Hom(Gp, Fp) = (Fp : Gp) ={f € k(C) | fGp C Fp}
Entao mostra-se que, para todo A € Qycy/x € F € Frac(C'), temos
RO(F) = deg(F) + 1 — g + h°(Hom(F,wy))
Agora usaremos a dualidade de Serre:
H(Hom(F,wy)) - A = H*(Hom(F,we)) = Hom(F,we) = H'(F)"
Em particular,
R (Hom(F,wy)) = B (Hom(F,we)) = h'(F)
E assim temos
Teorema 1.2.4 (Riemann-Roch). Vale a relagdo
hY(F) = deg(F) +1— g+ h'(F)
para todo F € Frac(C).

Dado um feixe F em um esquema de dimensao n, lembramos que sua
caracteristica de Fuler é

n

X(F) = (~1)'hi(F)

=0

assim o teorema de Riemann-Roch resulta equivalente a

deg(F) +1—g=x(F)



Por outro lado, lembramos que h°(O¢) =1 e h*(O¢) = g. Logo

deg(F) = x(F) — x(Oc)

que é como as vezes se costuma definir o grau de um feixe. Note que

H%we) = {f € k(C)| f € wop para todo P € C}
={f e k(C)| fOp C wcp para todo P € C'}
={fek(C)]f € (wep:Op) para todo P € C'}
= H(Hom(O¢,we))

= H'(Oc¢)"
e portanto h°(we) = h(O¢) = g

Definicao 1.2.5. Um ponto P € C € dito Gorenstein se wep € um Op-
modulo livre. Uma curva C € dita Gorenstein se todos os seus pontos o
forem.

Por fim, terminamos com o seguinte resultado

Teorema 1.2.6. Seja F € Frac(C). Se deg(F) > 2g — 1, entao h'(F) =0,
em particular,

RO(F) = deg(F)+1—g

1.3 Semigrupos Numéricos

Um conjunto S C N é dito um semigrupo numérico se:
(i) 0 €S;
(ii) se a,b € Sentdao a+b € S;

(iii) IN =S| < oc.

Escrveremos
S = {no,nl,...,ni,...}

onde 0=ng<ng<nog <...<n; <....
O género de S é dado por

9=29(5):=[N-15]



Todo elemento de N— S é dito uma lacuna de S. Sejam entao I} < lp < ... <
l4 as lacunas de S. Definimos o o peso de S por

g

w(S) = Li—i
i=1
O condutor de S é o niumero
c=c(S)=1,+1

S é simétrico se tem a propriedade que um inteiro positivo [ é uma lacuna se e
somente se c—1—1 é uma nao-lacuna, i.e., [, = 29 — 1, ou, equivalentemente,

Usaremos a seguinte notacgao
(71,0 Ts) 1= {n1r1+...+nsrs n; € N para i € {1,...,5}}

Exemplo 1.3.1. O semigrupo S = (2,5) tem género g(S) =2 .

Exemplo 1.3.2. O semigrupo S = (6,8,9,10, 11) é um semigrupo numérico,
tem género g(S) = 7, peso w(S) = 7 e condutor ¢(S) = 14. Também S é
simétrico, pois {; = 29 — 1.

1.4 Semigrupos de Weierstrass

Definicao 1.4.1. Seja C' uma curva suave e P € C. O semigrupo de Wei-
erstrass de P é definido por

Sp = {n eN ‘ dive(f) = nP para algum f € k:(C)} (1.2)

No caso em que C' nao é suave, precisamos adaptar esta definicao. A idéia
é reescreve-la em termos de feixes, de modos que possa se aplicar a ambos
0s casos, suave e singular, embora o ponto do qual calcularemos o semigrupo
de Weierstrass serd sempre regular.

O primeiro passo ¢ reescrever ((1.2). Note que

€ Op if P
Sp = {n eN fe tpanP a?ncll ?;tpnﬂoppara algum f € k(C’)}

10



Por outro lado, sabemos que

tg"Oq se@=P

Oc(nP)q = {OQ Q4P

té("_l)(’)Q se@=P

OC((n_l)P)Q:{OQ, Q4P

e portanto
Sp={n e N|H(Oc(n—1)P) ¢ H'(Ox(nP))}

que ¢ a definicao mais utilizada atualmente.

11
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Capitulo 2

Curvas Pontuadas com
Semigrupo de Weierstrass
Simétrico

Nesta secao estudaremos o assunto especifico de nosso trabalho, e provaremos
os teoremas centrais.

2.1 Curvas Pontuadas

Seja C' uma curva Gorenstein de género g, e seja P € C' um ponto suave.
Consideramos a curva pontuada (C, P). Seja S = Sp o semigrupo de Weiers-
trass de P. Ordene os elementos de S por

O=ng<m<...<n; < ...
e temos que para cada n; € S existe
T, € H'(Oc(n;P)) \ H(Oc((n; — 1)P)

Segue que
H(Oc(niP)) = ktpy ® by, ... D ko,

e, em particular, h°(Oc(n;P) =i+ 1.
Suporemos que S ¢ simétrico, i.e., [, = 2g — 1. Logo, temos que

Ng—1 =29 —2
e H°(Oc((2g — 2)P)) é gerada pelas g fungoes zg, 1, ..., 4—1. Portanto
h*(Oc((29 = 2)P)) =g



e como deg(O¢((2g — 2)P)) = 29 — 2 temos que Ox((29 — 2)P) é isomorfo
ao feixe dualizante.

Também vamos supor que [, = 2, ou de maneira equivalente, o ponto de
Weierstrass P é nao hiperelitico. Entao

(o a1 .. i2yq): C — P97}

é um isomorfismo sobre sua imagem, dito mergulho canoénico. Logo C' é uma
curva de grau 2g—2 em P9~! e os inteiros [;—1, parai € {1, ..., g} sdo as ordens
de contato da curva com os hiperplanos em P = (0 : ... : 0 : 1). De fato, se
consideramos o hiperplano correspondente a X, ; = 0, com i € {1,...,g},
entao a ordem de contato com P é

ordp(Xy—i) = vp(Tn,_,/Tn,_,)
= ,UP('rngfi) - Up<xng71>
= —ng_i — (—(ng-1))
=Ng—1— Ng—;
=29 —1—lg—g-1) = (29 — L = ly—(4-)
=1l -1
=1 —1

onde, na quarta igualdade, usamos .

Reciprocamente, todo semigrupo numérico simétrico nao hipereliptico S
é o semigrupo de Weierstrass de algum ponto (suave) de uma curva, possi-
velmente singular. De fato, considere a curva racional

CY = {(t”“slg_l cptiglemiTl e ghm

(t:s)e Pl} c P!

Ela tem uma singularidade em @ = (1 : 0 : ... : 0). E o semigrupo de
Weierstrass do ponto P = (0 : 0 : ... : 1), que é suave, é jusstamente
S = {ng,n1,ng,...}. A singularidade @ é dita uniramificada, pois sé existe
um ponto @ da normalizacio 71C — C? talque 7(Q) = Q. Na verdade, neste
caso, C' = P!, o morfismo de normalizacao é

7= (t"sleTt  gmgletTl L remighTT

e @ = (0:1). A multiplicidade de @ é n, seu grau de singularidade é g, que
coincide com o género aritmético de C° (ver [S, p. 190]).

13



2.2 O Teorema de Max Noether

Para estudar as relagoes entre os geradores do ideal da curva canonica C' C
P9~! consideramos os espacos de segoes globais H(O¢(r(2g — 2)P)). Dora-
vante, diremos que o feixe O¢(r(2g — 2)P) é r-candnico. Comegamos com o
seguinte resultado numérico. Para um semigrupo S, denote por

S® = {ng,...,ng_1}

e seja T o maior inteiro tal que n, = 7n;. Se S é simétrico, entao todo
elemento de
29,49 — 4] NN

pode ser escrito como soma de 2 elementos de S° da seguinte forma
ni+ng; i€{l,...,7}, je{l,...,n  —1}
ni+ng; i1e{r+1..,9-1} je{l,...,ni—ni1}

Ney1 +lyror+kny ke{l,...,7—1}
e pode-se verificar que constituem uma lista de niimeros distintos.
Exemplo 2.2.1. Considere o seguinte semigrupo:
S=1{0,3,6,8,9,11,12,14, —}
Temos que g =17, e
S°={ng=0,n1 =3,ny =6,n3 =8,ny =9,n5 = 11,ne = 12}

Vemos neste semigrupo que 7 = 2. Como S é simétrico, entao todo elemento
de [14,24] NN pode ser escrito como soma de dois elementos de S° da forma:
para o primeiro caso, temos

ny+ng = 15
n+ns = 14
ne+ng = 18
ng+ns = 17
para o segundo caso temos
ny+ng = 20
ny+ns = 19
ng+ng = 21
ns+ng = 23
ns+n; = 22
ng+ng = 24

14



E para o terceiro caso temos que
ny+1ly+n; =16
que constitui uma lista distinta.
Deduzimos entao o seguinte resultado

Lema 2.2.2. Seja 7 o maior inteiro tal que n, = tny. Entdo

T, j€1{0,...,9—1}
TpyTp,_, tE€{l,..,7} je{l,...,n1 —1}
Tnn, , 1E€{T+1,..,9—1}, j€{l,...,n; —ni1}

Ty Tly ok ke{l,...,7—1}
constituem uma base para H°(Oc((4g — 4)P))
Demonstragao. Temos que para cada i,j € {0,...,g — 1} vale que
Up(Tn,Tn,) = —(ni +15) 2 —(2ng-1) = —(49 — 4)

e Tn Xy, € Og se Q # P; logo x;x; € H'(Oc((4g — 4)P)). Mais ainda,
08 T'p, Ty, que aparecem na lista do enunciado do lema, sao linearmente pois
possuem valorizagoes diferentes pelo que foi visto no resultado de semigrupos
acima. Pelo mesmo resultado, esta lista contem

(49 —4) —29+1=2g — 3

elementos. Unindo-0s a @y, ..., Z,, , encontramos 3g — 3 elementos linear-
mente independentes em HY(O¢((4g — 4)P)). Por outro lado, como

deg(Oc((4g —4)P)) =49 —4> 29— 2
segue que h'(Oc(4g — 4)P)) = 0. Logo, por Riemann-Roch,

h’(Oc(4g — 4)P) = deg(Oc((4g —4)P)) +1—g
=49g—-4+1—-g=39g—3

e portanto os elementos da lista formam uma base de H°(O¢((49—4)P)). O

Para cada s € [0,4g — 4] N'S enumeramos as parti¢oes de s como soma de
dois elementos em S° da seguinte forma

s:asi—i—bsi CLsiSbsi iG{O,...,vS}
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e abreviadamente
Qs ‘= Qg0 by := by

Se a; < g1 < ... < Ggy, entd0 {as + bs}sejoag-ans coincide com a lista que
exibimos acima. No entanto, nem sempre usaremos esta suposicao. Agora
mostraremos que, para todo r > 3, qualquer elemento de

[49 = 3,r(29 = 2)]NN
pode ser escrito como uma soma de r elementos de S° da seguinte forma

as+bs+ing, 1€{0,...,r—2}, se€{2¢,...,49 — 4}
n1+(2g—n1)+ng,2+ing,1 1€ {O,...,T—g}
De fato, temos que 4g—3 = n1+(2g—n;)+(2g—3). Para os nimeros restantes,
aplicamos inducdo em r escrevendo paran € ((r —1)(2g — 2),r(2g —2)] NN

da seguinte forma
n=(n-29+2)+ (29 —2)

Temos que 2g — 2 € S°, e, por inducao, n — 2g + 2 se escreve como soma de
r — 1 elementos de S°.

Lema 2.2.3. Para cada inteiro r > 3, temos que

T, j€{0,...,9—1)
i€{0,...,7—2} s€{2g,...,49 — 4}
ie{=0,...,r—3}

7
‘Tas 'rbs xng_ 1

(2
xnl x2gfn1 'rng72 xng_ 1

constituem uma base para H*(Oc(r(2g — 2)P))

Demonstracao. A demonstracao é semelhante a do Lema usando a
analise numérica que foi feita acima. n

Denote agora o anel de polinomios em g variadveis por
k[ Xngs Xnys ooy Xy

Repare que aqui estamos usando algo diferente do usual: em vez de indexar
as variaveis de forma habitual, i.e., por X; com i € {0,1,...,9 — 1}, as
estamos indexando pelos elementos de S° o que nao faz diferenca mas nos
sera util adiante.

Seja I(C) C k[Xng, Xnys - - Xp,_,] 0 ideal da curva C C P91, ie.

[ = é]r((])
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onde [,.(C) é o espago vetorial dos polinomios homogéneos de grau r que
se anulam em todos os pontos de C. Note que r > 2, ou seja, C' nao esta
contida em nenhum hiperplano de P9~%, ou, o que équivalente, C' é uma curva
nao-degenerada.

Com o que ja vimos até aqui, pode-se obter uma prova alternativa,
numérica, e construtiva do famoso Teorema de Max Noether (que foi provado
em 1880 para curvas suaves) no caso em que a curva é Gorenstein.

Teorema 2.2.4 (Max Noether). Seja C' uma curva integral e completa
Gorenstein, definida sobre um corpo algebricamente fechado e seja w o seu
feiza dualizante. Entao os homomorfismos naturais

Sym" H°(w) — H°(w®")
sao sobrejetores para todo r > 1.

Demonstracao. Pelo Lema temos que, para todo r > 1 o homomorfismo
dos polinomios homogéneos de grau r nas secoes globais do feixe r-canonico

k[ X g Xnys ooy X Jr — HY(Oc(r(2g — 2) P))

) Ang_1

induzido pelas substituicoes X,,, — x,,, é sobrejetor para cada r. Entao é s6
recordar que, como vimos no comeco deste capitulo, temos que

w = O0c((29 - 2)P)

Por outro lado, Oc((2g — 2)P)®" = Oc(r(2g — 2)P). E, por fim, o homo-
morfismo natural

Sym” H°(Oc((2g — 2)P)) — k[Xpy, X, , oy Xng 1
induzido por z,, — X,,, é claramente sobrejetor para cada r > 1. O

Como I,(C) é justamente o kernel da aplicagdo acima podemos usar
Riemann-Roch para calcular a sua dimensdo. De fato, lembrando que h'(Oc(r(2g—
2)P)) =0 se r > 2 pois deg(Oc(r(2g — 2))) = r(2g — 2) > 29 — 2, temos

dim 1,(C) = dim(k[Xpng, Xny, - Xny_Jr) — B2(Oc(r(2g — 2) P)
—("T ) o941

r

~("T ) -y

r

Segue que a dimensao do espaco das hiperquadricas de P9~ que contém C' ¢é

(9 —2)(g—3)
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2.3 Construindo as Equacoes

Por simplicidade, chamaremos um monomio de k[X,,, Xy, ..., Xy, ,] de
m(X) = X2 X" .. .Xflggill

e my(X) é simplesmente um monémio qualquer indexado por um n € N.

Diremos que o peso de um monoémio de k[X,,, X, ..., X, ] é
w(m(X)) = dogng +i1m1 + ...+ in, g1
Para cada inteiro r > 2, defina o k-espaco vetorial
w(my(X))=neSN|0,r(2g—2
b= ()| ) Lm0 i 27 )

Do que foi dito acima, concluimos que

E[Xngs Xngs ooy Xy Jr = AT@L«(C)

para cada r > 2.
Se s €SN[0,49 —4] ei € {1,...,vs} temos que z, 2, € H(Oc(sP)) e
podemos escrever
Tagy; Loy, = Z Csin La,, Lb,
nesSN[0,s]

onde os coeficientes c¢;, sao constantes univocamente determinadas, depen-
dentes das nao-lacunas n < s e da particao ¢ de s. Multiplicando as fungoes
Tpyy ey Tn,_, POT constantes podemos assumir que cgs = 1.

Logo, os polinémios

Fo=X0, X, = Xo. Xp, = Y Coin Xa, X,
neSN[0,s—1]

se anulam em todos os pontos de C. Eles sao linearmente independentes,
sua quantidade, digamos h, é igual a todas as somas que podemos fazer entre
dois elementos de S° (que corresponde a todos os indices duplos si) menos o
nimero de elementos de S N [0,4g — 4] (que corresponde aos indices duplos

50). Isto nos dé:
()

_ (9;1)—(39—3)

(9-2(g-3)
2
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e portanto formam uma base de I5(C).
Definimos também o peso de cada coeficiente por

w(Csin) ' =8—n

Entao, vendo F; como um polindomio nas variaveis X,, e também nos coefi-
cientes cgip, €le vira um polindmio quase-homogéneo de peso s.
Para que I(C) seja gerado por I5(C) vamos supor que

ny >4 e S#(4,5)
Com esta suposicao, por [O Teo 1.7] podemos assumir que
(as1,bs51) = (ni,29 —2) paras=n;+29—2ei€{0,...,9 — 3}

e por[S, Prp. 1.7] podemos assumir que b, é a maior nao-lacuna menor que
n; + lg—i—1.

Como vimos acima, C' C V(F,,424-21) com i € {0,...,9 — 3}, que a
intersecta transversalmente em P. Logo, em uma vizinhanca de P, a curva C'
¢ a intersecgao dessas g — 2 hiperquadricas. Como C' ¢é integral, é determinada
por essas g — 2 hiperqudadricas e, em particular, elas determinam as restantes
(9 —2)(g — 5)/2 formas quadraticas da base de I5(C).

No que se segue, daremos uma prova algoriitmica de I(C') é gerado pelas
formas F,;. Comecamos com o caso monomial, i.e., C' = C°.

Lema 2.3.1. Temos que I1(C°) é gerado pelos binémios
ng = Xasiszi - Xasts

Demonstragdo. Seja I° o ideal gerado pelos F2%. Como I(C°) é homogéneo
e quase-homogéneo, basta mostrar que se um polinomio homogéneo e quase-
homogéneo pertence a I(C?) entdo pertence a I°, i.e., a soma de seus coefi-
cientes é zero.

Podemos assumir que a5 < asl < ... < ay, para cada s. Ordenamos os
monomios Hi;éXﬁb’; de acordo com a ordem lexicografica dos vetores

(E Uk g Nl — 10y, —lg—1s - —i1)

e aumentamos a base {F2} de I° a uma base de Grobner, adicionando certas

somas de binomios cubicos £X,, F. 5(? ) do mesmo peso (ver [S| pp. 198-198]).

Se F' é homogéneo de grau r, escrevemo-lo, via algoritmo da divisao, como

F=> GuF)+R
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onde R € A, e G, é homogénea de grau r — 2.

Se F' é quase-homogéneo de peso w, entao G; é quase-homogéneo de peso
w—s e R éoinico monomio em A, de peso w cujo coeficiente é igual a soma
dos coeficientes de F. Logo, se F' € I(C°) entaio R=0¢ F € I°. O

2.4 O Lema das Syzygies

Lema 2.4.1 (Syzygy). Para cada F, # F)) o, 5, comi€{0,...,g—3}
podemos escever

Xog—oFoy + Z ST X, FO =0

nst

nesSN[0,2g—1]
n+s=2g—2+s’
s'i
comedl € {—1,0,1}.
Demonstragio. Tomando F := F3, ou F := —FY, podemos escrever

F=X,X, - X, X,

com q,r,m,n € S satisfazendo g+ r=m+nem<qg<r <n<2g-—2,
pois byy =29 —2se s=n; + 29 — 2.

Caso 1 Se n+ 1 ¢ uma lacuna, entao k :=2g —2 —n+r € S e portanto
Xog—oF + X0 (X Xog—2 — X Xi) — Xy (X, Xog—0 — X, X)) =0

onde os binémios dentro dos parénteses podem ser escritos como FC —
0 70 0
F FSZ Ou _st.

sj

Caso 2 Se ¢+ 1 é uma lacuna, k := 2g — 2 — g+ m € S e obtemos a mesma
forma anterior trocando n por g e r por m.

Caso 3 Esen+1,¢q+ 1 € S entao temos

Xog—oF + X0 (X5 Xog—2 — Xn1Xog—3) — Xog—3(Xg1 Xy — X Xog1) —
Xr(XqXQg—Q - Xq+1X29—3) =0

e segue o resultado O]

Exemplo 2.4.2. Consideremos o semigrupo dado no[1.3.2] As lacunas de S
sao [y = 1,10 =2,l3=3,l, =4,l5 =5,l¢ = 7 e l; = 13. Também temos que

S*={np=0,n; =6,ny =8,ng =9, ny = 10,n5 = 11,ng = 12} .
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Agora escreveremos s € [0,4g — 4] N'S como soma de dois elementos de S:

0 = 040

6 = 0+6

8 = 0+8

9 = 049

10 = 0+10

11 = 0+11

12 = 0+12=6+6
14 = 648

15 = 649

16 = 6+10=8+38
17 = 6+11=8+9
18 = 64+12=84+10=9+9
19 = 84+11=9+10

20 = 8+12=9+11=10+10

21 = 9+12=10+11
22 = 10+12=11+11
23 = 11+12
24 = 12412

Agora vamos escrever os geradores de I(C?):
Fiyy = X§— XX
Fig, = Xi— XX
F107,1 = XgXog— XXy
F108,1 = XgXio— XeX12
Flo&2 = X7 — XeX1o
F109,1 = XX — XgXi1
F200,1 = XoXi1 — XXy
F200,2 = X120 — Xs X2
F201,1 = XX — Xo X2
F202,1 = X121 — Xj0X12

- ' 0 [0 g0 0 0
Para poder aplicar o Lema|2.4.1] trabalharemos unicamente com Fyy 1, Fiy 1, Frs o, Fio 15 Fop.0-
Observemos que para I}y, estamos no Caso 3 dado na prova do Lema
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logo temos
X12F106,1 - X6F202,1 - X11F107,1 + X8F200,1 =0.

Para FY; | também estamos no Caso 3, logo temos
XioFypy — XuFrgy + XoFy, = 0.

Para F10872 temos que n = 2g — 2, o que contradiz o fato de que n < 2g — 2 na
prova do lema, entao neste caso procedemos da seguinte maneira: considera-
mos Fy, := Fis, — Fiy; e vemos em qual dos casos ele se encontra. Neste

caso Fiy, = X§ — X3 X1, entdo pertence ao Caso 3. Logo

X12(ﬁ3872)+X8(X10X12_X121)_X11(X10X9_X8X11)_Xg(X9X12_X10X11) =0

Logo
X12(F18 2) X8F202,1 - X11F109,1 + X9F201,1 =0

Para F}y, estamos no Caso 3, logo temos
X12Ffy 1 — X1 Fy o + X10Fy) ; =0
12519,1 11520,2 10f7211 = V-
. 0 . ~ 0
Finalmente, para Fy,, estamos na mesma situagao que em Fig o, logo temos
X1o(F9 ) + X1 FY | — X10F%, =0
12{£20,2 1159211 1067221 =

A partir de agora, inverteremos o raciocinio, ou seja, dado um semigrupo
simétrico S de género g comny > 4e S # (4,5), e dadas as formas quadraticas

sz - FO Z CsananXb

procuraremos condigdes sobre as constantes cg, tal que V(Fy;) seja uma
curva integral canonica Gorenstein.

Lema 2.4.3. Seja I o ideal gerado pelas formas quadrdticas Fy;. Entdo
k[ Xngs Xnys ooy Xy Jr = I + Ay
para r > 2

Demonstracao. Seja F'um polindmio nao homogéneo de grau r e peso w. Seja
G sua componente quase-homogénea de peso w, e seja R o inico mondmio
em A, de peso w cujo coeficiente seja igual a soma dos coeficientes de G.
Entao G — R € I(C"), e logo pelo Lema existe uma particao tal que

G-R= ZGMF
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Substituindo cada G; por sua componente homogénea de grau r—2, podemos
assumir que Gg; ¢ homogéneo de grau r — 2 e quase-homogéneo de peso w — s.
Assim F—>" G4 Fy; — R é homogéneo de grau r e w(F) < w—1. O resultado
segue entao por inducao em w. L]

Substituindo no Lema Syzygy os bindomios FY, e F obtemos para cada
st uma combinagao linear de monomios ciibicos cujos pesos sao menores que
s+ 2g — 2, os quais pelo Lema admitem uma descomposicao

s'i’ s'i’
X2972Fs’i’ + E Ensi XpFy = E Mnsi XnFy + Ryy
nesSN[0,2g—1] nesSN[0,2g—2]
n+s=2g—2+s’ n+s<2g—2+s’

onde Ry ¢ uma combinacao linear de monémios cibicos de pesos diferentes
e menores que s +2g — 2. Logo, se 0y4m € 0 coeficiente do monomio de R
de peso m temos que

RSIZ‘/ (tno’ tnl, ceey tn971) = Z Qs’i’mtm
meSN[0,s’+2g—3]

~ . il A~ A . A
Por construgao, os coeficientes oy, € 75,2 sa0 polinomios quase-homogéneos
nas constantes c,;, e tém pesos 8 +2g—2—me s +2g — 2 — n — s respec-
tivamente.

2.5 Os Teoremas Centrais

Nesta secao provamos os dois teoremas centrais.

Teorema 2.5.1. As formas quadrdticas Fy; definem uma curva integral canonica
Gorenstein em P9~! se e somente se os coeficientes cy;, satisfazem as equagoes
quase-homogéneas

Os'i'm = 0

Mais ainda, o ponto P =(0:---:0:1) é um ponto suave da curva canonica
com semigrupo de Weierstrass S.

Demonstracao. Suponha que as formas quadraticas Fy; definem uma curva
integral canonica em PY~!. Como cada Ry pertence ao ideal I gerado pelas
formas quadraticas Fj;, segue que

Rs’i’(xnoa Tnyy e 7In971) =0

Por outro lado, podemos escrever

Rs/i’(xnm T 7xng_1> = § Os'i'm Rs'i'm

méeSN[0,s'+2g—3]
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onde cada zy;,,, € um monomio de peso m nas fungoes coordenadas projetivas
Tngy ", Tn,_;, € portanto tem divisor de polo mP. Logo os coeficientes 0grirm
sao todos nulos.

Reciprocamente, suponha que os coeficientes cy;, satisfazem as equacoes

Os'i'm = 0
Entao considere a variedade
V({Fuq2g-2112) Cc PI

Ela é a intersecao de g —2 hiperquddricas em P9~!. Elas se intersectam trans-
versalmente em P, e determinam uma curva integral, digamos C, que contem
P como ponto suave cuja reta tangente é a intersecao dos seus hiperplanos
tangentes V ({X,, }9-2).

Considere agora ¥, - .., ¥n, ., as fungoes coordenadas projetivas de C.
Podemos tomar Yng_y = 1. Por temos que

ng,l—ng,2212—11:2—1:1

pois 1,2 ¢ S. Segue que t := ¥, , ¢ um parametro local de C' em P, e
Yno»* "+ > Yn,_s Sa0 séries de potencias em ¢ da forma

Yn, = "7 4L
Por outro lado, fazendo i = g — j, com j € {1,..., ¢} temos por (L.1)) que

n

91— Ng—j = b — 1

Logo os g inteiros [; — 1 com i € {1,..., g} sdo as ordens de contato da curva
C C P9~ com os hiperplanos. Em particular, C' ndo estd contida em nenhum
deles.

Como por suposicao os Ry sao nulos, temos os syzygies

E s'i! E s'i!

X2g—2Fs’i’ + Ensi XnFsz - Nisi XnFsz =0
nesSN[0,2g—1] nesN[0,2g—2]
n+s=2g—2+s’ n+s<2g—2+s’

Sabemos que Fy,,199-21(Yngs---+Yn,_.) = 0 para i € {0,...,9 — 3}. Logo,

se trocamos Xy, -+, Xp,_, POT Yng,** ,Un,_, DA equagdo acima obtemos
um sistema de (g — 2)(g — 5)/2 equagdes lineares homogéneas nas incognitas
Eyir(Yngs**+ +Yn, ;) com coeficientes em k[[t]]. Dado que o n,s para 55

satisfaz n < 2g—2en+s=s+2g9—2; en,s para nf;;; satisfaz n < 2g — 2

em+s < s +2g— 2, concluimos que as entradas da diagonal da matriz do

24



sistema tem termos constantes iguais a 1, enquanto o resto das entradas da
matriz do sistema tem ordens positivas. Logo a matriz é inversivel e segue
que Fyit(Yng -+ > Yn,_,) = 0 vale para todo s'7’. Isto mostra que I := (Fy;) C
I1(C).

Pelo Lema temos codim(/,) < dim(A,) para todo r > 2. Por
outro lado, como I,.(C) N A, = 0, segue que dim(A,) < codim(/,.(C)). Mas
I C I(C), donde codim(I,(C)) < codim(I,). As trés desigualdades acima
nos levam a

codim(/,.(C)) = codim([,) = dim(A,) = (29 —2)r+1—yg

onde a ultima igualdade segue da propria definicao de A,.
Portanto I(C) = I e C = V({Fy}). Mais ainda, o polinémio de Hilbert
de C é
Pe(r)=(2g—-2)r+1—g
Logo C tem grau 2g — 2, género aritmético igual & g, e, por construgao,

estd contida em P91, o que é o bastante para concluir que C' é uma curva
canonica. O

E agora provamos o resultado final

Teorema 2.5.2. As classes de isomorfismo das curvas pontuadas integrais e
completas Gorenstein com semigrupo de Weierstrass S estao em bijecao com
as orbitas da agdo de G,,(k) no quase-cone afim

V= {p = (Csin)SGSﬂ[OAgfﬂ Qs’i’m(p> = 0}

neSN[0,s—1]
1<i<wsg

definida em cada ponto por

(oo Csiny o) = (oo, T Chiny - )
para cada ¢ € G, (k)

Demonstracao. Pelo teorema anterior basta normalizar os coeficientes cg;,
das F;. Observamos que as fungoes x,, nao sao determinadas pelos divisores

nP. Transformando
n—1

Xo > X+ Y dun X
m=0
onde os coeficientes d,,, sao constantes, podemos normalizar g(g — 1)/2 dos
coeficientes cg;, para que sejam zero. Mais precisamente, para cada inteiro
positivo w o numero dos coeficientes cg;, de peso s — n = w que podem
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ser normalizados € igual ao niimero de nao-lacunas m tal que m + w é uma
nao-lacuna menor ou igual a 2g — 2 [S| Prp. 3.1].

Devido a estas normalizacoes, a tinica liberdade que nos resta é transfor-
mar z,, em ¢z, parai € {0,...,9 — 1} com ¢ € k* = G,, (k). O
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