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Introducao

Um problema de programagdo matemadtica (ou simplesmente problema de
otimizagao) pode ser definido de acordo com as caracteristicas da fungao objetivo e
do tipo de restrigoes impostas as quais podem ser funcoes vetoriais ou matriciais.
Desta maneira, um problema ¢é dito Problema de Programagao Nao Linear (PPNL)
se pelo menos alguma das fungoes for nao linear e Problema de Programagao
Semidefinida (PPSD) se as restrigoes sao fungdes matriciais semidefinidas (positivas
ou negativas).

Matematicamente, um problema classico de programacao nao linear com

restri¢oes de desigualdade é formulado da seguinte maneira

minimizar f(x)
x€Rm (1)
sujeito a: g(x) <0

onde x € R" é o vetor das variaveis de projeto, f : R — R é a fungao objetivo e
g : R" — R™ é o vetor das m restrigoes de desigualdade do problema . Neste
problema, as funcoes f e g sdo consideradas suaves e continuamente diferenciaveis.

Existem muitas algoritmos na literatura que permitem resolver este tipo de
problema tais como: método de dire¢oes viaveis, método do lagrangiano aumentado,
método do gradiente conjugado, métodos de penalidade exata, algoritmos genéticos,
entre outros.

Um algoritmo de pontos interiores muito eficiente e simples de implementar é o
algoritmo de pontos interiores e diregdes viaveis (FDIPA), proposto por Herskovits
[T, 4, [B]. Este algoritmo requer um ponto inicial pertencente ao interior de uma
regiao definida pelas restrigoes de desigualdade, gerando uma sequencia de pontos
no interior desta regidao. O algoritmo FDIPA resolve dois sistemas de equagoes
lineares com a mesma matriz seguida de uma busca linear, verificando as condigoes
de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker em cada iteragao e convergindo globalmente
para pontos de Karush-Kuhn-Tucker. Este algoritmo permite resolver um problema
generalizado de programacao nao linear quando sao incluidas também as restrigoes

de igualdade.



Por outro lado, um problema de programagao semidefinida nao linear [6HI0] pode

ser formulado da seguinte maneira

minimizar f(x)
x€R™ (2)
sujeito a: A(x) <0

onde f : R" — R é a fungdo objetivo e A : R* — S§7 é a fungdo de restrigdes
matriciais semidefinidas negativas. A fungdao A também é considerada uma fungao
suave e continuamente diferenciavel.

A gama de aplicacoes das técnicas das técnicas de programacao semidefinida
¢ muito amplia entre elas temos: otimizagdo combinatoria, teoria da aproximagao,
teoria de controle e otimizacao estrutural. Muitos autores desenvolveram algoritmos
para resolver problemas de programacao semidefinida linear entre eles temos os
trabalhos de Alizadeh [I1], Stingl[12], Nesterov e Nemirovskii [13], Antonio e Lu
[14], Helmberg et al. [15] e Babynin e Zhadan [16], enquanto que para problemas de
programagao semidefinida nao linear temos os trabalhos de Correa e Ramirez [10],
Yamashita et al. [17], Ko¢vara e Stingl [I8], Jarre [19], Fares et al. [20], Huang et
al. [21], Kanzow et al. [22] e Lourengo et al. [23].

O algoritmo FDIPA foi estendido para lidar também com este tipo de problema
através do algoritmo de pontos interiores e dire¢bes vidveis para programagao
semidefinida ndo linear (FDIPA-SDP-NS) [24]. As técnicas desenvolvidas neste
algoritmo estdo baseadas no algoritmo FDIPA-SDP proposto por Aroztegui [§],
reformulando os sistemas de equacoes lineares internos que tem que resolver o
algoritmo com a finalidade de preservar a estrutura das restricbes matriciais
semidefinidas, tornado-se, desta maneira, computacionalmente mais eficiente. Esta
reformulagdo implica a mudanga do produto simétrico de Kronecker pelo produto
nao simétrico de Kronecker cuias defini¢coes e algumas propriedades podem ser
achadas em [9].

A estrutura das restrigbes matriciais é muito importante em aplicacoes praticas
da Engenharia como no caso de problemas de otimizagao estrutural. Em estes
problemas, que serao abordados na presente pesquisa como problemas teste,
empregam-se as matrizes de rigidez e de massa para realizar a analise estrutural
através do método dos elementos finitos. Estas matrizes possuem uma estrutura
particular de ser simétricas e semidefinidas positivas e também de ser esparsas.

As técnicas de programacao semidefinida s@o muito eficientes em problemas de
otimizacao estrutural que envolvem restrigoes globais de frequéncia natural e de
flambagem [9] 25], 26]. Sem embargo podem ser ineficientes em problemas onde sao
consideradas restrigoes locais tensao (de tragao e de compressao ou de flambagem)

e deslocamento nodal [27-29] devido a que cada uma destas restri¢oes tem que ser



inseridas na restricao matricial como uma matriz diagonal. Isto aumenta de modo
consideravel a dimensao desta matriz limitando desta maneira o niimero de varidveis

de projeto e o nimero de restrigoes do problema.

Contribuicoes da tese

Para evitar os inconvenientes descritos anteriormente, propoe-se neste trabalho
um novo algoritmo de pontos interiores e diregoes vidveis que combina as técnicas
desenvolvidas nos algoritmos FDIPA e FDIPA-SDP-NS para lidar com um problema
generalizado de programacao semidefinida nao linear denominado FDIPA-GSDP
sujeito a restricoes de desigualdade e de igualdade e também a restrigoes matriciais
semidefinidas. Este tipo de problema pode ser formulado da seguinte maneira
minimizar f(x)

sujeito a: g(x) <0, g(x) € R™

onde x € R™ é o vetor das variaveis de projeto, f : R" — R é a func¢ao objetivo,
g:R" — R™ ¢é o vetor das m restricoes de desigualdade, h : R™ — R? é o vetor das
p restrigoes de igualdade e A : R — §7 é um mapeamento de R™ no espago S? das
matrizes reais simétricas.

Neste caso, as restrigoes locais de tensao e deslocamento nodal serao consideradas
restricoes vetoriais de desigualdade e as restrigoes globais de frequéncia natural
(ou flambagem) serdo tratadas como restri¢oes matriciais semidefinidas isto permite
resolver problemas de grande porte em comparacao com o algoritmo FDIPA-SDP-NS
convertendo-se em uma ventagem do método.

Finalmente, apresentam-se problemas algébricos e problemas de otimizacao
estrutural de trelicas planas e espaciais para avaliar o desempenho do algoritmo

proposto.

Estado da arte

A seguir, citam-se resumidamente os trabalhos mais relevantes disponiveis na
literatura referentes ao estado da arte.

Herskovits [1, 4], 5] desenvolveu o algoritmo de pontos interiores e diregdes vidveis
(FDIPA) para lidar com problemas de otimizagdo nao linear com restrigoes de

desigualdade e de igualdade.



Aroztegui [§] utilizou uma técnica de pontos interiores e diregoes vidveis
para programacao semidefinida nao linear e desenvolveu o algoritmo FDIPA-SDP
para resolver problemas de otimizagao estrutural de materiais lineares elasticos
e otimizacao de estruturas planas onde minimiza-se o volume da estrutura com
restrigoes definidas sobre o tensor de elasticidade.

Kocvara e Stingl [18, B0] desenvolveram o algoritmo PENNON para resolver
problemas de programac¢ao nao linear e semidefinida empregando o método
generalizado do lagrangiano aumentado (NLP-SDP,) e apresentaram exemplos
algébricos e aplicagoes em problemas de otimizacao estrutural topoldgica. Uma
versao livre deste algoritmo ¢ o PENLAB [31].

Yamashita et al. [I7] propuseram um método de pontos interiores para resolver
problemas de programacao semidefinida nao linear com restri¢oes de desigualdade
e restricoes semidefinidas.

Achtzinger e Kocvara [25] apresentaram formulagoes tradicionais de diferentes
problemas de otimizacao topoldgica de trelicas e suas equivaléncias mediante
a programacao semidefinida tais como: a minimizacdo do peso da estrutura
para diferentes casos de carregamento, a maximizacado do minimo autovalor e a
minimizagao da complacéncia (maximizagao da rigidez) estrutural.

Ohsaki et al. [32] demonstraram que um problema de otimizagao estrutural de
trelicas com multiplicidade de frequéncias naturais pode ser resolvido empregando
as técnicas de programagao semidefinida e estabeleceram que este método pode ser

estendido a problemas com restri¢coes de flambagem.

Objetivos

Este trabalho tem os seguintes objetivos:

o Realizar a andlise de convergéncia do algoritmo FDIPA-SDP-NS;

e Formular e implementar computacionalmente o novo algoritmo de pontos

interiores e diregoes viaveis para um problema generalizado de programacao
nao linear semidefinida (FDIPA-GSDP);

o Realizar a andlise de convergéncia do algoritmo FDIPA-GSDP;

o Formular problemas de otimizagao estrutural para minimizar o peso
de estruturas trelicadas sujeitas a restrigoes estaticas locais de tensao,
deslocamento e flambagem e também a restrigbes dinamicas globais de

frequéncia natural;

e Mostrar resultados numéricos para problemas algébricos e de otimizacao

estrutural;



Organizacao do trabalho

O presente trabalho esta organizado em seis capitulos, distribuidos da seguinte
maneira:

O capitulo 1 é reservado aos preliminares onde sao descritos resumidamente os
algoritmos FDIPA e FDIPA-SDP os quais sao a base do algoritmo FDIPA-GSDP.
Além disso, é descrito o algoritmo PENLAB que sera utilizado para comparar o
desempenho do algoritmo FDIPA-GSDP;

No Capitulo 2, apresenta-se o algoritmo FDIPA-SDP-NS acrescentando a analise
de convergéncia do mesmo.

No Capitulo 3, apresenta-se o novo algoritmo de pontos interiores e dire¢oes
vidveis para programacao semidefinida generalizada nao linear (FDIPA-GSDP)
seguido da andlise de convergéncia do algoritmo.

No Capitulo 4, apresentam-se testes numéricos em problemas algébricos e
problemas otimizacao estrutural de trelicas para avaliar o comportamento do
algoritmo FDIPA-GSDP.

Finalmente, no Capitulo 5, mostram-se as conclusoes do presente trabalho e as

sugestoes para os trabalhos futuros.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentam-se resumidamente os algoritmos FDIPA e
FDIPA-SDP que foram a base do algoritmo FDIPA-GSDP proposto no presente
trabalho. Além disso apresenta-se o algoritmo PENLAB [31] que serd utilizado

como algoritmo de comparacao dos resultados numéricos.

1.1 Algoritmo de pontos interiores e direcoes
viaveis (FDIPA)

Nesta secao, apresenta-se a versao basica do algoritmo FDIPA desenvolvido por
Herskovits [5] para lidar com problemas de otimizagdo nao linear com restri¢oes de

desigualdade que é formulado como

x€R™? (11)

minimizar f(x)
sujeito a: g(x) <0

onde f : R® — R é chamada a funcao objetivo e g : R® — R™ ¢é a funcao das

restrigoes de desigualdade.

1.1.1 Notacoes

Denote-se por n o niimero de variaveis de projeto e m o niimero de restri¢oes de
desigualdade.

O vetor das variaveis de projeto é denotado por x e definido como x =
{xl, o ,xnr, entretanto, o vetor de restrigoes é denotado por g e definido como
g(x) = [0:(9, - 0m ()] -

O vetor gradiente de uma fun¢ao f : R®™ — R é denotado por V f(x) e definido

CcOoImo



Vf(x) = lagx(f),...,agf)} eR" (1.2)

As derivadas parciais de g; em rela¢do a x; sdo agrupadas na matriz Vg (x) €

R™™ denotada por

Veg(x) = [Vai(x). ..., Vn(x)] (1.3)

A Hessiana de f em x é denotada por

P x) ()]
ox? 7 O0x 0w,
Viix)=1| + o (1.4)
*f (x) *f (x)
| 0xp,0xy  O0x2 |
Pf(x) i : .
onde as componentes Doz, 1,7 = 1,...,n sao as derivadas parciais de segunda

ordem da funcao f.
A funcao Lagrangiana L : R™ x R™ — R associada ao problema [1.1] é definida

CcOo1mo

L(x,A) = f(x) + XTg( ) + Z Aigi (x (1.5)

O gradiente da funcdo Lagrangiana em relagdo a x é denotado por Vi L :
R™ x R™ — R™™ e definido como

ViL (x,A) = Vf (x +ZAng x) (1.6)
=1
Finalmente, a Hessiana da funcdao Lagrangiana associada ao problema é
denotada por H : R™ x R™ — R"*"™ e definida como

H (x.A) = V2F (x) + 3 A Vg, (x) (17)

=1

1.1.2 Definicoes

A seguir, mostram-se algumas defini¢oes que serao utilizadas ao longo do presente
trabalho.

Definicao 1.1 (Regido vidvel). Uma regido vidvel 2 é o conjunto de pontos vidveis
do problema (|1.1]) que satisfazem simultaneamente todas as restrigoes e é definida

Ccomo

Q:={xeR":g(x) <0} (1.8)



Definicao 1.2 (Conjunto de restrigoes ativas). Dado um ponto x € 2, o

conjunto de restrigoes de desigualdade ativas esta dado por
I(x):={gi:0:(x)=0,VxeQ, i=1,...,m} (1.9)

Definigao 1.3 (Diregao de descida). Um vetor d € R™ é uma diregao de descida
de uma funcao suave ¢ : R" — R em um ponto x € R"” se existe ¢» > 0 tal que
¢ (x +td) < ¢ (x) para todo t € (0,). Na Figura

Na Figura pode-se observar uma interpretacao geométrica da definicao de
direcdo de descida. Se dT"V¢ (x) < 0, entao d é uma direcio de descida de ¢ em um

ponto x.

Figura 1.1: Diregao de descida [1].

Definigao 1.4 (Diregao viavel). Um vetor d € R" é uma direcao viavel na regiao
(2 em um ponto x €  se existe § > 0 tal que x + td € Q para todo t € [0,6) (Ver

Figura .

Defini¢ao 1.5 (Campo de dire¢des uniformemente viiveis). Um vetor campo
d(x) definido em 2 €C R™ é chamado um campo de dire¢oes uniformemente vidveis
do problema (2.I), se existe um tamanho de passo 7 > 0, tal que x + td(x) € Q
para todo t € [0, 7] e para todo x € €.

Definicao 1.6 (Minimo local). O ponto x* € 2 é um minimo local de f, se existe
um € > 0 tal que f (x*) < f(x) para todo x € Q2N B (x*,¢). Onde B (x*,¢€) é a bola

aberta de centro x* e raio e.



d=x+06d T(x)

Figura 1.2: Diregao viavel [I].

Definicao 1.7 (Minimo local estrito). O ponto x* € € ¢ um minimo local estrito
de f, se existe um € > 0 tal que f (x*) < f (x) para todo x € Q2N B (x*,¢).

1.1.3 Condigoes de otimalidade de primeira ordem (KKT)

As condi¢oes de otimalidade de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker,

correspondentes ao problema (1.1]), podem ser escritas da seguinte maneira

V/(x*) + Ve(x )A*—o (1.10)
G(x")y" (1.11)
¥ >0 (1.12)
g(x") <0 (1.13)

sendo v € R’ o vetor dos multiplicadores de Lagrange das restricoes de desigualdade
e G(x) € R™™ uma matriz diagonal definida como G(x) = diag[g1(x),. .., gm(X)].

A Figura [33, 34] mostra uma interpretagdo geométrica das condi¢oes de
primeira ordem de KKT. Note-se que o ponto x* é um minimo da fungao f. Tem-se
trés restrigoes de desigualdade com duas varidveis de projeto. A restri¢ao gz (x) < 0
¢ inativa, isto é g3(x*) < 0, e portanto, A3 = 0. Aplicando a primeira condi¢ao de
otimalidade de KKT, temos

Vf(x*)+ Vg (x*)A\1 + Vga(x*) Ay = 0, (1.14)



que é equivalente a
Vf(X*) = —Vgl(X*))\l — vgg(X*))\g, (].].5)

onde A\; > 0 e Ay > 0. Pode-se observar que Vf (x*) deve ser uma combinagao
linear dos vetores —Vg;(x*) e —Vga(x*) com coeficientes positivos. Neste caso, os

coeficientes representam os multiplicadores KKT.

X1

Figura 1.3: Condigoes de KKT do problema [I.1}

Definicao 1.8 (Ponto regular). Um ponto x é um ponto regular do problema
(1.1) se o conjunto {Vyg; (x) : i € I (x)} ¢ linearmente independente.

Definicao 1.9 (Espago tangente). O espago tangente no ponto regular x é dado

por
(2

T(x):={d:Vg/d=0, VieI(x)} (1.16)

Definigao 1.10 (Par de KKT). Um vetor (x*, A*) satisfazendo as Equagoes ((1.10))
e (L1.11) é chamado um par estacionario do problema e um par KKT, se este

satisfizer as condigoes de KKT ([1.10])-(1.13]).

Defini¢ao 1.11 (Ponto de KKT). Um vetor x* é um ponto estacionario se existe
A" tal que as igualdades ((1.10)) e ([1.11]) sdo verdadeiras, e, serd um ponto de KKT,

se todas as Equagoes (1.10))-(1.13)) forem confirmadas.

10



1.1.4 Algoritmo FDIPA

O algoritmo FDIPA serd descrito abaixo de forma resumida, a fim de se
entender o seu funcionamento. Na verdade, obtém-se uma familia de algoritmos,
estabelecendo-se diferentes regras para atualizacao da matriz quase Newton B e do
vetor A.

[sto permite a implementacao de diferentes versoes, dependendo do problema a
ser resolvido, sobre a informacao disponivel das fungoes f e g, e, sobre a taxa de
convergéncia desejada.

O algoritmo FDIPA consiste no seguinte:
Parametros: £ € (0,1), n€ (0,1), p >0erv € (0,1)
Dados Inicias: x € 2%, 0 < A € R™ ¢ B € R™*" simétrica e definida positiva.

Passo 1: Calculo da direcao de busca

Passo 1a: Resolva o sistema linear para obter dg e Ag

_|-V/x)
el

B Vg(x)
AVg(x)"  G(x)

do
Yo

Se dy = 0, parar.

Passo 1b: Resolva o sistema linear auxiliar para obter d; e A;

B Vg(x)| [d; 0 (1.18)
AVg(x)" G(x) | |m| [
Passo 1c: Se dTV f(x) > 0, calcule
dy V(%) }
= min dol|*, (€ — 1)=2 L.19
p=min ol (€ - ST (119)
caso contrario, faga:
p=lldol; (1.20)
Passo 1d: Calcule a dire¢ao de busca d e o vetor v
e
Y=Y T PN (1.22)

Passo 2: Busca Linear

Calcule o comprimento do passo ¢, o primeiro ntimero da série {1, v, 2,13, ...},

11



tal que

fx+td) < f(x) + itV f(x)"'d (1.23)
(&4
gi(x+td) <0, se X >0, i=1,...,m (1.24)
ou
gi(x+td) < gi(x), se Ay <0, i=1,...,m (1.25)

Passo 3: Atualizagoes
Passo 3a: Obtenha o novo ponto, como: x := x + td;
Passo 3b: Defina novos valores para B simétrica definida positiva;

Passo 3c: Defina novos valores para A > 0. A seguinte atualizagao para A ja

foi considerada por Herskovits [5],

A; i= max [Aol-,e ||d0||2} ,e>0, parai=1,...,m

Passo 3d: Retorne ao Passo 1.

1.2 Algoritmo de pontos interiores e direcoes
viaveis para programacao semidefinida
(FDIPA-SDP)

Nesta secao, apresenta-se o algoritmo de pontos interiores e direcoes viaveis para
programagao semidefinida nao linear (FDIPA-SDP) desenvolvido por Aroztegui [§].

Um problema de programacao semidefinida é formulado como

{ minimizar  f(x) (1.26)

sujeito a: A(x) <0

onde, x € R™ é o vetor das variaveis de projeto, f : R® — R é a func¢ao objetivo
e A:R" — §7 é um mapeamento de R™ no espaco S? das matrizes simétricas de
ordem g x q. As fungoes f e A sdo consideradas suaves e pelo menos uma delas é
nao linear.

Cabe indicar que neste algoritmo é empregado o simbolo ®, que representa o
produto simétrico de Kronecker [9] de duas matrizes simétricas A € R7*7 e B € R7*4

definido como

1 1
(A @ B)u=_svec (BUA" + AUB") = 5svec (BUA + AUB) (1.27)

12



sendo U € R%*? uma matriz simétrica e u = svec(U). Aqui, svec : R?*9 — Ra(a+1)/2

representa o mapeamento definido por

T
S'U@C(U) = [un, \/§'U,21, ..., U29, \/§U32, cey \/ﬁqu, uqq} (128)

1.2.1 Algoritmo FDIPA-SDP

O algoritmo FDIPA-SDP consiste no seguinte:
Parametros de controle: £ € (0,1), 7€ (0,1), p >0,ev € (0,1).
Dados Inicias: x € int(Q2), B € S, e A € §1, comutando com A(x).

Passo 1: Célculo da direcao de busca

Passo 1a: Resolva o sistema linear para obter dyg € R™ e Ay € R™.

B VA(x) do| [-Vf(x) (1.29)
A®,I)]VAX)T I, Ax)| |Xo 0 '
Se dy = 0, parar.
Passo 1b: Resolva o sistema linear para obter d; € R” e A; € R™
B \Y d 0
Ax) = (1.30)
AL VAT I, 0 A(x)| [\ -
Passo 1c: Se dT'V f(x) > 0, calcule
dy Vf(x) }
=min{ ¢ ||do|?, (£ — 1)=%=2""2 1.31
p=min @l (€ - ST (La1)
caso contrario, calcule
p=|do]” (1.32)
Passo 1d: Calcule a direcéo de busca d e A
e

Passo 2: Busca Linear

Calcule o comprimento do passo ¢, o primeiro ntimero da série {1, v, %, 13, ...},

13



tal que
f(x+td) < f(x) +tnVf(x)'d (1.35)

A(x+td) <0 (1.36)

Passo 3 Atualizagoes

Passo 3a: Obtenha o novo ponto, como: x := x + td;
Passo 3b: Defina novos valores para B € ST ;
Passo 3c: Defina novos valores para A € SY', comutando com A(x). A

seguinte regra de atualizagao para A foi considerada por Aroztegui [8] 135],

(i) Calcule agymin, © minimo autovalor de sym(Ay);
(i) Se omin > N, faca
A = sym(Ay); (1.37)

(iii) Caso contrario, faga
A= Sym(Ao) + ()\I — AOmin)Iq- (138)

Passo 3d: Retorne ao Passo 1.

1.3 Algoritmo PENLAB

PENLAB ¢ um algoritmo de c6digo aberto para otimizagao linear, nao linear e
semidefinida nao linear. Este algoritmo permite resolver um problema de otimizagao
com uma func¢ao objetivo nao linear sujeito a restri¢oes de igualdade e desigualdade

nao lineares e também a restricbes matriciais semidefinidas formulado como

minimizar f(x,Y)
XERM, Y1 E8PL,.. Y €SPk
sujeito a:  ¢;(x,Y) <0, i=1,...,m,
hi(x,Y)=0,i=1,...,my, (1.39)

Ai(x,Y) <0, i=1,...,myu

MY, g ML i=1,...k

onde x € R" é o vetor de varidaveis; Y; € SP',..., Y, € SPF sdo as variaveis
matriciais, denotando-se por Y = [Y1,...,Ys]; f, g; e h; sdo as fungoes C? de
R™ x 8P x --- x 8P — R; )\, e \; sdo os limites inferior e superior, respectivamente
dos autovalores de Y;, parai =1,...,k e A;(x,Y) sdo os mapeamentos duas vezes

diferenciaveis de R" x §P* x - - - x SPk — SP4i sendo py,, parai = 1,...,my, inteiros
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positivos. Aqui, a restricao de igualdade h; é formulada como duas restrigoes de
desigualdade.

Este algoritmo baseai-se em uma escolha de duas fungdes de penalidade/barreira
v : R — R que penalize as restri¢oes de desigualdade e ¢ : SP — SP que penalize as
matrizes semidefinidas. Estas fungoes satisfazem certo niimero de propriedades que

garantem que para qualquer 7 > 0 e II > 0, tém-se

z(x) <0 <= mp(z(x)/7) <0, zc C* (R" = R) (1.40)

Z(x) <0 <= I¢(z/l) <0, Z S (1.41)

Isto significa que, para qualquer 7 > 0 e II > 0, o problema (1.39) tem a mesma

solugao do que o seguinte problema aumentado

minimizar f(x,Y)
XER™, Y1 €SPL,..., Y €SPk

sujeito a: ¢, (¢:(x,Y)) <0, i =1,...,m,
Y < Oa = 17 )
on (A Y,)<0, i=1,....k
¢H (Yz - S\ZI) < 07 1= ]-7 7k
hi(x,Y)=0,i=1,...,my

onde pr = 7p(-/7) € ¢ = H(-/11).
Desta maneira, o Lagrangiano do problema ([1.42)) pode ser tratado como uma

generalizagdo do Lagrangiano aumentado do problema (1.39) tal que

mA

L(Xa Y7 u, Eaga I_jv v, T, H) = f(Xa Y) + iui@n (gZ(X7Y)) + Z <E7,a ¢H (AZ(X7 Y)))
i=1 =1
k k

+Z<Qia¢H(AiI—Yi)>+Z< mﬁbr{( —)\I)>+vTh(x,Y)

i=1 =1

(1.43)

onde u € R™s é o vetor dos multiplicadores de Lagrange associados com as
restrigoes de desigualdade; 2 = [B;,...,8,,,], B € SP4, e U = [Uy,..., U],
U= [I_Jl, ..., Ui, U;,U; € 8P, sdo os multiplicadores de Lagrange associados com
as restricoes matriciais semidefinidas e v € R™" é o vetor dos multiplicadores de
Lagrange associados com as restri¢oes de igualdade.

O algoritmo PENLAB combina ideias dos métodos de penalidade (exterior) e
de barreira (interior) com o método do Lagrangiano aumentado que consiste no

seguinte:
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Parametros: Dados 7' > 0, II' > 0 e o'.

=1

Dados Inicias: x', Y! e u!, ', U', Ul e v'. Paral = 1,..., repetir até atingir

um critério de parada fazer:

Passo 1: Calcular x'™!, Y+ e vi*+! tal que
Hvx,YL (x"*1 Y o 8 U U v A Hl)H <al (1.44)

Ih(x"*1 Y| < of (1.45)

Passo 2: Atualizar os multiplicadores de Lagrange

A =l (gi(le,YlH)) L i=1,...,m, (1.46)
=4 = D ad (Ai<xl+1’Yl+1);Ei) Li=1,....,ma (1.47)
Ut = Do (MW= Yi)UL), i=1,.. .k (1.48)

(&
Ut = Dagm (Y= MUY, =1,k (1.49)

Nestas expressoes Do(X;Y) representa a derivada direcional de ¢ em relagao

a X na direcao Y.

Passo 3 Atualizar os parametros de penalidade

o < (1.50)

m+ <1 (1.51)
(§

<o (1.52)

1.3.1 Observagoes

e No passo 1 do algoritmo pretende-se encontrar uma solugdo aproximada do

seguinte sistema

VexL(x,Y,u,2,U U, v,71I) =0 (1.53)
h(x,Y)=0 (1.54)

onde os parametros de penalidade 7 e Il assim como os multiplicadores de

Lagrange u, E, U e U sao fixos. Para resolver este sistema é empregado o
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método de Newton com amortecimento.

O comprimento do passo é obtido usando a func¢ao de mérito do Lagrangiano

aumentado definida como
_ 1
L(x,Y,u,BE,U,U,v,x1II)+ oM |h(x,Y)|; (1.55)

conjuntamente com uma regra de Armijo.

Os parametros de penalidade 7 e Il no passo 3 do algoritmo sao atualizados
por algum fator constante que depende dos pardmetros de penalidade inicias
7! e IT'. O processo de atualizagdo termina quando 7, (por defeito 1076) é

atingido.

O algoritmo para quando um critério baseado no erro de KKT é satisfeito

entao sao verificadas simultaneamente as seguintes desigualdades

YY) = L(x, Y ul 8L UL TV A )|
L+ [ f(x, YD)

<e€ (1.56)

’f(XZ,Yl) _ f(Xlil,Ylfl)‘
L+ [f(x) YY)

onde € tem um valor por defeito de 1075,

<e (1.57)
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Capitulo 2

Algoritmo de pontos interiores e
direcoes viaveis para programacao
semidefinida (FDIPA-SDP-NS)

2.1 Introducao

No presente capitulo, apresenta-se o algoritmo de de pontos interiores e diregoes
vidveis para programacao semidefinida (FDIPA-SDP-NS) [24] acrescentando a
analise de convergéncia do algoritmo.

As técnicas desenvolvidas no algoritmo FDIPA-SDP-NS estao baseadas no
algoritmo FDIPA-SDP proposto por Aroztegui [8] onde foram reformulando os
sistemas de equacoes lineares internos que tem que resolver o algoritmo com a
finalidade de preservar a estrutura das restricbes matriciais semidefinidas, tornado-
se, desta maneira, computacionalmente mais eficiente. Esta reformulacao implica
a mudanca do produto simétrico de Kronecker pelo produto nao simétrico de
Kronecker cuias defini¢oes e algumas propriedades podem ser achadas em [9]. A
sigla NS foi empregada para diferenciar ambos os algoritmos.

Desta maneira, o algoritmo FDIPA-DIPA-NS permite resolver problemas de

programacao semidefinida nao linear definidos como

{ mil)l(ierﬁizar f(x) 2.1)

sujeito a: A(x) <0

As definigbes, conceitos e procedimentos descritos a continuagao serao estendidos
a um problema generalizado de programacao semidefinida nao linear no seguinte

capitulo.
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2.2 Conceitos basicos

Nesta secao apresentam-se alguns conceitos béasicos e resultados teodricos
associados ao Problema (2.1). Alguns destes conceitos foram introduzidos por
Shapiro [6, [7].

2.2.1 Notacao e terminologia

A notacao empregada ao longo do presente trabalho é a seguinte:

« Denote-se por 2 = {x € R": A(x) < 0} o conjunto de pontos vidveis do
problema ([2.1)) e seu interior é denotado por int(2);

« Para as matrizes A,B € §% a notacao A > B (ou A < B) significa que a
matriz A — B é semidefinida positiva (ou semidefinida negativa). Da mesma
forma, a notacdo A = B (ou A < B) significa que a matriz A — B é definida
positiva (ou definida negativa) [36];

e O conjunto de matrizes simétricas semidefinidas positivas (ou semidefinidas
negativas) ¢ denotado por S{ (ou S§?) e o conjunto de matrizes simétricas

definidas positivas (ou definidas negativas) é denotado por 81, (ou S2_).

+ Osautovalores de uma matriz A € S?sao denotados por A\j(A) < --- < )\, (A),
Aq(A) os

dispostos na ordem crescente, sendo Apin(A) = A1(A) e Apax(A )

autovalores minimo e maximo da matriz A, respectivamente;

o Para toda matriz simétrica A € R%*Y consideramos os mapeamentos vec :

R?%4 — R? ¢ mat : R” — R9*¢ que sdo definidos como

[ (2.2)

UeC(A) = [CLH, <o Anls G125 - - o5 G2, Alpy - - - Gpp

e mat a inversa do mapeamento vec [9].

o O produto interno de duas matrizes A, B € R?*? é denotado por (A,B), e

definido como
(A,B) = tr(ATB) = vec(A) vec(B) (2.3)

e Denote-se por A ® B o produto de Kronecker de duas matrizes A € RP*? e
B € R™* definido como

allB aqu
A®B =q;B| = : : , i=1,...,p, j=1,...,q (24)
apB -+ a,,B



Lema 2.1. As sequintes propriedades do produto de Kronecker sao verdadeiras

(Ver [9]):

(i) VA € RP*?1 B € R"™* C € R

(A ® B)vec(C) = vec(BCAT)

(ii)) VA € RP*? B € R™*

(AeB)" = AT BT

(iii) VA € RP*4. B € R™** . C € R”** D € R

(A ®B)(C®D) = (AC) ® (BD)

(iv) YA € RP*? B € R™"

(AB)'=A"'1e2B!

Demonstragio. Ver [9].

(2.5)

(2.7)

(2.8)

O

» As matrizes das derivadas parciais do mapeamento A(x) em relagao a zy, com

k=1,...,n édenotado por Ax(x) € R4, e definida como

8all(x)
8l’k

6a1q(x)
8xk

Jayy(x)

8.1'k

Ditgy (%)

(9.1'k

(2.9)

« Denote-se por V.A(x) € R**? a derivada do mapeamento A(-) em x, isto é,

VA(x) é uma transformagao linear de R” em S7 definida por:

VA(x) =

o] [

e (A" e

0A(x)
aZL'l

0A(x)
ox,,

:

).

(2.10)

o A derivada direcional do mapeamento A(-) na direcao d € R™, denotada por

VA(x)d € R é definida como
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° o 0A(x)

DA(x)d = > d, (2.11)
— Oz,
p
Aplicando a definicdo do mapeamento vec na Equagao (2.11)) resulta
vec (DA(x)d) = VA(x)'d (2.12)

A fungao Lagrangiana L : R" x R? — R associada ao problema ({2.1]) é definida
como

L(x,A) = f(x) + (A, A(x)) (2.13)
onde A € S1.

Empregando a definicdo do produto interno de duas matrizes fornecida pela

Equagao (2.3)) e a definicdo do mapeamento vec, tal que A = vec(A), tem-se
(A, A(x)) = vec(A)vee (A(x)) = vee (A(x))" A (2.14)
Desta maneira, a funcao Lagrangiana pode ser redefinida como

L(x,\) = f(x) + vec (Ax))" A (2.15)

O gradiente da fungao Lagrangiana em relacdo a x é denotado por ViL :
R" x R? — R" e definido como

VxL(x,A) = Vf(x) + VA(X)A (2.16)

A Hessiana da funcdo Lagrangiana é denotada por H : R" x RY — R™" ¢
definida como
H(x,A) = V*f(x) + V2A(x)A (2.17)

2.2.2 Definicoes

Este algoritmo emprega as mesmas defini¢oes do algoritmo FDIPA descritas na

Segao [[.1.2] do Capitulo [T} tais como: dire¢ao de descida, dire¢ao vidvel e campo de

dire¢oes uniformemente viaveis.

A seguinte proposigio, introduzida por Aroztegui [§], estabelece uma condicao

para que uma dire¢ao d verifique a Defini¢ao [T.4]

Proposicao 2.1. Seja a fungio A diferencidvel no ponto x € Q e {by,...,b.}
uma base ortonormal do ker (A(x)). Seja também Ey = [by,--- b, € RI*".
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Se EITIE, < 0 entdo, d € R" ¢ uma diregio vidvel do problema (2.1)), onde

t0A(x)
II=>» d .
pz:l Y Oz,

Demonstragio. Ver [35]. O

2.2.3 Resultados auxiliares

A seguir, serdo mostrados alguns resultados auxiliares [35], [37] referentes as
Y 9
propriedades de matrizes simétricas que serao utilizados na analise de convergéncia

do presente algoritmo.
Lema 2.2. Sejam as matrizes A € S1, e B € §7. Se AB+BA <0 entao B < 0.
Demonstragio. Ver [35]. O
Lema 2.3. Se A € 81, e B € 87 entio a matriz AB tem autovalores reais.
Demonstragio. Ver [37]. O
Lema 2.4. Sejam A € S1, ¢ B € §7. Se elas comutam, entdo
y'ABy=0 <= By=0 (2.18)
Demonstragio. Ver [35]. O
Lema 2.5. Sejam A € S1, e B € §7. Se elas comutam, entdo

AL 'Bel]es” (2.19)

Demonstragcao. Sendo A > 0 e B < 0 e elas comutam, entao existe uma matriz

nao singular P € R7*7 tal que

A =PD,P! (2.20)
B = PDzP! (2.21)

Em vista das propriedades do produto de Kronecker do Lema [2.1], temos

A®I,=PpDPp! (2.22)
B®1, =PpDg, Py (2.23)

onde Pp =P®P, Dy =Ds®I,e Dg; = Dp®I1,. Aqui, Da; e Dp; sdo matrizes

diagonais e Pp é uma matriz ortonormal.
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Logo, da Equagao ([2.19)), obtém-se
A®I)] ' [B®I,)=PprD,yDgPL (2.24)
Finalmente, sendo D,/Dp; < 0, entdo PpD/Dp/PL < 0 e, portanto,

AL 'Bol]cs. 0

2.3 Condicoes de otimalidade de primeira ordem

As condi¢oes de otimalidade de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker,
introduzidas por Shapiro [6], correspondentes ao problema (2.1) podem ser

formuladas da seguinte maneira

Vix)+VAXA=0 (2.25a)
AA(X) =0 (2.25b)
Ax) <0 (2.25¢)
A=0 (2.25d)

A Equacao ¢ denominada a condicao lagrangiana e a Equacao é
denominada a condi¢ao de complementariedade. Por outro lado, as Equagoes
e sao denominadas as condicoes de viabilidade.

Sem embargo, devido a que A(x) < 0 e A = 0, a condicdo de
complementariedade A A(x) = 0, fornecida pela Equagao (2.25b)), pode ser reescrita

CcOo1mo

(A, A(x)) = tr (AA(x)) =0, (2.26)

a qual é conhecida como a condi¢ao de complementariedade padrao da restricao
matricial.

A condigao (2.26)) implica que as matrizes A e A(x) comutam, ou seja, tém os
mesmos autovetores. Por outro lado, verifica-se que o;3; = 0, para ¢ = 1,...,q,
sendo a; > 0 e §; < 0 os autovalores das matrizes A e A(x), respectivamente [0].

A seguir sdo mostradas algumas defini¢oes referentes as condigoes de otimalidade
de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker estendidas a um problema de

programagao semidefinida [6].

Defini¢ao 2.1 (Ponto regular). Um ponto x é um ponto regular do problema

(2.1) se os vetores VA(x)b;(x), para i = 1,...,7, sdo linearmente independentes.
Neste problema, {b;(x),...,b,(x)} C R? representa uma base ortonormal do

ker (A(x) ® 1,).
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Definic¢ao 2.2 (Ponto estacionario). Um ponto regular x ¢ um ponto estacionério
do problema ({2.1)) se existe uma matriz A € R7%? tal que as seguintes condigoes sao

verificadas

Vix)+VAX)A=0
AAx)=0
Ax) <0

Definicdo 2.3 (Ponto de Karush-Kuhn-Tucker). Um ponto estacionario x
¢ um ponto de Karush-Kuhn-Tucker do problema (2.1) se todas as Equagoes

(2.25al)-(2.25d)) sdo verificadas simultaneamente.

2.4 Hipodteses sobre o problema

As hipéteses acerca das fungoes f e A que foram consideradas no problema ([2.1))

sao as seguintes:

Hipdétese 2.1. Existe um nimero real a tal que o conjunto Q, = {x € Q: f(x) < a}

¢ compacto e tem um interior nao vazio denotado por int(£),).
Hipétese 2.2. Para qualquer ponto x € int($2,) verifica-se que A(x) < 0.

Hipdtese 2.3. As fungoes f e A sao continuamente diferencidveis em ), e suas

derivadas Vf e 0A/0x,, para p=1,...,n, satisfazem a condigio de Lipschitz.
Hipétese 2.4. Qualquer ponto x € int(§),) é um ponto regular do problema (2.1)).
Hipétese 2.5. Em cada iteragio os valores correntes de A e A(x) comutam.

Estas hipoteses sao uma generalizagao das hipéteses empregadas por Herskovits
[1] em um problema de otimizagdo nao linear onde as restrigoes de desigualdade

podem ser representadas por uma restricao matricial diagonal.

2.5 Descricao do algoritmo
A descrigao do algoritmo FDIPA-SDP-NS resume-se nos seguintes itens:

e Determinacao da matriz do sistema linear.
» Célculo da direc¢do de busca (de descida e vidvel).

o Busca linear.
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2.5.1 Matriz do sistema linear

A matriz do sistema linear é formada empregando a condicao lagrangiana e a
condicao de complementariedade da restricio matricial, fornecidas pelas Equagoes
[2-25a) e ([2.250)), e definindo o vetor y = (x,A)” e a funcio vetorial ¥ : R —

R tal que

T(x, ) = ;’lg if)] (2.27)

sendo
Wy(x, A) = V(%) + VAX)A (2.28)
W (x,\) = AA(x) (2.29)

O gradiente da funcao vetorial ¥(x, A) em relagdo as variaveis primais e duais é
denotado por V¥ (x, A) e definido como

VX‘I’l(X, A) V)\‘I’Z(X, )\)

V¥ (x,A) = , (2.30)
Vi (x,A) VaW.(x,A)
que representa a matriz Jacobiana de W.
Derivando a Equagao (2.28) em relagdo as varidveis x e A, resulta
VxWi(x,A) = H(x, A) (2.31)
V¥ (x,A) = VA(x) (2.32)

Para obter as derivadas de W, em relacao as variaveis x e A é necessario,

primeiramente, estabelecer a seguinte relagao
AAX)I, = I,AA(x) (2.33)

Empregando a definigdo do mapeamento vec fornecida pela Equagao (2.2) a
ambos os lados da Equacao (2.33]), obtém-se

vec (AA(x)1,) = vec (I,AA(x)) (2.34)

Logo, aplicando as propriedades do Produto de Kronecker do Lema na
Equagao (2.34]) temos as seguintes expressoes

vee (AA(x)I,) = [I7 ® Alvec (A(x)) = [I, ® A]vec (A(x)) (2.35)
vec (A(x)I,A) = [A(X)T ®1, } vec(A) = [A(x) ® I vec(A) (2.36)
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Derivando as Equagoes (2.35) e (2.36)) em relagdo as varidveis x e X, obtém-se

as seguintes expressoes

V. (x,A) = [I, ® A] VAx)" (2.37)
Val.(x,A) = Ax) ® 1, (2.38)

Assim, a Equacéo (2.30) pode ser reescrita como

H(x, ) VA(x)

VU (x,A) = [, @ A]VAX)T Ax)®1,

(2.39)

Finalmente, substitui-se a Hessiana da funcao lagrangiana H(Xk,)\k) por
uma matriz B* simétrica definida positiva que pode ser considerada como uma
aproximacao da Hessiana obtida por alguma técnica quase-Newton [38] ou por

uma matriz identidade. Desta maneira, obtém-se a seguinte matriz inversivel
W e R(+a*)x(n+q?)

B VA(x)

W(x,B,A) = [, ® A]JVAX)T A(x)®1, ’

(2.40)

denominada matriz do sistema linear.

2.5.2 Calculo da direcao de busca

Em cada iteracdo do algoritmo é calculada uma direcdao de busca d*. Pretende-se
que d* seja uma direcdo viavel para o problema e também de descida para a
funcdo objetivo f no ponto x*.

Para isso, emprega-se uma iteracdo de Newton com o ponto corrente y* =
(x*¥, AF)T para obter um novo ponto y**' = (x*1 AT através da seguinte
exXpressao

AVA' (yk) (ka — yk) =-v (yk> (2.41)

Substituindo as Equagoes (2.27) e (2.39) na Equagao (2.41)), obtém-se o seguinte

sistema linear

Bk V.A(Xk) Xk+1 _ Xk
I © A* VAT A9 @1,] [AFT - A* (2.42)
VIR VAR
vec(AF A(x"))

sendo A* = vec(A*) e AP = vec(AF™).

26



k+1

Define-se a dire¢ao dff no espago primal como df = x**1 —x*. Desta maneira, o

sistema linear da Equagao (2.42)) nas variaveis di e )\ISH pode ser reescrito como

B*d} + VAN = —V f(xY) (2.43a)
L, ® A*| VANTdE + [AX) @ | AT =0 (2.43b)

onde a solucio deste sistema fornece uma diregao df no espaco primal e uma nova
estimativa dos multiplicadores de Lagrange )\'5“ :
A seguir, analisam-se duas possiveis solucoes da diregao df obtidas pelo sistema

(2.43]). No primeiro caso assume-se que a dire¢ao d’g = 0 e no segundo caso que
dt 0.

e« Caso 1: d4 =0
Se dy = 0, o sistema de equagoes ([2.43) resulta

V) + VAT =0 (2.44a)
A @ L AT =0 (2.44D)

Como A(x*) < 0, entdo a matriz [.A(Xk) ® Iq} é nao singular o que implica
que AiTH = 0 e também AT = smat(AE™) = 0. Desta maneira, verifica-se

a condigio de complementariedade Aft'A(x*) = 0.

Logo, da Equacdo ([2.44al) tem-se que V f(x*) = 0 e, portanto, pode-se concluir
que o ponto x* é um ponto estacionério do problema (2.1]). Se satisfaz também
as condigdes de viabilidade entdao serd um ponto KKT do problema ({2.1)) e,

desta maneira, o algoritmo para.

« Caso 2: d} #0

Para o caso que dy # 0, prova-se que a direcdo df obtida pelas Equagdes
([2-43a)) e (2-43b) é uma direcao de descida da funcio f(x) se di’ Vf(x*) < 0.

Sem embargo, di pode nao ser uma direcio vidvel se um ponto estd na fronteira
da regido viavel 2, ou seja, quando alguns dos autovalores da matriz A(x*) se
aproximam de zero. Para tal caso, existe uma base ortonormal do ker (.A(x’“))
definida pelo conjunto {by,...,b,}. Seja a matriz Ey = [by,...,b,] € R”" logo,
empregando a Equagao e aplicando a definicao do mapeamento vec, obtém-se

as seguintes equivaléncias

[Iq ® Ak} vec (i dlgi.Ai(xk)> + vec (AISA(Xk)) =0 (2.45)

=1
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vec (Ak Zn:dlgiAi(xk) + ASA(Xk)> =0 (2.46)

=1

Aplicando a definigdo de smat & Equagao (2.46)), obtém-se
AR>S dEA(xF) + AJAXY) =0 (2.47)
i=1

Pré-multiplicando por E! e pés-multiplicando por E; ambos os termos da

Equacao (2.47)) resulta

EJA"Y dEA(XMEy + EFAJAXME, = 0 (2.48)

=1

Como ETAFA(X*)E, = 0, entdo

EJA"Y dhA(x"E =0 (2.49)

i=1

Assumindo que A* = pl, = 0, obtém-se
E{ > dfAi(x")E, =0, (2.50)
i=1

Portanto, pela Proposicao , pode-se concluir que a Equagao ([2.50) ndo garante

ue a direcao d¥ seja vidvel.
0

2.5.3 Direcao viavel

Com a finalidade de obter uma direcao viavel, Herskovits [I] propoe uma pequena
deflexdo na direcio dff de tal maneira que esta nova dire¢io fique sempre dentro da
regiao viavel. Esta deflexao é feita adicionando um termo negativo no lado direito da
Equacao do primeiro sistema linear conservando a mesma matriz W(x, B, A)
deste sistema.

Desta maneira, define-se um segundo sistema linear nas variaveis d* e S\kﬂ,

assim temos

k+1

Bfd" + VAN = —Vf(x") (2.51a)

k1

L, ® A*| VANTd" + [AX) @ | X7 = —pF A" (2.51D)

onde p¥ é um ntimero real positivo. Este novo sistema fornece uma nova direcdo de

o - Tk+1
busca d¥ e as novas estimativas dos multiplicadores de Lagrange A i
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A seguir, mostra-se que d¥ é uma direcdo vidvel considerando novamente o caso
quando alguns dos autovalores da matriz A(x*) se aproximam de zero e aplicando
o procedimento descrito anteriormente.

Da Equacao e aplicando a definicdo do mapeamento vec, tem-se

AP dF A (xM) + AT A(xR) = —pF AR (2.52)

=1

Pré-multiplicando por E!' e pés-multiplicando por E, ambos os termos da

Equagao (2.52)), obtém-se

ED'S df A (x)Eg + ETA" A(XF)Ey = — " ETAE, (2.53)

i=1
como Eg/_&kA(xk)Eo = 0, entao
El an d* A;(xMEy = —p"ETAME, (2.54)
i=1
Assumindo que AF = pl, = 0 e pF > 0, entdao

ES Y dfA(xME, = —p", <0 (2.55)

=1

e em virtude da Proposicao , pode-se concluir que a direcdo d¥ é vidvel, faltando
provar que seja também uma direcao de descida.
~k
O céleulo de d* e A* também pode ser realizado resolvendo o seguinte sistema

linear auxiliar

B*d¥ + Vg(x" )y + VAN AT =0 (2.56a)
L, ® A*] VAN df + [A") @ T, AFT = —AF (2.56b)

que fornece a direcio d} e as novas estimativas dos multiplicadores de Lagrange

A’f“, e tomando as seguintes seguintes relagoes

d* = df + prdl (2.57)

N2 AEFL ke (2.58)

Pode-se observar na Equacio (2.57) que a diregdo de busca d* ¢ uma composicio
das direcoes dff e d}.

Por outro lado, a deflexdo da diregao df é proporcional ao pardmetro p o qual

controla o grau de deflexao. Como df ¢ uma diregdo de descida da funcio objetivo
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no ponto x*, entdo é necessario estabelecer os limites deste pardmetro que assegurem
que a direcdo d¥ seja também uma direcdo de descida. Isto é possivel, definindo um

novo parametro £ € (0,1) e impondo que
d" Vf(x") < edf VD), (2.59)

onde & > 0.

Como d’gTVf(xk) < 0 isto implica que d*" V f(x¥) < 0 e, portanto, garante que
d*" é uma direcao de descida.

Em geral, a taxa de decréscimo da fungdo objetivo ao longo de d* é 1/¢ vezes
menor que a longo de df, constituindo-se no custo a pagar para que a nova direcao
de busca calculada seja viavel. A escolha inicial do parametro £ poderia influir
na velocidade de convergéncia do algoritmo. Se o valor de £ é proximo de 0
entao a deflexao serd muito grande e a velocidade de convergéncia sera mais lenta,
entretanto, um valor préximo de 1 originard uma velocidade de convergéncia mais
rapida.

Substituindo a Equacao (2.57) na Equagao (2.59)), pode-se escrever
dF' VI(xF) + prd v (xF) < prdl” (2.60)

E assim, pode-se definir a cota superior de p da forma

df" v f(x")
Fe—1)2 2 2.61
se d¥" V f(x*) > 0. Caso contrario, se d¥" V f(x*) < 0, assume-se que
k k||
o< o|df) (2.62)

para algum pardmetro fixo ¢ > 0, definido em [4].

2.5.4 Busca linear

Para obter um novo ponto x**! que seja viavel realiza-se uma minimizacao
inexata de Armijo [38] ao longo da direcio d* de maneira que x**! € int(Q,) e
proporcione um decréscimo da funcao objetivo.

A busca linear de Armijo consiste em achar um comprimento de passo t, ou seja,
o primeiro elemento da sequéncia {1,v,v% v3,...}, que reduza o valor da fungao

objetivo e mantenha a viabilidade das restrigoes, tal que

FOt 4 1hd¥) < F(xb) + v ()t (2.63)
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AxF +t*d*) < 0 (2.64)

onden € (0,1) e v € (0,1) sdo parametros fixos.

2.6 Algoritmo FDIPA-SDP-NS

O algoritmo FDIPA-SDP-NS [24] consiste no seguinte:
Parametros de controle: £ € (0,1), n € (0,1), ¢ >0,ev € (0,1).
Dados Inicias: x € int(Q2), B € S}, e A € ST, comutando com A(x).

Passo 1: Calculo da direcao de busca

Passo 1la: Resolva o sistema linear para obter dyg € R™ e Ay € R™.

B VA(x)
L@ A VAX)" AXx) eI,

do
Ao

—Vf(x)
0

(2.65)

Se dy = 0, parar.

Passo 1b: Resolva o sistema linear auxiliar para obter d; € R" e A; € R™

B VA(x) d; 0 (2.66)
I, A)]VAX)T Ax) L] |\ — '
Passo lc: Se dTVf(x) > 0, calcule
p = min { o], (¢ — 1) BT (2.67)
o dfV/(x) |
caso contrario, calcule
p=¢lldo|l” (2.68)
Passo 1d: Calcule a direcio de busca d e A
e
Passo 2: Busca Linear
Calcule o comprimento do passo ¢, o primeiro ntimero da série {1, v, 2%, 13 ...},
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tal que:
f(x+td) < f(x) +tnVf(x)'d (2.71)

Ax +td) < 0 (2.72)

Passo 3 Atualizagoes

Passo 3a: Obtenha o novo ponto, como: x := x + td;
Passo 3b: Defina novos valores para B € S ;
Passo 3c: Defina novos valores para A € ST, comutando com A(x);

Passo 3d: Retorne ao Passo 1.

2.6.1 Hipoteses do algoritmo

As seguintes hipoteses acerca de A e B sao necessarias para provar a convergéncia,

global do algoritmo.

Hipétese 2.6. Existem nimeros positivos X e \° tal que
NI A NI
Hipodtese 2.7. Existem numeros positivos o1 e o tal que

o1 [d|I* <d"Bd < o, ||d|*, d € R

2.6.2 Atualizacoes

Realizam-se certas operacoes que preparam os dados para uma nova iteragao,

tais como:

(i) Rotina de atualizacdo de A

A rotina atualizacdo da matriz dos multiplicadores de Lagrange A*™ que tem
que comutar com A(x**!) foi definida na Subsecao [L.2.1] [8] a qual que deve
verificar a Hip6tese [2.6] Sem embargo esta hipétese é verificada somente no

limite.

(ii) Rotina de atualizagao de B

A rotina de atualizacdo da matriz quase-Newton B* emprega a férmula BFGS
descrita em Luenberger [38] que define uma nova matriz simétrica definida

positiva a qual deve satisfazer a Hip6tese
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2.7 Analise de convergéncia global

Nesta segao, realiza-se a prova de convergéncia global do algoritmo
FDIPA-GSDP-NS que consiste no seguinte:

o Primeiramente, o Lema garante que os sistemas ([2.43) e (2.56) sdo bem

definidos, ou seja, tém solugoes tnicas e, portanto, o algoritmo nao falha;

e No Lema prova-se que se o algoritmo para depois de um ntmero finito de
iteragoes, entdo, ele gera um ponto de KKT do problema (2.1)).

e Nos Lemas e provam-se que as diregoes dy e d calculadas no passo 1

do algoritmo sao diregoes de descida da fungao objetivo.

o Finalmente, no Lema [2.13| prova-se que qualquer ponto de acumulacao gerado

pelo algoritmo é um ponto estaciondrio do problema ({2.1)).

Lema 2.6. Assume-se que x € €, é um ponto regular do problema (2.1), B € 8%,

e A €SI, tal que A e A(x) comutam. Entdo, a sequinte matriz

B VA (x)

WeeBA) = A VAR AT,

(2.73)

¢ nao singular.

Demonstragdo. Temos que provar que, se para algum v € R™ | a solucio do
sistema W(x, B, A)v = 0 admite somente a solugao trivial, ou seja, v = 0.

. 2 . B .
Seja vI' = [vI vl] onde vi € R" e v, € R?. Assim, tem-se o seguinte sistema

Bv, + VA(x)va =0 (2.74a)
T, ® A] VARV, + [AG) @ 1] v, = 0 (274b)

Da Equagao (2.74a)), tem-se
vi = —B'VAX)v, (2.75)
Substituindo v; na Equacao , resulta
— [, @ A) VAX)"B'VAX)vy + [A(x) @ L] vo = 0 (2.76)
Reescrevendo a Equacao ([2.76))
VAX) B 'VAX)v, — [I, @ A] ' [A(x) @ I,]va =0 (2.77)
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Logo, fatorando o termo vy da equacao anterior, obtém-se
[VAX)B'VAX) - [, @ A] 7 AX) @) va = 0 (2.78)

Chamando D = [V.A(X)TB_IV.A(X) — [, A Ax) ® Iq]} o complemento
de Schur de B em M (Ver Anexo [A)), onde

mM—| B V_fl(x) (2.79)
VAX)T (L, oAl [Ax) @1

Realizando o produto vi Dv,, resulta

viDvy = v} [VAX) B VAx) - [I,® Al [A(x) ® I]] v2 (2.80)
E assim
viDv, = vIVAX) B 'VAx)vy — v I, ® A] " [A(x) @ 1,] v (2.81)

Sendo B = 0, entdao B~! é definida positiva, portanto
viVAX)"B'VAX)v, >0 (2.82)
E pelo Lema tem-se
VI, o A7 AX) @ I] v, <0 (2.83)

Portanto, das Equagdes (2.82)) e (2.83) pode-se concluir que viDvy > 0.
Assume-se que que VZTDVQ = 0, entao tem-se que provar que vy = 0. Para isso,

utiliza-se a Equagao ([2.81]), entdo tem-se a seguinte igualdade
viVAX) " B'VAX)vy = v; (I,  A) T (A(x) @ 1) vy (2.84)
Como vIVAX)TB™'VAx)vs > 0 e vi(I, ® A) " HAx) ® I,)va < 0, entdo

tém-se

VviVAX)B'VAX)v, =0 (2.85)

VI, ® A ARX) © L)va = 0 (2.86)

Na Equacio (2.85)), B™! é definida positiva, portanto tem-se

VAX)ve =0 (2.87)
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Pelo Lema e da Equacao (2.86)), temos
VI, @ A7 AX) @1,]ve =0 (2.88)

Portanto
[A(x) @ I]Jvo =0 (2.89)

Como x é um ponto regular, entdo na Equagao (2.87)) os vetores V.A(x)vy sao
linearmente independentes, desta maneira tem-se que vy = 0.
Finalmente, substituindo vs na Equacao (2.75) resulta v; = 0. Portanto, a

solugao do sistema é (v1,vs) = (0,0). O

Lema 2.7. Se o algoritmo para no ponto x* e d§ = 0, entio x*

KKT do problema (2.1)).

Demonstragio. Se df = 0, o sistema (2.43)) resulta

¢ um ponto de

VF(x") + VAAT =0 (2.90a)
AN @ T, AF =0 (2.90D)

Pela Hipotese como o algoritmo é vidvel em cada iteracao, entdo A(x*) < 0,
e sendo a matriz [A(xk) ® Iq} nao singular, entdo AF™ = 0 ¢ A = 0. Com isso
Vf(x¥) = 0 e, portanto, o ponto x* é um ponto de KKT do problema ([2.1]). O

Lema 2.8. O vetor dy definido no passo 1 do algoritmo é uma direcao de descida
que verifica

dI'Vf(x) < —diBd, (2.91)

Demonstragcao. Multiplicando a Equacao por dy temos

A Vf(x) = —diBdy — dl VAx)A (2.92)
Da Equacao :

I, ® A]VA(x)"dy = — [A(x) @ I,] Ag (2.93)

Entao
VAX)'dy = — [T, ® A7 [A(x) @ I, Ao (2.94)

Transpondo a Equacdo (2.94) e considerando as seguintes igualdades
Ax) L] = [Ax)® 1] e I, A]" = [I, ® A], obtém-se

dIVAx) = A [Ax) @ L] [I,® A] " (2.95)
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Substituindo a Equagao (2.95) na Equacao (2.92))
dIVf(x) = —dyBdy + Al [A(x) @ L] [T, ® A] " Ao (2.96)

Como B = 0 e A > 0, entao tem-se que dgBdy > 0 e pelo Lema tem-se
que [I, ® A] ' [A(x) ® L] < 0, entdo A} [T, ® A] ' [A(x) ® I,] Ay < 0. Portanto,
pode-se concluir que df V f(x) < —d{ Bd,. O

Como uma consequéncia do Lema 2.8, dy é uma diregao de descida de f em x,
ja que

ATV f(x) < —dIBd, < 0 (2.97)

Lema 2.9. A direcio de busca d, definida no passo 1 do algoritmo, € uma direcao
de descida que verifica
a7V f(x) < €41V f(x) (2.98)

Demonstragio. Ver [35]. O

Lema 2.10. Existe 7 > 0 tal que, para qualquer x € €, e d calculado no passo 1b
do algoritmo, as condigoes (2.71)) e (2.72)) sdo verificadas para qualquer t € [0, T].

Demonstragio. Ver [35]. O

Lema 2.11. Existem 6 > 1 e g > 0 tal que a direcao de busca d e o pardametro p

calculado pelo algoritmo verifica

o lldo]l* < p < ¢ ldo]® (2.99)

e
Idl < dldo (2.100)
Demonstragio. Ver [35]. O

Lema 2.12. Da Hipdtese (2.3)) existe um numero real positivo L tal que
Ay) < A(x) + DAX)(y —x) + Ly — x| 1, (2.101)
onde x,y € (2.

Demonstragio. Ver [35]. O

Proposicao 2.2. Para todo x € Q, tal que ||d(x)|| > M > 0 entao existe T > 0 tal
que

Ax+1td(x)) <0 (2.102)

para todo t € [0, 7).

36



Demonstrag¢io. Ver [35]. O

Lema 2.13. Qualquer ponto de acumulag¢io X* da sequencia {xk} gerada pelo

algoritmo é um ponto estaciondrio do problema (2.1)).

Demonstraciao. Considere-se a sequencia {Xk}keJK’ onde K ¢ N = {1,2,...}.
Dados A, B e p limitados em K, entao existe uma subsequencia dada pelo algoritmo

k yk Rk ok
(x5 BR

Considerando que d depende continuamente de x, A, B e p, entao

R sendo K; C K, que converge para x*, A", B*, p*.

{dk}keKl —d* (2.103)

Agora, considerando a seguinte subsequencia {tk}kng’ sendo Ky C Ky, que

converge para t*. Do Lema [2.10| mostra-se que t* > 0.

A Equagao (2.71)) pode ser reescrita como
FxF +td) < f(x%) + ntfd" V£ (x) (2.104)

onde assume-se que k € Ky e k£ 4+ 1 nao necessariamente pertence a Ko.

Tomando limites em ambos os lados da expressao anterior quando k — oo
Fx) < fX) +pt*d" V f(x) (2.105)

e assim tem-se

nt*d*TV f(x*) > 0 (2.106)

como n € (0,1) e t* > 0, entdo
d V(x>0 (2.107)

Empregando o Lema [2.9] e tomando limites para ambos os lados da Equacao

(2.98)) quando k — oo, tem-se
AT f(x) < Ed5TV (") (2.108)

como & € (0,1), entao
dTVF(x*) <0 (2.109)

Das Equacoes (2.107) e (2.109) pode-se concluir que

d7Vf(x*) =0 (2.110)
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E, portanto
d“=0 (2.111)

Empregando novamente o Lema 2.9 obtém-se
d;"VF(x*) >0 (2.112)

Do Lema e tomando limites para ambos os lados da Equacao (2.91)) quando
k — oo, tem-se
d;"Vf(x*) < —d;"B*d; (2.113)

Substituindo a Equacgao (2.110)) na Equacao (2.113)), tem-se
d;"B*d; <0 (2.114)
Como a matriz B* é definida positiva, entao

d;"B*d; > 0 (2.115)

De (2.114)) e (2.115)), tem-se que

d;"B*d; = (2.116)

E, portanto
d;=0 (2.117)

Tomando o limite quando k£ — 0o no sistema ([2.43)), obtém-se o seguinte sistema

linear

B*dj + VA" )A; = =V f(x") (2.118a)
I, @ A" VA" d) + [AX) @ L] A5 =0 (2.118b)

Como dj = 0, entao o sistema ([2.118]) resulta

Vix")+ VA )N =0 (2.119a)
[AX") @ I] AL = 0 (2.119h)

Sendo A = mat(A}), entdo a Equacao (2.119b)) é equivalente a
ALA(X*) =0 (2.120)

Portanto, pode-se concluir que o ponto x* é um ponto estacionario do problema

ED). O
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2.8 Detalhes da implementacao do algoritmo

2.8.1 Resolucao dos sistemas lineares internos do algoritmo
FDIPA-SDP-NS

A seguir serao mostrados os custos computacionais para a solucao dos sistemas
lineares internos do algoritmo FDIPA-SDP-NS tendo em consideragao a estrutura
da matriz A.

No caso particular da otimizagao estrutural as matrizes de rigidez e massa tem
uma estrutura particular que é abordada de forma muito eficiente por cédigos de
elementos finitos.

Da equacao (22.43al) temos

A= —[Ax) @I, " [I,® A] VA(x)Td, (2.121)
Substituindo a Equagao (2.121)) na Equagao [2.43Db)) temos
B - VA®X) [Ax) ® L] I, ® A]VAX)"| dy = —Vf(x) (2.122)

Seja
U=[Ax)®L]) " [I,® A] VAX)T (2.123)

onde U € R¥x",

Entao, obtém-se o seguinte sistema linear simétrico
[B—- VAx)U]dy = -V f(x) (2.124)

Pelo Lema [2.1] e aplicando as propriedades do produto de Kronecker, o termo

[A(x) ®1,]" da Equagio ¢ equivalente a
Ax) @ L] = Ax) "' L (2.125)
Substituindo a Equacao (2.125)) na Equacao resulta
U= |Ax) "L [, A] VAX)" (2.126)

Aplicando novamente as propriedades do produto de Kronecker do Lema [2.1] a

Equacao (2.126]) é equivalente a

U= [Ax) L] @ [I;'A]| VAX)" (2.127)
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Portanto
U= |Ax)" @ A| VAX)" (2.128)
Seja U, a k-ésima coluna de U. Entao, empregando a Equacao (2.128) e

aplicando as defini¢goes do mapeamento vec e V.A(x) tem-se

Ui, = vec (ASJL‘(X)A(X)_1> (2.129)
Tk

Agora, aplicando a definicdo do mapeamento mat a ambos os lados da Equacao
(2.129), entao Uy pode ser obtida resolvendo os seguintes ¢ sistemas lineares
0A
A(x)mat(Ug) = —(x)A (2.130)
3xk
Desta maneira, para calcular U é necessario resolver ¢ x n sistemas lineares com

a mesma matriz simétrica definida negativa A(x).

A fatoragao para resolver o sistema simétrico (2.124) requer 6713 operacoes de

pontos flotantes (flops).

No caso quando A(x) é uma matriz banda com comprimento de banda b, a
fatoracao de Cholesky necessita cerca de ;b(b + 3)q flops (Ver [39]). Note que em
aplicagoes de otimizacao estrutural em geral tem-se que b << ¢. Uma vez que a
substituigao para frente e para tras para cada sistema requer cerca de (2b+1)q flops,
para calcular U necessita-se cerca de ¢°n(2b+ 1) + ;b(b + 3)q flops. O célculo de
Ao na Equacao requer cerca de 2ng? flops.

O sistema resolvido no algoritmo FDIPA-SDP nao é simétrico e de dimensao

- 1
l=n+ iq(q + 1). Neste algoritmo a matriz A nao é esparsa e, portanto, em geral,

o sistema linear resultante nao é esparso e a fatoragao requereria cerca de ;(13 —1)
operagoes [39].

Desta maneira, o algoritmo FDIPA-SDP nao toma vantagem da estrutura da
matriz A(x) e, portanto, o nimero de operagoes requeridas em cada passo do

algoritmo é muito maior do que do algoritmo FDIPA-SDP-NS.

2.8.2 Critérios de parada

Como d(x) = 0e VL(x,Ap) = 0 em um ponto de KKT entao pode-se empregar
as seguintes condigoes: dy(x*) < ¢ e/ou VL(x*, AF) < § como critérios de parada
do algoritmo. Aqui 0 representa um indicador da proximidade da solucdo o qual
tem um valor muito pequeno. Também podem-se dar valores de tolerancia para as

condicoes de complementariedade.

40



2.8.3 Busca de um ponto inicial viavel

Quando a restricao matricial nao é verificada no ponto inicial, um ponto inicial

viavel tem que ser encontrado empregando o seguinte programa matematico auxiliar

minimizar 2z
Xz , (2.131)
sujeito a:  A(x) — 2I4 < 0
onde z é uma variavel escalar auxiliar.
Depois de realizar certo nimero de iteracoes para resolver este problema auxiliar

obtém-se um ponto inicial vidvel uma vez que z seja negativo.

41



Capitulo 3

Algoritmo de pontos interiores e
direcoes viaveis para programacao
semidefinida generalizada
(FDIPA-GSDP)

3.1 Introducao

Neste capitulo apresenta-se um novo algoritmo de pontos interiores e
diregbes viaveis para programacao semidefinida generalizada nao linear denominado
FDIPA-GSDP para lidar com problemas de otimizagdo nao linear com restrigdes
vetoriais de desigualdade e igualdade e também com restricoes matriciais
semidefinidas.

Um problema de programacao semidefinida generalizada [I7, [I8] pode ser
formulado da seguinte maneira

minimizar f(x
xER"

(x)
sujeito a:  g(x) < 0; 3.1
o (3.1)

sendo x € R" o vetor das varidveis de projeto, f : R® — R a funcao objetivo,
g : R” — R™ a funcao das restri¢goes de desigualdade e h : R — R? a func¢ao das
restricoes de igualdade. Assume-se que as funcgoes f, g, h e A sdo suaves e pelo
menos uma delas é nao linear.

Este novo algoritmo, proposto neste trabalho, é uma generalizacao do problema
de programacao semidefinida nao linear que foi discutido e analisado no capitulo

anterior. As técnicas empregadas neste algoritmo sao baseadas nas técnicas classicas
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de programacao nao linear assim como nas técnicas de programagao semidefinida
nao linear desenvolvidas nos algoritmos desenvolvidas nos algoritmos FDIPA
[1, 4, 5] e FDIPA-SDP-NS [24, [40], respectivamente. Desta maneira, o algoritmo
FDIPA-GSDP é capaz de resolver problemas de programacao semidefinida nao linear
(tirando as restrigdes de desigualdade e igualdade), problemas de programagao nao
linear (tirando as restri¢oes semidefinidas negativas) e problemas de programacao
semidefinida generalizada nao linear (considerando todas as restrigoes).

A andlise tedrica e a prova de convergéncia do algoritmo FDIPA-GSDP foi
realizada em duas etapas. Na primeira etapa, analisa-se um problema de otimizagao
considerando restrigoes de desigualdade e na segunda etapa sao incluidas as

restri¢coes de igualdade.

3.2 Problema de otimizacao com restricoes de

desigualdade

Neste problema sao consideradas as restricoes de desigualdade e as restrigoes

matriciais semidefinidas. Este problema pode ser formulado como

xeR”

)
sujeito a: g(x) <0, g(x)eR™ (3.2)
A(x) <0, Ax) e 81

minimizar f(x
(

3.2.1 Notacgoes

e O conjunto de pontos vidveis do problema (3.2)) em relagdo as restrigoes de
desigualdade e restricbes matriciais semidefinidas negativas é denotado por
Q={xeR": A(x) 5 0,g(x) < 0}. Seu interior é denotado por int(£2).

e O vetor gradiente da funcao objetivo f : R®™ — R é denotado por

V(%) = lﬁgi@,...,ag?] cR" (3.3)

o As derivadas parciais das fungoes g; em relagdo a x; sdo agrupadas na matriz
Vg(x) € R"™™ denotada por

Veg(x) = [Vai(x). ..., Vn(x)] (3.4)

O gradiente da restri¢do matricial semidefinida V.A(x) foi definida no capitulo

anterior.
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o A funcdo Lagrangiana L : R™ x R™ x R7*? — R associada ao problema (3.2))
é

L(x,v,A) = f(x)+ i Nigi(x) 4+ vec(A(x))TA (3.5)

e O gradiente da funcao Lagrangiana em relagdo a x é denotado por VL :
R™ x R™ x R¥ — R" e definido como

VxL(x,v,A) = Vf(x)+ i AiVgi(x) + VA(x)A (3.6)

=1

o A Hessiana da fungdo Lagrangiana, associada ao problema ({3.2), é denotada
por H : R"™ x R™ x R? — R™" ¢ definida como

H(x,v,A) = V2f(x) + i AiV2gi(x) + VA (x)A (3.7)

=1

3.2.2 Definicoes

Este algoritmo também emprega as mesmas defini¢oes do algoritmo FDIPA

descritas na Secao do Capitulo [T}
A seguinte proposicao [I] estabelece uma condi¢do para que uma diregao d

verifique a Definigao (1.4

Proposicao 3.1. Se a funcao g € diferencidvel em x € €0, entdo d € R" é uma
dire¢io vidvel em relagao as restrigoes de desigualdade, se Vg;(x*)d < 0, para todo

i tal que g;(x) = 0.

Demonstragio. Ver [5]. O

3.2.3 Condicoes de otimalidade de primeira ordem

As condigoes de otimalidade de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker para

este problema sao

Vf(x)+ Vgx)y+ VAX)A =0 (3.8a)
G(x)y=0 (3.8b)
AAx)=0 (3.8¢)

g(x) <0 (3.8d)
A(x) <0 (3.8e)
¥>0 (3.8f)
A=0 (3.8g)



onde v € RTY ¢é o vetor dos multiplicadores de Lagrange das restricoes de
desigualdade. Os demais termos destas equacoes foram descritos no capitulo

anterior.

A Equagao ¢ denominada a condicao lagrangiana e as Equacgoes
e sao denominadas as condi¢bes de complementariedade das restri¢coes de
desigualdade e semidefinida, respectivamente. Neste caso, as Equacoes —
representam as condicoes de viabilidade.

As defini¢oes referentes as condigbes de otimalidade de primeira ordem de

Karush-Kuhn-Tucker sdo descritas a continuacao.

Defini¢ao 3.1 (Ponto regular). Um ponto x é um ponto regular do problema
(3.2) se os vetores Vg;(x), ¢ € I(x) e VA(x)b;(x) : ¢ = 1,...,7 e, s@o linearmente
independentes. Sendo I (x) o conjunto dos indices das restri¢oes ativas (Ver

Definicao .

Definigao 3.2 (Ponto estacionario). Um ponto regular x é um ponto estacionario
do problema (3.2]) se existem um vetor v € R™ e uma matriz A € R?7*? tal que as

seguintes condi¢oes sdo verificadas

Definic¢ao 3.3 (Ponto de Karush-Kuhn-Tucker). Um ponto estacionario x é um
ponto de Karush-Kuhn-Tucker do problema (3.2)) se todas as Equacoes (3.8a))-(i3.8¢)

sao verificadas simultaneamente.

3.2.4 Hipobteses sobre o problema

As hipoéteses acerca das fungoes f, g e A que foram consideradas no problema

(3.2) sao as seguintes:

Hipdétese 3.1. Existe um nimero real a tal que o conjunto Q, = {x € Q: f(x) < a}

¢ compacto e tem um interior nao vazio denotado por int(S),).

Hipétese 3.2. Para qualquer ponto x € int(€),), verificam-se que g(x) < 0 e
A(x) < 0.
Hipodtese 3.3. As funcgoes f, g e A sao continuamente diferencidveis em €, e suas

derivadas Vf, Vg e ETaE para p=1,...,n, satisfazem a condi¢do de Lipschitz.
Tp

Hipétese 3.4. Qualquer ponto x € Q, € um ponto regular do problema (3.2)).
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3.2.5 Descricao do algoritmo FDIPA-GSDP

O algoritmo FDIPA-GSDP, proposto no presente trabalho, é um método de
pontos interiores que resolve um problema generalizado de otimizag¢ao nao linear
semidefinida fazendo iteragbes nas varidveis de projeto x (varidveis primais) e
nos multiplicadores de Lagrange (varidveis duais) para resolver as condigoes de
otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).

Dado um ponto interior inicial, o algoritmo gera uma sequencia {Xk} de pontos
interiores, tal que f(x)* < f(x)*, g(x*) < 0 e A(x*) < 0, que converge para o
conjunto de pontos de KKT do problema. Em cada iteragdo una direcao de busca
d* é definida de maneira que seja de descida da funcdo objetivo e vidvel de €.
Uma busca linear nessa direcao determina um novo ponto interior garantindo uma

convergéncia global.

e Matriz do sistema linear

Como ja foi descrito no capitulo anterior, a matriz do sistema linear é formada
empregando a condi¢do lagrangiana e as condigoes de complementariedade
das restri¢oes fornecidas pelas Equagoes (3.8al)-(3.8¢). Neste caso, o vetor

y = (x,7,A)7 e a funcio vetorial W : R*+7m+e° 5 R#+m+4° ¢ definida como

lI’l(Xa Y, )‘)
U(x, 7, A) = | P,u(x,7,A) (3.9)
‘II.A(Xv Y )‘)
sendo
¥, (x,v,A) = Vf(x) + Vg(x)y + VA(x)A (3.10)
‘IIQ(Xa Y, A) = g(X)’Y (311)
W4 (x,9,A) = AA(x) (3.12)

Empregando o procedimento do capitulo anterior, obtém-se a matriz do

sistema linear W & R("+m+q2>x(”+m+q2) definida como
B Vg(x) VA(x)
W(x,B,~v,A) = I'vg(x)? g(x) 0 ; (3.13)

I, ® A] V.A(X)T 0 Ax) ®1,
sendo esta também inversivel.

e Calculo da direcao de busca

Em cada iteracdo do algoritmo é calculada uma direcdo de busca d* a qual
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pretende-se que seja uma direcdo de descida para a funcdo f no ponto x* e
viavel para o problema ((3.2)).

Logo de empregar uma iteracao de Newton como no algoritmo anterior e

k+1

definindo a diregao df no espaco primal como df = x*! — x* obtém-se o

seguinte sistema linear

BFdf + Vg(x")vi™ + VANAGT = -V f(xh) (3.14a)
Vg (x")ds + G(x*) v =0 (3.14D)
L, ® A*| VAN"d] + [AxH) @ L] AT =0 (3.14c)

A solugdo do sistema (3.14) fornece uma direcdo df no espago primal e uma

nova estimativa dos multiplicadores de Lagrange v5*! e AT

Sem embargo dff pode ndo ser uma diregio vidvel se um ponto estd na fronteira
de €2, como ja foi mostrado no capitulo anterior para o caso quando alguns
dos autovalores da matriz semidefinida se aproximam de zero. Isto também
poderia acontecer se alguma restricao de desigualdade torna-se proxima de
zero, ou seja, quando a restrigao tende a ser ativa e desta maneira df torna-se
tangente a regiao viavel.

Escrevendo a Equacao para a i-ésima restricao de desigualdade, tem-se

a seguinte expressao
VIV gi(xM)TAf + g;(x" )t =0, i =1,...,m, (3.15)
se g;(x*) =0, para i € I(x), entdo, a Equacdo (3.15)) resulta
Vg (x*)df =0, (3.16)
além disso, v; # 0, o que implica que Vg;(x*)Tdf = 0, e portanto, os vetores

Vgi(x*) e df sdo ortogonais.

Uma interpretacao geométrica desta andalise pode ser observado na Figura 3.1}
na qual somente foi considerada uma restricao de desigualdade. Neste caso,
os vetores Vg;(x*) e df sao ortogonais produzindo que df seja tangente ao

conjunto viavel e portanto, tornando-se nao viavel.
Direcao viavel

Para obter uma direcao viavel adiciona-se um termo negativo no lado direito

das Equagoes ([3.14Db)) e (3.14c)) do primeiro sistema linear conservando a mesma

matriz W(x, B, A) deste sistema. Desta maneira, define-se o seguinte sistema
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Regido
vidvel

gy
—

_———
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f(x) = cte

-
>

X1

Figura 3.1: Direc¢do de busca nao viavel no algoritmo FDIPA-GSDP.

linear

+1

Bfd" + Vg(x )y + VAXHA = —vf(xF) (3.17a)
I*"Vg(x")d + G(x" )y = —pfy* (3.17D)

1, ® A VAT + [AXD) @1, N = R (3.17¢)

onde p* é um nimero real positivo. Este novo sistema linear fornece a nova,
direcio de busca d* e as novas estimativas dos multiplicadores de Lagrange

_ NLan!
,.YkJrl e\ )

Neste caso, o sistema auxiliar esta dado por

B*d} + Vg(x* )8 + VAF)AT =0 (3.18a)

L*Vg(x*)dy + G(x" )y = -+ (3.18b)

L, ® A*] VAN df + [A") @ T, A = —XF (3.18¢)

que fornece a direcao d¥ e os multiplicadores de Lagrange v¥*! e )\]fH e toma
as seguintes seguintes relagoes

d* = df + prd} (3.19)

Y=Y+ (3.20)

Y (3.21)
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As relagbes mostradas nas Equagoes (3.19)-(3.21)) foram obtidas manipulando

as equagbes dos sistemas lineares (3.14) e (3.18]). Para isso, resolve-se o
sistema ([3.14]) retirando os valores de v, e A¢ das Equacoes ([3.14b)) e (3.14¢),

respectivamente, assim, obtém-se as seguintes expressoes

Iy = —G(x)'TVg(x)'dy (3.22)
Ao =—[Ax) @1, " [I,® A] VA(x)d, (3.23)

Logo, substituindo as Equagoes ([3.22)) e (3.23) na Equacao (3.14a)), tem-se que

[B - Vg(x)G(x) 'TVg(x) -

1 (3.24)
VA®X) [Ax) © 1) [, ® A] VAX)"| do = =V f(x)

Define-se a matriz M mediante a seguinte expressao

M =B - Vg(x)G(x) TVg(x)" — VAX) [A(x) @ I, [I, ® A] VAX)"
(3.25)

Entao, obtém-se a seguinte relacao

doM = —Vf(x) (3.26)

Empregando o mesmo procedimento para o sistema (3.17) obtém-se as

seguintes expressoes para <y e A
¥ =—6(x)" [TVg(x)"d + ] (3.27)
A= —[AX) ® L] [[I,® A] VAx)"d + pA| (3.28)
Substituindo as Equacoes (3.22) e (3.28) na Equagao (3.17a)) resulta

B - Vg(x)6(x) ' TVg(x)" — VAX) [Ax) ® ] I, ® A] VAx)"]d =
— V(%) + Vgx)py + VAX) [AX) @ L] pA
(3.29)

Substituindo as Equagoes (3.25)) e (3.26) na Equacao (3.29) e multiplicando

ambos os termos por M~! obtém-se

d = —dg + pM " [Vg(x)y + VAX) [A(x) ® T,] " A] (3.30)
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Denote-se por d; ao termo M ™! {Vg(x)’y + VARX) [Ax) @1, A}, obtém-se
a relacao entre as diregoes dy e d dada pela Equacao (3.19). De forma analoga

podem-se encontrar as outras duas relagoes.

Finalmente, Para definir a cota superior do pardmetro p emprega-se a mesma
rutina definida na Secao do capitulo anterior.

Busca linear

Para obter um novo ponto x**! que seja vidvel, realiza-se uma minimizacao
inexata de Armijo [38] ao longo da direcio d* de maneira que o ponto x**1

esteja dentro da regidao viavel.

A busca linear de Armijo consiste em achar o passo t, ou seja, o primeiro

elemento da sequéncia {1,v,1% 13 ...}, tal que

f(xF+thdR) < f(xF) + gV f(xM) T dF (3.31)
gi(x" +t*d") <0, i=1,...,m (3.32)

(§]
A(xF +t*d") <0 (3.33)

onden € (0,1) e v € (0,1) sdo pardmetros fixos.

Atualizacgoes

Para definir as atualizacoes dos valores de 7, A e B é necessario estabelecer

as seguintes hipoteses adicionais:

Hipoétese 3.5. Existem nimeros positivos ', v°, com v° > ~!, e g tal que

0<v<~% i=1,...,m, e >~ para qualquer i tal que g;(x) > —3.

Hipétese 3.6. Existem nimeros positivos X, \° tal que
I s
M <A N
Hipodtese 3.7. Existem niumeros positivos o1 e oq tal que

o1]|d|* <d"Bd <o ||d|*, d € R"

Logo, realizam-se certas operagoes que preparam os dados para uma nova

iteragao, tais como:

(i) Atualizacdo do ponto: x*! = x* + tkd*;

(ii) Atualizacio da matriz quase-Newton B* com uma nova matriz simétrica

definida positiva empregando a férmula BFGS [38];
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(iii) Atualizagio dos valores de ~**!

algoritmo FDIPA [5];

empregando o método descrito no

(iv) Atualizacio dos valores de A**! empregando o método descrito no
algoritmo FDIPA-SDP [§].

3.2.6 Analise de convergéncia global

A andlise de convergéncia do algoritmo FDIPA-GSDP segue o mesmo esquema

do realizado no algoritmo FDIPA-SDP-NS, ou seja, prova-se o seguinte:

o Primeiramente, o Lema garante que os sistemas (3.14) e (3.17) sdo bem

definidos e tém solugdes tnicas e, portanto, o algoritmo nao falha.

» No Lema [3.2] prova-se que se o algoritmo para depois de um nimero finito de
iteragoes, entdo, ele gera um ponto de KKT do problema (3.2)).

o Nos Lemas e provam-se que as dire¢oes dy e d calculadas no passo 1

do algoritmo sao diregoes de descida da funcao objetivo.

o Finalmente, no Lema prova-se que qualquer ponto de acumulacao gerado

pelo algoritmo é um ponto estacionario do problema (|3.2)).

Lema 3.1. Dados qualquer ponto regular x € €, do problema (2.1)), qualquer matriz
B simétrica definida positiva, qualquer vy € R™ tal que v > 0 se g;(x) = 0 e qualquer

matriz A € 8%, tal que A e A(x) comutam, a matriz

B Vg(x) VA(x)
W(x,B,v,A) = I'vg(x)" G(x) 0 )
I, ® A] VA(x)T 0 Ax) @1,

¢ nao singular.

Demonstragcio. Para provar este teorema basta mostrar que o sistema

Bv, + Vg(x)va + VA(x)vs =0 (3.34a)
I'Vg(x)vi +G(x)va =0 (3.34Db)
L, @ A]JVAx) ' vi + [A(x) ® L] v =0 (3.34¢)

para vi € R, v, € R e v3 € R”, tem solucao tnica (v, vs, v3)T = (0,0,0)7.

Pré-multiplicando a Equacio (3.34al) por v temos que

viBvi + > v,V (x) vi + v VAX)v; = 0 (3.35)

=1
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Das Equacoes (3.34¢) e (3.34b]), obtém-se

gil\X 3.36
Vi ( )

VlTV-A(X) = _V:j’: [A(x) ® Iq] [Iq ® A]_l

(3.37)
Substituindo as Equagoes (3.37)) e (3.36) na Equagao (3.35)), tem-se
m .2
viBv, =Y %MX) +VEAX) @ L) [T, @ A] ' vy (3.38)
i=1 i

Como A = 0 e A(x) < 0 e também pelo Lema tem-se que a matriz
[A(x) @ I,) [T, ® A] " é semidefinida negativa. Por outro lado, como g;(x) < 0 e

v > 0, tem-se que vi Bvy; < 0, e sendo a matriz B definida positiva, entao v; = 0.
Da Equagao (3.34¢)) resulta

[Ax) @ 1] vs = 0, (3.39)

Como A(x) < 0, entdo a matriz [A(x) ® I;] ¢ definida negativa e, portanto,
obtém-se v3 = 0.

Substituindo os valores de vi = vz = 0 na Equacao (3.38)), tem-se que

m 2

; Qf;gi(X) =0 (3.40)

Logo, para g;(x) < 0, tem-se que vy; = 0, Vi &€ I(x), ou seja, para as restrigoes
de desigualdade que nao sao ativas.

Da Equagao ([3.35)

> v Vgi(x) =0, (3.41)
=1

Como os vetores Vg;(x), para i € I(x), sdo linearmente independentes, entao,
tem-se que vy; = 0.

Portanto, a solucao tnica do sistema é (vy, va,v3) = (0,0,0). O

Lema 3.2. Se o algoritmo para no ponto x* e d§ = 0, entio x

KKT do problema .

k¢ um ponto de

Demonstragio. Se df = 0, o sistema (3.14)) resulta

V(") + Vg(x )y + VAT =0

(3.42)
G(x")vt =0 (3.43)
AN @ T, AF =0 (3.44)
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Pela Hipotese , o algoritmo verifica em cada iteragao que g;(x*) < 0, o qual
implica que 74t = 0. Além disso, A(x*) < 0 e sendo a matriz {A(xk) ® Iq] nao
singular, entao A'g“ = 0. Com isso tem-se que V f(x*) = 0 e desta maneira o ponto
x* representa um ponto de KKT do problema . 0

Lema 3.3. O vetor dg definido no sistema linear (3.14) do algoritmo € uma dire¢io
de descida que verifica
diVf(x) < —diBd, (3.45)

Demonstragcao. Multiplicando a Equacao por dg tem-se que
—dlVf(x) = diBdg + di Vg(x)v, + di Vh(x)p, + di VA(X) A (3.46)
Da Equacao , temos que
I'Vg(x)do = =G (%), (3.47)

Portanto
dj Vg(x) = =75 I 'G(x) (3.48)

Da Equagao ([3.14d|), tem-se que
dIVAx) = Al [Ax) @I [T Al X (3.49)

Substituindo as Equagoes (3.48)) e (3.49) na Equagao (3.46)), tem-se que
dgVf(x) = =diBdo + 7T 'G(x)v + A5 [AX) @ J[I@ A] ' A (3.50)

Na Equacao (3.50), a matriz B ¢é definida positiva, entdo o termo dyBd, ¢
positivo. Além disso, a matriz T' é definida positiva e sendo ¢;(x) < 0 implica
que a matriz G(x) é definida negativa, portanto, a matriz I'"'G(x) também é
definida negativa e desta maneira o termo 4T 'G(x)~v, é negativo. Por outro
lado, sendo A(x) < 0 e Ag > 0, entdo a matriz A é definida positiva e pelo Lema
2.5 tem-se que a matriz [A(x) @ I] [I® A]"' é definida negativa e, portanto, o termo
A A) @I [T® A] ' A é negativo.

Finalmente, excluindo os termos v2T7!G(x)v, e AL [A(x) @ I| [I® A] ' A da
Equagio (3.50), pode-se concluir que d} V f(x) < —dj Bd,. O

Lema 3.4. A direcao de busca d definido no passo 1 do algoritmo € uma direcao de
descida que verifica
ATV f(x) < TV f(x) (3.51)

Demonstrag¢io. Ver [8]. O
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Lema 3.5. Existe 7 > 0 tal que, para qualquer x € €, e d calculado no passo 1b
do algoritmo, as condigoes (3.31)-(3.33) sao verificadas para qualquer t € [0, 7).

Demonstragio. Ver [4] e [35]. O

Lema 3.6. Qualquer ponto de acumulacio X* da sequencia {Xk} gerada pelo

algoritmo € um ponto estaciondrio do problema .

Demonstracao. Considere-se a sequencia {Xk}keK’ onde K ¢ N = {1,2,...}.
Dados ~, A, B e p limitados em K, entao existe uma subsequencia dada

, sendo K; C K, que converge para

- k o~k e RE b
pelo algoritmo {x YN, B p }keKl

x5, v5, A5 B pt

Considerando que d depende continuamente de x, v, A, B e p, entao
k *
{d }keKI —~d (3.52)

Agora, considerando a seguinte subsequencia {tk}kng’ sendo Ky C Ky, que

converge para t*. Do Lema [3.5 mostra-se que t* > 0.

Empregando a Equacao (3.31)), pode ser reescrita como
P+ td) < f(xP) + pttd" YV F(x) (3.53)

onde assume-se que k € K, e k 4+ 1 nao necessariamente pertence a K.
Tomando limites em ambos os lados da expressao anterior quando k£ — oo,
obtém-se
nt*d*V f(x*) >0 (3.54)

como n € (0,1) e t* > 0, entdo
d'Vf(x*) >0 (3.55)

Empregando o Lema |3.4] e tomando limites para ambos os lados quando & — oo,

tem-se
d TV f(x") < ATV f(xY) (3.56)

como & € (0,1), entao
dTVF(x*) <0 (3.57)

Das Equacdes (3.55) e (3.57) pode-se concluir que d**'V f(x*) = 0 e empregando

novamente o Lema |3.4] entao

d;"VF(x*) >0 (3.58)
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Do Lema |3.3| e tomando limites para ambos os lados quando k& — oo, tem-se
d;"Vf(x*) < —d;"B*d;, (3.59)

como a matriz B* é definida positiva, entdo dj’ B*dj = 0, e portanto dj = 0.

Agora, tomando o limite quando & — oo no sistema (3.14]), obtém-se

B*d; + Vg(x*)v; + VAX)A; = =V f(x") (3.60a)
I"Vg(x")d;+ G(x")v; =0 (3.60Db)
I, @ A*] VA" d) + [AX) @ L] A =0 (3.60c)
e sendo dj = 0, entao tém-se
V(x") + Veg(x")v;+ VAX)A; =0 (3.61a)
G(x")v, =0 (3.61b)
AX") @I, ] A; =0 (3.61c)

sendo A = mat(A;), entdo a Equacdo (3.61d) é equivalente a AjA(x*) = 0, e

portanto, pode-se concluir que o ponto x* é um ponto estacionario.

3.3 Problema de otimizacao com restricoes de

igualdade

Considere-se agora o problema geral de programagao semidefinida nao linear
[10} 18], definido na Equagao (3.1]), formulado como

minimizar f
xeR”

(x)
sujeito a: g(x) < 0;
(x)

3.3.1 Notacgoes

As seguintes notacoes correspondem a inclusao das restri¢coes de igualdade do

problema ({3.1]).

o As derivadas parciais das fung¢oes h; em relacao a x; sao agrupadas na matriz
Vh(x) € R"*?  denotada por

Vh(x) = [Vhi(x),..., Vhn(x)] (3.62)
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o A fungdo Lagrangiana L : R™ x R™ x RP x R9*? — R associada ao problema
(3.1) é definida como

L(x,7, 1, A) = —l—ZAZgZ +Zuz i(x) +vec(Ax))"A  (3.63)

e O gradiente da funcao Lagrangiana em relacao a x é denotado por VL :
R™ x R™ x R? x R? — R" e definido como

Vo L(X,7, 1, A Z)\ Vai(x) + Z/Wh x) + VA(X)A (3.64)

=1

o A Hessiana da fungdo Lagrangiana, associada ao problema ({3.1), é denotada
por H : R" x R™ x R?P x R? — R™" ¢ definida como

H(x, v, p,A) = Vf(x) + ZA V2g,(x) + Z 1;V2hi(x) + V2A(X)A (3.65)
i=1 =1
3.3.2 Condicoes de otimalidade de primeira ordem

As condigoes de otimalidade de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker para

este problema sao

Vf(x)+ Vgx)y+ Vh(x)u+ VAx)A =0 (3.66a)
G(x)y = (3.66b)

h(x) = (3.66¢)

AA(x) =0 (3.66d)

g(x) <0 (3.66¢)

A(x) <0 (3.66f)

Y>>0 (3.66)

A0 (3.66h)

onde pu € R? é o vetor dos multiplicadores de Lagrange das restri¢oes de igualdade.
Neste caso, a Equacao representa a condicao de complementariedade das
restri¢coes de igualdade.

As seguintes definicoes sdao uma extensdo das condi¢des de otimalidade de
primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker do problema .

Definicao 3.4 (Ponto regular). Um ponto x é um ponto regular do problema (i3.1))
se os vetores Vg;(x), 1 € I(x), Vhi(x),i=1,...,pe VAX)b;(x): i =1,...,7 s@o

linearmente independentes.
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Defini¢ao 3.5 (Ponto estaciondrio). Um ponto x é um ponto estaciondrio do
problema (3.1)) se existem uns vetores v € R™ e p € R? e uma matriz A € R7*7 tal

que as seguintes condicoes sao verificadas

Defini¢ao 3.6 (Ponto de Karush-Kuhn-Tucker). Um ponto estacionario x é
um ponto de Karush-Kuhn-Tucker do problema ({3.1)) se todas as Equagoes (3.66a))-
(3.66h]) sao verificadas simultaneamente.

3.3.3 Hipoéteses sobre o problema

As seguintes hipdteses incluem as restricdes de igualdade do problema do

problema (3.3)).

Hipétese 3.8. Para qualquer x € int(Q,), verificam-se simultaneamente que
g(x) <0, h(x) <0 e A(x) < 0.

Hipétese 3.9. As funcoes f, g, h e A sao continuamente diferenciaveis em €1, e

suas deriwadas Vf, Vg, Vh e

T para p = 1,...,n, satisfazem a condigcdo de
Lp
Lipschitz.

3.3.4 Descricao do algoritmo

O processo de analise deste algoritmo é similar do que o procedimento descrito
na secao anterior mas realizando algumas alteragoes necessarias pela inclusao de

restrigoes de igualdade.

e Matriz do sistema linear

A matriz do sistema linear deste problema, seguindo o procedimento descrito

anteriormente, esta dada por

B Vg(x) Vh(x) VA(x)
W(x, B, v, pu, A) = Fvvhg(S)T g(Ox) g 0 (3.67)
L, @A) VAX)T 0 0 Ax) eI,
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e Direcao de busca

Seguindo o procedimento descrito na Subsegao (3.2.5)), define-se o seguinte

sistema linear

Brdk + Vg(x")vE + Vh(xF)pht! + VAA = V(x5 (3.68)
I'"Vg(x")ds + G(x" )™ =0 (3.68D)

Vh(x*)Tdl = —h(x") (3.68¢)

1, ® A¥| VAXHdf + [AX") @ | Af™ =0 (3.68d)

A solugdo deste sistema fornece uma dire¢do df no espago primal e uma
nova estimativa dos multiplicadores de Lagrange 'yk“, uﬁ“ e )\ISH. Pode-se
observar que este sistema nao depende do valor atual de p*.

Sem embargo, df nio é necessariamente uma dire¢do viavel, pois quando
alguma restricio de igualdade tende a ser é ativa, df torna-se tangente a
regiao viavel.

Escrevendo a Equagao (3.68¢c|) para a i-ésima restricao de igualdade, tem-se a

seguinte expressao
Vhi(x")TdEk = —hy(x¥), i =1,...,p, (3.69)
Se hi(x¥) =0, parai =1,...,p, entdo a Equacdo (3.69)) resulta
Vhi(x*)TdEk =0 (3.70)

Da Equacao (3.70) pode-se concluir que os vetores Vh;(x*) e df sdo ortogonais

e, portanto, a direcio df é inviavel.

Neste problema, o segundo sistema linear é definido como

B'd* + Vg(x*)7*! + Vh(x") " + VAR = —Vf(x*)  (3.71a)

I'"Vg(x")d* + G(x")¥* " = —p+* (3.71b)

Vh(x*)TdF = —w* (3.71c)

1, © A VAN + [AE) @ ] X7 = —phak (3.71d)

onde w = (1,...,1) € RP representa os fatores de deflexdo associados as

restrigoes de igualdade. Se as restrigoes de igualdade fossem lineares, entao,

considera-se w; = 0. Este sistema fornece uma nova direcio d* e novas
estimativas dos multiplicadores de Lagrange 4**!, p"*! e A
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O sistema linear auxiliar resulta

B*d! + Vg(x*)¥* ! + Vh(xF)pb ! + VAN =0 (3.72a)
Vg (x")dy + G(x" )yt = —* (3.72b)
Vh(x*)TdF = —w* (3.72¢)
L, ® A*| VAN d] + [AX") @ T A = -X (3.72d)
com
d* = df + prdl (3.73)
Y =gt (3.74)
ﬂk+1 — ug+1 +pkull€+1 (375)
N2 AB 4 ph R (3.76)

A inclusao das restrigoes de igualdade produze que o valor minimo da funcao
objetivo seja maior ou igual do que o valor minimo da funcao no problema

(3.2) devido a que sempre tem que ficar ativas na solucgao.

Assim, emprega-se a seguinte fungao auxiliar chamada fungao potencial [4] que

¢ definida como

pe) = 1)+ D e o) (.17

onde ¢; sao constantes positivas.

Em uma iteragio k, cF é tal que

(K uby <0, i=1,...,p (3.78)

Herskovits provou em [4] que a dire¢do dy, obtida do sistema linear (3.68)),
¢ uma direcdo de descida da funcdo potencial ¢, desde que ¢; > |ug;|, para
i =1,...,p. Além disso, p.(x) é uma fun¢ao de penalidade exata, ou seja,

existe um ¢; finito tal que que o minimo da fun¢do potencial corresponde a
solucdo do problema original ({3.3]).

O uso da funcao de penalidade exata tem a vantagem de ndo precisar de

parametros de penalidade crescendo indefinidamente.

Por outro lado, a funcao potencial ¢, nao ¢ continuamente diferenciavel ja que
nao possui derivada tnica nos pontos onde as restricoes de igualdade ficam

ativas, ou seja h;(x) = 0. Isto pode ser evitado, considerando que o ponto
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inicial seja interior a uma regiao viavel definida por
A={xeR":g(x)<0,h(x) <0,A(x) < 0} (3.79)
e seu interior
A" = {x e R": g(x) < 0,h(x) < 0, A(x) < 0}, (3.80)

desta maneira, o problema torna-se muito similar ao problema (3.1)).

Em cada iteracao pode-se evitar que o novo ponto fique na fronteira da regiao
viavel empregando o mesmo procedimento de deflexdo da direcao dy descrito

na se¢ao anterior que garante um decréscimo da fungao ..

Sendo dy uma direcio de descida de ¢, ou seja di Vo (x) > 0, entdo é possivel

estabelecer um limite na deflexdo impondo
A" Vi.(x) < €dy Vipe(x), € € (0,1) (3.81)

a qual é uma expressao similar a Equacao (2.59) onde foi substituido o termo
V f(x) por Vg (x).

Assim, define-se a cota superior de p

dSTVQDC(Xk)

P < €= ) o)

(3.82)
se d¥"Vf(xF) > 0. Caso contrario, se d¥' Vf(x*) < 0, assume-se que

p < @|ldo|”.
Busca linear

Na busca linear é necessario usar técnicas para evitar a nao diferenciabilidade
da funcao potencial ¢, esta busca deve garantir que o novo ponto seja interior
a regiao viavel A e também obter um decréscimo de .. Isto é possivel

substituindo f(x) por ¢.(x) na Equagao (3.31)).

No inicio do processo de otimizagao as restricoes de igualdade sao redefinidas
de tal maneira que todas elas tenham o mesmo sinal, ou seja, sao sempre

negativas como no caso das restri¢oes de desigualdade.

Atualizacgoes

Asregras de atualizacao da matriz B, do vetor dos multiplicadores de Lagrange
e da matriz dos multiplicadores de Lagrange ficam inalteraveis devido a que o

sistema linear nao depende de p.

60



As hipéteses do algoritmo para este problema sdo as mesmas do que as
estabelecidas no algoritmo sem restricbes de igualdade acrescentando a
seguinte hipotese acerca do fator w no processo de atualizacdo do presente

algoritmo.

Hipodtese 3.10. Ezistem numeros positivos wy e wo tal que

wy; < w; < wa

3.3.5 Analise de convergéncia global

A anélise de convergéncia do algoritmo FDIPA-GSDP considerando restrigdes
de igualde segue o esquema da demonstracao realizada na se¢ao anterior na qual
substitui-se a fungao objetivo f(x) pela fungao potencial ¢.(x).

Aqui, somente serd provado o Lema[3.7 que garante que os sistemas (3.68)),
e tém solugoes tinicas.

Lema 3.7. Dados qualquer x € Q,, qualquer matriz B simétrica definida positiva,
qualquer v € R™ tal que v > 0 se ¢;(x) = 0 e qualquer A € 8%, tal que A e A(x)

comutam, a matriz

B Vg(x) Vh(x) VA(x)
wesen) TG
L, @ A]VAX)" 0 0 Ax)®IL

€ nao singular.

Demonstragcao. Para provar este lema basta mostrar que o seguinte sistema

Bv; + Vg(x)vy + Vh(x)vz + VA(x)vy, =0 (3.83a)
I'Vg(x)vi + G(x)va =0 (3.83b)
Vh(x)v, =0 (3.83¢)
L, @ A)JVAX) 'vi + [A(x) @ I,]vs =0 (3.83d)
tem solucdo tnica vy, va, vs, v4]7 =[0,0,0,0]T.
Pré-multiplicando a Equagao (3.83al) por v; resulta
m p
vIBv; + Z v Vi (x) vy + Z v3;Vhi(x)Tvi + vIVAX)v, =0 (3.84)

i=1 i=1
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Das Equagoes ([3.83b)), (3.83¢c]) e (3.83d)), obtém-se as seguintes expressoes

(%

Vgi(X>TV1 = —?gz(X% (385)
Vhi(x)'v, =0 (3.86)
vIVAx) = VI [Ax) @ L] [I,® A]" (3.87)

Substituindo as Equagoes (3.85)), (3.86) e (3.87) na Equagao (3.84) resulta

" p2. _
ViBv =Y 2g,(x) + vi [A(x) ® L] [, ® A] "' vy, (3.88)
i=1 Vi
esta expressdao é idéntica a Equagao (3.38)), portanto, pode-se concluir que que
V] = 0.

Substituindo o valor de v; na Equagao (3.83d)), obtém-se
[A(x) ® L] vq =0, (3.89)

e empregando a mesma condigao da Equagao (3.39)), tem-se que v4 = 0.
Por outro lado, substituindo os valores de v; e v4 na Equagao (3.88)), obtém-se

a seguinte expressao

> g(x) =0, (3.90)

Considerando somente as restri¢oes inativas, isto é, ¢;(x) < 0, para i € I(x),
entao, tem-se que vy; = 0.
Da Equagao (3.83a) podem-se estabelecer as seguintes expressoes

ngngi(x) == 0, (391)
i=1

e
p
Z Ugthi<X) = 0, (392)
i=1

e sendo os vetores Vg;(x), para i € I(x), e Vh;(x), para i = 1,...,p, linearmente

independentes, entao, tem-se que v9; = 0 e v3 = 0. Desta maneira, combinando os

resultados obtidos para as restrigoes ativas e inativas, conclui-se que vy = 0.
Portanto, pode-se concluir que a solugdo tnica do sistema é o vetor

[V17V2,V3,V4]T = [07070,0]T. 0
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3.4 Algoritmo FDIPA-GSDP

Finalmente, apresenta-se o algoritmo de pontos interiores e diregoes viaveis para

programagao semidefinida generalizada (FDIPA-GSDP) que consiste no seguinte:

Parametros de controle: £ € (0,1), 7€ (0,1), ¢ >0ev € (0,1).

Dados Inicias: x € int(A), v > 0, B € S7,, A € 8, comutando com A(x),
w=(1,...,1) e RP e c e RY.
Passo 1: Calculo da direcao de busca

Passo 1la: Resolva o primeiro sistema linear para obter dy € R", v, € R™,
to € R? e Ay € R?.

B Vg(x) Vh(x) VA(x) do -V f(x)
Ve’ G0 0 0 | | 0 | o
Vh(x)" 0 0 0 Lo —h(x)
I, A)JVA)T 0 0 AL |Xo 0

Se dg = 0, parar.

Passo 1b: Resolva o segundo sistema linear para obter d; € R", v, € R™,
l"l’l E RP € Al E qu.

B Vg(x) Vh(x) VA(x) d; 0
rv T 0 0 —
g(x) G(x) L2 I e P
Vh(x)" 0 0 0 T —w
I, ® A)] VAX)T 0 0 Ax)@1,| (A1 -2
Passo 1c: Seja a seguinte funcao potencial
p
p(x) = f(x) +>_cilhi(x)] (3.95)
i=1
Passo 1d: Se ¢; < —1.2u0(i), entdo faga ¢; = —2puo(i); i =1,...,p
Passo le: Se d7V f(x) > 0, calcule
p = min o o] (¢ - 1) v eC) (3.96)
e dfVe(x) |
caso contrario, calcule
p = ldll” (3.97)
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Passo 1f: Calcule a direcao de busca d

Passo 2: Busca Linear

Calcule o comprimento do passo ¢, o primeiro ntimero da série {1, v, 2,13, ...},

tal que
pe(x +td) < o(x) +tnVe(x)"d (3.99)
gi(x+td)<0;i=1,...,m (3.100)
hix+td) <0, i=1,...,p (3.101)
e
A(x +td) < 0 (3.102)

Passo 3: Atualizagoes
Passo 3a: Obtenha um novo ponto, como x := x + td;
Passo 3b: Defina novos valores para B € 87 _;
Passo 3c: Defina novos valores para v; > 0,i=1,...,m;
Passo 3d: Defina novos valores para A € S{, comutando com A(x);

Passo 3e: Retorne ao Passo 1.
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Capitulo 4

Resultados Numéricos

4.1 Introducao

No presente capitulo apresentam-se os resultados numéricos de sete problemas
teste correspondentes a problemas algébricos e problemas de otimizagao estrutural
amplamente utilizados na literatura com a finalidade de avaliar o comportamento
do algoritmo FDIPA-GSDP o qual esta estruturado em sete se¢oes distribuidos da

seguinte maneira:

o Na se¢ao [4.2] apresentam-se os dados de controle do algoritmo: parametros,
valores iniciais dos multiplicadores de Lagrange, critérios de parada e

atualizagoes dos multiplicadores de Lagrange e da matriz Quase-Newton;

o Na secaol4.3, apresentam-se dois problemas algébricos da colecao de problemas
teste de Hock e Schittkowski [41] que foram modificados para incluir matrizes

semidefinidas.

» Nas seqoes[d.4] [4.5]e[4.6], apresentam-se aplicagoes em problemas de otimizacao
estrutural de treligas planas e espaciais, descritos e analisados em [27], [42],
[43], [44], [45], [46], [47] e [25], os quais foram modificados para incluir restrigoes

matriciais;
» Finalmente, na secao mostra-se o resumo dos resultados numéricos.

Nos exemplos de otimizagao estrutural foi empregado o programa CALFEM [4§]
para fazer a andlise estrutural (Ver Apéndice |C)) e foi usado o mesmo material para

todos os exemplos com as seguintes propriedades mecanicas:

« Modulo de elasticidade 1 x 107 psi (68.95 GPa e

e peso especifico 0.1 1b/in® (27154 N/m?).
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O célculo do gradiente da fungao objetivo e das restrigoes em relagao as variaveis
de projeto foi realizado por métodos analiticos em todos os exemplos, exceto no
problema de otimizagdo estrutural dimensional e de forma onde foi empregado o
método das diferencas finitas.

A notacdo empregada nas Tabelas [£.11] [£.15] [4.19, [£.23] e [£.26] que define a
dimensao do problema, tais como: o nimero de varidveis de projeto e o nimero de
restrigoes, é descrita na Tabela [4.1]

Tabela 4.1: Notacao empregada para definir a dimensao do problema

Notacao  Descricao

n Ntumero de variaveis de projeto

m Ntumero de restrigcoes de desigualdade

P Numero de restrigoes de igualdade

q Numero de filas ou colunas da restricdo matricial

nt Ntumero total de restrigoes de igualdade e desigualdade
nc Ntumero de restrigoes de caixa

Por outro lado, a notagao empregada nas Tabelas [4.4] [£.7 e que representa
o esfor¢o computacional do algoritmo na solucdo dos problemas teste é descrita na
Tabela [4.21

Tabela 4.2: Notagao empregada para definir o esforco computacional

Notacdo  Descricao

NI Numero de iteragdes do algoritmo

NF Numero de avaliagbes da funcéo objetivo

No caso que as restrigoes de desigualdade e/ou as restrigdes matriciais impostas
nos problemas teste nao sejam verificadas em um ponto inicial deve-se empregar o
seguinte programa matematico auxiliar

mini{rgizar z
sujeito a: g(x) <0 ; (4.1)
Ax) — 214 <0

o qual fornece um ponto inicial viavel. Aqui, z representa uma variavel escalar
auxiliar.
Todos os exemplos foram implementados na linguagem de programacao

MATLAB e executados em um computador com as seguintes caracteristicas técnicas:
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processador Intel Core i5 de 3,6 GHz, 16 GB de memoria RAM e sistema operacional
Windows 7 de 64 bits.

4.2 Dados de controle do algoritmo

A seguir, mostram-se os dados de controle considerados na solugao dos problemas
teste tais como: os parametros de controle do algoritmo, os dados iniciais, os critérios

de parada e as rotinas de atualizacao dos dados.

e Parametros de controle

Em todos os problemas foi definido o mesmo conjunto de parametros para
o calculo da deflexdo e para a busca linear de Armijo: £ = 0.7 (exceto no
problema de otimizagao estrutural topoldgica onde £ =0.9), ¢ =1, n=0.1¢
v=0.17.

¢ Dados iniciais

Os dados iniciais correspondem aos valores iniciais dos multiplicadores de
Lagrange, da matriz Quase-Newton, do fator de deflexdo e das constantes

das restrigoes de igualdade. Assim, tém-se:

(i) Os valores iniciais dos multiplicadores de Lagrange das restrigdes vetoriais

de desigualdade foram v; = 1, parai =1,...,m;

(ii) O valor inicial da matriz dos multiplicadores de Lagrange das restri¢oes

matriciais semidefinidas foi a identidade, ou seja A = 1I;

(iii) O valor inicial da matriz Quase-Newton foi também a identidade, ou seja

(iv) Finalmente, os valores iniciais das constantes das restrigdes de igualdade

foram ¢; = 1, para parai=1,...,p.
e Critérios de parada

(i) Os critérios de parada do algoritmo FDIPA-GSDP considerados em todos
os problemas testes foram a norma da diregao de busca ||do|| < 1.0 x 107

e a norma do gradiente da fungao lagrangiana ||VL|| < 1.0 x 107%;

(ii) As condigoes de complementariedade das restrigdes vetoriais e matriciais

foram quantificadas em cada iteragao para verificar a precisao destas (Ver

Apéndice .
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o Atualizagoes

(i) A rotina de atualizacao dos multiplicadores de Lagrange para as restri¢oes

de desigualdade é descrita em [5] e corresponde ao algoritmo FDIPA;
(ii) A rotina de atualizagdo da matriz dos multiplicadores de Lagrange das
restricoes matriciais semidefinidas foi descrito na Secao [1.2.1}

(iii) Finalmente, na atualizagdo da matriz quase-Newton empregou-se o
método Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) descrito em [38].

4.3 Problemas algébricos

Os problemas algébricos apresentados a continuagao correspondem aos problemas
43 e 71 da colecao de problemas teste de Hock e Schittkowski [49] modificados
por Yamashita [I7] e Koévara [I8] para incluir também uma restricio matricial
semidefinida denominados: problema 43 aumentado e problema 71 aumentado,
respectivamente.  Realizou-se uma comparagao dos resultados obtidos nestes
problemas entre os algoritmos FDIPA-GSDP e PENLAB [31].

4.3.1 Exemplo 1 - Problema 43 aumentado

Este primeiro exemplo é formulado como

minirﬁizar 7% 4 23 + 223 + 22 — by — Hre — 21wz + Ty
x€R™

sujeito a: 8 — 22 — a2 — 22—l -y + a9 — w3+ 24 <0

10— 2% — 225 — 22 — 223 + 21 + 24 <0

5—2x%—m%—m§—2x1+x2+$430

(4.2)
—T9 — T3 0 0 0

0 —2x4 -1 0 <0

0 —I —2[E4 0

0 0 0 —To — I3

O nimero de variaveis de projeto e o nimero de restricoes sdo mostrados na

Tabela 4.3

Tabela 4.3: Numero de variaveis e de restricoes do problema 43 aumentado.

A Tabela mostra os valores inicial e final da funcao objetivo e das variaveis

de projeto para o problema 43 aumentado.
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Tabela 4.4: Solucao 6tima do problema 43 aumentado.

Variavel de

) Inicial Final
projeto
1 0.0000 0.0000
T2 0.0000 1.0384
T3 0.0000 2.2271
T4 0.0000 0.0000
f 0.0000 -40.9632

A Figura mostra a evolugao da reducao da funcdo objetivo para o problema

43 aumentado. Pode-se observar que a solucao 6tima deste problema foi obtida apods

14 iteracoes.

-20
-25

-30

Valor da fungao objetivo

-35

-40

-45

6

8 10 12 14

Numero de lteracoes

Figura 4.1: Evolucao da redugao da funcao objetivo do problema 43 aumentado.

A Tabela mostra a comparagao dos resultados 6timos obtidos entre os

algoritmos PENLAB e FDIPA-GSDP.

Tabela 4.5: Comparacao dos resultados obtidos.

Varidvel de

. PENLAB FDIPA-GSDP
projeto

T1 0.0000 0.0000

Ta 1.0384 1.0384

T3 2.2271 2.2271

T4 0.0000 0.0000

f -40.9633 -40.9632
NI 8 14
NF 29 37
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Pode-se observar que o esfor¢o computacional e os resultados obtidos sdo muitos
parecidos entre ambos os algoritmos.
As restrigoes ativas na solucao 6tima foram: a terceira restrigao de desigualdade

e os dois maiores autovalores da matriz semidefinida.

4.3.2 Exemplo 2 - Problema 71 aumentado

Neste segundo exemplo foi incluida uma restrigdo de igualdade. Este problema
é formulado como

minirﬁizar r1x4(x1 + 29 + 3) + T3
xeR"™

sujeito a: 25 — zr1xox3ry <0
Pt ritaital—a6—40=0

1<2;,<5 i=1,...,5, 2;>0, i=5,6

(4.3)
—I1 — T2 0 0
—T9 —T4 —x9—x3 0 <0

0 —X9 — I3 —Xy —X3

0 0 —xI3 —T1

O numero de varidveis de projeto e o ntimero de restrigoes sao mostradas na

Tabela [4.6]

Tabela 4.6: Numero de variaveis e de restricoes do problema 71 aumentado.

m D q nt nc
6 1 1 4 2 6

A Tabela [£.7 mostra os valores inicial e final da fungao objetivo e das varidveis

de projeto para o problema 71 aumentado.

Tabela 4.7: Solucao do problema 71 aumentado.

Variavel de

. Inicial Final
projeto
T 4.9600 2.7586
Ta 1.0400 2.5278
T3 1.0400 1.0000
T4 4.9600 4.9999
Ts 0.0010 1.0164
Tg 0.0010 0.0000
f 172.2350 87.7105
M —2.4490  —2.6700x1078
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A Figura mostra a evolucao da reducao da funcao objetivo para o Exemplo

2. Pode-se observar que a solugao 6tima foi obtida apds 19 iteragoes.

180 T T T T T T T T T

170

160

-
(&)
o

Y
IS
o

Valor da funcéao objetivo
)
o o

Y
-
o

100

90

80 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Numero de lteracoes

Figura 4.2: Evolucao da redugdo da funcao objetivo do problema 71 aumentado.

As restri¢oes ativas na solucao 6tima foram: os valores minimos das variaveis 3
e 6, a restricdo de igualdade e o maior autovalor da matriz semidefinida.

A Tabela [4.§] mostra a comparagdo dos resultados 6étimos obtidos entre os
algoritmos PENLAB e FDIPA-GSDP.

Tabela 4.8: Comparacao dos resultados obtidos.

Variavel de PENLAB  FDIPA-GSDP

projeto

1 2.7586 2.7586
o 2.5278 2.5278
T3 1.0000 1.0000
T4 5.0000 4.9999
Ts 9.8668 1.0164
Z6 0.0000 0.0000
f 87.7105 87.7105
NI 13 19

NF 123 38

Pode-se observar que os resultados obtidos por ambos os algoritmos sao muito
parecidos. Sem embargo o esforgo computacional do algoritmo PENLAB foi muito
maior devido a que neste algoritmo a restrigdo de igualdade é formulada como duas

restrigoes de desigualdade.
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4.4 Aplicacoes em problemas de otimizacao

estrutural dimensional

Um problema de otimizagao estrutural dimensional para minimizar o peso de
uma trelica sujeita a restrigbes estaticas (tensoes e deslocamentos) e dindmicas

(frequéncias naturais) ¢ formulado como

minimizar W(b) = ; pibi L;

sujeito a: 0~ < ogy(b) <o, i=1,...,ne

opi(b) < oi(b), i=1,...,ne (4.4)

onde W ¢é o peso total da estrutura, ne ¢ o nimero de elementos ou nimero de
barras da estrutura, ng é o nimero de graus de liberdade reduzidos, p; é o peso
especifico da barra i, b; é a area da secao transversal da barra ¢, L; é o comprimento
da barra 7, 0; é a tensdo da barra i, o™ e 0~ sdo as tensdes admissiveis de tracao e
compressao da barra i, respectivamente, u; ¢ o deslocamento nodal ao longo do grau
de liberdade 7, = e ut sdo os limites inferior e superior do deslocamento nodal u;,
respectivamente, K(b) € 8™ é a matriz de rigidez reduzida, M(b) € §™ ¢é a matriz
de massa reduzida, A~ é o limite inferior da primeira frequéncia natural e by, € byax
sao os limites inferior e superior da area da secao transversal b;, respectivamente.
A formulacdo SDP da restricao matricial imposta no problema foi proposta
por Achtziger e Koc¢vara [25] onde mudaram a formulacao tradicional da restri¢ao

do minimo autovalor do sistema
K (b)¢ — A\M(b)g (4.5)

e provaram a seguinte equivaléncia entre ambas formulagoes dada pela seguinte

expressao

Amin =A™ <= K(b) — (A7)M(b) = 0 (4.6)

Uma grande dificuldade na formulagao tradicional estd na restricao vetorial
Amin = A7 ja que esta funcdo nao é derivavel em x quando o minimo autovalor
tem multiplicidade maior que um. Nesse caso, é necessario empregar as técnicas de
otimizacao nao diferenciavel para resolver o problema de otimizagdo. Sem embargo,

isto nao acontece com a restricdo matricial devido a que o célculo da derivada
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envolve a derivada das matrizes de rigidez e de massa em relagdo as variaveis de

projeto convertendo-se em uma ventagem da formulacao SDP em comparagdo com

a formulagao tradicional.

4.4.1 Normalizacao das restricoes

Em problemas de otimizacao estrutural trabalham-se com restricoes com valores

muito grandes ou muito pequenos portanto ¢ importante normalizar estas restrigoes,

tais como: deslocamentos nodais e tensoes.

¢ Deslocamentos nodais

Os deslocamentos nodais sao determinados através da Equacao de Equilibrio

K(b)U(b) =F

(4.7)

onde F € R™** ¢ a matriz dos vetores de carregamentos f' € R™, para,
I =1,...,s, U € R™* ¢ a matriz dos vetores de deslocamentos nodais

u' € R, paral=1,...,s e s éonamero de casos de carregamento.

Desta maneira, as restrigoes de deslocamentos nodais podem ser definidas

CcOomo

— 2T
Ui = U,

(b ud =u;, seu; >0, ¢
() = it >|_1§07{
ug

o Tensoes de tracao e compressao
As restrigoes de tensao sao definidas como

aib) = TPy <, { 7=

a
g;

e Tensao de Flambagem

A tensao de flambagem de Euler é formulada como

ke Ebe
— Lg

O'bi(b) =

se u; <0, ¢

1=1,.
1=1,.
1=1,.
1=1,.

..,ne

..,ne

(4.8)

(4.9)

(4.10)

onde k. representa o coeficiente de flambagem de Euler. Assim, as restrigoes

de flambagem sao definidas como
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4.4.2 Analise de sensibilidade

Uma analise de sensibilidade corresponde ao calculo dos gradientes das restri¢oes
e da funcao objetivo em relacao as variaveis de projeto. Este procedimento foi

realizado através do método de diferenciacao direta.

e Derivada da funcao objetivo

A derivada da fungao objetivo em relagao a j-ésima variavel de projeto esta

dada por

= > piLi (4.12)

i€G

sendo G o grupo de uniao definido pela varidvel b;.

e Derivada das restricoes de deslocamento nodal
Derivando-se a Equacdo (4.7) em relacdo a j-ésima varidvel de projeto,
obtém-se a seguinte expressao

IK (b)
ab,

oU(x)
b,

U(b) + K(b)

~0 (4.13)

onde foi considerado que os carregamentos sao independentes das variaveis de
projeto.
Logo, tem-se
JU(x
ob;

[

|
ja
)
I

U(b) (4.14)

Neste caso, a derivada da matriz de rigidez reduzida esta dada por

aK 2”: b Z D (4.15)

j=1 ieG;

sendo n e o nimero de variaveis de projeto e D; a matriz dos cossenos diretores

relativos a barra ¢ definida no Apéndice [C]

Para determinar a derivada da restricao matricial é necessario determinar

também a derivada da matriz de Massa reduzida dada por

8M

]

=30, pl ’ (4.16)
7j=1

ieq, I, 2L,

o, 1, ]

onde o subindice ¢t pode ser 2 ou 3, se trata-se de uma trelica bidimensional

ou tridimensional, respectivamente.
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Portanto, a derivada da restricao de deslocamento é dada por

9gi(b) _ sig (ui(b)) Ou;(x)

ob,  ue ob; (4.17)
sendo sig(-) = (-)/[()|-
Derivada das tensoes de tracao e compressao
A tensao axial de uma barra ¢ estd dada por
oi(b) = f 1 1] Tous(x) (4.18)

sendo u; o vetor deslocamento nodal da barra ¢ e T; a matriz de transformacao

relativa & barra 1.

Derivando a Equagao (4.18)) em relacao a j-ésima varidvel de projeto, obtém-se
a seguinte expressao

28 2 T ue (419)
¥l K3

Portanto, a derivada da restricao de tensao esta dada por

0g;(b)  sig(o;(b)) do;(b)
3bj - o? abj (42())

(2

Derivada das tensoes de flambagem

Derivando a Equagao (4.10]) em relacao a j-ésima variavel de projeto, obtém-se

8abi(b) . l{?eEe

= — 4.21
ob; L? ( )
Portanto, a derivada da restricao de flambagem esta dado por
aO'Z(b) aO'bZ(b)
o o2 (D) |

4.4.3 Exemplo 3 - Trelica bidimensional de 10 barras

Trata-se de um exemplo de otimizacao de uma estrutura de trelicas formada por

10 barras, cuja geometria é mostrada na Figura [4.3] onde procura-se minimizar o

peso total da estrutura com restricoes de tensao, de deslocamento nodal e da minima

frequéncia natural.
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Figura 4.3: Geometria da trelica de 10 barras: L. = 360 in (914.4 cm).

Esta estrutura estd submetida a um tnico caso de carregamento descrito na
Tabela [4.9] e as condiges de contorno estabelecem que os nds 5 e 6 estdo fixos nas
direcoes X e Y.

Tabela 4.9: Casos de carregamento. Componentes da forga em Kips (KN).

Caso  No Fy
1 2 -100 (-445)
4 -100 (-445)

Cada uma das areas da secao transversal das barras sao consideradas variaveis
independentes, gerando-se desta maneira dez variaveis de projeto.

O valor inicial de cada drea foi 30 in? (193.548 c¢m?), sendo este um ponto
inviavel. Para obter um ponto inicial vidavel foram necessarias nove iteragoes
auxiliares obtendo-se assim um peso inicial de 34578.300 1b (15684.453 Kgf). O
limite inferior para todas as dreas das barras é 0.1 in? (0.6452 cm?).

A lista de varidveis de projeto, a definicdo dos elementos da trelica e a

conectividade dos nés sao descritos na Tabela .10

Tabela 4.10: Defini¢ao dos elementos e conectividade dos nos.

Variavel de Conectividade Varidvel de Conectividade
. Elemento . . Elemento )
projeto dos néds projeto dos néds
1 1 5-3 6 6 1-2
2 2 3-1 7 7 5—4
3 3 6-4 8 8 6-3
4 4 4-2 9 9 3-2
5 5 3-4 10 10 4-1

As tensoes admissiveis de tracao e de compressao para todas as barras sao +25
Ksi (£172.375 MPa), respectivamente e os deslocamentos dos nés 1, 2, 3 e 4 estao
limitados a +2 in (+5.08 cm) na diregao Y. O valor de A~ ¢ 23700 rad?/s? (w; = 24.5
Hz).
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O numero de varidveis de projeto e o nimero de restricoes vetoriais e matriciais
impostas neste problema sao mostradas na Tabela 4.11}

Tabela 4.11: Ntmero de variaveis e de restrigoes da trelica de 10 barras.

n m 2 q nt nc
10 28 0 8 28 10

A Figura mostra as configuragoes inicial e final da estrutura para este

problema.

(a) Configuracao Inicial (b) Configuracao final

Figura 4.4: Configuragoes inicial e final da trelica de 10 barras.

A Tabela mostra a solugao otima e o peso final obtidos pelo algoritmo.
Pode-se observar que o peso final da estrutura foi 5111.47 1b (2318.52 Kgf) que

representa uma reducao de peso de 59%.

Tabela 4.12: Estrutura 6tima obtida para a trelica de 10 barras.

Varidvel de  Configuragdo  Configuracao

projeto Inicial Final

b1 30.000 32.648

ba 30.000 0.100

bs 30.000 24.100

by 30.000 13.631

bs 30.000 0.100

be 30.000 0.281

b7 30.000 7.821

bg 30.000 23.720

by 30.000 18.652

bio 30.000 0.100
Peso (Ib) 12589.400 5111.470

w1 (Hz) 15.830 24.500

A Figura [4.5] mostra a evolu¢ao da redugao do peso da estrutura para este
problema. Foram necessarias 37 iteragoes para encontrar a solugdo Otima e 43

avaliagoes da funcao objetivo.
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Figura 4.5: Evolucao da reducao do peso da trelica de 10 barras.

As restri¢oes ativas na configuracao final foram: a area minima das barras 2,
5 e 10, o deslocamento do n6 1 na direcao —Y, a tensao de tracao da barra 5 e a

primeira frequéncia natural.

4.4.4 Exemplo 4 - Trelica espacial de 25 barras

Neste exemplo, trata-se de otimizar o peso de uma trelica espacial de 25 barras
(torre de transmissao), cuja geometria é mostrada na Figura . As restrigoes
impostas neste problema sao as tensoes de tracao e de compressao, as tensoes de

flambagem, os deslocamentos nodais e a minima frequéncia natural.

Figura 4.6: Geometria da trelica de 25 barras: a = 25 in (63.5 cm).
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A trelica estd submetida a dois casos de carregamento descritos na Tabela

e as condi¢oes de borde estabelecem que os nés 7, 8, 9 e 10 estao fixos.

Tabela 4.13: Casos de carregamento. Componentes da for¢a em Kips (KN).

Caso N6 Fx Fy Fz
1 1 1 (4.45) 10 (44.5) -5 (-22.25)
2 0 10 (44.5) -5 (-22.25)

3 0.5 (2.225) 0 0

6 0.5 (2.225) 0 0
2 1 0 20 (89) -5 (-22.25)
2 0 -20 (-89) -5 (-22.25)

Com a finalidade de manter a simetria, as areas das barras sao distribuidas em
oito grupos da seguinte maneira: (Gy) by, (Ga) by — bs, (G3) bg — bo, (G4) b1o — b1,
(G5) b1z — b3, (Gg) bia— b1z, (G7) big —ba1 e (Gg) bag — bas, gerando-se desta maneira
oito variaveis de projeto.

O valor inicial de todas as varidveis de projeto foi 3 in? (19.356 cm?), sendo
este um ponto inviavel. Para obter um ponto inicial vidvel foram necessarias seis
iteragoes auxiliares obtendo-se assim um peso inicial de 4134.120 1b (1875.205 Kgf).

A lista das varidaveis de projeto, a definicio dos elementos da trelica e a

conectividade dos nés sao descritos na Tabela 4.14]

Tabela 4.14: Definicao dos elementos e conectividade dos noés.

Variavel de Conectividade
Elemento

projeto dos nés
1 1 1-2
2 2-5 1-4, 2-3,1-5, 2-6
3 6-9 2-4,2-5,1-3, 1-6
4 10,11 3-6, 45
5 12,13 3-4, 5-6
6 14-17 3-10, 6-7, 4-9, 5-8
7 18-21 4-7, 3-8, 5-10, 6-9
8 22-25 6-10, 3-7, 4-8, 5-9

As tensoes admissiveis de tensao e de compressao sao £40 Ksi (+275.800 MPa),
respectivamente, para todas as barras e os deslocamentos dos noés 1, 2, 3 e 4 estao
limitados a +0.35 in (£0.889 cm) em todas as diregoes. O limite inferior para todas
as dreas das barras ¢ 0.01 in? (0.06452 cm?). O valor de A~ é 272000 rad?/s* (w; = 83
Hz) e o valor do coeficiente de flambagem é 39.274.

O nimero de variaveis de projeto e o nimero de restrigdes vetoriais e matriciais

impostas neste problema sao mostradas na Tabela [4.15]
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Tabela 4.15: Numero de variaveis e de restrigoes da trelica de 25 barras.

n m D q nt nc
8 174 0 18 174 8

A Figura mostra as configuragoes inicial e final da estrutura para este

problema.

(a) Configuracao Inicial (b) Configuragio final

Figura 4.7: Configuracoes inicial e final da trelica de 25 barras.

A Tabela mostra a solugao otima e o peso final obtidos pelo algoritmo.
Pode-se observar que o peso final foi 630.192 1b (285.850 Kgf) que representa uma
reducgao de peso de 36%.

Tabela 4.16: Estrutura 6tima da trelica de 25 barras.

Varidvel de  Configuragdo  Configuracgao

projeto Inicial Final

b1 3.000 0.010

ba 3.000 2.139

bs 3.000 2.264

by 3.000 0.550

bs 3.000 0.038

be 3.000 0.787

b7 3.000 2.097

bg 3.000 3.821
Peso (Ib) 992.162 630.192
w1 (Hz) 68.990 83.000

As restrigoes ativas na configuracao final foram: a area minima da barra 1, a
tensao de flambagem da barra 12 correspondente ao primeiro caso de carregamento,
os deslocamentos dos nés 1 e 2 nas diregoes +Y e —Y, respectivamente,

correspondentes ao segundo caso de carregamento e a primeira frequéncia natural.

80



A Figura mostra a evolucao da reducao do peso para este problema. Foram
necessarias 31 iteracOes para encontrar a solucao 6tima e 43 avaliacoes da fungao

objetivo.
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Figura 4.8: Evolucao da redugdo do peso da treliga de 25 barras.

4.4.5 Exemplo 5 - Trelica espacial de 72 barras

Neste exemplo, trata-se de otimizar o peso de uma trelica espacial de 72 barras,

cuja geometria é mostrada na Figura [4.9|

Figura 4.9: Geometria da trelica de 72 barras: b = 60 in (152.4 cm).
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As restrigoes impostas neste problema sao de tensao, de deslocamento nodal e da
minima frequéncia natural. Aqui nao foram consideradas as restri¢oes de flambagem.
A trelica esta submetida a dois casos de carregamento que sao descritos na Tabela
.17 e as condigoes de contorno estabelecem que os nés 17, 18, 19 e 20 estao fixos

nas direcoes X, Y e Z.

Tabela 4.17: Casos de carregamento. Componentes da forga em Kips (KN).

Caso  No Fz Fy Fz
1 1 5(22.25) 5 (22.25) -5 (-22.25)
2 1 0 0 -5 (-22.25)
2 0 0 -5 (-22.25)
3 0 0 -5 (-22.25)
4 0 0 -5 (-22.25)

Com a finalidade de manter a simetria, as areas das barras sao distribuidas em
16 grupos da seguinte maneira: (Gp) by — by, (G2) bs — bia, (G3) bz — big, (Gy)
bi7 — big, (Gs) big — bz, (Gg) baz — b3o, (G7) bs1 — bzs, (Gg) bss — bss, (Go) bsr — bao,
(G10) ba1 — bus, (G11) bag — bs2, (Gh2) bsz — bsa, (G13) bss — bss, (G1a) bsg — bes, (G1s5)
ber — bro, (G16) br1 — bre, gerando-se desta maneira 16 variaveis de projeto.

A lista das variaveis de projeto, a definicdo dos elementos da trelica e a

conectividade dos nés sao descritos na Tabela .18

Tabela 4.18: Defini¢ao dos elementos e conectividade dos nos.

Variavel de Conectividade
Elemento
projeto dos nés

1 1-4 1-5, 2-6, 3-7, 4-8
2 5-12 2-5, 1-6, 3-6, 2-7, 4-7, 3-8, 1-8, 4-5
3 13-16 1-2, 2-3, 34, 4-1
4 17,18 1-3,2-4
5 19-22 5-9, 6-10, 7-11, 8-12
6 23-30 6-9, 5-10, 7-10, 6-11, 8-1, 7-12, 5-12, 89
7 31-34 5-6, 6-7, 7-8, 8-5
8 35,36 5-7, 6-8
9 37-40 9-13, 10-14, 11-15, 12-16
10 4148 10-13, 9-14, 11-14, 10-15, 12-15, 11-16, 9-16, 12-13
11 49-52 9-10, 10-11, 11-12, 12-9
12 53,54 9-11, 10-12
13 55-58 13-17, 14-18, 15-19, 16-20
14 59-66 14-17, 13-18, 15-18, 14-19, 16-19, 1520, 1320, 16-17
15 67-70 13-14, 14-15, 15-16, 16-13
16 71,72 13-15, 14-16
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O valor inicial de todas as variaveis de projeto foi 1 in? (6.452 cm?), sendo este
um ponto inviavel. Para obter um ponto inicial viavel foram necessarias 11 iteragoes
auxiliares obtendo-se assim um peso inicial de 2770.510 1b (1256.682 Kgf).

As tensoes admissiveis de tensao e de compressao sao £25 Ksi (£172.375 MPa),
respectivamente e os deslocamentos dos nés 1, 2, 3 e 4 estao limitados a £0.25 in
(£0.635 cm) em todas as dire¢oes. O limite inferior para todas as areas das segoes
transversais é 0.1 in? (0.6452 cm?) e o valor de A~ ¢ 83536 rad?/s? (w; = 46 Hz).

O ntmero de variaveis de projeto e o niimero de restri¢des vetoriais e matriciais

impostas neste problema sao mostradas na Tabela 4.19|

Tabela 4.19: Numero de variaveis e de restrigoes da trelica de 72 barras.

n m p q nt nc
16 336 0 48 336 16

A Figura [4.10] mostra as configuragoes inicial e final da estrutura para este

problema.
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(a) Configuracao Inicial (b) Configuragdo final

Figura 4.10: Configuragoes inicial e final da trelica de 72 barras.

A Tabela mostram a solucao 6tima e o peso final obtidos pelo algoritmo.
Pode-se observar que o peso final da estrutura foi 419.019 1b (190,064 Kgf) que
representa uma reducao de peso de 51%.

As restrigoes ativas na configuracao final foram: as areas minimas dos grupos
de barras 7, 8, 11, 12, 15 e 16, os deslocamentos do né 1 nas dire¢oes +X e +Y
correspondentes ao primeiro caso de carregamento, as tensoes de compressao das
barras 1, 2, 3 e 4 correspondentes ao segundo caso de carregamento e as duas
primeiras frequéncias naturais. Neste exemplo ficaram ativas as duas primeiras

frequéncias naturais devido a simetria da geometria da trelica.

83



Tabela 4.20: Estrutura 6tima da trelica de 72 barras.

Varidvel de  Configuragdo  Configuragao

projeto Inicial Final

by 1.000 0.166

by 1.000 0.387

bs 1.000 0.235

by 1.000 0.340

bs 1.000 0.581

be 1.000 0.500

b7 1.000 0.100

bg 1.000 0.100

by 1.000 1.493

b1o 1.000 0.675

b1y 1.000 0.100

b12 1.000 0.100

b3 1.000 2.668

b14 1.000 0.802

bis 1.000 0.100

bis 1.000 0.100
Peso (Ib) 853.100 419.019
w1 (Hz) 26.070 46.000

A Figura mostra a evolucao da reducao do peso para este problema. Foram
necessarias 37 iteracoes para encontrar a solucao 6tima e 39 avaliagdes da funcgao

objetivo.
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Figura 4.11: Evolucao da reducao do peso da trelica de 72 barras.
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4.5 Aplicacoes em problemas de otimizacao

estrutural dimensional e geométrica

Um problema de otimizagao estrutural dimensional e geométrica para minimizar
o peso de uma treliga sujeita a restrigoes estaticas (tensoes) e dinamicas (frequéncias

naturais) pode ser formulado da seguinte maneira

beRne

minimizar W (b, X) = Z pibi L;i(X)
i=1

sujeito a: o) < oy(b,X) <o/, i=1,...,ne
o0, X) <o;(b,X), i=1,...,ne (4.23)
(A )M(b,X) —K(b,X) <0
bmin < b; < bpax, 1=1,...,ne

X, <X; <X/, j=1..k

onde X;” e X ;r representam os limites inferior e superior da coordenada X; do né

j, respectivamente e o comprimento da barra 7 esta dado por

LX) = [(Xa = X0 + (Yo = Y1)2 + (Zs — 21)° (4.24)

Neste problema, as varidveis de projeto sdo as areas das barras e também as
coordenadas nodais e, portanto, a fungao objetivo e as restricoes de desigualdade
sdo fungoes nao lineares das coordenadas nodais assim como também as restrigoes

matriciais.

4.5.1 Exemplo 6 - Trelica espacial de 25 barras

Neste exemplo, trata-se de una trelica espacial de 25 barras onde a geometria,
a definicao dos elementos, os casos de carregamento, as condigdes de contorno, as
tensoes admissiveis e os valores iniciais das areas das barras sao os mesmos do que
o Exemplo 4. Sem embargo nao foram consideradas as restri¢des nos deslocamentos
nodais.

Com a finalidade de manter novamente a simetria da estrutura foram
consideradas cinco variaveis geométricas adicionais correspondentes as coordenadas
nodais Xy, Yy, Z,, Xg e Yg distribuidas da seguinte maneira: Xy, = X5 = — X3 =
—Xe, Vs =Yi= Y5 = Yo, Zy =2y = Zs = Zs, Xsg = Xg = —X7 = —Xpels
=Yy = —Yy; = —Y)y, gerando-se desta maneira um total de 13 varidveis de projeto
(oito varidveis dimensionais e cinco geométricas).

Os valores iniciais das coordenadas nodais sao dadas na Tabela [4.21]
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Tabela 4.21: Coordenadas nodais iniciais em in (cm).

N6 X Y Z
1 -37.5 (-95.25) 0 200 (508)
2 37.5(95.25) 0 200 (508)
3 -37.5(-95.25)  37.5(95.25) 100 (254)
4 375(95.25)  37.5(95.25) 100 (254)
5  37.5(95.25)  -37.5(-95.25) 100 (254)
6 -37.5(95.25)  -37.5(-95.25) 100 (254)
7 -100 (-254) 100 (254) 0
8 100 (254) 100 (254) 0
9 100 (254) -100 (-254) 0
10 -100 (-254) -100 (-254) 0

O limite inferior para todas as areas das barras é 0.01 in? (0.6452 cm?) e o valor
de A\~ ¢ 252662 rad?/s* (w; = 80 Hz).
Os limites inferior e superior das varidveis geométricas, correspondentes as

coordenadas nodais, sdo dados na Tabela [4.22]

Tabela 4.22: Limites das varidveis geométricas da trelica de 25 barras em in (cm).

Variavel de Limite Limite
projeto Inferior Superior
Xy 20 (50.8) 60 (152.4)
Y, 40 (101.6) 80 (203.2)
Zy 90 (228.6) 130 (330.2)
Xs 40 (101.6) 80 (203.2)
Ys 100 (254.0) 140 (355.6)

O ntmero de variaveis de projeto e o nimero de restri¢des vetoriais e matriciais

impostas neste problema sdo mostradas na Tabela [4.23]

Tabela 4.23: Ntumero de variaveis e de restri¢oes da trelica de 25 barras.

n m P q nt ne
13 150 0 18 150 18

A Figura [£.12] mostra as configuragoes inicial e final da estrutura para este
problema.

A Tabela mostra a solugao 6tima e o peso final obtidos pelo algoritmo.
Pode-se observar que o peso final da estrutura foi 173.248 1b (78.584 Kgf) que

representa uma reducao de peso de 83%.
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7

(a) Configuragéo Inicial (b) Configuracéo final

Figura 4.12: Configuragoes inicial e final da trelica de 25 barras.

Tabela 4.24: Estrutura 6tima obtida para a trelica de 25 barras.

Varidvel de  Configuragdo  Configuracao

projeto Inicial Final

by 3.000 0.010

ba 3.000 0.515

bs 3.000 0.580

by 3.000 0.065

bs 3.000 0.163

be 3.000 0.239

b7 3.000 0.933

bg 3.000 0.740
Xy 37.500 35.502
Yy 37.500 40.000
Zy 100.000 124.274
Xg 100.000 75.166
Ys 100.000 100.000
Peso (Ib) 992.162 173.248
w1 (Hz) 68.990 80.000

As restrigoes ativas na configuracao final foram as seguintes: a area minima
da barra 1, as tensoes de flambagem das barras 13, 17 e 24 correspondentes ao
primeiro caso de carregamento, as tensoes de flambagem das barras 2, 5, 7, 8,
19 e 20 correspondentes ao segundo caso de carregamento, assim como a primeira
frequéncia natural.

A Figura mostra a evolug¢ao da reducao do peso para este problema. Foram
necessarias 44 iteracoes para encontrar a solucao 6tima e 49 avaliacoes da funcao

objetivo.
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Figura 4.13: Evolucao da redugao do peso da trelica de 25 barras.

4.6 Aplicacoes em problemas de otimizacao

estrutural topolégica

Um problema de otimizacao estrutural topolégica na formulacao SDP para
minimizar o peso de uma trelica sujeita a restricoes na complacéncia estrutural

e frequéncias naturais pode ser formulada da seguinte maneira

beRne

minimizar W(b) = Z pibiL;
i=1

e

f'  —K(b)

(A )M(b) — K(b) < 0

sujeito a: [ <0, 0l=1,...,s (4.25)

b; >0, 1=1,...,ne

sendo kT o limite superior da complacéncia estrutural.

Esta formulacao foi proposta por Achtzinger e Kocvara [25] onde mudaram
as restricoes de igualdade, dadas pela equagdao de equilibrio, e as restrigoes de
desigualdade, dadas pela complacéncia estrutural, por uma matriz semidefinida e

estabeleceram a seguinte equivaléncia

@; bK) ul(b) = f!

Ii+ _fl
— [ ] =0 (4.26)
fhal(b) < K+ )

" K(b
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Neste problema as varidveis de projeto sdo as areas das barras sem embargo

algumas delas podem ser nulas na solugao.

4.6.1 Exemplo 7 - Trelica bidimensional de 26 barras

Neste exemplo, trata-se de otimizar o peso de uma trelica bidimensional de 26

barras, cuja geometria é mostrada na [4.14]

9 6 3

Figura 4.14: Geometria da trelica de 26 barras: L = 360 in (914.4 cm).

A trelica esta submetida a um tunico caso de carregamento descrito na Tabela
[4.25] e as condigdes de contorno estabelecem que os nés 7, 8 e 9 estdo fixos nas
diregoes X e Y.

Tabela 4.25: Casos de carregamento. Componentes da forca em Kips (KN).

Caso No6 Fx
1 2 -100 (-445)

Cada uma das areas da secao transversal das barras sao consideradas varidaveis
independentes, gerando-se desta maneira 26 variaveis de projeto. O valor inicial de
cada drea foi 1 in? (6.452 ¢cm?), sendo este um ponto vidvel, obtendo-se assim um
peso inicial de 1411.280 1b (640.146 Kgf).

O numero de varidveis de projeto e o nimero de restricoes vetoriais e matriciais
impostas neste problema sao mostradas na Tabela [4.26]

Tabela 4.26: Numero de variaveis e de restri¢oes da trelica de 26 barras.

n m D q nt nc
26 0 0 25 0 26
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A lista das varidaveis de projeto, a definicio dos elementos da trelica e a

conectividade dos nés sao descritos na Tabela 427

Tabela 4.27: Definicao dos elementos e conectividade dos nos.

Variavel de Conectividade Variavel de Elemento Conectividade
Elemento
projeto dos nos projeto dos nos
1 1 74 14 14 1-5
2 2 4-1 15 15 86
3 3 4-5 16 16 5-9
4 4 1-2 17 17 5-3
5 5 85 18 18 2-6
6 6 5-2 19 19 72
7 7 5-6 20 20 76
8 8 2-3 21 21 4-9
9 9 9-6 22 22 4-3
10 10 6-3 23 23 1-8
11 11 7-5 24 24 1-6
12 12 4-8 25 25 8-3
13 13 4-2 26 26 2-9

Os valores de kT e A\~ sao 3.1 x 10° Ibf-pulg (35025.28 N-m) e 3948 rad?/s?
(wy = 10 Hz), respectivamente.
A Figura mostra as configuracoes inicial e final da estrutura para este

problema.

(a) Configuracao Inicial (b) Configuracao final

Figura 4.15: Configuragoes inicial e final da trelica de 26 barras.

A Tabela mostra a solugao otima e o peso final obtidos pelo algoritmo.
Pode-se observar que o peso final da estrutura foi 174.834 1b (79.303 Kgf) que

representa uma reducao de peso de 88%.
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Tabela 4.28: Estrutura 6tima obtida para a trelica de 26 barras.

Varidvel de  Configuragdo  Configuragao

projeto Inicial Final

bs 1.000 2.218

be 1.000 2.178

b11 1.000 0.040

b1 1.000 0.040

big 1.000 0.078

bag 1.000 0.078
Peso (1b) 1411.280 174.834
w1 (Hz) 18.381 10.000

A Figura [4.16| mostra a evolucao da redugao do peso para este problema. Foram
necessarias 29 iteragoes para encontrar a solugdo 6tima e 31 avaliagdes da funcgao

objetivo.

1500 T T T T T

1000 7

500 b

Peso da Estrutura, W (Ib)

0 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

Numero de lteracoes

Figura 4.16: Evolucao da redugao do peso da trelica de 26 barras.

As restrigoes ativas na configuracao final de trelica de 26 barras foram: as areas
minima de todas as barras com excecao das barras 5, 6 11, 16, 19 e 26, a complacéncia

estrutural e a minima frequéncia natural.

4.7 Resumo dos resultados

A seguir, mostram-se o resumo dos resultados obtidos com o algoritmo
FDIPA-GSDP, onde pode-se observar a dimensao dos problemas e o esforco
computacional dos algoritmo na soluc¢ao dos problemas teste tais como: o niimero

de iteragoes do algoritmo e o nimero de avaliacoes da fungao objetivo. Além disso,
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sao mostrados os valores finais das condi¢oes de complementariedade e o nimero de

restri¢oes ativas na solucao.

4.7.1 Esforco computacional

A Tabela mostra o resumo dos resultados numéricos obtidos pelo algoritmo
FDIPA-GSDP.

Tabela 4.29: Esforco computacional dos resultados numéricos obtidos com o
algoritmo FDIPA-GSDP.

Dimensao do problema  Esforco computacional

Exemplo
n m p q nc NI NF tempo (s)
Problema 43 aumentando 4 3 4 0 14 37 0.231
Problema 71 aumentado 6 1 4 6 19 38 0.281

Treliga plana de 10 barras 10 28
Trelica espacial de 25 barras 8 174
Trelica espacial de 72 barras 16 336
Treliga espacial de 25 barras 13 150
Trelica plana de 26 barras 26 0

8§ 10 37 43 1.152
18 8 31 43 2.049
48 16 37 39 9.463
18 18 44 53 8.623
25 26 29 31 0.719

o O O O o~ O

Pode-se observar que em todos os problemas teste o niimero de iteragoes para
encontrar a solucao 6tima assim como o nimero de avaliacbes da fungao objetivo

foram muito pequenos (Ver Apéndice .

4.7.2 Valores finais das condicoes de complementariedade

A Tabela mostra os valores finais de ||do|| e ||VL| empregados como
critérios de parada do algoritmo. Mostra também os valores finais das condig¢oes de
complementariedade das restrigoes |Gy, |, |en| € [tr(Ao.A)| na solugdo dos problemas
teste obtidos com o algoritmo FDIPA-GSDP.

Tabela 4.30: Valores finais de ||dy]|, ||[VL] e das condi¢des de complementariedade
1GYoll, lenl € [tr(AoA)| para o algoritmo FDIPA-GSDP.

Exemplo [ ol IVL| 190l len] [tr(AoA)|
Problema 43 aumentando 6.83x107° 7.38x107* 1.49x107° - 3.50x107°
Problema 71 aumentado 3.09x107° 2.24x107* 8.10x107'? 2.43x107° 4.39x10~7
Trelica plana de 10 barras ~ 3.42x107° 2.56x107% 5.87x10~° - 8.32x10°7
Trelica espacial de 25 barras 1.52x107° 9.38x10~% 9.58x1078 - 4.40x1076
Trelica espacial de 72 barras 1.58x107° 2.23x107% 5.85x1078 - 1.66x106
Trelica espacial de 25 barras 3.10x107° 5.12x107% 4.83x10~" - 2.15x1076

Trelica plana de 26 barras 3.96x107% 4.59x107° 2.87x1073 - -
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Pode-se observar que as condi¢oes de complementariedade foram verificadas com

uma precisao muito boa em todos os problemas teste.

4.7.3 Numero de restricoes ativas
A Tabelas mostra o nimero de restrigdes estaticas e dinamicas que ficaram

ativas na solucao dos problemas obtidos com o algoritmo FDIPA-GSDP.

Tabela 4.31: Numero de restricoes ativas na solucao dos problemas teste com o
algoritmo FDIPA-GSDP.

Exemplo Deslocamento  Tensdo Flambagem Autovalor Complacéncia
Problema 43 aumentando n/c n/c n/c 2 n/c
Problema 71 aumentado n/c n/c n/c 1 n/c
Treliga plana de 10 barras 1 1 n/c 1 n/c
Treliga espacial de 25 barras 4 0 1 1 n/c
Trelica espacial de 72 barras 2 4 n/c 2 n/c
Trelica espacial de 25 barras n/c 0 9 1 n/c
Trelica plana de 26 barras n/c n/c n/c 1 1

Nota: n/c = ndo considerada
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Capitulo 5

Conclusoes e sugestoes

5.1 Conclusoes

Neste trabalho foi desenvolvido o algoritmo de pontos interiores e direcoes
vidveis para programacao semidefinida generalizada (FDIPA-GSDP) para lidar com
problemas de otimizacao sujeitos a restricoes vetoriais de igualdade e desigualdade
como também a restrigoes matriciais semidefinidas.

Este novo algoritmo integra as técnicas empregadas nos algoritmos de pontos
interiores e dire¢oes vidaveis FDIPA e FDIPA-SDP-NS. Dado um ponto inicial no
interior de uma regiao viavel definida pelas restri¢oes o algoritmo gera uma sequéncia
de pontos no interior desta regiao que converge para a solucao local do problema.
Para isto, em cada iteracao é calculada uma dire¢ao de busca viavel resolvendo dois
sistemas lineares com a mesma matriz seguida de uma busca linear ao longo desta
direcdo para definir o novo ponto da sequéncia para garantir convergéncia global
do algoritmo. Os resultados tedricos apresentados no Capitulo [3| asseguram esta
convergéncia global.

O algoritmo FDIPA-GSDP é muito simples de implementar e permite a busca de
um ponto inicial viavel quando nao sao verificadas algumas das restri¢gdes vetoriais
ou matriciais empregando-se para isso um programa matematico auxiliar. Esta
caracteristica do algoritmo é muito importante ja que em muitas aplicacbes nao
é uma tarefa simples encontrar um ponto inicial que seja viavel e nao todos os
algoritmos existentes na literatura oferecem esta possibilidade.

Os resultados numéricos dos problemas teste apresentados no Capitulo [4]
mostram a eficiéncia e robustez do algoritmo FDIPA-GSDP comparados com os
resultados obtidos com o algoritmo PENLAB. Em todos os problemas o esforco
computacional foi muito pequeno tomando em conta as poucas iteragoes necessarias
para atingir a solu¢ao 6tima assim como também o ntimero pequeno de avaliagbes

da funcdo objetivo. Em cada iteracao foram avaliadas também as condigoes
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de complementariedade das restricoes obtendo-se uma boa precisao em todos os

problemas. Em estes problemas foi utilizado o mesmo conjunto de parametros.

Finalmente, pode-se mencionar que este trabalho resultou no artigo intitulado

“A feasible direction algorithm for general nonlinear semidefinite programming” o

qual foi submetido em novembro de 2015 e aprovado para publicagdo em agosto

de 2016 na revista Structural and Multidisciplinary Optimization estando disponivel
pelo momento na versao digital (DOI 10.1007/s00158-016-1564-5).

5.2 Sugestoes para trabalhos futuros

Como parte dos estudos futuros, destacam-se os seguintes topicos:

Estudar possiveis regras de atualizagdo da matriz Quase-Newton B com

a finalidade de melhorar a velocidade de convergéncia do algoritmo
FDIPA-GSDP.

Explorar mais problemas que possam ser resolvidos com o algoritmo

FDIPA-GSDP.

Realizar uma busca linear ao longo de um arco viavel integrando as técnicas

do algoritmo de pontos interiores e arcos viaveis (FATPA) [50].

Desenvolver um novo algoritmo onde a restricdo matricial semidefinida do
problema é substituida por um cono secante formado por os p maiores
autovalores desta matriz o que permitiria uma reducao da dimensao dos
sistemas lineares internos do algoritmo FDIPA-GSDP. Desta maneira, a nova
reformulagdo pode ser escrita como

minimizar f

xeR"” (
(

sujeito a: g(x , (5.1)

sendo ¢ : R” — R" a funcao das restricoes de desigualdade correspondentes

aos autovalores da restrigdo matricial A(x).

Sem embargo, uma grande dificuldade nesta nova formulacao do problema,
como ja foi mencionado no Capitulo 4] esta na ocorréncia de autovalores com
multiplicidade algebraica maior que um, sendo necessario empregar as técnicas

de otimizacao nao diferenciavel para poder resolver este novo problema.

Existem muitos trabalhos que proporcionam métodos para o calculo de

derivadas para autovalores com multiplicidade algebraica maior que um tais
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como: Ojalvo [51], Mills-Curram [52], Dailey [53], Pedersen [54] e Seyranian
et al. [55]. Para o caso de autovalores distintos podem-se utilizar os

procedimentos de calculo de derivadas descritos nos trabalhos de Fox e Kappor
[56], Olhoft e Lund [57] e Felix [58].
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Apéndice A

Definicoes matematicas

A.1 Matrizes

Definicao A.1 (Matriz Identidade). Uma matriz identidade é uma matriz

diagonal onde seus elementos sao todos iguais a um, isto é

0 --- 0
L, = .. . (A~1)
00 - 1

Defini¢ao A.2 (Matriz Simétrica). Uma matriz quadrada A € R™" é chamada

simétrica se a matriz e sua transposta sao iguais, isto é
AT =A (A.2)

Definicao A.3 (Matriz Definida Positiva). Uma matriz M € R™*" é definida
positiva quando
vIMv > 0 (A.3)

para qualquer v # 0 € R™.

Teorema A.l1 (Propriedades de uma matriz definida (ou semidefinida)

positiva). Seja X € 8". Os seguintes enunciados sao equivalentes:
(1) X € 8t ou X =0 (X € semidefinida positiva);
(ii) z"Xz > 0, Vz € R";

(777) Amin(X) >0, onde \pin € 0 menor autovalor da matriz X;

(iv) Todos os menores principais do X sao nao negativos;
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(v) X = LLT para algum L € R™" é chamada descomposicio de Cholesky da

matriz X.
Demonstragio. Ver [37].

Definicao A.4 (Traco de uma matriz). Para uma matriz quadrada A € R9%9,

define-se o traco da matriz A como a soma dos elementos da diagonal de A, isto é
i=1

Lema A.1. Sejam A € R?? e B € R9*9. Os sequintes enunciados sao equivalentes:

q

(i) tr(A) = ; Ai(A)
(ii) tr(A) = tr(AT)
(iii) tr(AB) = tr(BA)
(iv) tr(ABT) = vec(A)Tvec(B)

Demonstragio. Ver [9].

Definicao A.5 (Norma de uma matriz). Define-se a norma Frobenius em R™*"

da matriz A, denotada por ||A[|; como:
- 1/2
IAllF = (Z Z(%‘)z) (A.5)
i=1j=1

onde A € R™"™. A norma de Frobenius em R"™*" define-se através do produto

interno como:

|All = (A A) = \/tr (AAT) (A.6)
a qual satisfaz as seguintes condicoes:

(i) JJA] > 0se A # O, ¢ ||O] =0, onde O ¢ a matriz com todos seus elementos

nulos;
(ii) ||cA|l = || [|A]], para todo ¢ € R;
(iii) [[A + B[l < [|A[|+ [IB];
(iv) [[AB] < |A[/[[B]].

Demonstragio. Ver [33].

104



A.2 Problema de autovalores

Um problema de autovalores é definido como
Ap = )\p (A.7)

onde A € R™*".
A Equagao (A.7) pode ser reescrita como

[A—\L]p=0 (A.8)

Uma solugao nao nula para ¢ poderd ser obtida quando a matriz [A — A\I,,] seja

singular ja que ¢ # 0, ou seja se
det (A —\,,) =0 (A.9)

A Equacao é conhecida como a equagao caracteristica de A e a expressao
det (A — AI,,) representa o polinémio caracteristico de A.

Podem-se encontrar as n raizes do polindmio caracteristico que representam os
autovalores de A denotados por Ai, Ag, ..., \,. A cada autovalor \; corresponde-lhe
um autovetor ¢;. Definem-se A\, = A1 0 autovalor minimo e A\j.x = A, 0 autovalor

maximo.

A.3 Transformacao linear

Uma transformacgao (ou mapeamento) 7' é uma aplicagao que satisfaz as seguintes

condicoes:
(i) T(u+v) =T (u)+ T (v), para todo u, v no dominio de T’;
(ii) T (cu) = T (u), para todo u e todo escalar c.

Demonstrag¢io. Ver [37].

A.4 Complacéncia estrutural

Define-se a complacéncia estrutural W [59] como o trabalho externo equivalente

a energia de deformacgao:

1
W=plu=u"Ku=2 (pT — 2uTKu> =p’K'p (A.10)
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A.5 Complemento de Schur

Teorema A.2. Seja a matriz:

M = (A B) I
BT C

onde A € uma matriz definida positiva ¢ C € uma matriz simétrica, entdo a matriz:

D=C-B'A'B (A.12)

¢ chamada o complemento de Schur de A em M. Os sequintes enunciados sao

equivalentes:
(i) M € definida (ou semidefinida) positiva.
(i) D € definida (ou semidefinida) positiva.

Demonstragio. Ver [9].
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Apéndice B

Histérico das condicoes de
complementariedade dos

problemas teste resolvidos com o
algoritmo FDIPA-GSDP

As Tabelas [B.2, [B.3] [B.4], [B.5], [B.6, [B.7] e [B.8 mostram a evolucao da reducao

da funcao objetivo e o historico das condi¢oes de complementariedade das restrigoes

para os exemplos numéricos do Capitulo [d, onde foi empregada a seguinte notagao

descrita na seguinte tabela

Tabela B.1: Notagao empregada nas tabelas dos resultados numéricos

Notacao Descrigao
iter Iteragao k
f Valor da funcéo objetivo avaliada no ponto x*
[[dol| Norma da diregdo de busca avaliada no ponto x*
IVL| Norma do gradiente da fun¢ao Lagrangiana avaliada no
ponto xF
1Gvoll Norma da condicao de complementariedade das restri¢oes
de desigualdade avaliada no ponto x*
[tr(AoA)|  Valor absoluto do trago da condi¢do de complementariedade
das restricdes matriciais avaliada no ponto x*
len| Maéximo erro nas restricdes de igualdade avaliada no ponto x*
t Comprimento do passo t* da busca linear de Armijo
itlin Numero de iteracoes na busca linear de Armijo
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B.1 Problema 43 aumentado

Tabela B.2: Evolucao da redugao da fungao objetivo para o problema 43 aumentado.

iter / [[do| VL] Gl len|  [tr(AoA)] t itlin

0  -0.002

1 -18.288 10.762 10.762 1.799 0 22.725 0.020 12
2 -26.324 4.541 12.467 1.792 0 15.916 0.206 2
3 -31.589 2.604 3.862 1.527 0 11.026 0.283 2
4 -36.885 0.884 1.426 0.458 0 4.674 0.727 1
5  -38.881 0.848 1.479 0.048 0 1.852 0.700 2
6  -39.995 0.420 3.132 0.087 0 0.863 0.700 2
7 -40.788 0.199 1.014 0.068 0 0.118 1.000 1
8  -40.903 0.036 0.329 0.020 0 0.041 0.700 2
9 -40.943 0.020 0.216 0.006 0 0.014 0.700 2
10 -40.957 0.008 0.086 0.002 0 0.004 0.700 2
11 -40.961 0.003 0.027 5.500x10~* 0 0.002 0.700 2
12 -40.963 7.579x10~4 0.008 1.650x107* 0  3.883x107* 0.700 2
13 -40.963 2.275x107% 0.002 4951%x10™° 0  1.166x107* 0.700 2
14 -40.963 6.827x107° 7.379x107* 1.485x107° 0  3.497x10"° 0.700 2

B.2 Problema 71 aumentado

Tabela B.3: Evolucao da redugao da fungao objetivo para o problema 71 aumentado.

iter  f [dol| VL] 197l len] [tr(AoA)| t  atlin
0 174.235
1 139.791 0.803 0.803 43.660 11.365 1.842 1.000 1
2 136.399 8.624 56.292 14.759 1.778 0.364 0.027 4
3 132.309 17.576 86.877 24.675 1.844 16.911 0.015 3
4 123.110 2.371 34.293 10.887 1.787 16.569 0.204 1
) 120.557 4.647 44.991 12.293 1.663 14.155 0.030 1
6 117.564 2.252 47.332 7.723 1.638 1.016 0.250 1
7 116.722 4.282 48.145 8.686 1.389 1.600 0.029 1
8 113.039 0.508 9.0127 1.642 1.358 0.285 0.818 1
9 111.589 1.153 8.031 0.659 0.474 0.118 0.122 1
10 111.152 4.239 15.913 0.081 0.451 0.409 0.012 1
11 108.300 2.022 31.125 0.337 0.534 0.521 0.168 6
12 105.668 3.700 55.574 0.087 0.531 1.663 0.075 8
13 97.502 0.687 66.521 0.021 0.305 0.427 0.700 2
14 93.347 0.759 27.538 0.010 0.320 0.600 0.233 1
15 90.810 0.197 5.566 0.002 0.281 0.426 1.000 1
16 88.629 0.104 2.756 3.421x1074 0.041 0.130 1.000 1
17 87.822 0.030 0.535 1.705x107° 0.014 0.015 0.947 1
18 87.711 0.004 0.993 5.092x1078 0.002 4.459x1075  1.000 1
19 87.711  3.089x107° 2.239x107% 8.102x107'? 2.433x107> 4.388x10~" 0.990 1
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B.3 Trelica de 10 barras

Tabela B.4: Evolucao da redugdo do peso da trelica de 10 barras.

iter f [[do| VL] 1970l |tr(AoA) t  atlin
0  34578.300
1 34514.700 0.631 0.631 0.001 3.437x10*  1.000 1
2 24691.700 94.239 21.355  6.032x107°  1.999x10* 1.000 1
3 10920.900 133.843 18.783  4.437x10°%  9.834x10* 1.000 1
4 10319.600 63.326 9.594  5.518x107%  9.975x10* 0.088 1
5  10205.300 77.621 7.598  4.998x107°  1.003x10* 0.014 1
6  10092.500 93.183 6.320 0.003 1.001x10* 0.016 1
7 8201.540 79.023 2.783 1.419 6.043x10° 0.331 2
8  7539.330 13.105 2.961 216.422 1.482x10°  1.000 1
9  7169.090 5.156 14.355 147.286 2.298x10%  1.000 1
10 6510.980 10.538 35.334 209.122 1.127x10%  1.000 1
11 5937.810 12.532 25.787 310.958 438.921 0777 1
12 5736.560 10.139 21.796 357.433 362.393 0272 1
13 5638.510 9.693 7.6814 355.492 389.914 0131 1
14 5592.120 7.945 14.099 345.559 393.930 0.077 1
15 5550.570 6.530 33.061 333.610 280.862 0.088 1
16 5462.580 5.623 91.697 274.437 120.607 0257 1
17 5366.520 4.965 125.572 199.906 80.075 0.363 1
18 5329.600 3.717 67.618 186.913 57.249 0.167 1
19 5310.220 3.013 56.832 174.175 42.450 0.109 1
20  5252.430 3.018 51.394 134.804 24.442 0.343 1
21 5236.260 2.241 34.049 124.475 19.490 0.128 1
22 5197.040 1.885 42.440 93.229 9.273 0.361 1
23 5184.070 1.631 22.821 84.236 7.362 0.153 1
24 5166.950 1.586 20.400 69.973 3.734 0233 1
25  5143.840 1.570 16.244 50.768 1.973 0374 1
26 5137.490 0.911 9.732 33.336 2.094 0.187 1
27 5126.670 0.880 47.427 24.888 1.805 0.327 3
28 5116.130 0.951 85.580 8.770 0.170 0.704 1
29 5113.370 0.220 59.671 2.095 0.121 0.700 2
30 5112.280 0.234 32.146 0.304 0.037 0.764 1
31 5111.770 0.088 14.922 0.101 0.071 1.000 1
32 5111.590 0.114 3.190 0.042 0.012 1.000 1
33 5111.520 0.059 2.408 0.007 0.010 0.700 2
34 5111.480 0.022 4.802 0.005 0.005 1.000 1
35  5111.470 8.040x10~*  0.075 0.002 2.438%x107° 1.000 1
36 5111.470 1.657x107*  0.012  1.380x10~* 5.596x107% 1.000 1
37  5111.470 3.419x107°  0.003  5.873x10~¢ 8.315x10~7 1.000 1
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B.4 Trelica de 25 barras

Tabela B.5: Evolucao da redugdo do peso da trelica de 25 barras.

iter  f ol IvL| IGo [tr(AoA)| t itlin
0  4134.120
1 4133.170 0.008 0.008 1.226x10~% 4133 1.000 1
2 3795.260 2.707 0.549 1.713x1076 3781 1.000 1
3 3148.090 5.084 0.428 7.175%x1078 3140 1.000 1
4 2223110 7.109 1.059 6.198x107° 2216 1.000 1
5  1481.400 8.050 1.366 1.246x107° 1472 0.700 2
6  978.338 8.962 4.001 3.551x10710 948.717 0.467 2
7 919.277 10.211 2.625 7.468x10710 905.204 0.060 1
8  908.597 9.946 0.722 9.819x10~° 905.696 0.011 1
9 906.099 9.578 0.084 6.633x1077 905.544 0.003 1
10 905.455 9.467 0.040 1.827x107% 904.199  8.034x107* 1
11 776.864 5.895 0.717 4.355 179.415 0.581 1
12 749.099 0.789 12.611 8.391 165.121 0.704 1
13 742.379 0.804 9.852 9.291 139.139 0.180 1
14 740.448 1.658 12.963 9.747 118.019 0.035 1
15 722.619 2.412 38.120 12.039 93.303 0.261 1
16 720.611 1.906 3.587 12.194 86.405 0.032 1
17 686.815 2.175 27.500 14.951 46.217 0.559 1
18  685.803 1.392 7.117 15.087 42.680 0.024 1
19  670.846 1.334 7.609 13.939 27.104 0.363 1
20  653.187 0.886 6.565 11.052 12.027 0.575 1
21  648.134 0.405 6.154 9.313 8.205 0.277 2
22 647.069 0.311 6.993 8.791 7.345 0.072 3
23 646.744 0.255 4.547 8.802 6.422 0.023 2
24 645.013 0.176 2.258 8.153 3.393 0.144 2
25 634.783 0.141 6.739 2.995 0.324 1.000 1
26 633.254 0.100 0.109 2.020 0.102 0.462 3
27 631.448 0.027 1.333 0.828 0.052 0.700 2
28  630.640 0.011 0.599 0.294 0.061 0.688 2
29 630.203 0.004 0.220 0.006 0.023 1.000 1
30 630.192 1.181x107* 0.008 1.581x107%  1.846x10~* 0.976 1
31 630.192 1.516x107° 9.380x107* 9.578x107°%  4.401x10~© 1.000 1
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B.5

Trelica de 72 barras

Tabela B.6: Evolucao da redugdo do peso da trelica de 72 barras.

iter  f Ido| IVLZI 197l [tr(AoA)] t itlin
0  2770.51
1 2770.26 0.001 0.001  1.710x107%  2.770x10* 1.000 1
2 2675.97 0.992 0.206  8.518x107%  2.673x10* 0.488 1
3 2628.31 2.192 0.220 8.165x10°%  2.626x10* 0.112 1
4 2462.11 4.302 0.427  1.733x10~*  2.443x10* 0.234 1
5 2217.77 7.479 1.494 0.007 2.180x10* 0.224 1
6 2164.7 11.247 3.814 0.009 2.108x10% 0.041 1
7 1786.47 13.462 4.872 0.010 1.707x10* 0.257 1
8  1598.01 13.755 3.228 1.446 1.522x10* 0.151 1
9  1533.29 12.643 24.395 3.439 1.458x10* 0.058 1
10 1360.68 11.930 24.904 7.627 1.279x10* 0.162 1
11 1266.74 10.508 31.722 10.388 1.181x10* 0.099 1
12 1074.9 9.639 34.698 16.032 972.512 0.222 1
13 902.574 7.749 26.086 23.888 785.997 0.242 1
14 892.732 5.871 79.193 31.554 692.367 0.018 1
15  806.254 5.109 176.815 29.020 464.549 0.211 1
16  760.707 3.241 49.136 29.674 590.168 0.149 1
17 694.976 1.824 36.275 18.614 565.096 0.409 1
18  574.295 2.085 49.000 11.680 415.453 0.629 1
19 520.79 1.436 25.552 12.387 289.715 0.406 1
20  474.979 0.532 12.947 5.270 264.437 1.000 1
21  458.154 0.177 7.390 2.129 253.298 1.000 1
22 446.739 0.151 6.437 1.048 161.180 0.884 1
23 446.573 0.066 3.432 1.338 72.115 0.027 1
24 445.069 0.048 1.950 1.112 39.240 0.318 1
25  441.173 0.061 4.206 0.603 26.793 1.000 1
26 440.642 0.088 6.012 0.618 29.239 0.105 1
27 440.64 0.182 12.219 0.623 33.501 2.116x107* 1
28  435.858 0.080 7.895 0.491 6.775 1.000 1
29 429.626 0.151 9.302 0.111 5.289 1.000 1
30  424.075 0.135 18.407 0.050 2.209 1.000 1
31 421.185 0.118 15.966 0.072 1.111 1.000 1
32 419.843 0.060 4.828 0.080 0.360 1.000 1
33 419.372 0.052 4.560 0.033 0.035 0.700 2
34 419.108 0.012 4.946 0.022 0.016 1.000 1
35 419.023 0.003 1.265  6.965x10~* 0.002 1.000 1
36 419.019 3.051x107*  0.148  9.053x107% 1.636x10~° 1.000 1
37 419.019 1.578x107°  0.002  5.851x107% 1.656x10~° 1.000 1
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B.6 Trelica de 25 barras

Tabela B.7: Evolucao da redugdo do peso da trelica de 25 barras.

iter _ f Ido| VL] 1970 tr(AoA)]  t itlin
0 2674.240
1 2653.480 0.597 0.597 0.007 2651.110  1.000 1
2 2519.140 58.384 40.204 0.062 1871.420  0.090 1
3 1478.910 58.530 30.893 0.002 1136.130  0.801 1
4 1301.950 21.151 19.687 0.006 1093.680  0.419 1
5  1265.050 22.013 33.697 0.014 028.845 0.056 1
6 1204.960 19.618 43.472 0.011 738.820 0.078 1
7 788.206 13.126 38.122 6.449 510.965 0.442 1
8 649.004 19.338 15.754 7.574 590.921 0.167 3
9 592.978 49.130 27.301 7.061 522.463 0.100 2
10 523.389 6.262 13.954 3.543 425.005 0.283 1
11 434.344 4.994 20.248 13.835 252.004 1.000 1
12 373.145 4.542 37.287 7.736 285.312 1.000 1
13 339.986 5.009 65.055 7.276 231.484 0.241 1
14 333.566 6.902 84.755 6.877 205.316 0.040 1
15  318.985 8.566 92.867 7.151 178.842 0.085 1
16 280.178 8.182 82.253 7.078 137.422 0.238 1
17 276.954 5.078 33.947 6.059 69.387 0.044 1
18 262.782 0.841 14.971 2.082 126.753 1.000 1
19  258.864 8.931 11.749 2.824 106.561 0.101 1
20 252.702 4.521 17.824 3.612 78.887 0.132 1
21 235.678 4.356 13.324 4.368 50.017 0.377 1
22 217.391 4.187 19.594 3.934 21.763 0.607 1
23 216.607 7.230 8.321 4.337 19.203 0.032 1
24 207.993 5.150 13.596 3.148 11.070 0.516 1
25  205.027 10.394 12.309 2.711 9.088 0.202 1
26 190.227 20.417 53.211 1.886 4.895 0.858 1
27  186.698 16.611 25.258 1.649 5.649 0.218 1
28  185.742 10.010 35.547 1.564 7.159 0.096 1
29  184.201 6.592 24.026 1.357 4.954 0.206 1
30  183.637 9.169 13.190 1.460 4.786 0.066 1
31 177.724 8.412 11.563 0.783 1.576 0.801 1
32 176.184 4.245 15.877 0.590 0.931 0426 1
33 175.736 1.565 19.005 0.517 0.868 0.200 1
34 175.510 1.147 21.914 0.472 0.784 0.121 1
35  174.283 2.360 19.401 0.289 0.177 0.695 2
36 174.021 0.934 13.192 0.224 0.152 0324 1
37 173.683 0.429 4.827 0.130 0.078 0.566 1
38 173.357 0.231 1.219 0.032 0.004 1.000 1
39  173.276 0.036 1.330 0.008 3.555x10~* 1.000 1
40  173.255 0.008 0.066 0.002 0.001 1.000 1
41  173.251 0.001 0.006 9.470x10™*  5.363x10™* 0.553 1
42 173.249  9.220x10~* 0.011 1.622x107%  4.574x107* 0.849 1
43 173.248  1.929x10~* 0.001 1.306x107° 7.892x10° 0.906 1
44  173.248 3.099x107° 5.118x107* 4.831x10~7 2.152x107% 0.975 1
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B.7

Trelica de 26 barras

Tabela B.8: Evolucao da redugdo do peso da trelica de 26 barras.

iter f [dol VL] |tr(AoA)| t itlin

0  1411.280

1 1401.970 0.087 0.087 1230.390 1.000 1
2 1238.670 5.542 1.564 1070.280 0.237 1
3 1180.470 8.197 1.862 1007.690 0.065 1
4 1014.210 4.795 2.678 790.895 0.206 1
5  952.986 4.289 1.673 723.685 0.091 1
6  876.211 7.524 3.163 675.211 0.111 1
7 799.779 2.564 1.477 580.822 0.143 1
8 542.663 2.789 1.546 326.292 0.488 1
9  432.093 1.806 0.556 220.434 0.331 1
10 394.594 1.226 0.248 185.960 0.161 1
11 382.684 1.046 0.114 175.086 0.060 1
12 374.493 0.986 0.069 167.589 0.044 1
13 338.779 0.945 0.073 136.447 0.198 1
14 312.502 0.774 0.066 113.075 0.177 1
15 300.869 0.654 0.026 102.801 0.093 1
16 296.738 0.599 0.013 99.0114 0.036 1
17 295.436 0.577 0.012 97.6651 0.012 1
18 258.809 0.566 0.013 66.816 0.337 1
19  246.625 0.402 0.013 56.503 0.162 1
20  245.446 0.342 0.007 55.359 0.018 1
21  245.373 0.336 0.004 55.166 0.001 1
22 245.358 0.335 0.003 55.089  2.487x107* 1
23 197.439 0.335 0.003 17.529 0.758 1
24  186.505 0.107 0.004 8.755 0.521 2
25  177.268 0.054 0.001 1.765 0.826 1
26  176.958 0.012 7.726x107% 1.517 0.129 1
27 176.010 0.011 1.951x10~4 0.841 0.453 1
28  174.902 0.006 1.402x104 0.054 0.946 1
29  174.834  3.963x107* 4.586x107° 0.003 0.948 1
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Apéndice C

Analise estrutural de trelicas com
CALFEM

Uma trelica tem membros sujeitos a duas forgas de tracao ou de compressao. Os
carregamentos sao aplicadas somente nos noés e todos os membros estao conectados

nos extremos por meio de articulagoes sem fric¢ao.

C.1 Coordenadas locais e globais

Aqui, sdo definidos dois tipos coordenadas: as coordenadas locais s e as
coordenadas globais = e y. A Figura mostra um elemento barra bidimensional
[60, ©1]. O angulo ¢ define a rotagdo do eixo da barra do sistema de coordenadas
local em relacao ao sistema de coordenadas global.

Sistema de
¥ coordenadas local

\J

Sistema de
coordenadas global

Figura C.1: Definigdo do elemento barra bidimensional [2, [3].
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C.2 Vetores de deslocamentos e de carregamentos

Os vetores de deslocamentos e de carregamentos nos sistemas de coordenadas

local e global sdo definidos como

1€ e e T
u = [uls u25:| (C.1)
- T
£ =i, £ (C.2)
T
u’ = {u‘i vy u§ US} (C.3)
T
fe = [fleac fley f?eac gy} (C4>
Considere-se as seguintes expressoes
x5 — %
¢ = e=22_ "1 C.5
cos ¢ i (C.5)
¢ € €
m® = sin ¢° = Y2 4 (C.6)
Le
Define-se a matriz de transformacao T¢ como
© mc 0 0
e=| " (C.7)
0 0 ¢ m°
onde L corresponde ao comprimento do elemento barra determinado por
L = /(a5 - 29)° + (95 — v5)° (C3)

Podem-se relacionar os vetores de deslocamentos e de carregamentos nos sistemas
de coordenadas local e global mediante a matriz de transformacgao, assim tém-se as

seguintes expressoes

¢ = T°u (C.9)
T f° = f° (C.10)

C.3 DMatrizes de rigidez e de massa

As matrizes de rigidez e massa referidas ao sistema de coordenadas local sao
definidas como

(&) e

o b°E

Le

1 -1
g ] (C.11)
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1\_/[€:pr
6

1 2

2 1] (C.12)

Da mesma maneira, podem-se relacionar as matrizes de rigidez e massa nos
sistemas de coordenadas local e global mediante a matriz de transformagao, assim
tém-se

K¢ = T*"K°T*° (C.13)

M¢ = T"M°T* (C.14)
Substituindo a Equacao (C.7)) nas Equacoes (C.13)) e (C.14]) temos que
| FEDe

K* C.15
- (©15)
e
2 010
AL |0 2 0 1
Me =7 (C.16)
6 1020
010 2
onde D¢ é a matriz dos cossenos diretores em relagao a barra e tal que
1% I‘m¢  —I12° —I*m®
[*m* m2©  —l*m¢ —m?>
D¢ = C.17
A A S [*me ( )
—l*m¢ —m?®  I*m¢ m*

C.4 Tensao axial

Finalmente, a tensao axial de uma barra e é determinada pela seguinte expressao

ot = f —1 1T (C.18)
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