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Introducciéon

Muchos procesos fisicos, biologicos, medio ambiente, geofisico, incluyen la
variabilidad en el espacio y el tiempo. Como resultado de las dificultades cau-
sadas por grandes conjuntos de datos y el modelado de las interacciones de
espacio, tiempo y espacio temporal, los métodos tradicional espacio-tiempo
son limitados. Al mismo tiempo, el creciente niimero de situaciones donde la
informacion de la muestra funcional esta disponible ha permitido que las he-
rramientas estadisticas funcionales que deben aplicarse en el anélisis de estas
caracteristicas. De hecho, la estadistica funcional proporciona un marco mas
informativo y ricos contexto en el que la complejidad de tales caracteristicas
puede ser debidamente analizada.

En el contexto de la estimaciéon de parametros minimo contraste, nos
referimos a Anh, Leonenko y Sakhno (2004) sobre la estimacion de para-
metros de campos aleatorios fraccional a partir de informacién de la mues-
tra funcional. El libro de Christakos (2000) proporciona una visién general
de las diferentes metodologias aplicado en el andlisis estadistico de campos
aleatorios espacio-temporal, incluyendo los modelos diferenciales fraccional y
andlisis de heterogeneidad. Por otro lado, las diferentes familias covarianza
espacio-temporales recientemente se han introducido y analizado como una
herramienta para el modelado estadistico de datos espacio-temporales (ver
Berg et al. 2008; Gneiting 2002; Kelbert et al. 2005; Ma 2005; Porcu y Mateu
2007; Stein 2005; entre otros). En el caso en el que pesados-cola y nucleos
fractales son considerados para un modelo (véase, por ejemplo, Antoniadis
y Sapatinas 2003, Berg et al. 2008 y Kelbert et al. 2005), el problema de
estimacion funcional asociados es un problema mal planteado. Una opcion
es aplicar los métodos de proyeccion numéricos localizando un espacio di-
mensional finito en el que la inversion estable es posible, en términos de una
base ortonormal adecuada. Otra forma es considerar un espacio funcional,
con una geometria adecuada, compensando singularidad del espectro, donde
la inversion de la ecuacion Wiener-Hopf asociados es limitada.

Estadisticas Funcional (véase, por ejemplo, Christakos 2005; Ferraty Vieu
y 2006, Ramsay y Silverman 2005) proporciona un contexto usual para el ana-
lisis de sistemas complejos. Entre la amplia gama de campos aplicados donde
se requiere el analisis estadistico de informacion de la muestra funcional, se
haré referencia a las aplicaciones epidemiologicas (véase Christakos y Hris-
topulos 1998). El enfoque funcional permite resolver clasificacion complejos
y los problemas de discriminacion, que son fundamentales en la deteccion
de factores de riesgo tales como la alteracion de genes celulares (el riesgo de



cancer humano) (véase Hall et al 2001; Miiller de 2005; Miiller y Stadmiiller
de 2005, que aplico modelos lineal funcional generalizado). Adicionalmente,
la dindmica colectiva evoluciona espacialmente y temporalmente de actuar
de manera critica a coordinar el desarrollo multicelular (por ejemplo, morfo-
genéticas movimientos de las células y la transcripcion de genes que requiere
de buena coordinacion espacial y temporal). Las conexiones entre datos ge-
noémica de alto rendimiento, que se obtiene a nivel molecular y nivel celular,
y mayor nivel organizacional y funcional se establecen a partir de lecturas
relevante biologicamente involucrado de las escalas temporales y espaciales
(ver Germain et al. 1999; Haoudi Bensmail y 2006; Monk 2003, entre otros).
La alta dimensionalidad de los datos generados por estos estudios requie-
re el desarrollo de nuevas herramientas en Estadisticas Funcional para un
procesamiento eficiente y el anélisis de estos conjuntos de datos. Transfor-
maciones ortogonales y biortogonal son usualmente aplicado para reducir
la dimensionalidad. Por ejemplo, las transformaciones espectrales discretas
y continuas (por ejemplo, el analisis de componentes principales funcional,
descomposicion en valores singular, la transformada de Fourier) se conside-
ran para el modelado y procesamiento de conjunto de datos de expresion
genoma (véase, por ejemplo, Alter 2000, 2003; Klevezc y Murray 2001; Yao
et al. 2003, 2005). El problema de prediccion en secuencias biologicas, y, en
particular, en datos de expresion génica (ver Bar-Joseph 2004; Bar- Joseph
et al 2003;. Raychadhuri et al. 2000, entre otros) también se formula en un
contexto funcional cuando los segmentos no observados debe ser estimado.
Los modelos Autorregresivos Hilbert son considerado a representar secuen-
cias de datos funcionales. Estas secuencias pueden estar constituidos, por
ejemplo, segmentos de secuencias biologicas, por las imagenes en el anélisis
espacio-temporal de la deformacion de dos dimensiones y el movimiento de
las células de las series temporales de iméagenes de video digital, etc.

Sin embargo, en muchas aplicaciones, las investigaciones también se en-
frentan al problema de la estimacion de parametros de sistemas observada
parcialmente. En este sentido, frente a este problema, bajo el supuesto de
Gauss, de la familia de modelos ARH(p). Consideramos que el caso de que
un ruido de observacion funcional aumenta la variabilidad funcional de los da-
tos de produccion de una pérdida de informacion. Las bases ortonormales, al
igual que las consideradas en el andlisis de componentes principales funcional
(base autofuncion empirica asociada con el operador de covarianza espacial),
no proporciona una proyeccion adecuada (no diagonaliza la ecuacion de es-
tado funcional ARH) con el fin de calcular los estimadores de parametro de
proyeccion ML en el contexto ARH.



El Analisis estadistico de datos espacio-temporales requiere de las pro-
yeccciones de funciones ortogonales u ortonornales que permitan reducir la
elevada dimension de los problemas que se plantean en este analisis (ver
Ruiz-Medina y Angulo[82], Wikle y Cressie [110|, Wikle [106] y [107]). Tra-
bajaremos en un contexto de espacio de estados. Mas concretamente, nos
centraremos en el analisis de secuencias de datos funcionales espaciales desde
la perspectiva proporcionada por los modelos de series autorregresivas hil-
bertianas. Estudiaremos el caso de modelos autorregresivos hilbertianos de
orden uno, ARH(1). En este trabajo, se desarrollara la implementacion del
estimador lineal minimo cuadratico de la ecuaciéon de estados funcional en
el modelo ARH(1) afectado por ruido, en sentido fuerte, mediante proyec-
cion en la base de autofunciones empiricas del operador de autocovarianza
del proceso ARH(1). La aproximacion a la prediccion del espacio-tiempo que
logra la reducciéon de la dimension y utiliza un modelo estadistico que es
temporalmente dinamica y espacialmente descriptivo (ver Wikle y Cressie
1999). Es decir, que explota el flujo unidireccional del tiempo, en un marco
autorregresivo, y es espacialmente "descriptivo'de que el proceso autorre-
gresivo espacialmente colorido. Con la inclusién de una ecuaciéon de medida,
esta formulacion conduce naturalmente al desarrollo de un filtro de Kalman
espacio-temporal que logra la reduccion de dimension en el andlisis de gran-
des conjuntos de datos espacio-temporales.

En la capitulo 1, se estudia el problema funcional de filtrado asociados
a los procesos espacio-temporal definido por una ecuaciéon de evoluciéon seu-
dodiferencial perturbado por un ruido de observacion fractal, las condiciones
para un calculo estable de la solucion al problema filtrado funcional asociado
que son establecidas en funcién de los espectros de operador de covarianza
del proceso de interés y de la observacion de ruido Hilbert. La aplicacion de
perturbacion tedrica de operadores lineales limitado, se establece de las con-
diciones en el espacio de parametros, caracterizando el modelo de observacion
funcional, para conseguir una inversion estable de la ecuacion Wiener-Hopf
asociados. También se menciona y desarrolla brevemente algunas técnicas
usada en la estimacion del modelo de regresion funcional espacial.

En el capitulo 2, En la implementacion del método de estimacion de pro-
yeccion ML (méxima verosimilitud) de los parametros funcional que definen
la ecuacion ARH(p), se considera la diagonalizacion de las bases Riesz dual
del operador de autocorrelacion. Las estimaciones de proyeccion maxima ve-
rosimilitud del operador autocorrelaciéon, y los operadores covarianza de las
innovaciones funcionales y los ruidos de observacion que se obtienen mediante
la combinacion de filtrado de Kalman y suavizado con el algoritmo EM. La
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implementacion del algoritmo filtros de Kalman se realiza en términos de las
series definido por los Coeficientes POP del proceso de interés, asi como en
términos de la transformacion POP de los momentos de segundo orden con-
dicional involucrados. El paso expectativa y paso maximizacion son entonces
calculado a partir del filtrado de Kalman forward seguido por una recursion
suavizado Kalman backward en términos de coeficientes Fourier asociados a
una descomposicion.

En el capitulo 3, se estudia la implementacion del estimador lineal mi-
nimo cuadratico de la ecuacion de estados funcional en el modelo ARH(1)
afectado por ruido Hilbert, en sentido fuerte, mediante proyecciéon en la ba-
se de autofunciones empiricas del operador de autocovarianza del proceso
ARH(1), teniendo en cuenta la secuencia de datos funcionales espaciales del
proceso de interés con respecto a la observacion del tiempo, sin considerar la
localizacion.



Capitulo 1

Filtrado Espacio-Temporal de la
Secuencia de Datos Funcionales
Espaciales Fractales

El modelo de observacion se define en términos de una secuencia de rea-
lizaciones espaciales del proceso de interés, la soluciéon a una ecuaciéon seudo
diferencial espacio-temporal, afectados por fuertes ruido blanco aditivo de
Hilbert. Se estudiara las condiciones en el espacio de parametros, consideran-
do la pesada cola y el comportamiento fractal de la familia nicleo covarianza
considerado, para obtener una regularizacion del problema filtrado funcional
asociados. Por lo tanto, la robustez del estimador funcional se obtiene frente
a la variabilidad local funcional de los datos. En la préctica, estas condi-
ciones se refieren a los relacionados espectros empiricos con los estimadores
operadores covarianza.

1.1. Modelo estadistico funcional

El problema filtrado asociado con el modelo de observacion funcional
(ver Salmerén y Ruiz-Medina 2009, para el caso de procesos Hilbertiano
autorregresivo).

Zy =Y+ Ny, t €0,7], (1.1)
donde Y es la solucién a la ecuacion evolucion
%_};(t’m) =LY (t,z), (t,zr) e Ry x D C Ry xR", (1.2)
con condiciones inicial aleatorias valuado Hilbert
Y(0,-) =Yo(-) € H, (1.3)
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la condicion inicial aleatoria definido por una variable aleatoria con valores en
el espacio de Hilbert H¥° de funciones espacial definido en dominio D C R™.

El modelo (??) es entonces interpretado como un modelo estadistico fun-
cional con N;,t € R, definido como un fuerte ruido blanco Hilbertiano, es
decir, como una secuencia de variables aleatorias independientes valuado H”
que satisface

E|N;||3n <00, tER,

Los modelos del fuerte ruido blanco Hilbertiano estan definido en térmi-
nos de ruido de colores espaciotemporal fractal con el nicleo de covarianza
absolutamente integrable.

1.2. Estructura de dependencia funcional y sus
aproximaciéon empirica

La estructura de segundo orden de las variables aleatorias Hilbert valuado
del modelo de observaciéon funcional

Zt:}/t—i_Nt) tE [O,T],

con N, t € Ry, un fuerte ruido blanco Hilbertiano. El modelo de observacion
funcional estd dado en términos de los siguientes operadores.

Los operadores covarianza de los procesos de Y, N y Z estan definido co-
mo

RYtYs = ED/;®}/:9]7 2(:78 €R+7
Ry.n, = E[N,®Ny], n,se€Ry,
Ryz = FElZ,0Z=FE[Y,®Y|+FE[N,®N,|, p,secRy,

especificamente,
Ryy, () = E[YiYs,0)pv—psm], Vo € D(Ry,y,),
RNHNS((é) = F [N;L<Nsa ¢>HN:H5(D} ) qu) € D('RN}LNS)’ (14)
Rz,2.(¢) = E [Zu<257¢>HZ:Hd(D)j , V¢ € D(Rz,2,),

denotado por D(A) el dominio del operador A. Si los procesos Y y N son
estacionario en el tiempo, para t = s y u = s, entonces los operadores de
covarianza espacial de los procesos Y, N y Z, son invariante en el tiempo.
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El operador de covarianza transversal entre el proceso de interés y el
proceso observado esta dado por

RYtZS = E[Y;@ZS], t,s ER+,
Es decir,
Ry,7,(¢) = E [Y{{Zy, ®) yz—gapy| , ¥é € D(Ry,z.),

Para la estimacion funcional del proceso de interés Y desde el modelo de
observacion 1.1, bajo la estacionalidad en el tiempo, se tiene los siguientes
estimadores funcional de los operadores de covarianza transversal y espacial
de Z, basado en el método de momentos, desde la observacion del tiempo
t=1,...,T,

) 1 [ 1 & 1 <
RESZS - f (Z Zu ® Zu) - (T Z Zu) ® (T Z ZM)
u=1 u=1 u=1

1 Tk 1 T—k 1 T—k
RgsZerk = RQYH,C = m Z ZH & Z;H-k - ﬂ Z ZM & m Z Z#_,_k ,
u=1 u=1 u=1

(1.5)

para k=1,...,p.

En practica, la informacion muestral funcional es discreta. Los métodos
suavizado se pueden aplicar con el fin de aproximarse a la naturaleza continua
de los datos. Es decir, en la practica, el modelo de observacion es definido
como

Zy(z) = Yy(2) + Ny(x), v € DYP* Cc D, t =1,...,T, (1.6)

donde D$P% es un conjunto discreto contenido en D. La densidad de locacio-
nes espacial definiendo el conjunto D$?% debe garantizar un buen desempeiio
de las técnicas de suavizado con el fin de aplicar la metodologia de las es-
tadisticas funcionales (ver, por ejemplo, Besse et al. 2000, en relacion a la
implementacion de los métodos de estimacion funcional en términos de datos
funcional suavizado).

1.3. Estimador funcional lineal por minimos cua-
drados

Del modelo de observacion funcional 1.1, de la ecuacion Wiener-Hopf,
se define el estimador lineal por minimos cuadrados de Y en tiempo t €
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[0, T, para el problema filtrado, y en el tiempo futuro para el problema de
prediccion, se deriva de la siguiente manera

E[(Sft() - LtZ())ZS()] = 07 s € [O,T], (17)

donde L; denota el operador lineal que define la transformacién optima, en el
sentido de media cuadratica de los datos funcionales espacial a aproximarse
a la realizacion espacial de Y en cada tiempo ¢ de interés, es decir,

Y, =L Z.
En el caso donde L; es un operador integral, tenemos
Tie) = L2@) = [ Ut sin)Zu() dsdy (18)
[0,T]xD

donde [ denota el nucleo espacio temporal definiendo el operador L; en el
caso integral. Desde la ecuacion 1.7, el operador L; debe satisfacer

RYtZS = LtRZ.Zsa S &€ [O,T] (19)
La inversion estable de la ecuacion 1.9 conduce a la solucién funcional
L = Ry,z [Rz.2.], (1.10)

donde x representa el argumento de segundo tiempo del nucleo [ definiendo
el operador L, en el caso integral (ver ecuacion 1.8).

En el caso de Gauss, los exponentes s y J son estimados de los espec-
tros empiricos relacionados con la representacion umbral Wavelet de los es-
timadores de operador covarianza de la ecuacion 1.5 (ver Bosq 2000, donde
proporcionan los resultados de la convergencia de los espectro empirico al
teorico).

1.4. Estimacion empirica B-Spline y sus apro-
Ximaciones

(Ver Guillas, S y Lai, M.J., 2009) Sea Y una variable aleatoria con valores
reales. Sea D un dominio poligonal en R?. El modelo de regresion es:

Y=fX)+e= (g,X>+e:/g(s)X(s)ds+e, (1.11)
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donde g(s) esta en un espacio funcional H (generalmente = L?(D)), € es una
variable aleatoria real que satisface Ee =0y EX(s)e =0,Vs € D.

A continuacion, los métodos de aproximacion para determinar una es-
timacion de g donde es definido en una 2D dominio espacial D de las ob-

servaciones en X obtenidos sobre un conjunto de puntos de diseno en D e
Y.

1.4.1. Aproximacién de Funcionales Lineal con Penali-
zacién
Suponemos que X e Y sigue el modelo de regresion (1.11). La solucion
a € H que se resuelve con el siguiente problema de minimizacion:

azm@%%EKY—UiXﬁﬂ+MWW, (1.12)

donde p > 0 es un parametro y ||3||> denota la semi-norma de £3:

18117 = &(8, B),
donde

(0, B) = / S° S DiDLaDiDis,
D

k=0 i+j=k

D1y D5 posicion de la derivada parcial con respecto a la primera y segunda
variables. A menos que la pena es igual a cero, & no es necesariamente igual
a g. Desde S (A) puede ser denso en el espacio de Hilbert H como |A| —0,
se considera un espacio spline S;(A) para una suavidad » > 0 y el grado
d > r sobre una triangulacion A de D con |A| suficientemente pequenas. La
aproximacion S, , € Sj(A) de « es

5a¢>==argﬁégggﬁ)l?KY’-<5,3Y>)ﬂ + p&(B). (1.13)

Sea {¢1,...,¢m} una base para Sy(A), entonces S, = >, ¢;d;.

E((Y_ it X))* +pll Y_eidill =0 (1.14)
i=1 i=1
La estimacion empirica de S, ,. Sea X;,7 = 1,...,n una sucecsion de va-

riables aleatorias funcional tal que sélo el polinomio cero es perpendicular al
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subespacio generado por { X, ..., X,,}, excepto en un evento cuya probabili-
dad p, tiende a cero cuando n — +o00. La estimacion empirica S, pn € S5(A)
es la solucién de

_— 1 <&

Sapn =arg min — Y; — (B, X)) + 3, 1.15
oo = arg min S S0G (B IO (1)

con p > 0 el pardmetro suavizado. La solucion de la minimizacion esta dada
—_—

POr Sapn = P ioq Cnis con vector de coeficientes ¢, = (¢,;,1 = 1,...,m)

que satisface A,c, = b,, donde

A, =

=1

1 n
— > (00 Xi) (@5, Xi) + p&r (&, @)]
1:7‘7':1”771

by = [%ZYK%,XO] = [% > (f(x) +€z)<¢j»Xz>]
=1 j=1,m j=1,m

=1

”

—

Para demostrar que S, ,, se aproxima a S, ,, en la probabilidad. Por
simplicidad, se considera el caso donde la penalidad es igual a cero como las
entradas de A— A,, y b—0b son exactamente los mismos con o sin penalizacion.
Para los detalles de teoremas y lemas que se ha usado para la demostracion
(ver Guillas y Lai, 2009)

1.4.2. Aproximacién de Funcionales Lineal basado en
Observaciones Discreta

Sea X las observaciones sobre algunos puntos disenado sx, k =1,..., N
en D. Sea Sx la aproximacién spline en forma de cuadrado minimo discreto
de X asumiendo que s,k = 1,..., N se distribuye uniformemente sobre
A de D con respecto a Sj(A). Consideramos ag que resuelve el siguiente
problema de minimizacion :

as = argmin B[Y — (8, 5x))°] + pl| 8] (1.16)
Se busca aproximar S,s € S5(A) de ag tal que

Sog = in E[Y —(83,Sx))? 2, 1.1
s=arg min Y —(8,5x))°] + pllBll; (1.17)
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Primero se analiza como ag se aproxima a a.
F(B) = E[Y — (8, X))’]
es una estricta funcion convexa y asi Fs(3) = E[(Y — (8, X))?] + pl| 3]

La estimacion empirica de S, basado en observaciones discretas de super-
ficies aleatorias X;,7 = 1,...,n. La estimacion empirica S, ., € Sj(A) es la
solucion de

— 1 &

Sa n — { - }/z_ 75 i 2 + 2'
» “ngenslﬁ&)nizl[ (B,Sx.)? + plIBII?

La soluciéon de la minimizacion de la ecuacion anterior esta dada por

m

Sa,p,n - Z C/?;,/z¢z

=1

con {¢1,...,¢,} una base de S5(A) y con coeficiente vector ¢, = (Cn4,1 =
1,...,m) que satisface A,¢, = by, y

A, =
n
=1

L > (00 Sx)(65, 5x,) + P&, (bﬂ')]
ij=1,....m

.....

donde Sy, es el cuadrado minimo discreto en forma de X; y

b = [% quﬁj,sx»]
=1 i

Para los detalles de teoremas y lemas que se ha usado para la demostracion
de la estimacion empirica S, ., € S5(A) (ver Guillas y Lai, 2009)

1.5. Estructuras de datos funcionales con de-
pendencia espacial

El proceso funcional espacial se define

{X,:s€ DCR% (1.18)
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donde s es una funciéon de datos genéricos en el espacio Euclideano d-dimensional,
el conjunto D C RY puede ser fijo o aleatorio, y X, son variables aleatorias
funcional, definido como elementos aleatorios tomando valores en un espacio
de dimension infinita (o espacio funcional). Por lo general X, para cada s
fijo, es una funcion real de [a,b] C R a R.

En el analisis de datos espacial univariante o multivariante, la naturaleza
de los conjuntos D que se permite clasificar datos espaciales funcionales. Da-
tos funcional Geoestadistica que aparecen cuando D es un subconjunto fijo
de R4 con un volumen positivos y n puntos si,...,.5,, en D que se eligen
para observar las funciones aleatorias X;,7 = 1,...,n. Cuando se tiene un
patron de puntos de mercado funcional marco el punto, cuando una funcién
completa se observa en cada punto generada por un proceso estandar de pun-
to. Datos de drea Funcionales (o de datos funcional en red) corresponden al
caso de D ser un conjunto fijo y contable.

A continuacion, los tres tipos clasicos de estructuras de datos espaciales
(datos geoestadisticos, los patrones de punto, y los datos de area) que se pue-
den combinar con datos funcionales (ver Delicado, Giraldo, Comas y Mateu,
2010), donde se aplica las tres estructuras de datos espaciales en datos de
temperaturas de 35 estaciones meteorologicas de Canada)

1.5.1. Datos Funcional Geostadistica

Sea el proceso aleatorio funcional (1.18) es de segundo orden fijo e iso-
tropo, es decir, las funciones de media y la varianza son constantes y la
covarianza solo depende de la distancia entre los puntos de muestreo (sin
embargo, la metodologia también se podria desarrollar sin asumir estas con-
diciones). Ademas, tenga en cuenta que por cada fijo ty € [a,b], la seccion
finito-dimensional X(t0) es una funcion aleatoria escalar definida en un es-
pacio de probabilidad. Formalmente es,

» B(X,(t)) =m(t) y V(X,(t)) = 0%(t) para todo t € [a,b] y Vs € D
w Cov(Xs(t), Xsin(u)) = C(h;t,u), con h el vector de retraso espacial, y
para todo t,u € [a, b] Esto asegura que la varianza del proceso asociado
C(0;t,u) existe y es finito. Usamos la notacion de C(h,t) de C'(h;t,t).
1.5.2. Datos Funcional asociado con procesos puntos

Los objetivos del estudio de los procesos de punto con una marca de
funcionales son esencialmente los mismos que en otros procesos puntuales
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marcados. La pregunta mas importante es la de saber si hay dependencia
espacial en las marcas funcionales. Tenga en cuenta que el patréon de punto
es un estandar tnico y el tipo de marca es diferente.

Sea h(-,-) una prueba funcional que participan dos funciones (por ejem-
plo, h(f,g) podria ser una medida de similitud entre las funciones fy g), y
sea A (r),r € R*, ser la usual densidad producto de segundo orden, para
el proceso de punto estacionario e isotropicoV¥, sea )\;2) (r) la version contra-
partida de esta densidad de un proceso punto de mercado funcional, es decir,
)\}2) (r) es la densidad asociada a la medida de momento factorial funcional de
segundo orden, (cuando esta medida es absolutamente continua con respecto
a la medida de Lebesgue)

+
oA x A) =E | Y h(Xs,, Xs,)Ia,x4,(S1. S2)
S1,52€W

donde A;, Ay C R?. La funcién correlacion de margen funcional (Comas et
al., 2008) es definido como

AP (r)
gs(r) = A(Q)(r)E[J;L(XSUXSz)]

donde r = |[[s; — s2||. Comas et al. (2008) propone a estimar g¢(r) en la
ventana de observacion W por

1 i W(Xg,, Xs,)K(||S1 — Saf| —7)

2mr AW o,

9s(r) E[h(Xs,, Xg,)]e(S1, 191 — Sa)

7326\11

donde ¥ es el patron punto observado, jxp es un estimador de la intensidad
de puntos, K(-) es una funcion nicleo que es no negativo y simétrica con
respecto a la origen, y e(-) es un factor para corregir los efectos de borde.

1.5.3. Datos Areal Funcional

Los datos de area funcional consiste en determinar la pirdAmide de pobla-
cion. Los objetivos para este tipo de espacio por la FDA son similares a las
que se refieren los datos de area univariante o multivariante: la deteccion de
la dependencia espacial (a través de pruebas de autocorrelacion espacial), la
identificacion de agrupaciones espaciales, y para el modelado de la depen-
dencia espacial (por ejemplo, a través de modelos de regresion espacial) son
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probablemente las mas importantes. La disimilitud se calcula a partir de la
informacion disponible en cada area. Por lo tanto, se puede aplicar a cualquier
tipo de caracteristica observable, siempre que la disimilitud (o distancia) se
puede definir entre cualquier par de observaciones.

Cuando se trabaja con las pirdmides de poblacion, que son casos particu-
lares de funciones de densidad, la distancia adecuada entre ellas es la version
simétrica de la divergencia Kullback-Leibler

dxslfo ;) = /b g (3 ) ey + /b g (41 foo

a a

1.6. Métodos Cokriging para datos funcional
espacial

En un modelo funcional lineal con dependencia espacial, la estimacion de
la regresividad se reduce a un problema cokriging multivariado para la elec-
cién adecuada de los espacios funcionales. El problema del kriging en el caso
de dimension infinita bajo ciertas condiciones de regularidad de las funciones.
El método se ilustra con el anélisis de datos de perfiles de temperatura en el
Océano Antartico, donde los mamiferos marinos se utilizan como muestras.
Para mas detalles el método y la aplicacion (ver Nerini, Monestiez y Manté,
2010; y Nerini y Monestiez, 2008)

1.6.1. Modelo lineal espacial para datos funcionales

Se considera un conjunto de curvas de £ = {y;,7 = 1,...,n} muestra en
n ubicaciones espacial aleatorias x; sobre el dominio D. Cada y;(t) es una
observacion tnica de Y;(f), una funcion aleatoria en z; ubicacion donde el
argumento t varia en un intervalo compacto 7 de R. La funcién de Y; toma
valores en un Espacio de Hilbert reproduccion del nicleo (RKHS) H de las
funciones en 7 donde (-, )y denota su producto interno y || - ||z la norma
asociada. Bajo los supuestos de estacionariedad de segundo orden, la funcion
de media i que es la misma en cualquier punto del dominio y que se supone

que es desconocido
E(Y;) =u, Yx; € D

El operador de covarianza lineal C;; : H — H entre Y; en la ubicacion z; y
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Y; en la ubicacion x; = z; + h se define como sigue

Ci(f) = El(Yi =) @ (V; = p)(N)] = ECYi = myu(Y; — ), f € H.

Para estimar Yj, la curva en lugar desconocido zg, con el modelo lineal (Cue-
vas et al. y Cardot et al.)

Yo=> Bi(Y)),
i=1
donde B; es un operador lineal.

El estimator Yy imparcial debe ser realizada por minimizar

E|Yo — Yol

Cada funcion Y; expresado en términos de una combinacién lineal de funcio-
nes bases (¢1,...,¢,) de H

Yi(t) = 3 anlwa)on(t) = 0"

donde a; = (a1 (7;), - .., a,(x;)) es el p-vector de los coeficientes de ubicaciéon
z;y ®(t) = (¢1(t), ..., 0,(t)) los p-vectores de funciones bases.

La hipotesis de estacionariedad de la funcién aleatoria Y — I expresado
en ¢ base ortonormal reduce a los supuestos estacionariedad multivariado
clasicos en los coeficientes de la expansion

E(a;) = a, Vx; € D
Cij = E[(s —a)(e; —a)]

donde la media a es un p-vector de coeficientes, C;; la matriz de covarian-
za cruzada p X p con las entradas de cov(ag(x;), oy(xj)),k,l =1,...,p. La

estimacion de Yy se logra a través de los coeficientes de cokriging

n
o~ ! v
g = E Bial
=1

donde las B; matrices p X p, con entradas {b%,}, son matrices de ponderacion
que reduce al minimo
traza(var(ay — ap)).
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Capitulo 2

Estimacion de Maximo
Verisimilitud Funcional del

Modelo ARH(p)

Los modelos Autorregresivos Hilbert (ARH) representan secuencias de
datos funcional. La diagonalizacion de los modelos ARH(1) y ARH(p) con
p >1, en términos de la descomposicion espectral del operador autocorrela-
cion involucrado en una versiéon funcional del patron de oscilaciéon principal
(POP). En la implementacion del método de estimacion de proyeccion ML
(méxima verosimilitud), se considera la diagonalizacion de las bases Riesz
dual del operador de autocorrelacion. Las estimaciones de proyecciéon maxi-
ma verosimilitud del operador autocorrelaciéon, y los operadores covarianza
de las innovaciones funcionales y los ruidos de observacion que se obtienen
mediante la combinacion de filtrado de Kalman y suavizado con el algoritmo
EM. La implementacion del algoritmo filtros de Kalman se realiza en térmi-
nos de las series definido por los Coeficientes POP del proceso de interés, asi
como en términos de la transformacion POP de los momentos de segundo
orden condicional involucrados.

2.1. Formulaciéon del modelo

Sea H un real separable del espacio Hilbert de funciones definido en un
dominio limitado D C R"™ con el producto interno (-, -) g, y con norma aso-
ciada || - ||g. Consideramos {Z;,t € N} son un proceso valuado Hilbert con
media cero en H, es decir, paracadat € N, Z;, € H, donde para todot > 0, Z;
es definido en el espacio probabilistico bésico (€2, A, P). En el caso ARH(1),
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Z satisface la siguiente ecuacion:
Zi(x) = AlZi—1](x) + v(x), x € D, t € N*. (2.1)

donde v es un fuerte ruido blanco de Hilbert, es decir, una sucesion de varia-
bles aleatorias Hilbert valuado independientes e idénticamente distribuidas

sobre H satisfaciendo
E(|Vill%) = 02 < o0

incorrelacionada con la condicién inicial aleatoria Z; € H, que tiene varian-
za funcional finita, es decir, un operador covarianza traza. El operador de

autocorrelacion A es un operador acotado definido en un dominio denso en
H.

2.1.1. El caso ARH(p)

El modelo ARH(p) proporciona un modelo mas flexible que esta dado por
la ecuacién estado:

Zy(x) = A1(Zia)(2)+- -+ Ap(Zi—p) (x) + (), t e N, € D CR", (2.2)

donde v es un fuerte ruido blanco de Hilbert, incorrelacionada con las con-
diciones iniciales aleatorias. Los parametros funcionales A;,k =1,...,p, son
los parametros de autocorrelacion involucrado en la ecuacion 2.2, que son
definidos en H.

2.2. Diagonalizacion y Filtro de Kalma en el
caso ARH(1)

La proyeccion de las ecuaciones estado (2.1), el operador de autocorrela-
cibn A admite una descomposicion espectral.

El operador A debe satisfacer las siguientes ecuaciones:

A'G; = N, i €N, (23)
donde A* denota el operador adjunto de A, {1;,i € N} y {¢;,i € N} son
los sistemas de autofunciones derecha e izquierda asociado con A y A*, res-
pectivamente y con los puntos espectros {\;,7 € N} (ver, por ejemplo, Dau-
tray y Lions 1992; Dunford and Schwartz 1971). Los sistemas {t;,7 € N}
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y {¢i,i € N} son bases Riesz dual, es decir, son bases de H y su H* dual
satisfaciendo:

(i, Vi)u = 054, 1,5 €N
Equivalentemente,
O =1, (2.4)

con I que representa el operador identidad, y ® y ¥ ser los operadores de
proyeccion en los sistemas correspondientes {¢; : i € N} y {1); : i € N}. De la
ecuacion (2.3) y (2.4), se tiene que el operador A admite la diagonalizacion

A= TAD*,

en términos de los sistemas izquierda {¢; : i € N} y derecha {¢; : i € N}. Se
denota A como el operador diagonal definido por la secuencia de autovalores
Ai,© € N. Entonces,

AlZia](-) = VAR [Z, ] (),

y, de la ecuacion (2.4), tenemos
O 7, = N0 7,1 + DTy
Es decir, se obtiene la ecuacion diagonal autorregresivo
a;(t) = N\ja;(t — 1) +v;(t), j €N, (2.5)

en términos de los coeficientes aleatorios temporal (coeficientes POP funcio-
nal)

aj(t) = <Zt()7¢J()>H’ t>0,j€eN
vj(t) = (ve(.), @5 (Nm, £ <0, jEN

Equivalentemente, el operador A admite una representacion integral de sen-
tido débil en término del nicleo espectral

ka(z,y) = Z Aithi(w)9i(y).

1€N

2.2.1. Filtro y suavizado Kalman

La implementacion de la recursion del filtro de Kalman, partimos de la
ecuacion estado
a(t) = Aa(t — 1) + v(t), (2.6)
donde, para cada tiempo t € N,
a(t) = (ar(t),...,am(t)*, v(t) = (vi(t),...,vm(t))*, y A denota la matriz
diagonal M x M con entrada de los autovalores \;, © =1,..., M.
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2.2.2. Filtro Kalman forward

De la Ecuaciéon 2.6. La informacién muestral es definido por el siguiente
modelo observacion:

Y, =7, +e, (2.7)

donde € representa un fuerte ruido blanco Hilbert con media cero, es decir,
€ € H, paratodot >0,y

E(llelz) = o? < oo,

para todo t > 0. Proceso € se supone que esta correlacionado con Z.

De las observaciones de proceso Y hasta un tiempo £, se calcula el esti-
mador de los coeficientes POP del proceso de interés Z:

At = a(tlt — 1) + K,(Y; — Wa(tft — 1),

donde a(t|t) = E(a(t)|Ys,...,Y,) v a(tlt — 1) = E(a(t)|Yi—1,...,Y1). Aqui,
K; es el operador ganancia, es decir, el filtro que define el efecto suavizado
en los datos funcional espacial, dado por

Ky = Py V" (R + \I’Pt—l\t—l‘l’*rl,

en término del operador covarianza R, del ruido de observacion, y el momento
condicional de segundo orden

Pt\t—l = ’UCL?”(CL(t)t,h e 7Y1) = APt|t—1A + Qt;

denotado por P, = E((a(t) — a(t]t))(a(t) — a(t|t))*) y ser Q; = O3, R, Py el
operador covarianza de los coeficientes POP de v;. El error cuadrado medio
funcional esta dado por

1Dt|t = Pt|t—1 - Kt\II-F)ﬂt—lu
y la prediccion de un paso adelante es calculado como

altlt — 1) = Aa(t — 1]t — 1).

Los valores iniciales considerado son
a(0]0) =0,
Pojo = E(a(0)a(0)"),

con a(0) = (a1(0),...,apn(0))* ser el vector constituido por la secuencia
truncada de coeficientes POP de la condicion inicial aleatoria,

%@gzpmw¢)
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2.3. Diagonalizacién y Filtro de Kalma en el
caso ARH(p)

Los operadores de autocorrelacion A, kK = 1...,p admite una descom-
posicion espectral en términos de bases Riesz dual. La diagonalizacion de los
operadores autocorrelacion de la ecuacion estado es obtenido por la proyec-
cion en los p sistemas de autofunciéon derecha involucrado en la factorizacion
multiespectral.

donde Ay denota un operador diagonal definido por la secuencia de autova-
lores \ip, 7 € NJk=1,...,p, ¥

OV, =1, parak =1,

OV, =0, parak #1, (2.9)

con I y 0 que representa el operador identidad y nulo en H, los opera-
dores de proyeccion W, y &, para K = 1,...,p, en los sistemas autofun-
cion de izquierda y derecha {¢y; : i € N} y {¢; : i € N}, y factorizando
Ag,...., k=1, ..., p, sus operadores adjuntos.

La diagonalizacion de la ecuacion estado (2.2) se obtiene de la ecuacion (2.8)

y (2.9):
p p p
P 212, = P M®iZi—r + P Ppur.
k=1 k=1 k=1

Para el caso donde &, = ¢, y ¥, = ¥, para k = 1,...,p, las autofunciones
de derecha e izquierda asociada a las bases generado en el espacio H. En
cualquier funcién g in H admite la descomposiciéon ortogonal

g(z) = HY _ ghi(x),

jEN

para todo z, donde g; = (g, ;) ¥ (¢i, ;) = 6;;. Entonces la diagonaliza-
cion de la ecuacion estado (2.2)

p
a;(t) =D Nga;(t — k) + v, (t), (2.10)
k=1
en términos de los coeficientes POP
aj(t) = (Z(-),¢;(-))u, t =0, j €N (2.11)
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vi(t) = (vi(-), @;(-))m, £ 20, j €N (2.12)
donde {\;x,7 € N}, k = 1,...,p, son los operadores de espectro discreto
Ak, k:1,...,p.

2.3.1. Filtro y suavizado Kalman

En la implementacion del filtro Kalman en una formulaciéon vectorial trun-
cada de la ecuacion diagonal (2.10), es decir, se tiene su formulacion dimen-
sional finita (ver salmer6on y Ruiz-Medina 2009a):

a(t) = Ara(t — 1) + Aga(t — 2) + ... + Apa(t — p) +v(t), (2.13)
donde, para cada tiempo t > 0, y M representa el orden de truncamiento
a(t — k)yx1 = (a1(t —k),...;an(t — k)", k=0,...,p,

V() arx1 = Pyve = (01(t), ..., oar(2))".

Asi, Ag, £ = 1,...,p, denota la matriz diagonal M x M con las entra-
das de autovalores \j;,7 = 1,...,M, k = 1,...,p, que define el espectro
discreto de las correspondientes proyeccion dimensional finita de operadores
Ag, k=1,...,p. El simbolo * denota transposicion.

Ahora, la ecuacion (2.13) en version vectorial que esta formulado por la
implementacion de filtro de Kalman:

at) = Aa(t — 1) + u(t), (2.14)
donde,
a(t)l vg)t)
a(t —
oo o
a(t— (p— 1>> pMx1 pMx1

a(t —1) A Ay Ay A,

a(t — 2) I 0 ... 0 0
a(t—1) = : CA = o I ... 0 0

a(t—(p—1)) Do P
at=p) ) 00 ... 1 0) .

con I denotando la matriz identidad M x M, y con 0 la matriz nula M x M.
La matriz de transsicion A describe la dindmica de los sistemas en términos
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de los puntos espectros de los operadores de autocorrelacion. La estructura
covarianza de los procesos de innovacion proyectada v esta dado por

ROy 0 ... 0
Q- 0 0 ... 0 (2.15)
0 0 0

pM xXpM

donde R, es el operador covarianza de los v procesos innovaciéon Hilbert
valuado.

2.3.2. Filtro Kalman forward

El filtro de kalma del estimador condicional POP se extiende en la forma
vectorial
@t\t = @t|t—1 + Ky(Y; — \D—a\t\t—l)ﬂ

con Y; definido como en la Ecuacion 2.7, y
Q1 = Mt—l\t—h

V= (U, Wy,...,0,).

Aqui, parai=1,...,p, ¥, = U,, Para cada t > 0, el operador ganancia esté
definido como
Ky = Py V" (R + gpﬂt—lg*)ila

en término del operador covarianza R., y el operador covarianza a priori del
error de estimacion del estado funcional

Pijr—1 = AP, 1y 1 A" + Qtu

con Py, el operador covarianza estimado del error de estimacion de estado
funcional, que viene dado por

Py = Py — KW By,

Los valores iniciales considerado son

a'\0\0 = (07 B aO);Mxlv
P0|0 = dl@g(q)?\/[RZé(I)M, e @%Rzgq)M),
donde diag(:) denota una matriz diagonal, y Ryi,i = 1,...,p, respectiva-
mente denota los operadores covarianza de Z},i = 1,...,p, las condiciones

iniciales aleatorias Hilbert.
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2.3.3. Suavizado Kalman backward

De los estimadores previos, el suavizado Kalman backward es implemen-
tado siguiendo la recursion:

E(a(t =1) | Yoy, Yig) = @qjpoq + (Proapa A (Pge1) ™)

x(E(a(t) | Yo, ..., Vi) — NGy, )
Var(a(t = 1) | Yy, .., Yiy) = Pojes + (Proapma A (Pyyo1) ™)
x(Var(a(t) | Yi,, ..., Yiy) = Py)
X(BfﬂtflE(PtIt*l)_l)*?

parat =1T,...,1, donde, * es la transposicion.

2.4. Algoritmo EM

Esta seccion proporciona la implementacion del algoritmo EM para la
estimacion del parametro del modelo ARH(p).

2.4.1. Estimaciones iniciales

En el caso estacionario, los valores del parametro inicial son calculado a
partir de estimadores funcional imparcial del espacio y de operadores cova-
rianza cruzada.

RYO(¢) = E[YE)Q/O,Q»HL v¢ € D(‘RYO)?

Ryyvi (¢) = E[Yo(Y1, 9)n], Vo € D(Ryyvi),
donde D(A) denota el dominio del operador A.

En el caso donde R, es diagonal, los siguientes estimadores de momento
son considerado:
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donde las funciones f y g en H, f ® g representa el operador que asocia
a cada funcion h en H, y 62 es calculado a partir del efecto nugget del
semivariograma funcional experimental

1
Y(AL) = ——— E Y, — Y,
Py( ) 2N(At) . “ tz tz
1,jES(AL)

7t (2.16)

con

S(At) ={(i,5) | [ti — 1] = At}
y N(At) es el numero de pares en S(dt).

En el caso donde el ruido de observacion tiene un operador covarianza
no diagonal, consideramos como valor inicial para R. el estimador obtenido
a partir de la proyeccion del modelo de observacion funcional (2.15) en el
sistema de autofunciones de Ryz,. Especificamente, de

®* Ry, = A®*,

tenemos

®*R, = ®*Ry, — A", (2.17)

desde Rz, = (I>1N\<I>*, y ®®* = I, con I denotando el operador identidad, y ¢

como el operador proyeccion en el sistema autofunciéon asociado con Ry, A

representa como el operador diagonal definido a partir del punto espectro de
Ry,.

En el caso, el estimador basado en momento funcional del operador co-
varianza cruzada son definido como

Ryyy, = (Rz,2,)

1 T—k
Z Y, ® Vi
i=1

Tk ®

. (2.18)

1 Tk 1 Tk
—T_kZ;YZ- —T_kz;mk

para k = 1,...,p. Finalmente, el estimador incial de A;,..., A, son obteni-
do de la Ec. 2.18 siguiendo la usual ecuacion asociado con la autoregresivo
dindmico de orden p (ver, por ejemplo, Bosq 2000).

2.4.2. Pasos Ey M

Sea {v;,t € N} y {e,t € N} una secuencia de ruido de innovacion y
observacion en sentido fuerte ruido blanco Hilbertiano Gausiana. Es decir,
{vi(+),t € N} y {&(-),t € N} son sucesion de variable aleatorias (valor H)
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valuado Hilbert Gausiana centrado distribuido identicamente con operadores
covarianza traza R, y R.. Bajo la normalidad de las condiciones inicial alea-
toria, la secuencia funcional espacial {Z;,t € N} y {Y;,¢ € N} son también
Gausiana.

El paso E

En el caso ARH(1) el calculo del paso expectacion, consideramos la apro-
ximacion de la matriz (2.14) de la ecuacion estado funcional (2.1), y la recur-
sion Kalman forward y backward. Por lo tanto, bajo la supuesta distribuciéon
Gausiana, para cada t > 0, v(t) = ®%,v; sigue una distribucion normal
con vector de media cero, y con matriz covarianza ®3,R,P, con Py, el
operador proyeccion por las M autofunciones derecha asociado con las pri-
meras M valores singulares en orden decreciente y €(t) = ®%,¢, tambien sigue
una distribuciéon normal con vector de media cero, y con la matriz covarian-
za ®3,R.P)s. Como son independientes, entonces el log-verosimilitud basado
POP de los datos funcional completo tiene la siguiente expresion en el tiempo
estacionario de procesos v y e€:

T T
C+logfz, + Elog|<I> R, ® | — —log]q) R.D |

l\)l»—

Z — 1) (@3 R®ar) (a(t:) — Aalti — 1))

=3 2 (€() (B3 Reow) el

[\DI»—t

Considerando que el efecto de la condicion inicial aleatoria es insignificante
en el tiempo tq,...,tr, desde resultados estandar en forma cuadratica, la
expectacion condicional de los ’datos completos’ dado los ’datos incompletos’
es calculado como

T T
C— Elog\cb R, ® | — —log\CI)MR D
1
—étr {(CID}EWRUQDM)*(C’Z — AB}, — BzA + AAZA)} ,
1 . _
L @Ry, 219
donde tr denota la traza, y

= vreos Ty
Cz= ZE ) Ve, T)
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T
Bz =Y Ela(t)a(t; — 1)*|Y,,....Ti,)
=1

T
Az =) E(a(t; = Da(t; = 1)*|Y;,, ..., T,,)
=1
T
Cz = Z E(Cbheti((pj\/leti)*|}/;1’ S >ET)
=1
El paso M

Diferenciando (2.19) con respecto a A, 5, R, Py, y ©4, R, Py, y aplicando
propiedades de diferenciacion bésica de la traza, la estimaciéon de maxima
verosimilitud de los pardmetros del modelo calculado en el paso M estan
dados por R

R = diag|By)(diag| A7)

Bt Ro®arons = % Z::E {(a(m ~Ra(t; 1)) (a(t) ~ Ralt, - 1))T i, .. ,YT]

1 ~ ~ -
- [CZ — B,A—ABL + AAZA] ,
T
B Ru®arson = CT,
donde diag[A] denota la diagonal de la matriz A.

2.4.3. El caso ARH(p)

Una formulacion similar del algoritmo EM puede ser derivado, conside-
rando la aproximacion vectorial (2.12) de la ecuacion estado funcional (2.2).
Especificamente, considerando, como antes, los procesos v y € para ser esta-
cionario en el tiempo, la verosimilitud est4 dada por

. T T
C+ ) logfz — log|Q| — Zlog| B

=1



donde @ esta definido como en la Ec. 2.13, y R, = E(e(t;)e(t;)*, para i =
1,...,T, con

La expectacion condicional es entonces calculado como

T T
C - 5 log|Q| - 5 log IR

5t {(@7 (€~ ABy — BoA" + 24,00}

2
1
—5tr{(B) ).

donde, como antes, tr denota la traza y

CZ—ZE DY, Y

BZ_ZE a(t; — 1Yy, ..., Y.,

AZ:ZE(Q<t _1) (t _1) |Yt1""7}/tT)

T

Qe = Z E<§(ti)§<ti)*‘}/t17 st 7}/tT)'

i=1

Los estimadores verosimilitud se da entonces por

A = diag[B,(diag [AZ])_I
(€2~ B,A~AB, + RAZA

E\e = Ce/T
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2.5. Generaciéon del proceso

En la generacion de los procesos de interés Z, del modelo de observa-
cion funcional (2.1), se considera tres familias de operadores autocorrelacion
integral, dado por los soguientes niicleos:

= Nicleo Exponencial:

k(z;0) = éexp {—@} :

» Nicleo Cauchy:

s Nicleo Gamma:
1 2]
K(z0) = ~E
(z; @) = * || 2] *wp{ -

donde ||z|| denota la distancia entre las locaciones espaciales, y 6, y a son
parametros escalar de los niicleos Exponencial, Cauchy y Gamma. Tener en
cuenta, que en el caso de las secuencias de datos funcional espacial, son
los A operadores de autocorrelacion que representan la interaccion espacio
temporal. Los tres modelos de autocorrelacién proporciona diferente niveles
de interaccion espacio temporal, que depende del grosor de las colas de sus
ntcleos.

32



Capitulo 3

Estimacion Lineal Minimo
Cuadratica en Modelos ARH(1)
mediante Proyeccion

3.1. Introducciéon

Como se coment6 anteriormente, en este capitulo se desarrolla la exten-
sion del modelo de observacion funcional, afectado por un fuerte ruido blanco
de Hilbert, se obtendra proyectando la base de autofuncion sobre los opera-
dores de auto-covarianza. El andlisis estadistico de datos espacio-temporal
requiere proyecciones ortonormales que permitan reducir la elevada dimen-
sion de los problemas que se plantean en este anélisis (ver Ruiz-Medina y
Fernandez-Pascual (2010), Wikle y Cressie (1999)). Trabajaremos en el ana-
lisis de secuencias de datos funcionales espaciales desde la perspectiva pro-
porcionada por los modelos de series autorregresivas hilbertianas. Por tanto,
se estudia el caso de la extension del modelo Autorregresivo de Hilbert de
orden uno, ARH(1).

Se realizd6 una extensa revision literaria dedicada a la introduccion de
modelos de covarianza espacio-temporal separables y no separables, en el ca-
so de molelos definidos en tiempo y espacio continuos (ver, De Taco, Myers,
Posa; Ma, Gneiting; Porcua, Mateua, Zinib y Pini; Stein) y de técnicas y
métodos en la estimacion de modelos con datos funcionales espaciales (ver,
Guillas y Lai; Delicado, Giraldo, Comas y Mateu; Nerini y Monestiez; Nerini,
Monestiez y Manté). Los modelos Autorregresivos Hilbert son considerados
a representar secuencias de datos funcional. Estas secuencias pueden estar
constituidos, por ejemplo, segmentos de secuencias biolégicas, por las imé-
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genes en el analisis espacio-temporal de la deformacion de dos dimensiones
y el movimiento de las células de las series temporales de imagenes de video
digital, etc.. Las condiciones para un célculo estable de la solucion al proble-
ma filtrado funcional asociado son establecidas en funcion de los espectros
de operador de covarianza del proceso de interés y de la observacion de ruido
Hilbert. Las diferentes familias covarianza espacio-temporal recientemente se
han introducido y analizado como una herramienta para el modelado estadis-
tico de datos espacio-temporal (ver Berg et al. 2008; Gneiting 2002; Kelbert
et al. 2005; Ma 2005; Porcu y Mateu 2007; Stein 2005; entre otros).

Los operadores covarianza de las innovaciones funcionales y los ruidos de
observacion se obtienen mediante la combinacion de filtrado de Kalman y
suavizado. Tenga en cuenta que las bases de autofunciones aqui considera-
dos para la proyeccion del problema de la estimacion de parametro son de
dimensiones infinitas.

Especificamente, se realizara la implementacion del estimador lineal mi-
nimo cuadrético de la ecuacion de estados funcional en el modelo ARH(1)
afectado por un fuerte ruido blanco, mediante proyeccion en la base de au-
tofunciones empiricas del operador de autocovarianza del proceso ARH(1).
La proyeccion de la ecuacion de estados funcional en el sistema de base de
autofunciones, junto con las proyecciones en dicho sistema de los momentos
de segundo orden condicionados a los datos funcionales espaciales, permitira
la implementacion del filtrado de Kalman para series funcionales autorregre-
sivas.

3.2. Resolucion de la Ecuacion Estimacion Fun-
cional mediante Proyeccion

El siguiente modelo es una extension del modelo ARH(1) afectado por un
fuerte ruido blanco de Hilbert de observacion.

Zt:}/t_f“Gt:WYt_l‘i‘nt‘i‘Et,teN (31)

donde Z; € H,n, € H,¢, € H. La funciéon aleatoria Z; se define como un
proceso observable, Y;_; se define como el proceso de interés en el pasado
inmediato, n; es un ruido blanco Hilbert y €; es un ruido blanco de observacion
hilbertiano, en sentido fuerte, es decir, una sucesién de variables aleatorias
indepedientes e idénticamente distribuidas sobre H satisfaciendo

Elllelz] = of < o0, (3.2)
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Se supone que ¢ es incorrelado con la condicion inicial Yy y 7. El objetivo
fundamental de este capitulo es la estimacion de Y en el presente o instante ¢
a partir de la observacion del proceso Z;, incorporando la dindmica autorre-
gresiva en el tiempo t = 1,...,T. La estimacion del operador W se realizara
a partir de la ecuacion:

Ryiy,., = WRy,_ v, = WRo, (3.3)

donde se sustituye el operador auto-covarianza Roy = Ry = E[Y; @ Y}] v el
operador de covarianza cruzado Ry, |y, = Rig = Ry = E[Y;_1 ® Y} por su
versiones empiricas dadas por

T
~ 1
Roozft;xt@n

T
oL
RlOZRm:?ZYLl@YZ-

Para la inversion de la version empirica de la ecuacion integral (?7), se proyec-
tard en la base ortogonal de autofunciones del operador de auto-covarianza
empirico Ry, es decir, se proyecta en la base que satisface:

Eooﬁgk(‘) = )\kcgk(')’ ke N,

donde la base de sistemas de autofunciones {¢y;k € N} y los autovalores
{A\g; k € N}

Sustituyendo las siguientes expresiones

8

Yia( af oy (3.4)

) = w(@)h(y), (3.5)

donde se utilizra en los calculos subsiguientes el hecho de que, bajo las condi-
ciones asumidas, la descomposicion espectral empirica converge a la teorica,
es decir, R A

Ry = O*AD — P*AD = Roo,

cuando 7" — oo. Por tanto,

W - &9*§10$[$*R00(/ﬁ]_1 - $*§10$A_1,
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es un estimador consistente.

El modelo de observacion (?7?) proyectado, haciendo uso de la dindmica
autorregresiva que verifica el proceso de interés Y, y considerando la condicion
d*® =T se expresa como sigue:

ay = Hat—l + JT/t(‘Tay) + JEt(fL’,y)7 te Na (xay) € D g Rn

donde, como antes, a; = CTY“Y}, es decir en forma matricial {a¥}, k =1,..., M,
donde M es el nivel de truncamiento del nimero de proyecciones que se tienen
en cuenta en el procesos de interés y ®*W = B = {by,...,br}. Asumiendo
T > My (®*®)~! no singular y donde J = ®(®*®)~* y la matriz M x M, H =
JB. En este caso se considera un sistema de T ecuaciones del tiempo de
observacion, en cada proyeccion del proceso de interés.

3.3. Prediccién optima mediante el filtro de Kal-
man

El predictor 6ptimo de a; observaciones dadas hasta un tiempo ¢ se ex-
presa en forma recursiva en términos de un filtro de Kalman (Kalman, 1960;
Meinfold Singpurwalla, 1983)

at|t E{at|Y;; cee ayl} = &t\t—l + Kt{Yt - El\)&ﬂt—l} (3-6)
El funcional del cuadrado medio del error estd dado por
Pt|t = E[(at) - &t|t)(at - dt\t)*] = Pt|t71 + Kt(/ISPt\tfl (3-7)

para t > 1, con cuadrado medio de prediccion de errores. K, es el operador
de la ganancia, es decir el filtro que define el efecto suavizado en los datos
funcionales espaciales, dado por

Ky = Py 1®* (R, + R + ®Py_19*)! (3.8)

donde R, = = P~ R, <I> es el operador covarianza de la observacion del ruido, y
R. = o R, <I> el operador covarianza del ruido de observacion del proceso, en

el sentido mas fuerte.
Las predicciones en un paso delante, esta dado por

Q-1 = Hay_q4—1, (3.9)
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Pt\t—l = Uar{atﬂﬁ,l, c. ,}/1} = HPt—l\t—lH*y (310)

. .. . A _ Yi

Para iniciar la recursién Kalman, asumiremos que agjo = 0y Fojo = JCy* J*,
. . AY; Y,

donde la estimacion de Cy* = Cy*

Ahora, se considera la prediccion del proceso Y; basado en el predictor
filtro de Kalman a,;. El predictor 6ptimo es entonces:

Vi1 = @y, + CL(CY) Y, (3.11)
donde
CY = cov{Y,, Y3},
Ce() = E{e(-, o)}
CE('7 ) = E{U('v t)?}(-,t)},

también se tiene

Vo= {Yia,..., Y1}

La ecuacion esta derivado como

Vi = E{YalY, v}

E{q)*at—l + €Y, Y}

& Bla Y i} + BV, V)
Q*a_q + E{epe}(cov{Y,, Y, }) 7Y,
= %o+ CL(CY)TY,

(3.12)

donde C.(-,-) = E{e(-,t),e(-,t)} es facil ver si €(-,t) y Y; tiene un conjunto
de distribucion Gaussiana multivariada.

La varianza condicional de la prediccion del error para Y; esta dado por
var{Y,y = Yiu|Ys, Yy} = var{Y,|Y,, Y, )

Entonces

var{V; [V, Vi3 = var{® a1 + |V, Y}
= var{® a1 |Y;, Y/", } +var{e |V, V", }
+ 2cov{®*a;_1,€¢|Y:, Y}

(3.13)
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Ahora de la Ecuacion (?7?), notese que
var{® a,_,|Y,, Y, |} = &\)*Pﬂt&\) (3.14)

y siguiendo lo asumido en (3.12), obtenemos

var{e|Y, Y} = Eea, e} — (E{a|Y, Y })?
Ce(,) = Ce(1)(Cy ) Ce(+)

(3.15)
Analizando el tercer término, se tiene cov{a*at_l, €} =0

cov{®* a,_1, ¢} = Elcov{®*a,_1, e|Vs, Y, + cov[E{®*a,_1, e|V2, Y, }] = 0
(3.16)

entonces
E[COU{(/I;*at—la e|Yy, Y} = _COU[E{‘/IS*at—l, €|Yy, Y }]

Luego de lo asumido Gaussiano, podemos obtener

cov{®*a, 1, 6|V, Vi) = —coo[B{®%a|V;, Yy}, B{a| Vi, Y Y]
= —cov[®* E{a; 1|V, Y ), Ce(-)(CY) 1Y
= —cov[®*ay1p, Cc(-) (G ) 1Y)

—&*covfagyp, Yi)(CY) ' C(-)

(3.17)
Finalmente, sustituyendo (3.14), (3.15) y (3.17) en (3.13), se tiene

var{Yo ¥, Y} = @ Py® + C( ) = C()(GF) ' Cl)
20 cov[ag_1, Vi) (CY ) 71C(+)

como R
var{Y, -1 — Vi1 |V, Y1 } = var{Y, 1|V, Y1 }

Por lo tanto, se tiene

var{Yis —Yiy[Vi ¥y} = ®Pyd 4 Cul,) — GV 00
28" covfiy1y, Y(CY) ' Cel-)

queda demostrado el predictor 6ptimo y la prediccion varianza del error
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3.4. Conclusion

Lo que me motivo realizar este trabajo, son los procesos fisicos, biologi-
cos, medio ambiente, geofisico, que incluyen la variabilidad en el espacio y el
tiempo, y la aplicacion en la medicina y la economia. Como resultado de las
dificultades causadas por grandes conjuntos de datos y el modelado de las
interacciones de espacio, tiempo y espacio temporal, los métodos tradicional
espacio-tiempo son limitadores. El avance de las nuevas tecnologias, que ha
permitido el diseno de sofisticados dispositivos para la medicion y procesa-
miento de informacion, se ha incrementado el ntmero de situaciones donde
se dispone de informacion muestral funcional. En la practica, uno puede usar
cualquier procedimiento de prediccion estocastica o no estocastica para ob-
tener Y, proceso de observacion. Algoritmicamente predecimos Y, proceso
en la red de prediccion en cada tiempo £ = 1,..., T. Para obtener el nucleo
suavizado del operador autocovarianza, se podria usar los mas sofisticados
procedimientos suavizado espacio-temporal, segin nuestra propuesta, la pro-
yeccion de las autofunciones sobre los operadores autocovartianza y mediante
el filtro de Kalman, para la eleccion del algoritmo suavizado espacio-tiempo.
Mi interés después de haber desarrollado la estimacion lineal por minimo
cuadrados en el modelo ARH(1) mediante la proyeccion de autofunciones en
el operador auto-covarianza, es realizar una simulaciéon usando el software
MatLab, la implementacion desarrollada en este trabajo. Sin embargo, se-
rd4 un estudio a futuro para la continuacioén del trabajo en la simulacion en
Matlab y aplicacién en datos reales, para el interesado en el tema.
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