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RESUMO

PAREDES, M. S. V. Coletor Piezoelétrico de Vibragoes Estruturais com
Geometria Sanfonada: Analise Teérica e Experimental. 2020. 109p. Dissertacao
(Mestrado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos,
2020.

No contexto geral da piezoeletricidade, o modelo estrutural conhecido como cantilever
tem sido usado no projeto e otimizagao de dispositivos a conversao de sinais de vibracao
estrutural em energia elétrica. Avancos tecnologicos recentes, principalmente na area de
micro-sistemas exigem dispositivos cada vez menores e geralmente mais rigidos, o que
inevitavelmente tende a aumentar sua frequéncia natural fundamental, podendo esta situar-
se fora da faixa de frequéncias de interesse, limitando a utilizagdo do modelo cantilever. Para
atender as exigéncias simultaneas de baixo volume e rigidez, busca-se desenvolver coletores
que cantilever apresentem caracteristicas geométricas inovadoras, possibilitando alcangar-se
valores adequados para as frequéncias naturais do dispositivo. Neste sentido, este trabalho
consiste em desenvolver e comparar modelos matematicos de coletores piezoelétricos
de energia de acordo com uma configuragao geométrica conhecida como fan-folded ou
simplesmente configuracao dobrada em leque. A idéia é combinar vigas piezoelétricas através
de elementos de ligacao que teoricamente obedecam o modelo cantilever tal que a montagem
resultante possua rigidez equivalente resultando em frequéncias naturais mais baixas. Assim,
quanto maior o niimero de vigas presentes na montagem, mais flexivel sera o dispositivo sem
acarretar aumento substancial de volume ao mesmo. Modelos eletromecanicos continuos,
utilizando as teorias de Euler-Bernoulli e Timoshenko juntamente modelos em elementos
finitos sdo formulados para diversas configuragoes geométricas consideradas. Os modelos
eletromecénicos sao utilizados em simulagoes em ambiente MATLAB e os resultados
obtidos para as fungoes de resposta em frequéncia (FRF) eletromecénicas sao comparados
aos correspondentes resultados oriundos das simulagoes através do método de elementos
finitos, bem como a resultados experimentais de ensaios em prototipos construidos para
tal fim. Busca-se, entdao, comparar os modelos de viga utilizados para indicar possiveis
melhorias das configuragoes geométricas dos geradores piezoelétricos. Verifica-se melhores
resultados com o modelo de Timoshenko em comparacao ao modelo de Euler-Bernoulli,
subsidiados pelos resultados experimentais, permitindo assim desenvolvimentos futuros de
geradores de tamanho reduzido, incluindo para tanto a possibilidade do uso de técnicas de

manufatura aditiva na construgao de tais dispositivos.

Palavras-chave: Materiais piezoelétricos. Geragao de energia em baixas frequéncias.

Analise modal. Ressonancia. Vibragdes mecanicas.






ABSTRACT

PAREDES, M. S. V. Piezoelastic Fan-Folded Structural Vibration Energy
Harvester: Theoretical and Experimental Analysis. 2020. 109p. Dissertagao

(Mestrado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos,
2020.

In the general context of piezoelectricity, the structural model known as cantilever has
been widely used in the design and optimization of devices dedicated to the conversion of
structural vibration signals into usable electrical energy. Technological advances, especially
in the area of micro-systems, demand smaller, lighter and generally more rigid devices,
which inevitably tend to increase their fundamental natural frequency, which may fall
outside the frequency range of interest, often limiting the use of the cantilever model.
In order to meet the simultaneous requirements of reduced volume and stiffness, efforts
are taken to develop harvesters that, while still using the cantilever model, possess
innovative geometric characteristics, allowing, through the geometry, suitable values for
the harvester’s natural frequencies. In this sense, this work consists of developing and
comparing mathematical models of piezoelectric energy collectors according to a geometric
configuration known as fan-folded. The idea is to combine multiple piezoelectric beams
through connection elements that, theoretically, follow the cantilever model such that the
assembly offers adequate values of equivalent stiffness resulting in natural frequencies in
the frequency range of interest. Thus, the greater the number of beams present in the
assembly, the more flexible the device tend to be without causing a substantial increase
in volume. Electromechanical continuous models using the theories of Euler-Bernoulli
and Timoshenko, along with finite element models are formulated for several geometric
configurations considered in the study. The continuous electromechanical models are used
in simulations in MATLAB environment and the results obtained for the electromechanical
frequency response functions (FRF) are compared to the corresponding results from finite
element simulations, as well as to experimental results from tests in prototypes built for this
purpose. The goal is to compare the beam models used to indicate possible improvements
in the geometric configurations of the piezoelectric generators. It is seen that, according
to experimental data, better results are obtained with the Timoshenko model compared
to the Euler-Bernoulli model, thus allowing future developments of small size generators,
including the possibility of using additive manufacturing techniques in the construction of

such devices.

Keywords: Piezoelectric materials. Energy harvesting in low frequency. Modal analysis.

Resonance. Structural vibration, .
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1 INTRODUCAO

Avangos cientificos recentes utilizando os chamados materiais inteligentes (original-
mente da lingua inglesa smart materials) (LEO, 2007) tem proporcionado o surgimento de
novas tecnologias em diversas areas da engenharia contemporéanea. Tais materiais possuem
propriedades que permitem varios efeitos de transducao, conforme ilustrado na Figura 1,
dos quais se destaca a relagao de transducgao entre os dominios mecanico e elétrico que é
realizada pelos chamados materiais piezoelétricos (IEEE, 1988), podendo o efeito da trans-
ducao ocorrer do dominio mecanico para o elétrico e vice versa. Os materiais piezoelétricos
se enquadram na classificacdo geral de material inteligente e que possuem a capacidade
de gerar cargas elétricas quando submetidas a esforcos dindmicos. Assim, se tais esforgos
forem oriundos de sinais de vibragao estrutural, como ilustrado na Figura 1, o dispositivo
que contém o material piezoelétrico é capaz de fornecer cargas elétricas que, se processadas
através de um circuito elétrico apropriado pode fornecer uma determinada quantidade de
energia na forma de uma diferenga de potencial (tensao) elétrica e consequentemente ser
armazenada para uso posterior, ou usada diretamente em outra aplicagao. Tal processo
recebe o nome de Colheita, (Coleta ou Geragio) Piezoelétrica de Energia Vibratoria ou
Piezoelectric Vibration Energy Harvesting. O processo de coleta piezoelétrica de energia
estd ilustrado na Figura 2.

Levando-se em conta que o fenomeno da vibragao mecénica é inerente a todos os sistemas

EFEITC JOULE f/

ELETRICO TERMICO

Figura 1: Relacao entre os dominios elétrico, térmico e mecanico. Fonte: adaptado de Leo
(2007)
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estruturais e até mesmo aqueles de natureza biolégica, o conceito descrito se apresenta
como uma op¢ao extremamente atraente, principalmente para o caso de equipamentos
eletronicos de pequeno porte, tais como sensores, redes de sensores, sistemas de monito-
ramento da saude estrutural (SHM), e ainda dispositivos biomédicos como é o caso de
marca passos cardiacos (ANSARI; KARAMI, 2016). Nestas aplicagdes, o uso da energia
elétrica proveniente da conversao piezoelétrica nao necessariamente substitui por completo
as baterias ou outras fontes de alimentacao, mas pode contribuir para a diminuicao do
volume das mesmas ou simplesmente ser usada como fonte de carregamento das bate-
rias, reduzindo-se assim as eventuais e necessarias cargas adicionais que tais dispositivos
portateis usualmente requerem. E importante salientar que sinais de vibra¢ao estrutural
conhecidos como ambientais, por exemplo, decorrentes de vibragao de estruturas civis
(pontes e edificios), maquinas em geral (veiculos terrestres e aeronaves) e do préprio corpo
humano (o batimento cardiaco) diferem em sua natureza temporal, requerendo entéo
atengao especial durante o processo de conversao eletromecanica (ANTON; SODANO,
2007).

Embora a Figura 2 ilustre o processo de conversao de energia a partir de sinais de

. -
ik \ 2 » P
ViR L AT

1 &
L]

|
5‘]‘“'5 de Vibragio estrutural com piezelétrico Geragio Armazenamento
Vibragio de energia

Conversio

Piezelétrica

Figura 2: Ilustracao do processo de conversao eletro-mecanica de energia usando materiais
piezoelétricos

vibragao estrutural, virias outras fontes de energia podem ser consideradas (HARROP;
DAS, 1988), como por exemplo térmica, eélica, solar, das marés, etc. No caso especifico da
vibragao estrutural os fatores determinantes para o projeto e construcao de dispositivos de
conversao e armazenamento da energia proveniente da energia cinética estrutural envolvem
o conhecimento detalhado das caracteristicas dos sinais pertinentes ao fendmeno fisico em
estudo (frequéncias, amplitudes, etc) (ERTURK; INMAN, 2011b). Portanto, entende-se
que a natureza do sinal vibratério possui uma grande influéncia no processo de conversao,

ja que sinais periddicos geralmente possuem caracteristicas de amplitude e frequéncia bem
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definidas, enquanto que sinais aleatorios apresentam caracteristicas particulares diferentes
dos primeiros.

Na Figura 3(a), é apresentada uma comparagao da poténcia obtida a partir de
diversas fontes de energia, onde é possivel observar que uma das principais fontes de energia
alternativa sdo obtidas das vibragoes estruturais. Embora como ja mencionado a vibracao
estrutural seja uma forma de energia amplamente disponivel na natureza, somente mais

recentemente, através das técnicas de transdugao, com especial destaque aos materiais

piezoelétricos, tem sido possivel o aproveitamento dessa energia em diferentes aplicac¢oes.

Destaca-se que, a transducao piezoelétrica nao ¢ um fenémeno novo, pois seu uso em
sensores do tipo acelerébmetros piezoelétricos ja vem sendo empregada a varias décadas
(MCCONNELL; VAROTO, 2008).

Na figura 3(b) se apresenta uma comparagao entre varias formas de transdugao de energia

20 years,
Mechanical Vibrations g o
L]
@
Pressure Vibrations 1 Bedro &
dynamic GEJ
Air flow 1 Life =
Human Power 1
Temperature gradient g
Solar (inside) ]
1 year
50 100 150 200 250 300 350 400
Available Power (uWicm®) High Cost per watt Low

(a) (b)

Figura 3: Principais fontes alternativas de energia e custos comparagao de técnicas: (a)
fontes alternativas de energia; (b) principais técnicas de conversao e comparagao
de custos (extraido de Energy Harvesting and Storage for Electronic Devices
2009-2019, IDTechEz)

e, dentre elas figura a transdugao piezoelétrica. A figura fornece uma idéia qualitativa do
tempo de vida de dispositivos transdutores de energia com base em varios efeitos fisicos
em fungao do custo da energia gerada. Nota-se que a transducao piezoelétrica apresenta
uma excelente relagdo entre a previsao de vida versus custo energético quando comparada
a outras formas de transdugao (eletrodinamica, fotovoltaica, etc) sendo mais um fator
a contar de forma positiva a favor desta modalidade de conversao energética. Enquanto
aspectos negativos ao uso da conversao piezoelétrica figuram ainda o custo das ceramicas
piezoelétricas, que ainda é relativamente alto para fomentar uma massificacao de seu uso, a
pequena quantidade de energia elétrica gerada pelo material piezoelétrico em comparacao

por exemplo com outras formas de conversao ja em processo de consolidagdo enquanto
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tecnologias disponiveis (solar, edlica, por exemplo), embora neste quesito, se o uso da
conversao piezoelétrica for considerada para fins de alimentacao de eletronica de pequeno
porte, como ja citado, os materiais piezoelétricos possuem destaque em relacao as possiveis
aplicagoes. Outro fator ainda detrimental ao uso das ceramicas piezoelétricas é o fato de,
a maioria delas serem compostas a partir do denominado PZT (Titanato Zirconato de
Chumbo), podendo apresentar aspectos nocivos ao meio ambiente. Este aparente problema
pode, em principio, ser solucionado mediante o uso de técnicas de encapsulamento do
material piezoelétrico no volume do coletor piezoelétrico (ERTURK; INMAN, 2011b;
HANNAN et al., 2014; MITCHESON, 2010).

i2)))

Vibrations @
AAAVAAY
AVAAVAVAY

Autonomous power supply
for wireless sensor networks
(WSN), wearable devices etc.

Solar power generation,
wind power generation,
ocean current power generation,

Auxiliary power supply

for mobile devices etc. geothermal power generation,
biomass power generation etc.

Energy harvesting domain Renewable energy domain
10® 107 1 10° 108 10° Power generation
capacity (W]

Figura 4: Comparagao entre dominios para coleta de energia e outras fontes renovaveis de
energia (extraido de http://www.global.tdk.com /techmag/knowledgebox/voll.htm)

A figura 4 estabelece uma relacao conceitual interessante entre fontes renovaveis de
energia e o conceito de coleta piezoelétrica. Novamente, observa-se que a fonte de energia
oriunda de sinais de vibracao estrutural é classificada como de baixa poténcia elétrica,
justificando novamente sua aplicacao a eletronica de baixo porte, conforme apontado no

paragrafo precedente.

1.1 Justificativa e Motivacao

O presente projeto de pesquisa se alinha com a crescente demanda por fontes
alternativas de energia, principalmente quanto ao aproveitamento da energia mecanica
proveniente de sinais de vibragao que sao inerentes a todas as estruturas flexiveis. Por-

tanto, a principal justificativa para a presente proposta esta diretamente relacionada ao
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desenvolvimento de tecnologias que possibilitem o aproveitamento de fontes alternativas

de energia para a geragao de energia elétrica.

A execucao do projeto certamente contribuird para a formacao académica enquanto
atividade extra-curricular, bem como possibilitara a inser¢ao da mesma ao ambiente de
pesquisa nacional e possivelmente internacional mediante a participagao em eventos da

area e publicagdo de artigos cientificos decorrentes do desenvolvimento do projeto.

1.2 Objetivo
1.2.1  Objetivo Geral

Tem-se como objetivo principal o estudo tedrico e experimental do comportamento
dindmico de um conversor piezoelétrico de energia composto de vigas recobertas com
camadas de material piezoelétrico, e arranjadas de acordo com uma estrutura sanfonada.
A geometria do coletor que sera investigado estd mostrada na Figura 5. A estrutura é
formada por vigas metdlicas recobertas por camadas de ceramica piezoelétrica em apenas
uma de suas superficies, formando portanto vigas unimorph. As vigas sao interligadas
entre si através de massas rigidas concentradas nas extremidades de cada viga. A estrutura
combinada resultantes pode apresentar um nimero variavel de vigas e, quanto maior o
numero delas, é esperado que as frequéncias naturais do sistema resultem cada vez mais
baixas. Na extremidade livre da ultima viga da combinacado serd colocada uma massa
adicional como forma adicional de obter-se frequéncias naturais na faixa de interesse.
Pretende-se entao modelar, simular e testar estruturas como a mostrada na Figura 5 de
tal forma a obter-se valores das frequéncias naturais na faixa 0-100 Hz, que abrange a
maioria de sinais dinamicos do tipo ambientais, conforme discutido na sec¢ao precedente.
A geometria escolhida para o coletor piezoelétrico foi inspirada pelo trabalho de Ansari
(ANSARI; KARAMI, 2016) e aqui pretende-se contribuir para a melhoria do modelo
matematico bem como a realizacao de ensaios experimentais para uma adequada verificagao

dos modelos estudados. Abaixo estao descritos os objetivos especificos do trabalho.
1.2.2  Objetivos Especificos

1. Desenvolver dos modelos analiticos com multiplos graus de liberdade, usando vigas

consecutivas unidas por massas de conexao entre elas e formando uma estrutura

fan-folded.

2. Estabelecer diferencas entre os modelos estruturais desenvolvidos, seguindo a teoria

de Fuler-Bernoulli e Timoshenko.

3. Formular um modelo usando elementos finitos com ajuda do programa ANSYS
que permita validar o desenho analitico e que mostre uma correlagdo com os dados

experimentais.
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4. Verificar os modelos analiticos formulados a partir de ensaios experimentais em
protétipos construidos para tal fim. Neste caso, serdao usadas relacoes de similitude
para se construir dispositivos em varias dimensoes utilizando técnicas convencionais
e materiais usualmente empregados na construcao de estruturas (metais) bem como
avaliar a possibilidade de construir modelos de geradores usando tecnologia de

impressao 3D.

Figura 5: Coletor piezoelétrico em geometria sanfonada, composto a partir de vigas re-
cobertas com material piezoelétrico e ligadas por massas de conexao. Fonte:
autor

1.3 Organizacao da Dissertacao

O desenvolvimento do trabalho esta organizado da seguinte maneira: O Capitulo
2 esta destinado a revisao bibliografica e a descrever os conceitos béasicos e outros ele-
mentos necessarios para compreensao do tema do trabalho. O Capitulo 3 é destinado ao
desenvolvimento do modelo analitico do gerador piezoelétrico em estudo e aos parametros
requeridos para a analise que sera feita nos seguintes capitulos, xja no Capitulo 4 se
tem resultados de simulagoes feitas com o programa MATLAB e ANSYS. De fato essas

simulagoes ajudarao a verificar o modelo analitico e além disso fazer uma comparagdo com
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a analise experimental; No Capitulo 5 foram apresentadas as conclusoes deste trabalho. Em
seguida, foram apresentadas as referéncias bibliograficas utilizadas no trabalho e por final

alguns apéndices contendo informacao adicional sobre as etapas de execucao do trabalho.
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2 REVISAO DE LITERATURA

O presente capitulo tem como objetivo realizar uma revisao de literatura sobre o
tema escolhido para o projeto de pesquisa que é desenvolvido. Tendo em vista que o tema
de pesquisa em coleta piezoelétrica de energia tem sido muito abordado, principalmente
na ultima década, nao se pretende aqui esgotar o assunto, mas sim, destacar contribuigoes
importantes no cenario geral do tema e, principalmente aqueles trabalhos que mais contri-

buiram para a realizacao do presente projeto.

A utilizacdo de materiais piezoelétricos como mecanismo de transducao para
medicao de grandezas fisicas nao é recente. Certamente, o exemplo mais emblemético de
tal aplicagao seja o acelerémetro, sensor utilizado para medicao de vibragoes estruturais.
No inicio da década de 1940, dois dinamarqueses, Per V. Briiel and Viggo Kjaer fundaram
a empresa Briiel and Kjaer (B&K),que viria com o passar dos anos a se consolidar como
lider no mercado de instrumentacao para medi¢des estruturais e acusticas. Os primeiros
sensores da B&K utilizavam sal rochelle (tartarato de sédio e potdssio) como elemento de
transdugao, pois 0 mesmo apresentava em seus cristais a propriedade piezoelétrica. Os
primeiros acelerémetros piezoelétricos disponiveis comercialmente datam da década de
1950 (WALKER, 2007) e nestas aplicagoes o quartzo natural, por possuir propriedades
piezoelétricas naturais em sua composi¢ao era o material usado na construcao dos primeiros
acelerometros, o que, certamente fez com que tais sensores tivessem preco elevado no
inicio, nao sendo amplamente disponiveis. Avangos tecnologicos bem como a fundacao de
outras empresas importantes no setor (Kistler, Endevco, PCB) contribuiram de forma
decisiva para a disseminacao do uso de tais sensores, bem como para o surgimento de
novas configuragoes, utilizando avangos da microeletrénica bem como substituindo-se o
quartzo natural pelas ceramicas piezoelétricas a base de zirconato titanato de chumbo
(PZT). Embora o acelerémetro atenda ao principio fundamental da conversao piezoelétrica
de energia, seu uso é exclusivamente para medigao de sinais vibratérios (MCCONNELL;
VAROTO, 2008), e nao para o aprisionamento da energia para uso posterior, tema central
do conceito de coleta de energia (ERTURK; INMAN, 2011b).

Os trabalhos de Umeda (UMEDA; NAKAMURA; UEHA, 1996; UMEDA; NAKA-
MURA; UEHA, 1997) e Goldfarb (GOLDFARB; JONES, 1999) foram talvez os pioneiros
em tratar o problema do aproveitamento de energia proveniente de sinais de vibragao es-
trutural. Umeda (UMEDA; NAKAMURA; UEHA, 1996; UMEDA; NAKAMURA; UEHA,
1997) utilizou como motivagao para seu trabalho o impacto de um objeto em queda livre
em uma placa feita de material piezelétrico, sendo que este trabalho apresenta resultados de

uma modelagem do processo mecéanico em questao (choque de um objeto rigido com uma
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placa de material piezelétrico atuando no modo 3-1). Ja Goldfarb (GOLDFARB; JONES,
1999) estudou a eficiéncia do processo de conversao mecanico-elétrico de energia mediante
o uso de um conjunto de pastilhas PZT vibrando no modo 3-3. Na mesma época do surgi-
mento destes trabalhos, Yates (WILLIAMS; YATES, 1996) realizou importante estudo da

aplicacao do conceito de coleta piezoelétrica aplicado a sistemas microeletromecanicos.

Ja em meados dos anos 2000, uma revisao bastante completa sobre trabalhos
publicados até entao na area de geracdo de energia a partir de materiais piezoelétricos
foi feita por Anton et al (ANTON; SODANO, 2007). Este trabalho abordou questdes
importantes sobre o tema, e varias delas ainda nao completamente respondidas até os
dias atuais. Como exemplo, cita-se aqui o problema que trata da sintonia da frequéncia
natural do coletor piezoelétrico d(s) frequéncia(s) do estimulo externos. Esta é uma questao
muito importante no projeto e otimizacao de coletores piezoelétricos de energia, tendo em
vista que, para que os mesmos atinjam niveis adequados de conversao eletromecanica a
frequéncia natural do coletor deve ser muito proxima, teoricamente igual, a correspondente
frequéncia do disturbio externo, para o caso de sinais harmonicos, principalmente. Logo, a
questao da sintonia de frequéncias é tema recorrentes até a atualidade em trabalhos na
area, bem como outras questoes importantes tem sido levantadas em revisoes atuais sobre

o tema (PRIYA et al., 2019; WEI; JING, 2017).

Foi a partir do final da primeira década dos anos 2000 que os primeiros trabalhos
de Erturk et al foram publicados (ERTURK; INMAN, 2008a; ERTURK; INMAN, 2008c¢;
ERTURK; INMAN, 2009; ERTURK; INMAN, 2008b; ERTURK et al., 2009a). A partir
desta época, e principalmente durante a década seguinte verificou-se um crescimento
extraordinario de trabalhos publicados em conferéncias internacionais bem como em
periddicos de seletiva politica editorial na area de coleta piezoelétrica de energia utilizando
o conhecido modelo da viga cantilever (RAO, 2007), recoberta parcial ou totalmente
com camadas de material piezoelétrico, em configuracdo unimorph, onde apenas uma das
superficies da viga é recoberta ou bimorph, situacao na qual ambas as superficies superior
e inferior da viga sdo recobertas por material piezoelétrico. Nesta ultima configuracao, as
camadas de material piezoelétrico podem ser eletricamente conectadas de acordo com a

conexao em série ou em paralelo (ERTURK; INMAN, 2009) ao circuito resistivo externo.

Além do ja citado problema de sintonia entre as frequéncias natural do coletor e do
distirbio externo, outras questoes importantes tem sido abordadas visando a melhoria do
processo de conversao de energia. Uma delas trata do aumento da faixa util de frequéncias
de utilizacao de um dado conversor. Por faixa 1til entende-se aqui uma faixa de frequéncias
que contenha uma ou mais frequéncias naturais do conversor e que possam ser sintonizadas
o mais proximo possivel das frequéncias do distirbio externo. Por esta razao, varios
iniciativas tem sido feitas no sentido de se propor modelos de coletores piezoelétricos que

contemplem a utilizacdo de mais de uma de suas frequéncias naturais de vibragao na faixa



31

de utilizagdo do mesmos (SHAHRUZ, 2008; TANG; YANG; WU, 2012; TANG; YANG,
2015; REZAEISARAY et al., 2015; HANASIRO; VAROTO, 2017). Uma alternativa que
pode ser empregada tanto na melhoria da sintonia da frequéncia do coletor quanto no
ajuste de sua faixa de frequéncias é a utilizacdo de uma massa concentrada na extremidade
livre do coletor, para o caso de coletores do tipo cantilever (ERTURK; INMAN, 2011b).
Neste caso, varios trabalhos tem sido publicados analisando o efeito da massa concentrada
bem como seus beneficios ao processo de coleta de energia (KIM et al., 2010; LUMENTUT;
HOWARD, 2016; WANG; WANG; ZUO, 2017; HONGJIN; QINGFENG; WUWEI, 2014).

Uma estratégia que vem ganhando muita forca no sentido de se aumentar a faixa
util de frequéncias de um coletor piezoelétrico é o uso intencional de efeitos nao lineares.
Neste aspecto, o trabalho de Cottone et al (COTTONE; VOCCA; GAMMAITONI, 2009)
é pioneiro e busca explorar efeitos da dindmica nao linear de osciladores estocédsticos para
fins de aumentar a faixa de frequéncias do coletor através de efeitos magnéticos. Desde a
publicacao deste importante trabalho, muitos outros no mesmo tema tem sido publicados,
tanto buscando aumento da faixa de frequéncias mediante interacbes magnéticas, que
sao intrinsecamente mecanismos nao lineares (STANTON; MCGEHEE; MANN, 2009;
ERTURK; HOFFMAN; INMAN, 2009), também na proposigao, andlise e comparagao de
modelos envolvendo os efeitos nao lineares (R.; GORMAN; CARTMELL, 2008; LEADE-
NHAM; ERTURK, 2015; ERTURK; INMAN, 2011a; DAQAQ et al., 2014; TRIPLETT;
QUINN, 2009; QUINN et al., 2011).

A crescente demanda pela redugdo do volume de geradores piezoelétricos de energia
vem exigindo que dispositivos cada vez menores e consequentemente mais leves estejam
disponiveis (BEEBY; TUDOR; WHITE, 2006; COOK-CHENNAULT; THAMBI; SASTRY,
2008; WILLIAMS; YATES, 1996). Uma consequéncia imediata da redugao de volume e
massa é o aumento da frequéncia natural do gerador, principalmente quando o mesmo é
projetado e construido a partir de vigas recobertas com material piezoelétrico. Desta forma,
com o aumento da frequéncia natural o gerador pode perder a eficiéncia principalmente
nas baixas frequéncias em virtude de sua incapacidade de sintonia ao sinal de distirbio.
Intiimeros trabalhos tem sido recentemente publicados no sentido de propor solugoes
para estabelecer uma relagao de compromisso adequada entre o valor das primeiras
frequéncias naturais do gerador e suas caracteristicas de rigidez e massa. Destes, destacam-
se 0os que buscam tirar vantagem de efeitos nao lineares intrinsecos ao sistema (CHEN;
JIANG, 2015; GALBIER; KARAMI, 2017; VAROTO, 2017; YANG; TOWFIGHIAN,
2017) e outros que utilizam efeitos geométricos para se obter estruturas mais flexiveis e
consequentemente frequéncias naturais mais baixas (ANSARI; KARAMI, 2016; ASHRAF
et al., 2013; ANSARI; KARAMI, 2016; LI; TTAN; DENG, 2014). Vérios trabalhos tem sido
publicados no sentido de propor aplicagoes para geradores piezoelétricos que possuam baixo
volume como é o caso de biosensores (ANSARI; KARAMI, 2016; ANSARI; KARAMI,
2017; DETERRE et al., 2011; DETERRE et al., 2014; MITCHESON;, 2010) destinados a
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substituicao parcial ou total de baterias em implantes cardiacos.

As dimensoes reduzidas da estrutura, aliada a baixos valores de massa e altos valores
de rigidez equivalente é o que faz com que a frequéncia natural fundamental seja muito
alta e, altas frequéncias naturais ¢ uma das maiores preocupagcoes em relagao a coleta de
energia, principalmente em micro-coletores. Nesse sentido, a busca por estruturas menores
mas que possuam baixa frequéncia natural tem sido alvo de muitas pesquisas na area,
como o estudo de (ANSARI; KARAMI, 2015) utilizou uma geometria do tipo fan-folded e
adicionou massa na extremidade livre e nas conexoes. Essa alteracao geométrica fez com
que a frequéncia natural reduzisse para a faixa desejada. Além disso, o tipo do material
para realizar a conversao de energia mecanica em elétrica também é importante. O artigo
(DAGDEVIREN et al., 2014) relata avangos na ciéncia dos materiais e na engenharia
de biocompatibilidade e flexibilidade para apresentar materiais avancados e dispositivos
que sao capazes de permitir alta eficiéncia na conversao de energia a partir de excitacoes

externas, que no caso, foram os movimentos do coracao, do pulmao e do diafragma.

Pela mesma razao, hé o estudo de (LIEN; SHU, 2012) que analisa a resposta elétrica
de um array de osciladores piezoelétricos conectados, cujo modelo matematico consiste
em obter a impedéancia equivalente para assim verificar os sinais elétricos. Ja o artigo de
(PILLATSCH et al., 2017) aborda as consequéncias em termos de degradagao da estrutura
em viga do tipo bimorph, isto é, verificacao de fadiga do material piezoelétrico, o qual
tem sua performance diminuida com o tempo, microtrincas se formam devido a tensao
aplicada. Além da perda de energia gerada, o efeito mais preocupante da degradacao é a
mudanca na frequéncia de ressonancia que é altamente prejudicial para projetos no tema
de coleta de energia. O artigo também apresenta como solugao a fabricagdo de camadas

de piezoelétricos ja sobre compressao.

No ambito da pesquisa cientifica e tecnoldgica em instituigoes brasileiras, a area de
coleta de energia utilizando materiais piezoelétricos encontra contribui¢oes em praticamente
todas as principais areas de pesquisa em engenharia e ciéncias basicas. Os trabalhos de De
Marqui e colaboradores (DE MARQUI JR; ERTURK; INMAN, 2009; DE MARQUI JR;
ERTURK; INMAN, 2010; DE MARQUI JR; VIEIRA, 2011; DE MARQUI JR; ERTURK,
2012) concentram-se em desenvolver modelos lineares e nao lineares dedicados a problemas
em aeroelasticidade. De forma similar, contribui¢oes voltadas ao estudo e desenvolvimento
de modelos dinamicos lineares e nao lineares com o objetivo de aumentar a eficiéncia de
coletores de energia vem sendo desenvolvidos em diversas aplicagoes (PETERSON; LOPES;
JR., 2018; MOTTER et al., 2012; PAULA; INMAN; SAVI, 2015; VAROTO; BONISOLI;
LISITANO, 2020). Efeitos nao lineares intencionais e seus efeitos no desempenho estrutural
e eletromecénico sdo estudados (BRENNAN; GATTI, 2017; BRENNAN et al., 2017;
CLEANTE et al., 2019; VAROTO, 2017) também visando aumentar a eficiéncia do
processo de geracao de energia (HANASIRO; VAROTO, 2017; ILIUK et al., 2013; ILIUK



33

et al., 2014; ROCHA et al., 2017; ROCHA et al., 2018). Tendo em vista que em aplicagoes
praticas os dispositivos construidos em escala tendem a apresentar variabilidade tanto
em suas caracteristicas geométricas quanto nas propriedades do material (FRANCO,
2013), pesquisas na area de caracterizagao e quantificacao de incertezas na area de coleta
piezoelétrica de energia também vem sendo conduzidas (GODOY; TRINDADE, 2012;
FRANCO; VAROTO, 2017; VAROTO, 2019; PAREDES; MAKI; VAROTO, 2020).

Conforme detalhado em seguida, o presente trabalho tem como meta principal
realizar um estudo analitico-computacional e experimental de um gerador piezoelétrico de
energia possuindo multiplos graus de liberdade a partir do modelo de Karami (ANSARI;
KARAMI, 2016), bem como explorar sua eficiéncia quanto a conversao eletromecénica de
energia em baixas frequéncias para diversos tipos de estimulos, incluindo aqueles oriundos
de sinais cardiacos tipicos, sintetizados a partir de algoritmos numéricos. No capitulo
seguinte serao apresentados as modelagens das teorias T@moshenko e Euler — Bernoullt

para o coletor piezoelétrico da presente proposta de trabalho.
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3 DESENVOLVIMENTO DE MODELO ANALITICO

Este capitulo apresenta o desenvolvimento dos modelos eletromecanicos do coletor
piezoelétrico fan-folded mostrado na figura 6. Esses modelos foram desenvolvidos de acordo
com as teorias de Euler-Bernoulli e Timoshenko, para fins de comparacao. A obtencao de
tais modelos pode ser dividida em duas partes. Inicialmente sao formuladas as equagoes
diferenciais parciais no dominio do tempo seguindo as teorias de viga ja mencionadas.

A partir do modelo estrutural, o qual leva também em consideracao as caracteristicas

0.000 0.045 0.090 (m)
I 000

0022 0.065

Figura 6: Estrutura fan-folded de 5 vigas. Fonte: Autor.

geométricas e de material dos materiais envolvidos (metal para o caso da subestrutura e
cerdmica para o caso do material piezoelétrico), sdo determinadas as frequéncias naturais
e os modos naturais de vibracao dos modelos para coletores contendo um nimero variavel
de vigas. Frequéncias naturais e modos de vibrar do sistema conservativo constituem o
chamado modelo modal (EWINS, 2000) do sistema em estudo. Estas caracteristicas sao

obtidas a partir da aplicacdo das condicoes de contorno e de equilibrio para o coletor
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fan-folded. O segundo passo é a obtencao das fungoes de resposta em frequéncia (FRF)
eletromecanicas para o coletor. Neste caso, agrega-se ao modelo no dominio do tempo as
correspondentes equacoes do circuito elétrico externo resistivo adotado na modelagem. As
FRF consideram como saida tanto a tensao da camada piezoelétrica quanto a aceleracao
da extremidade livre do coletor, onde se encontra a massa concentrada. Como entrada, é
usada a aceleragao vertical imposta a base do coletor. Estas FRF, comumente denominadas
de FRF de transmissibilidade (MCCONNELL; VAROTO, 2008) constituem o chamado
modelo de resposta (EWINS, 2000) do coletor, e sdo as grandezas a serem usadas nas

simulagoes numéricas e posteriormente nas medi¢oes experimentais.

Os métodos usados para a modelagem das equacoes diferenciais sao a teoria de Fuler-
Bernoulli e a de Timoshenko (RAO, 2007; LEISSA; QATU, 2011), o modelo Euler-Bernoulli
nao considera os efeitos da forca cortante nem efeitos da inercia. No entanto, o modelo
descrito por Timoshenko inclui tais consideragoes. Ambos modelos serao validados com
elementos finitos, usando simulagbes com o programa ANSYS. Neste capitulo se apresen-
tarao trés partes, a primeira onde se desenvolve o modelo estrutural que esta enfocado
a determinar las frequéncias e modos de vibragao da estrutura fan-folded fazendo um
analise desde a viga cantiléver até a generalizacao do protétipo da estrutura de desenho
proposto fan-folded. Na segunda parte tem como objetivo adicionar os sistemas electro-
mecanicos que tem vinculacao com o material PZT e porém nessa parte sera acoplada a
equagao diferencial obtida no modelo estrutural as propriedades e tipos de conexao do
PZT. Finalmente para mostrar os resultados das simulagoes e da experimentacao que
serd apresentado no capitulo seguinte, é preciso obter equag¢oes no dominio de frequéncia
para apresentar os modos de vibragao da estrutura e além disso para obter as fungoes de

resposta em frequéncia (FRF).

3.1 Modelo Estrutural

3.1.1 Modelo de Viga Cantiléver

Para fazer um analise completo, primeiro é preciso obter o modelo para uma viga
cantiléver, na qual se apresentara o modelo continuo descrito pelas equagoes diferenciais
parciais (ERTURK; INMAN, 2011b; RAO, 2010); Esta secgdo tem como objetivo obter uma
equacao para o modelo descrito na figura 7, se mostra a viga engastada numa extremidade
que tem uma referencia fixa e também se tem uma massa rigida M, concentrada em
sua extremidade livre. Segundo a teoria de vibragao livre proposto por Timoshenko, se

considera os efeitos de deformagao da forca cortante e a inercia de rotacao.

E importante notar que para incluir a deformacao da forca cortante é preciso ver a

figura 8, onde daqui en diante serd nomeado angulo de flexdo a ¢(x,t), e que pode-se ter a
seguintes relagoes de deslocamento (RAO, 2010; LEISSA; QATU, 2011):
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Figura 7: Modelo geométrico de viga cantiléver. Fonte: Autor.

u=—z (811)(;2, H_ awéj’”) = —zp(x,t) (3.1)
v =0 (3.2)
w = w(z,1t) (3.3)

Agora considera-se que V(z,t) é a forca de cisalhamento e f(z,t) é uma forca

externa por unidade de longitude na viga. Entao como a equacao da forca de inércia em
direcdo z é (RAO, 2010; LEISSA; QATU, 2011):

O?w(w,t)

—(V+dV)+ f(x,t)de + V = pAdx 512

(3.4)
p representa a densidade volumétrica e A é area da secao transversal da viga. Entao

simplificando a equacao 3.4 pode-se obter a equacao 3.5:

SVED 4 o,y = pa T

ox ot? (3.5)

Pode-se representar a forga de cisalhamento na sua forma integral com a seguinte
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Figura 8: Deformagoes de flexdo e cisalhamento: (a) elemento sem deformagao; (b) Ele-
mento com s6 deformagao de cisalhamento; (c¢) elemento com s6 deformagao de
flexao; (d) elemento com deformacao total. Fonte: Rao (2007)

equagao 3.6(JR; TIMOSHENKO; YOUNG, 1990):
V= / TdA = 1, A (3.6)
A

Da equacao 3.6 pode-se ter que a tensao de corte T,, tem relacao direta com o
modulo e angulo de cisalhamento, e que além tem um fator de correcao geométrico k

(STEPHEN, 1980), que depende da segao transversal da viga, como descreve a equagao 3.8
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(3.7)

(3.8)

A equacao da forga de cisalhamento com a equacao 3.6 pode ser simplificado com a relacao
da equacao 3.9:

V =—kGA (8“’;5;’” - gb(x,t))

(3.9)
Tem-se da figura 9, a soma de momentos que pode-se representar com a equacao 3.10
p
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Figura 9: Diagrama de um elemento diferencial de viga. Fonte: (LEISSA; QATU, 2011)

2
—M + (M + %Mds> Vs — 4,701
S

J,, representa o momento de inércia de massa e ¢(z,t) o angulo de rotacdo, como neste
caso a viga é homogénea em todo seu comprimento considera-se a densidade constante e
pode-se usar a relagao d.J, = pl,ds, I, ¢ o momento de inércia de drea da secao transversal
da viga, além o valor do diferencial Os representa um valor pequeno e de forma aproximada

pode-se representar com o valor dz; finalmente a equagao anterior simplificada obtém-se a
equacao 3.11.

2

ox

T (3.11)

Das equagoes obtidas até agora é possivel ja representar a modelagem do sistema para uma
viga cantiléver, para isso usaremos uma simplificacdo das variaveis para o deslocamento

transversal w(zx,t) = w, ¢(z,t) = ¢ e para a forga externa f(x,t) = f; A equacdo 3.12 é
obtida de simplificacao das equacoes 3.5 e 3.9.

Pw 00 9w
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o Momento fletor para o caso da viga, pode ser representado com a equacao integral 3.13:

he /2 9
M(z,t) = — obzdz = E1— (3.13)
St

Nesta equagdo se apresenta o momento fletor na sua forma integral, ¢ é a tensdo, F
representa o modulo de elasticidade e I o modulo de inercia que pode ser presentado por

a equacao 3.14.
hs/2

bh3
/ b22dz = (3.14)
—hs/2
De igual forma a equacao 3.11, 3.9 e 3.13 podem ser simplificadas e obter a equacao 3.15:
0%

Bl +kGA ( - gb)

P

=pl e (3.15)

A ultima equacao obtida em conjunto com a equacao 3.12, representam o movimento
transversal da viga, onde tem incluso o deslocamento da forga por flexdo e o efeito da

inercia e forca de cisalhamento, mais ainda pode-se ter uma equagao unica reduzida
(THOMSON;, 2018; RAO, 2010):

0*w 0w M EIpAN 0'w pPITA\ 0*w
Bl ger T rA%m ~ P 5pgm — ( KGA ) 0120z (kGA) ot
EIN®f  pl \ &*f
- (kGA) 922+ (kGA) oz 7 (3.16)

A equagao 3.16 tem incluso os dois primeiros termos que identificam a teoria de Fuler-
Bernoulli, o terceiro termo tem efeito da inercia de rotagao e finalmente os dois tultimos
termos estao relacionados com a forga de cisalhamento (RAO, 2007). Entao como neste
analise também tem como objetivo fazer uma comparacao nos resultados do modelo
proposto por Fuler-Bernoulli e o modelo que inclui for¢a de cisalhamento e o efeito
da inércia de rotacao conhecido como modelo Timoshenko. A equacao 3.17 é a forma
simplificada do modelo Fuler-Bernoulli para a viga cantiléver:
0*w 0w

E[W PG

=f (3.17)
A solugdo do modelagem feito para o movimento transversal pode ser obtido com as
condigoes de contorno, do lado esquerdo tem-se a viga engastada e do lado direito uma
massa na extremidade livre da viga, para cada lado podemos ter duas restrigoes. (ERTURK;
INMAN, 2011b; KELLY, 2012).

Para o modelo Timoshenko:
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ow 0?
op 02
[E[ar — @ ([t(b + Mtxctw)] . =0 (321)
Para o modelo Fuler-Bernoulli:
w(0,t) =0 (3.22)
ow
— =0 3.23
97 | (3.23)
Pw(x,t) O*w(x,t)
El——2 + M,——~ =0 3.24
l o o | (3:24)
O*w(w,t) OPw(z,t)
El Ay | d =0 3.25
[ 0 "oror |, (3.25)
Sendo:
E Modulo de elasticidade
I Momento de Inércia da secao da viga
M, Massa concentrada
I, Momento de Inercia da carga concentrada
Tt - Distancia de massa concentrada ao eixo neutro

Finalmente com estas ultimas equagoes a modelagem esta ja determinado, tem-se 4
condicoes de contorno para cada modelo. Na seguinte secao se apresenta o desenvolvimento
da estrutura fan-folded, que estd composta por varias vigas unidas com masas de conexao,

como foi apresentado no comego do capitulo na figura 6.

3.1.2 Modelo de Estrutura Fan-Folded usando teoria de Euler-Bernoulli

Nesta parte do trabalho se desenvolverao as equagdes do modelo analitico em
estudo que foi ja presentado na figura 6, de fato serao apresentadas nesta seccao equagoes
diferencias que descreverao o comportamento dindmico no dominio de tempo. Para fazer
a deducao das equagoes e preciso ter consideracao do estudo prévio que se fez na viga
cantiléver onde foi descrito o efeito da massa concentrada num extremo da viga, além disso
¢é preciso encontrar os modos de vibracao na modelagem do sistema. No presente estudo, o
modelo estrutural analitico serd dado por uma equacao diferencial parcial linear, visto que
este modelo sera obtido a partir da modelagem do gerador piezoelétrico através de parame-
tros distribuidos, comumente denominado de modelo continuo (ERTURK; INMAN, 2011b).

A figura 10 mostra uma vista lateral do gerador onde é possivel visualizar detalhes
da montagem. A estrutura formada a partir das vigas é montada na mesa vibratéria de

um excitador de vibragoes para fins de medigao das fungoes de resposta em frequéncia
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Figura 10: Modelo geométrico do gerador piezoelétrico fan-folded a ser estudado.
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Fonte: Elaborada pelo Autor.

de transmissibilidade de movimento (TFRF) mecénica e eletromecénica da estrutura. A
TFRF mecanica relaciona a velocidade ou aceleracao da extremidade livre do gerador
em relacao a entrada harmonica de frequéncia variavel aplicada a base pelo excitador de

vibragoes.

Para o analise a figura 11 mostra a estrutura fan-folded composta por duas vigas onde a
primeira viga esta engastada numa referéncia fixa num extremo e no outro tem-se uma
massa de conexao, e finalmente se-tem uma massa na ultima viga, o sistema estrutural

mostrado tem no origem a referéncia de coordenadas. Seguindo o procedimento feito no
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analise para a viga cantiléver na sec¢do anterior, podemos considerar neste caso vibracao
livre ndo amortecida com as condigoes de Euler-Bernoulli (RAO, 2010), desprezando os
efeitos de deformagao da forga cortante e a inercia de rotagao (CLOUGH; PENZIEN,
2003):

oM
T pAZ Y — ¢ (3.26)

ot?

Neste caso ja teremos que considerar a seccao transversal do material piezoelétrico, é uma

Figura 11: Modelo geométrico de um sistema com duas vigas.
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Fonte: Elaborada pelo Autor.

das diferencias no modelo feito da viga cantiléver, além disso as condi¢oes de contorno
serao modificadas para cada viga e em geral se terd um sistema com n vigas y cada uma
com m modos de vibracao. Considerando que as vigas terao camada piezoelétrica e serao
recobertas ao longo do seu comprimento. Podemos presentar uma relagao da tensao versus
a deformacao linear para o material do sistema, e também uma relacao entre a tensao e a
deformagao para o material do PZT (IEEE, 1988):

o] = Fgei (3.27)

O';f = E}J(Ezl7 — dglEg) (328)
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Sendo:
o] Tensao mecanica do material da subestrutura.
ol Tensao mecanica do material do PZT.
€ Deformacao para material da subestrutura.
e/ :  Deformacao para material do PZT.
E, - Modulo de Elasticidade do material da subestrutura.
E; Campo elétrico no PZT.

Na equacao 3.28 tem incluso o termo dz; que é uma constante de deformacdo muito
conhecida nos materiais PZT, e tem relacao direta com e31 sendo esta a tensao piezoelétrica
efetiva (LEO, 2007; ERTURK; INMAN, 2011b). Também se tem o momento flector que

pode se representar na seguinte equacao 3.30:

M(z,t) = —//O’lsz (3.29)
A

he he
M(x,t) = —/Uszdz - /oszzdz (3.30)
ha he
Sendo:
he Posicao vertical da superficie inferior da subestrutura.
hy Posicao vertical da superficie inferior do PZT.
he Posigao vertical da superficie superior do PZT.

b Largura da Viga.

Onde por critério se faz uma igualdade das posigdes relativas da estrutura y do PZT, que

podem-se ver na figura 12 estas relagoes sao as seguintes:

ha = —hy + (20 — hy) (3.31)
hb = Zn — hp (332)
he = 2, (3.33)

Para nosso estudo do sistema considera-se uma camada s6, conhecida como seccao unimorph,
mas ja também foram feitos outros trabalhos com dupla camada de PZT (inferior e superior),
estas sdo chamadas de bimorph (FRANCO; VAROTO, 2017; ERTURK; INMAN, 2011b).
Lembrando que neste caso a sec¢ao transversal mostrada na figura 12 é a sec¢ao composta
da viga, o apéndice D descreve as equagdes e calculo feito (TIMOSHENKO; YOUNG,
1968; LUMENTUT; HOWARD, 2016); é assim que o eixo tem deslocamento pela influencia
do material PZT, entao pode-se obter a relagao seguinte:
E.h? + Ephi + 2Ehsh,,

- 34
: 2 (E,hys + Eyh,) (3.34)

A equagao 3.34 é obtida usando o balango de forga resultante na segio transversal

da estrutura unimorph. Uma diferenca geométrica do analise feito na sec¢do anterior é o
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Figura 12: Caracteristicas geométricas da sec¢ao transversal da viga composta.
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Fonte: Elaborada pelo Autor.

material PZT que sera considerado para o desenvolvimento do modelo na estrutura. Entao
considerando a deformacao uni-dimensional da viga, usando a equacgao 3.1 e desprezando

o deslocamento da forga de cisalhamento, temos a seguinte equagao da curvatura:

o 0x?

Usando esta equacao e ja considerando o PZT com a equacao 3.27 e 3.28, se obtém

(3.35)

a equacao 3.30 que pode ser escrita como:

hy he

M(z,t) = — / oSbzdz — / B, (8 — dyy E3)badz (3.36)
ha hu
ho _ 9*u(x,t) he  Q%u(z,t) he

M(z,t) = . Esbwfdz—i— " prwfdz—l— . v(t)E,bEszdz  (3.37)

Mas, nesta equacao é preciso também obter uma relagao para o campo elétrico no
PZT, que pode-se obter seguindo a relagao seguinte (LEO, 2007; LUMENTUT; HOWARD,
2014):

By = — V(1) 3.38)

B3 = — 7 (¥(2)v(t)) (3.39)

By — —alg(j)v(t) (3.40)
0 (2 — 2z, +hy)

B=—p [ . ] ) (3.41)

By — —o(t) (3.42)
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Nesta equacao el campo elétrico é uma fungao do gradiente do potencial elétrico,
que ¢ presentado como uma derivada direcional com funcao no intervalo z, — h, < z < 2,;
Usando a equacao 3.42 en conjunto com o momento fletor obtém-se finalmente uma

simplificacao da equagao 3.37:

b O%u(x,t) , he  O%u(z,t)
M(.’E,t) = . Esbwz dz + . prw

2 he d31
2*dz —/ v(t)Epb—2dz  (3.43)
he hy,
Onde os dois primeiros termos tem relacao com a rigidez flexional equivalente da
seccao composta e o ultimo termo representa a relacao da tensao elétrica gerada pelo PZT

com a deformagao da seccdo, finalmente esta ultima equagao pode ser escrita de forma

equivalente:
M(r.t) = [Esb(hi’ — ha) J?: Epb(hi — hi’)] 8225562, t) _ lprde(:f - hi)] o(t)  (3.44)
Eleq 9
(o0, = [EME 1) B -] 15
9= l— E”bdmz(:f — hg)] — —E,bds (zn - h;) (3.46)
M(z,t) = E]eq(w + Ju(t) (3.47)

A equagao 3.44 o mesmo assim a equacao 3.47 tém o segundo termo que é o acoplamento
electromecanico da estrutura, e também descrevem o momento gerado pela uma camada
do piezoelétrica continua, o mesmo dizer que nao considera uma camada piezoelétrica
segmentada, mas é possivel incluir um ajuste nessas equagoes que permitam um modelo
generalizado, da seguinte forma (ERTURK; INMAN, 2011b):

*u(x,t
M(:L‘,t) = E.[eqa(le)

Na equagao anterior as varidveis z} e xl} representam a posicao inicial e final da

+9u(t) [H(z — 2f) — H(z — 2})] (3.48)

camada piezoelétrica que recobre a estrutura e esta definida com a funcao degrau unitario
H(x), e define no intervalo zf < x < w’} a camada para sua geracao da tensao elétrica,

esta funcao composta € descrita também na figura 13.

Com esta ultima equacgao ja é possivel substituir na equacao 3.26, obtém-se:

O*w dé(x —af)  dé(z — %) 0*w
Uy + 191}(15) I — I +pA— =0 (349)

El,
ot?

Esta equacao descreve o movimento livre e nao amortecido em funcao do deslocamento

transversal w = w(x,t); Mas para ajustar o modelo deve-se ter umas consideragdes
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Figura 13: Segmento da camada piezoelétrica descrita pela fun¢ao degrau.

H(x-x3) - H{x - x7)

Fonte: Elaborada pelo Autor.

importantes: (7) A equagdo de movimento deve ser expansivel para um numero varidvel de
vigas; (77) A equagdo deve contemplar a entrada via fronteira, neste caso sera aplicada
um deslocamento harménico de amplitude constante em x=0; (74) Deve-se levar em
consideragao as massas de conexdo m; entre as vigas consecutivas; (i) Deve-se considerar
que as vigas terdao recoberta uma camada de material PZT; (v) A ultima viga da montagem
da estrutura deve contemplar a massa na extremidade livre M,.

Tem-se que lembrar que sera aplicado uma excitacao harmonica wj, na extremidade fixa da
primeira viga (viga engastada do lado esquerdo). Entao pode-se representar o deslocamento

relativo do sistema:

w, = wy(x,t) = w(x,t) —wy(z, t) (3.50)

Onde wy(x, t) representa a aceleracao da base que pode se representar de forma simplificada
como wy(0,t) = wy(t).Com a relagao da equagao 3.50 é possivel escrever a equacao 3.49
em funcao da variavel do deslocamento relativo, tendo o resultado seguinte:

O*w 0w,

— b)) do(x—a”
€T

You(t — =
+v(t) dx dxz

deb
dt?

El.

—[pA+md(x —Z,i — k) + Md(x — 2,0 — n)] (3.51)

Onde m; representa a massa de conexao entre duas vigas consecutivas, porém esta rela-

cionado diretamente com Z, que neste caso pode assumir dois valores: (i) T = 0 quando
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i fora impar e; (#) T = L quando ¢ fora par. Além o indice k varia de 2 a n sendo n o
numero total de vigas que fazem parte da estrutura. Também esta-se considerando a massa
concentrada na extremidade livre da ultima viga e portanto a equacao 3.51 corresponde ao
modelo de um gerador PZT de energia como foi mostrado na figura 6. Um modelo mais
geral pode ser obtido , incluindo -se os termos de dissipagao de energia na equacgao 3.51,
que neste caso podem ser definidos adotando uma combinagao de amortecimento viscoso e
estrutural de acordo com (ERTURK; INMAN, 2011b; VAROTO, 2017).

A62wr N 165wr N ow,

P8 T o T o

d*w, dé(z — b))  do(z — ah)
+Eleg— 3+ 0u(t) - o _ - !

deb

= — [pA+md(x —T,i — k) + Myd(x — 24,0 — n)]

i (3.52)

Onde c,I representa o coeficiente de amortecimento estrutural equivalente da seccao
transversal composta, sendo I o momento de inércia equivalente da seccao e ¢, o coeficiente
de amortecimento estrutural, além ¢, é o coeficiente de amortecimento viscoso equivalente.
Portanto, pode-se em principio considerar duas formas de dissipagdo de energia no modelo
apresentado pela equacgao 3.52, uma devido a efeitos estruturais e internos ao processo de
deformagao da estrutura e o segundo devido a efeitos viscosos (amortecimento do fluido
ao redor da estrutura, por exemplo)(ERTURK; INMAN, 2011b).

Até agora se descreveu o modelo estrutural espacial com a equacao 3.52, mas tem-se que
descrever o modelo modal, que corresponde a determinagao das frequenciais naturais nao
amortecidas e os modos normais de vibragio da estrutura (EWINS, 2000). Para os sistemas
discretos, o modelo modal é determinado por duas matrizes, onde a primeira diagonal
contem os autovalores ou as frequéncias naturais na diagonal principal e a segunda, é
uma matriz retangular que contem os autovetores (modos de vibrac¢ao). Méds para um
caso do modelo continuo, ainda é possivel organizar os as frequéncias naturais em uma
matriz diagonal, mas para o caso dos modos de vibracao esta organizacao matricial nao é
possivel pois a solugdo do auto-problema continuo culmina com a obtencao das chamadas
auto-fungoes, sendo estas as formas modais correspondentes aos infinitos modos de vibrar
de um sistema continuo (RAO, 2007). A determina¢do do modelo modal para o problema
em questao requer a solucao da equagao diferencial parcial conservativa e homogénea do
sistema, que corresponde, de forma simplificada a equacao 3.52, onde sao desprezados os
termos dissipativos, de acoplamento elétrico e da excitacao, obtendo-se assim:

Mw 0w

Para o movimento livre exige-se que wy(z,t) = 0 e portanto tem-se que w,(x,t) = w(z,t).
Além disso para a determinacao das frequéncias modais deve-se ter em conta os efeitos da

massa e rigidez tanto das vigas que formam a subestrutura quando o material PZT. Assim
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também na equacgao 3.53 o termo relativo ao acoplamento eletromecanico que corresponde
ao ultimo termo do lado esquerdo da igualdade da equagao 3.52 deve também ser excluido
para fins de obtencao do modelo modal conservativo do sistema. Mas a rigidez e a massa
do material PZT sim influenciam os valores das frequéncias naturais nao amortecidas
bem como as auto-fungoes do sistema. Entao é necessario que tais caracteristicas sejam
definidas, é assim que para o caso da massa equivalente, a mesma pode ser obtida a partir

da seguinte relagao, que pode ser encontrada no apéndice A:

L
(PA).y = b (s + ol 12 (351

Onde os subindices s e p, representam las propriedades da subestrutura e PZT respec-

tivamente; De modo similar é determinado o valor de (EI)., com a seguinte equagao:

(Ls — Lp)
L,

Onde (EI) e (EI). correspondem as rigidezes flexionais da subestrutura e da secgao

+(ED, (?’) (3.55)

(ED)ey = (ET)
composta respectivamente, como ¢ sabido que as vigas da estrutura sao consideradas de
igual comprimento, a formulacao descrita na equacao 3.54 e 3.54 estao desenvolvidas no
apéndice A.

Para obter a solucdo do problema de vibracao livre, pode-se considerar uma funcao de
varidveis separaveis, que inclui todos os modos de vibragao (RAO, 2007; FRANCO, 2013):
w;(x,t) = Z Wii()n;(t) (3.56)

j=1
A equacao 3.56 é aplicavel para todas as vigas, mesmo assim que Wj;(x) representa j-ésima
auto-funcao pertencendo a i-ésima viga e 7;(t) a coordenada generalizada do j-ésima modo
de vibrar. Usando a equacao 3.56 para resolver a equacao 3.53 obtém-se duas equagoes

diferenciais ordinarias homogéneas, uma na variavel x e a outra na ¢t (LEISSA; QATU,
2011; RAO, 2007).

T}l — A Wji(z) =0 (3.57)
d*n;(t)
d; +uwimy(t) =0 (3.58)

Onde \; e wy,; representam o autovalor frequéncia natural correspondendo ao j-ésimo

modo de vibrar, e estao relacionados com as seguintes expressoes:

wnj = Brc (3.59)

(3.60)
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E sendo as solugoes da equacao 3.57 e 3.58 dadas respectivamente por:

nj(t) = a;sen(wy;t) + bjcos(wy,t) (3.61)
W;i(x) = Ajisen(\;z) + Bjicos(Ajz) + Cysenh(\ ;) + Djcosh(\;z) (3.62)

A equacao 3.61 representa a solugao no funcao do tempo, onde as constantes a; e b;
dependem das condicoes iniciais do problema livre e nao amortecido enquanto que as
constantes de integracao A;;, B;j, C;; e Dj; na equacao 3.62 estao relacionadas as condigoes
de contorno do problema, além estas quatro constantes para cada auto-fungao requerem
quatro condigdes de contorno para cada viga da montagem mostrada na figura 6. Assim,
uma estrutura fanfolded composta por duas vigas, como o caso da figura 11, exigird a
determinacao de 8 constantes de integracao, e portanto sendo necessarias 8 relagoes de
compatibilidade, sendo destas 4 aplicadas aos contornos da primeira e ultima vigas, e
as demais aplicadas as massas de conexao entre as vigas que consecutivas. As condigoes
de contorno, que foram aplicadas no analise da viga cantiléver podem ser usadas nesta
estrutura, de acordo com a figura 11. Usando as relagoes das equagoes 3.22 até 3.25, e

considerando a separacao de variaveis obtém-se:

Wi (0) =
W, (0)

(3.63)

0
0 (3.64)

As condigoes de contorno expressas nestas equagoes sao resultados cldssicos da dindmica
estrutural, implicando deslocamento e giros nulos para o ponto de conexao da primeira
viga a referéncia fixa, conforme é mostrado na figura 11. Para a ultima viga da estrutura
tem-se 2 equacoes de contorno que descrevem relagoes de equilibrio dindmico da forga

cortante e momento fletor que incluem a massa concentrada, nas seguintes expressoes:

(E)eWih(2) + (=1)" LWV}, (x)w?, = 0 (3.65)
(EDegWip(x) = (=1)" MW (), = 0 (3.66)

Estas equagoes representam: a primeira, o equilibrio dindmico para o momento fletor e
momento de inércia da massa concentrada na extremidade da ultima viga, e a segunda,
representa o equilibrio entre a forca cortante na extremidade da viga e a componente
inercial de translagdo para a massa concentrada M;. Ambas estao relacionadas mediante o
signo (—1)" ja que para um numero n de vigas a massa na extremidade da tltima viga
pode ter 2 posicoes, quando z = (0 se considera um numero de vigas par e quando = = L,
um numero de vigas impar. Salienta-se aqui que o momento de inércia I; para a massa
concentrada refere-se ao eixo principal de rotacao y, perpendicular ao plano da figura 11
e tem-se que considerar que o momento de inercia deve ser com relagao ao punto final
do eixo neutro da viga composta (subestrutura com camada PZT), o calculo feito e as

caracteristicas consideradas estao detalhadas no apéndice B.
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As 4 equagoes anteriores se aplicam aos contornos da estrutura fan-folded, ou seja a
primeira e a ultima viga. Conforme ja foi indicado acima, estas relagoes sao suficientes
para a determinacao das constantes de integracao das auto-fungdes quando n = 1, ou seja,
apenas uma tnica viga é usada na montagem. Para n > 2, torna-se necessaria a definicao de
relagoes de compatibilidade nos locais de conexao entre vigas consecutivas. Conceitualmente,
estas relagoes de compatibilidade resumem-se ao atendimento das seguintes condigoes nas
conexoes: (1) compatibilidade de deslocamentos de translacao; (#) Compatibilidade de
deslocamentos angulares; (4i7) Equilibrio dindmico entre momentos fletores e angulares
e; (iv) Equilibrio dindmico entre as forgas cortantes e as componentes inerciais. Assim,
seguindo um procedimento andlogo ao anteriormente descrito para as condi¢oes de contorno,
as condicoes de compatibilidade para a conexao entre duas vigas quaisquer da montagem

podem ser escritas da seguinte forma:

(@) = Wy (2) (3.67)
Wii(x) = Wi (z) (3.68)
(z) = _(E])EQVVJ{/(Z'—‘,-I)(‘I) + (_1)n‘[lw3LjW]{(i+1)(x> ( )
(2) = —(BDeqWj(iny (@) — (=1)" Miwn, Wigi41) (@) (3.70)

X

xT) =

As dois primeiras equacoes anteriores estabelecem a igualdade de deslocamentos linear
vertical e angular no ponto de conexao. Jé as dois tltimas definem o equilibrio de momentos
e forcas para a conexao, respectivamente. Similarmente ao caso da massa M;, assumindo
que as massas de conexao sejam todas iguais e possuam a geometria de um bloco prismatico,
o momento de inércia I; é calculado no apéndice C. Salienta-se que o presente modelo
leva em consideragao o efeito do momento de inércia da massa de conexao, de acordo
com a equagao 3.69. Tal efeito foi desprezado na formulagao desenvolvida em (ANSARI;
KARAMI, 2016).

Quando as condigoes de contorno expressas pelas equagoes 3.63 até 3.66 sao aplicadas a
equagao 3.62, obtém-se duas equagoes matriciais de ordem 4, ambas homogéneas, expressas
para a primeira e ultima viga da montagem, respectivamente, que podem ser expressas

por:

v v ve v | o e ] |,
V2l oy oy oy ) o =0 T2 22 2 ol o =0 (37
aovie Vi Vi j1 R e S n

Vi1 Dj [T}n] Djp

Considerando que as matrizes dos coeficientes [Vj1] e [T},] sdo retangulares de ordem 2
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por 4, e definem-se da seguinte forma:

Vit = sen(\;xz) VAL = Ajcos(Ajz)
VP = cos(\jx) Vi = —\jsen(\;x)

(3.72)
VP = senh(\;xz) V3 = Ajcosh();z)
le14 = cosh(\;z) 1/;-214 = \;senh(\;z)
T}y = —(ET)egAisen(NT) 4 (—1)" LA c*cos(\,T)
Tj1n2 = —(ET)egA COS( JT) — (—1)"[t)\?025en()\-f)
T3 = (ET)e,N2senh(\T) + (—1)" LA} c2cosh(\7)
T} = (EI)egAicosh(AT) + (—1)" [ X2 c*senh (A7) (373

T7) = —(ET)egAlcos(A\T) — (—1)" M XjcPsen(\;T)
T72 = (ET)egAisen(\T) — (—1)"MAjc*cos(\T)

T3 = (EI)egAicosh(N\T) — (—1)" M Xjc*senh(\;T)
TIP3 = (ET)egAisenh(NT) — (—1)" M} c*cosh(A,T)

A variavel x nas equagoes 3.72 recebe o valor z = 0 pois, para esse estudo considera-se
que a posicao onde a primeira viga esta engastada serda sempre a origem do sistema de

referéncia (figura 11). Desta forma, a matriz [V};],—¢ sera escrita como:

(3.74)

[vﬂ]:[O 1 0 1]

A0 A O

De igual jeito, em relacao as equacoes 3.73, pode-se assumir valores iguais a 0 ou L,
dependendo de onde se encontra a massa na extremidade da ultima viga, é assim que para
T = 0 tem-se um numero par de vigas e para T = L; um nimero impar de vigas. Mas
estas equagoes sao validas para a primeira e tltima vigas somente. E necessario aplicar
agora as condicoes de equilibrio nas massas de conexao com as equagoes 3.67 a 3.70 na

equacao 3.62, tem-se:

lezl Lglf le? Lﬁl Aji R} §(i+1) Rg(z+1) R;?i—i—l) j(z+1) Aj(i+1)
21 722 723 724 21 23 24
Ly Ly Lj Lii| | By _ R RJ(H-l) Rty i | ) Bieey (3.75)
Ly Ly Lyt L) | Ci R3 s Bt R R34 m| | G
L?il L?‘? L?? L?? Dj; R4 G(i+1) R4(z+1 R;%H) R44 +1) Dj(i+1)
[L;ji] [Rj(i+1)]
Onde estas matrizes estao definidas com os seguintes coeficientes:
sen(\;T) cos(\;T) senh(\;T) cosh(\;T)
L] — cos(\;T) —sen(\;T) cosh(\;T) senh(\;7) (3.76)

—EIXNsen(\T) —EIN cos(A\T) EINjsenh(A\T) EIN? cosh()\;T)
—E]/\3COS()\ T)  ElNsen(\T) EIN cosh(M\T) EINsenh(\;T)
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sen(\;T) cos(\,@)
cos(\,T) —sen(\,T)
Rion] — EINsen(A\T) £ (=LA cos(NT))  EIN cos(NT) + (LA (—sen(\T))) BTN sc
! senh(\;7) cosh(\;T)
cosh(\;T) senh(\,7)
| —EINsenh(A\T) £ (=LA} cos(AjT))  —ETN; cosh(A;T) £ (—1A}c? cosh(A;T)) — ETA}se

Pode-se obter uma relacao recursiva com as matrizes Lj; e [%j;41) para ter uma equacao

simplificada com os coeficientes da primeira e a tltima viga da montagem, tem-se:

Ajn A

it

B in _ _ _ B;

(J] = [Rin] ' [Ljn-0))[Rjn-1)] " [Lin-2)] - - - [Rjo) " [Lj1] OJ (3.78)
in j

Djy, Dj

Com esta ultima relacdo de equacoes unido as matrizes [Vj1] e T}, que foram obtidas na
equacao 3.71 pode-se escrever uma equacao completa para a montagem da estrutura, dada

por:

NIL N2 ONB NM] (A
N N2 NZ N2 | B
A it B (3.79)
le le le le le
Nji N NF Ni| | Dp

[Nj1]

Junto com a relacao seguinte:

[le]zm

= Bl [ M st (R ) o) Rial ],

(3.80)
Desta forma, a equagao 3.79 com a matriz de coeficientes dada pela equacao 3.80 permitem
ter a solucao dos coeficientes das auto-fungoes referentes a primeira viga. Mas, os coeficientes
das auto-fungdes das demais vigas podem ser obtidos usando a relacao da equacao 3.78.
Algumas observages importantes, é preciso levar em conta: (7) A equacao 3.79 é homogénea,
que admite infinitas solugoes e portanto, tem-se que considerar que a determinacao das
constantes de integracao das auto-fung¢oes representam na verdade fatores de escala, pois
o mais importante é a forma do modo de vibrar, e ndo necessariamente os valores de
sua amplitude. Salvo em casos onde se pretende comparar os resultados para os modos
calculados com dados correspondentes provenientes de experimentos, qualquer solugao
nao trivial da equacdo 3.79 é 1til no estudo da dindmica do gerador fan-folded; (i7)
A matriz[Nj;] dos coeficientes da equacao 3.79, generalizada para i-ésima viga e para
o j-ésimo modo de vibrar [N;;], é funcdo ndo apenas das propriedades geométricas e

material do gerador fan-folded, mas, mais importante, dos autovalores \; do sistema, ou
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seja [Nji] = [N;i(A;)]- Desta forma, a obtengdo de uma solucao nao trivial da Equacao
equagao 3.80 requer necessariamente que |[Nj;(A;)]| = 0, ent@o, o determinante da matriz
dos coeficientes deve ser nulo. Ao impor tal condi¢ao, obtém-se como resultado a chamada
equacao caracteristica do sistema, que é uma equagao polinomial do tipo Z;VZO apA\P =0,
cuja solucao fornece os auto-valores \; do sistema em estudo. Por se tratar de um sistema
de parametros distribuidos, a equagao caracteristica possui um ntmero infinito de raizes,
e cada uma delas correspondendo & uma auto-funcao W;;(\;, z), para a i-ésima viga, para
0 j-ésimo modo de vibrar. Entao, precisa se limitar a busca das soluc¢oes para as raizes da
equagao caracteristica a um numero finito, que depende também de quantos modos de
vibracao pretende-se incluir na analise do sistema. Para a determinagao das constantes
de integracao Aj;, Bji, Cji e Dj;, que ¢ a solucao de um sistema homogéneo de equacoes,
aborda-se a técnica descrita em (CLOUGH; PENZIEN, 2003). Portanto, da equacao 3.79
pode-se considerar Aj; = 1, o que facilita a determinacao dos outros coeficientes para o
sistema: _
NFENE N N T (1

Jl |

0
a2l N2 N2 N2 | | 0
Nj NG ONFONGE || Ca 0

0

41 1 pT42 43 44

Desta equacao pode-se determinar ja a solucao do sistema que pode ser escrita como:

-1
B, Nz NE N (N
Cpy=—|N% N® N3 N (3.82)
Djy N2 ONB ON#| | N

Finalmente, a equacao 3.82 permite determinar os coeficientes de integracao da primeira
viga, e como foi dito anteriormente, os coeficientes das demais vigas serao encontradas
com a relacao recursiva da equacao 3.78. No entanto é importante mencionar que cada
conjunto de coeficientes tem correspondéncia com cada autovalor A;. A obtencao deste
Modelo Modal é muito importante para encontrar as fungoes de resposta em frequéncia

eletromecanicas, que serd objeto de estudo nos capitulos seguintes.

3.1.3 Modelo de Estrutura Fan-Folded usando teoria de Timoshenko

Na secao anterior foi desenvolvido o modelo analitico considerando a teoria de Euler-
Bernoulli, onde foram desprezados os efeitos da for¢a cortante e da inercia de rotagdo, mas
agora se desenvolvera o modelo analitico para a estrutura da figura 6 tendo tais condigoes.
Algumas consideracoes da modelagem feito para a viga cantiléver e Fuler-Bernoulli serao
inclusas nesta secgao tais como (7) A primeira viga estd fixa na sua extremidade esquerda,
(77) A massa da ultima viga terd de igual jeito duas posi¢oes relativas possiveis, sendo

x = 0 para um numero de vigas par e £ = Lg para um numero impar de vigas, (7i7) De
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igual forma todas a vigas sdo consideradas de igual comprimento para o desenvolvimento
do modelo da estrutura. Na primeira parte desta seccao se descrevera o modelo espacial
que inclui a modelagem estrutural do sistema considerando também o material PZT, ja na
ultima parte sera descrito o modelo modal do igual forma como foi feito na sec¢ao anterior.
De acordo com a equagao 3.5 que foi descrito na viga cantiléver, conjuntamente com a forca
cortante, mas para fins de simplificacdo nas equagoes pode-se minimizar as dependéncias
das variaveis V(z,t) =V, w(x,t) = w, ¢(x,t) = ¢ e f(x,t) = f, entdo pode se ter a

relacdo seguinte:

oV 0w
—o f= (pA)eqiat2 (3.83)
ow
V - —(kGA)eq (81‘ - QZS) (384)

Nesta equacgao é importante ressaltar que a diferencia do modelo proposto por Fuler-
Bernoulli, se considera a variavel ¢(z,t) = ¢ que representa o angulo de flexdo da viga e
esta relacionado com o angulo de corte como foi presentado na equacgao 3.3 e mostrado
também na figura 8. E importante levar em conta que neste caso o valor de (kGA) e
(pA)eq representam dois valores da viga composta (subestrutura e material PZT) (DIETL;
WICKENHEISER; GARCIA, 2010), entdo é preciso estabelecer um calculo equivalente
para ser usado nesta modelagem; Todas estas equivaléncias da formulagao de propriedades
equivalentes podem ser encontradas no Apéndice A.

Da equacao 3.11, é preciso fazer uma dedugao do momento fletor, que inclua o material
PZT, seguindo uma metodologia como foi feito na equacao 3.36. Assim pode-se ter a

relacao seguinte:

hy he
M(x,t) = —/Uszdz — /Jszdz (3.85)
ha R

Considerando a equacao 3.1 e 3.42, pode-se obter uma relagao para a tensao axial, entao a

equagao 3.85 do momento fletor pode ser escrita como:
e 0¢(x,t) he . 0¢(, 1) e ds,

M(x,t) = Eb— 20y + E b 22 —/ v(t)E,b—zdz 3.86

(%) ha Ox o 0 Ox hy (D, h, (3.86)

Onde os limites de integracao hg, hy € h. ja foram definidos na equagao 3.30 e representam

os limites das posigoes verticais da seccao transversal. De esta ultima equagao pode

ser ja simplificada para ter o valor (EI)., do igual jeito que foi feito na modelagem do

Euler-Bernoulli, entao tem-se:

M(m, t) _ E8b<hl?7’ B hi) + pr(hi — hl?;)] 8¢(ZL‘, t) . [prdi’)l (hg - hl2))

3 ox 2h

(E)eq ¥

] o(t)  (3.87)

P
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(Ej)eq _ [Esb<hg — hz) _:;— pr(h‘g — hg)] (388)
B E,bds, (hz — hg)

V= [— o, ] (3.89)

M(z,t) = (EI)eqa¢(x’t) + Yu(t) (3.90)

ox

Nas relagbes anteriores, tem-se uma equacao para o (EI)., que representa a rigidez
equivalente da sec¢ao composta, além disso esta ligada a variavel ¥ que neste caso é o
coeficiente de acoplamento electromecéanico. Usando a forga cortante da equagao 3.84 e o
momento fletor da equacao 3.90 na equacio 3.11, e considerando a camada do material

PZT segmentada segue que:

T (BDS2 + 000 [0~ o)~ o= )] ) =V = ()t 391)
(D) +0000) (o = af) = 6 = )] + (G (G = 0) = bz (392

E importante ressaltar-se que a equacao 3.92 representa o balanco do momentos e que
neste caso esta ja em termos de tensao elétrica do PZT e a influencga da forga cortante. A
equacdo inclui termos como: (EI),, (kGA)e, € (ply)eq que representam as propriedades
geométricas da viga composta (subestrutura e material PZT) e foram desenvolvidas no
Apéndice A. Mas além é preciso reduzir também a equacgao 3.83, tendo em conta a forca

cortante da equacao 3.84, entao tem-se:

0 0 0?
~ (—(kGA>eq (“’ - ¢>> f = (A g (3.93)
0? 0 o
(K6A (G5 = 5 ) 47 = (A (3.00)

As equagodes 3.92 e 3.94 representam o sistema que descrevem o deslocamento da viga da
modelagem, com a diferencia do modelo proposto e desenvolvido na sec¢ao anterior que
sao duas equacoes neste caso, mas que pode ser mostrado numa so, para fazer isso possivel

primeiro se apresentara o sistema de movimento livre:

(E])qu;; +9u(t) [0z — 28) — d(x — 2%)] + (kG A)q <‘;§‘; - (;5) =
0%
(PLy)ea gz (3.95)

w96 0w
(kG A)eq (axz - 81;) = (PA)eqw

Agora pode-se usar a relacdo do deslocamento relativo com a equacao seguinte:

w(z,t) = w.(z,t) + wp(t) = w, + wy (3.96)
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Considerar que a variavel wy,, depende s6 no tempo, isto porque sera aplicado uma excitacao
na base (z = 0). Reescrevendo o sistema da equagao 3.95, usando-se a relagdo da equagao

3.96:

o? ow,
(BT gy + 0000 3o = af) = e = )] + (G (G2~ 0) =
D¢
(p y)eq@
(3.97)
0%w, Pw, o\
(pA)eq o2 - (kG )eq ( Ox2 - (9.1')2 -
—[(pA)eqg + myd(x — T, i — k) + Mo (x — 24,0 — n)] aang

O sistema descrito na equacao 3.97 pode ser simplificado numa equagao s6 como ja foi
mencionado, entao a segunda equacao do sistema anterior, seguindo uma metodologia

adotada no (RAO, 2007), é representado da seguinte forma:
29 d*w, (pA)ey 0w,

0 0x? kGA)., Ot?
S a-—'—mngl—p—%P%b o
(hGA)., pA)eq +myd(z —T,1 0z — @i —n)]
No entanto, a primeira relacao de igualdade na equacao 3.97, pode ser derivada em funcao
a x, tendo:
0% (0¢ S(z —af) O —ah) 0w,
Eley— | =— Yo(t — kGA)ey——
(Eer (ax> o) [ da iw | T RCAa 599
0 0 (0¢ '
(LG A ) DY 5 S A
(G A)eq <8x> (ol)eag (m)

Finalmente, usando as equagoes 3.98 e 3.99, obtém-se uma equagdo que representa o
modelo espacial da figura 11, que além inclui a influéncia as massas de conexao m; e a

massa na extremidade livre da ultima viga M, da estrutura:

0w, 9w, (El)eq(pA)eq 0w, 0tw,
W) g T EDe g = gy, asor ~ Papaae
4 _ P S(x — b
(PL)ea(pA)eq T0r |y 018 = Z0) e = zp) (3.100)

(kGA)., Ot dx dx
~ _T32wb B (pLy)eq T64wb (EQ)eq O0°Y 0wy
N o2 (kGA). Ot (KGA),, 02 Ot

Sendo:
T = [(pA)eq + mud(x —T,i — k) + Mid(z — 24,7 — 1) (3.101)

Dos termos da equagao 3.100 pode-se identificar que os 2 primeiros sao da teoria de
Fuler-Bernoulli, o terceiro e quinto estao relacionados com a forga cortante,com o termo
(kGA).q, mesmo que para sua nulidade é preciso fazer G — 0o, no entanto o quarto termo

representa o efeito da inercia de rotagao (RAO, 2007).
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Ate agora foi descrito o Modelo Espacial que é preciso obter para o Modelo electromecanico,
mas de aqui em diante se desenvolvera o chamado Modelo Modal, que permite mostrar
o processo para determinar as frequéncias naturais e os modos de vibracao do sistema
proposto (EWINS; 2000). A solugao para o problema da vibragao livre é obtida assumindo-
se que o deslocamento transversal da i-ésima viga composta da montagem mostrada na

figura 11 esta dado por (LEISSA; QATU, 2011; ROSSI; LAURA, 1990):
w(z,t) = W(z)n(t)
¢(z,t) = ©(x)n(t)

Mais ainda é possivel escrever o sistema de solugao proposto que considera todos os modos
de vibragao do sistema (ANSARI; KARAMI, 2015; DIETL; WICKENHEISER,; GARCIA,
2010):

(3.102)

ZVVJZ ZVVJZ z)sen(wn;)
] 1

Z iz Z z)sen(wy,;)

(3.103)

O sistema da equagao 3.103 é aphcavel para todas as vigas, onde W;;(x) representa j-ésima
auto-funcao da i-ésima viga e 7;(t) a coordenada generalizada do j-ésima modo de vibrar.
A determinacdo do modelo modal, como ja foi considerado no modelo da sec¢ao anterior,
requer a solucao da equagao diferencial mas de forma simplificada e desprezando os termos
de acoplamento elétrico e de excitacao (w(z,t) = w,(z,t)). Usa-se a variavel £ = x/Ls,
assim também dxr = L,0¢ (ROSSI; LAURA, 1990; RAO, 2007); por tanto o sistema da
equacao 3.95:

(ED)eg®); + (kG A)eg Ly (W) = Le®ji) + (pl)eqw?, L2®j; = 0

(kGA)eq (W) = Le®);) + (pA)equ L225 = 0

nj's

(3.104)

Assim, nesta equacao 3.104, é importante ressaltar-se que as variaveis W y ® sao de-
pendentes somente de z (indiretamente também de &), além w,; representa a frequéncia
natural correspondendo ao j-ésimo modo de vibrar, e para obter a solugao deste sistema
de equagoes consideramos (LEISSA; QATU, 2011; RAO, 2007):

Wji(z) = Aets
e (3.105)
CDJZ(ZL‘) = BGTS

Onde a, A e B sao constantes; Esta solu¢ao pode ser usada no sistema de equagoes 3.104:

A
B

a*(kGA)eg + (pA)equ? L2 —a(kGA)eqLs

nj's

a(kGA)eyLs a2(El)eg — L2(kGA)eq + (pI,)equ?, L2

njs

0
0] (3.106)

Tendo a equagao caracteristica seguinte:

Kia* 4+ Kya* — K3 =0 (3.107)
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Sendo:
Ky = (E1)eg(kGA)y,
Ky = Lw; (kGA)eq(PIy)eq + L} ( A)eq(EI)eq

s nj s n]
K; = L? 7213(kGA)eq(PA) _Lﬁ ig(ﬂA%q(pIy)eq

Para obter a solucao desta equacdo, debe se levar em conta que K3 + 4K, K3 > 0

(LEISSA; QATU, 2011). Sendo assim, as primeiras solugdes da equagio caracteristica, a?

e a3, sao nliimeros reais, mas a3 tem 3 possiveis valores o que gera desenvolver trés casos

(SALARIEH; GHORASHI, 2006):

« Case I. Quando a3 > 0

Wi(x) = Aisen (A1;€) + Aacos (A1;€) + Assenh (Ao;€) + Agcosh (Ag;€)

(3.108)

B B B B
®5(x) = ——cos (Ay;€) + L—zsen (Ay;€) + L—zcosh (Ao;€) + L—zsenh (Mo;€) (3.109)

Ls
Sendo
e

L

v e VE2 4+ 4K, K
U 2K,

o het VK2 + 4K K,
2 2K,

Mesmo que as equagoes 3.108 e 3.109 representam a solucao do sistema proposto,

tem-se notar que sao 8 constantes e a equacao 3.104 é de 4th ordem, portanto se

incluem 4 relagoes adicionais que permitem a solugao completa (LEISSA; QATU,

2011):
Liw? (pA)
sng eq M| =B =
()\1 kGA), “) =0
Ls Tsng\rrLrjeq pA eq Y
A (kGA), Y
Liw? (pA)
sUnjg eq )\ B —
(AQ kGA)., 2”) ’
Liw? (pA)
sng eq A B, =
(AQ kGA)., 2”) +=0

o+ Case II. Quando a3 < 0

Wji(z) = Agsen (A1;€) + Agcos (A;€) + Assen (A3;€) + Agcos (A3;6)

(3.110)

(3.111)

(3.112)

(3.113)

(3.114)
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By By
Qji(x) = — 7408 (M;€) + 7,oen (A;€) —
Sendo:
T
TL
2 Ko+ /K2 + 4K, K5
Yo 2K,
o - KKK,
o 2K,

Adicionado das condigoes:

L22

sng

( A1 ( k:GA )eq
<L
( As;( k:GA )eq

o Case III. Quando a3 =0

Wiji(z) =

B
(I)ji(x> = _f;COS ()\13‘5)

Sendo:
T
§= [:
K

K,

Com as condigoes seguintes:

Ls

Liw;;(pA)
Ay (=l N ) = By =
<)‘13(kGA)eq U) ' !
Liw;;(pA)
A, | =TT ) B —
(AIJ(kGA)eq 13) ’ ’
Ag - 0

B
3 cos (A3;€) +

B
—;Lsen (A35€)

Ajsen (A1;€) + Agcos (A1;€) + As€ + Ay

B4

f sen (A;€) + 75 + —

(3.115)

(3.116)

(3.117)

(3.118)

(3.119)

(3.120)

(3.121)

(3.122)

(3.123)

(3.124)
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Liw;;(pA)
Ay | =22 - By = 12
(Fdn) = 129

Logo de apresentar os casos possiveis da solugao, temos que levar em conta que além das
relagoes anteriores, para poder encontrar as 8 contantes do problema, precisa ser adicionado
4 equagoes que sao as condicoes de contorno. Assim, uma estrutura composta por duas
vigas exigira ter 16 constantes de integracao, destas 8 sao vinculadas as relagoes entre
W;; e ®;; (4 para cada viga), das 8 restantes, 4 sdo aplicadas aos contornos da primeira e
ultima vigas, as demais aplicadas as massas de ligacao entre as vigas que compartilham da
montagem. As condigdes de contorno para a primeira e ultima viga podem ser descritas

na figura 11 e das equagdes 3.18 e 3.20:

W;1(0)
®;1(0)

As condigoes de contorno expressas pelas equagoes 3.126 e 3.127 implicam deslocamento e

0 (3.126)
0 (3.127)

giros nulos para o ponto de conexdo da primeira viga a referéncia fixa, conjuntamente com

as relagoes da ultima viga (ROSSI; LAURA, 1990):

(E1)eq®(2) + (—1)"w?; (Lis®jn () + 2ot MysWin () = 0 (3.128)
(G A)eq (®gu() = Wjn(2)) + (=1)"wi; Mes (Win(2) + 50®pu(@) =0 (3.129)

Onde representam o equilibrio dindmico para o momento fletor e de inércia da massa
concentrada na extremidade da tltima viga, no entanto, x.; representa a distancia do centro
de massa M;, sendo assim inclusa nos calculos do apéndice B. Como ja foi mencionado na
seccao anterior, o valor (—1)", é um ajuste para a posicao da massa, onde n representa o
numero de vigas na montagem da estrutura. De fato o modelo generalizado na tltima viga
pode-se ter duas opgoes enquanto a sua posi¢ao, quando x = 0 se considera um numero de
vigas par e quando x = Ly um numero de vigas impar. Além destas equagoes, as relagoes
de ligacao nas vigas consecutivas com a masa m; precisam ser determinadas, mesmo assim,

usando um procedimento analogo ao anteriormente descrito:
Wii(z) = Wigtn)(z) (3.130)
Qji(x) = Py () (3.131)
(ET)eq®@i(7) = —(ET)eq® 11y (2)
+ (1) (1a®i11)(7) + aMiWigan@)  (3.132)
(KG A)eq (Wii(w) = Bji(2)) = ~(kGA)eq (W) () = D) ()
+ (=) w2 Mo (W) (@) + 2a®;i41)(2) ) (3.133)

Até agora se apresentaram as equagoes requeridas para determinar o modelo modal junto

com as frequéncias modais, mas tem-se 3 casos possiveis a desenvolver, no entanto que o
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processo pode ser simplificado ao considerar o primeiro caso sé, isso porque nesta opgao é
tipico para baixas frequéncias (LEISSA; QATU, 2011). Entao as equagoes 3.126 e 3.127

aplicadas as solucoes das equacgoes 3.108 e 3.109, obtém-se:

11 /12 /13 /14 /15 116 117 1718
Vie Vi Vie Vil Ve Vi Vil Vil ) Aa

()
()
(i)
WDt =0 (3.134)

Vil Vi Vit Vi ViR ViR VT VIR | Buay
()
()
()

Vil By

Tendo de forma explicita a matriz [Vj]:

[V ] _ i LSSGH ()\1]‘&)) LSCOS ()\1]‘&)) Lssenh ()\Qj&)) LSCOSh (/\ij())
L 0 0 0 0
0 0 0 0
(3.135)
—COS ()\1]‘&)) Sen ()\1]‘&)) COSh ()\Qj&)) Senh (/\ngo) 9% 8
Sendo:
X
fo=1

Sem embargo, a diferencia do modelo da seccao anterior, é preciso adicionar nesta matriz
as relagoes entre Wj; e ®;1, estas 4 relacoes foram escritas desde a equacao 3.110 até 3.113.
Assim mesmo, a equacao 3.135 pode-se simplificar se o valor o = 0 é substituido, pois
a posicao onde a primeira viga estd engastada sera sempre a origem do sistema. Entao,
sendo esclarecidas estas consideragoes, uma variacao da equagao 3.134 deve ser levada em

conta e podera ser expressada da seguinte forma:

(o0 1. 01 0 0 0 0]
0O 0 0 O ! ! 0
L, L,
kr 0 0 0 -1 0 0
0 0 Ky O 0 0O -1 0
0 0 0 Ky O 0 0 -1
L 46x8
Onde:
ngij(PA)eq
51:——)\”
/\21j(2k:GA)eq
Lewz . (pA).
Ky = swn](p )q_)\Qj

(kG A)
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De igual jeito podem ser formuladas as matrizes para a tltima viga:

Ai(jn)
As(jn)
As(jn)
YT TR TR TR T VR V| ) Augn

=0 (3.137)
R s s S s e

Tyl Bs(jn)
Bs(jn)

Ba(jn)
Pode ser expresso do seguinte jeito:

(—1)”w%ijtL§Mtssen (A1) (—1)”w%jxctL£Mtscos (A1)

1
TA —_
[ ] } Lg (k‘GA)eq)\leSCOS ()\1]§*) + —(k‘GA)eq)\leSSGH ()\1]5*) +
(—1)”w,2LjL§Mtssen (A1) (—1)"wfle§Mtscos (A1;€%)
(—1)”ngxctL§Mtssenh (A1;€%) (—1)"w%jxctL§Mtscosh (A1;€%)
(kGA)quleSCOSh ()\135*) + (kGA)eq/\lessenh (/\1]5*) +
(—1)"wp; L2 Mygsenh (Ay;6*) (=1)"wp; L2 Myscosh (Ay;€*)
(E])eq)\ljsen ()\Uf*) — (EI)Eq/\leOS ()\Uf*) +
(71)"wijLS[tscos (A1;€%) (71)”w721jLSItssen (A1;€%)
(EGA)egA1;Lscos (M;E") —  —(kGA)egh1;Lssen (Ag;E%) +
(=1)"wp e LsMyscos (A;€*)  (=1)"wp e Ls Mygsen (Ay;€*)
(ET)eqA1jsenh (Ag;E%) + (ET)egA1jcosh (A;6%) +
(—1)”0)721]»[/3[155(305}1 (Aljﬁ*) (—1)"w%jLSItsseDh (/\115*)
(3.138)
—(kGA)eq)\leSCOSh ()\1]5*) + —(k‘GA)eq)\l]'LSSGHh ()\1]5*) +
(—=1)"w} et LsMyscosh (A1;6%)  (—1)"w} ey Ls Mygsenh (A1;€¥) g
Sendo:
gL
=1

E importante que o valor z* tem duas opgoes, a primeira op¢ao para um numero n : par
de vigas z* = 0 e a outra para um numero n : impar de vigas z* = L,. Aplicando agora

as condigoes de equilibrio de conexao dadas pelas equacoes 3.130 a 3.133 nas equagoes
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3.108 e 3.109:
Axi) Axj+1))
Asyi) As(j(i+1))
As(i) As(j(i+1))
A4 i A4 j (141
(L3 2 1 = [Rawn] 00 (3.139)
1(5%) 1(j(i+1))
Boji Bajity)
Bsji) Bsj(i+1))
By Bu(j(i+1y)
Onde [Lj;] e [Rj(i4+1)] sao matrizes de coeficientes dadas por:

L%sen (AUE) Lcos </\le> L2senh (/\gjé)
0 0 0
L2k, 0 0
0 L?Iil 0
0 0 L%k,
0 0 0
0 0 0

(kGA)egA1jLscos ()\UE) —(kGA)egM1;Lssen </\le> (kG A)cqA;Lscosh (AQjE)

L2cosh (/\2@ 0 0
0 —Lcos ()\UZ) Lgsen (Aljg)
0 -1 0
0 0 -1
0 0 0
L?ko 0 0
0 (ET)eqjsen (/\UE) (ET)egA1jc08 (Aug)

(kGA)eqhojLysenh (3g,€) (kG A)egLscos (Aj€)  —(kGA)eqLysen (i€)

0 0
Lgcosh ()\ng) Lgsenh (/\QJE)
0 0
_01 8 (3.140)
0 ~1
(ED)eghajsenh (3a;€)  (EI)eghajeosh (Ag;€)
—(kGA)egLscosh (3o;€)  —(kGA)eqLysenh (Ag;€) | e
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_ LgSeH (Aljg) LECOS (Alﬂg) Lgsenh (>\2jg>
0 0 0
Lglil 0 0
0 Lg:‘il 0
0 0 L}
[Rj(i—l—l)} :% 0 0 Om

nj*'s

— (kG A)egAij Lscos (A€ +
(— 1)i+1w2 .LQMISSGH ()\1JE>

(kG A)egh; Lysen (A€ +
(—1)"*1w? . L2 M;scos (AUE)

nj*'s

(=1 za L2Mygsen (Ay€) (=1 1w wal2Miscos (Ay€)  (—1)"* 1w wa L2 Migsenh (As;)

— (kG A)eghaj Lycosh (Ao;€) +

(=1)

+1,2 2 M, senh ()\ng)

nj*'s

L%cosh (/\gjg) 0 0
0 —Lgcos ()\le> Lgsen ()\Uf)
0 ~1 0
0 0
0 0
Lglﬁg 0
(~ D)2 mal2Miscosh (Aoy€)  —(B)eghyjsen (Mj€) — —(EI)eghjeos (Aij€) +

— (kG A)gAojLysenh (A;€) +

(—1)"*1w2 L2 M4cosh ()\gjz)

nj’'s

0 0 i
Lgcosh (AQJE) Lgsenh (AQJE)

0 0

0 0

—1 0

0 —1

—(E])eq)\gjsenh ()\ng) +
(—1)*w2, LT ,cosh (Agjg)

(kGA)eqLscosh (Ao;€) +

(—1)i+1w3ljzlSLlessenh (/\QJE) (—l)iHoJTQijlsLlessenh ()\ng) |

Sendo:

= x
TL

(—1)i+1w%jLsIl$cos ()\UE)

—(kGA)eqLscos (x\ljf) -
(=1)"*1w? sy Lo Mscos (AUE) (—

—(ET)eghajcoh ()\232) +
(=1)"*'wz; Loligsenh ()\ng>

(kG A)eqLscosh (X,€) +

(—1)i+1wijLSIlssen (AUE)

(kGA)eqLssen (AUE) +

1)i+1 2

8x8

LsM;ssen ()‘UE)

(3.141)

Nas equacoes 3.140 e 3.141 se inclui a variavel Z, que representa a posicao da massa

de conexao, sendo assim, T = 0 para i : par e T = L, para i : impar. As equagoes
) ) S

presentadas tem incluso o fator (—1)"*! que permite levar em conta a influencia positiva

ou negativa da massa de conexao na flexao da viga. Uma relacao recursiva das equagoes
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anterior apresentadas pode-se obter:

Avn) A

As(jn) Az

As(jn) Az )

Aa(jn) _ _ _ A

B (j | = [Rin)  Ljn-))[Rjtn—1)] [Ljtn—2)] - - - [Rja) "' [Lja] B (j | (3.142)
1(jn 1(71

Ba(jn) Bajny

Bs(jn) Bsjny

Bujn) Bugjny

Entao seguindo um processo similar ao feito na sec¢ao anterior, e considerando a equacao
3.142 é possivel obter um sistema de equacoes referidas a primeira viga e que pode ser

além mostrado numa matriz so:

NRONRONERONEONEONENTONE) (A
NEONR ONRONE N N NT VR A
NIONE NP ONEONRONEONTONE| |
NE NP N ONE NENE NE R A o
NIONRONRONE MR N ONE VB[ B
NiONE ONEONEON® NE NN | B
NI N NP ONTONR NP VT ONE| | B
Ny N N Np N N N (B
[N
Com a relagdo seguinte:
[Vi1]exs
P = s [l o B3 s (R l] | O

Deste jeito, as equagoes 3.143 e 3.144, apresentam um sistema com coeficientes que
dependem das propriedades geométricas da estrutura e além das varidveis Aj; e Agj, mas
e ainda mais importante saber que estas a sua vez sao funcao da frequéncia w,;. Por
tanto com a solugao deste sistema é possivel determinar ja as frequéncias modais e os
modos de vibrar da primeira viga, e a equacao 3.142 pode ser usada para determinar
os modos de vibrar para todas as vigas da modelagem. Sem embargo, um procedimento
adotado tem que se assumir, o fato que este sistema tem infinitas possiveis solugoes, entao

o procedimento a seguir limita a determinacao de um tunico valor para as constantes de
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integragéo Al(j1)7 A2(j1)7 c. B3(j1)7 B4(j1):

111 ari2 13 14 15 16 17 18
le 1Nj1 le le Nj1 le le le 1

Ny NE NE NG NE NG ONT ONE | [
NG NE ONE N ONE NP NI ONE | |
NENE ONEONSONE NS NE N | Ay
NNEONE NN ONEONTONE || B
NS N® NS NS ON® ONE NS N || Baoy
NINR NP ONJENTONENTONE || By

81 82 83 84 85 86 87 38

(3.145)

|
o O O O O o o o

Finalmente, ja com o valor de A;(;1) = 1, os coeficientes podem ser determinados com a

equagao seguinte:

Asiiy N2 N2 ONZONZ ONZONT ONE| (N
Ay | (NN NN ONE NN |
An| |NEONEONEONE NP NE ONE| N
By =— |N? N3P NY NP N¥ N N N3} (3.146)
Bun| |NE N ONEONEONEONTONG| |
Bun| |NFONE ONGONEONFONTONF| NG
Bun) |NE N N oNE oo o] [

3.2 Modelo Eletromecéanico

O Modelo Eletromecanico consiste em desenvolver uma juncao entre o Modelo
Espacial e as equagoes do material PZT que permitirao obter as equacoes de FRF e as
TFRF, os modelos e as equacoes apresentadas nas secgoes anteriores sao usados nesta
parte do trabalho. Considerando que na elaboracao da pesquisa esta baseada em duas
teorias, que sem embargo, tem equagodes similares e por tanto primeiro se apresentara as
equacoes usadas em ambos modelos. J& depois, serdao aplicadas as expressoes obtidas em
cada modelo.

Uma varidvel importante a ser medida e a tensao elétrica gerada pelo PZT, mas para
isso é preciso ter umas consideracoes. Assim, sabe-se que serd aplicada uma excitacao
harmonica de deslocamento absoluto possuindo amplitude constante e frequéncia variavel
wy(z = 0,t) = wy(t), na base do gerador como foi mostrado na figura 11, mas que pode-se

representar COImao:

wy(0,t) = Woe™" (3.147)

Onde W, e w sao a amplitude e frequéncia do sinal de excitacao, respectivamente. Busca-se

agora uma relacao para aceleracao da excitacao ja que as equagoes 3.52 e 3.100 requerem
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da derivada temporal de segunda até da quarta ordem na entrada:

02 -
a;;)b = —wWWpe™' = —wiwy, (3.148)
Erralall Woe™" = — oz — W W (3.149)

No entanto, e importante levar em conta o dominio elétrico do sistema. Entao uma equagao
inerente do material PZT e a seguinte (COOK-CHENNAULT; THAMBI; SASTRY, 2008;
IEEE, 1988):

Ds(z,t) = dg107 + €33E3 (3.150)

Onde Ds(x,t) é o chamado deslocamento elétrico, €3, é a permissividade a tensao mecanica
constante e E3 o campo elétrico. Combinando-se as equagoes 3.28, 3.42 e 3.150, e também
considerando que e5; = €33 — d% E, (ERTURK; INMAN, 2008a; MATEU; MOLL, 2005);
chega-se a seguinte expressao para o deslocamento elétrico:

t
Dg(ZE, t) = dgl.EPEIlJ - 5531}}5) (3151)
P

A carga elétrica ¢(t) gerada na camada piezoelétrica pode ser obtida pela integracao do

deslocamento elétrico sobre a area do eletrodo (IEEE, 1988):

g(t) = /D.n dA (3.152)

Uma equacao matematica adicional deve ser levada em conta que sera importante para a
determinacao das equagoes que serao descritas nas secgoes seguintes, esta é mostrada a
continuacao:

T (dM6(x — ay) Ldf ™) ()

—00
Até agora estas equagoes apresentadas serao importantes para a determinagao das relagoes
eletromecanicas entre a estrutura e o material PZT. Os seguintes procedimentos descreverao
ja critérios para cada teoria em estudo, em tal situacao é preciso dividir-a em duas partes

que a continuacao se apresentam.

3.2.1 Modelo Eletromecanico usando teoria de Euler-Bernoulli

Como foi descrito nas secgdes anteriores, ja tem-se a equacao 3.52 que descreve a
modelagem da estrutura fan-folded seguindo a teoria de Euler-Bernoulli, que é convenien-

temente repetida abaixo, ja considerando a excita¢ao dada pela Equacao:

A62wr o, Pw, N ow,
P TS arrar T o
0w, dé(x —ab)  dé(z — x?)
—i—(EI)eqTx4 + Jo(t) o — o
deb

= —[pA+mid(z —T,i — k) + Md(x — 24,0 — n)] (3.154)

dt?
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Salienta-se que se busca aqui a determinacao da resposta harmonica de regime permanente
oriunda da solugao da equacao 3.154, sendo portanto consideradas nulas todas as condi¢oes
iniciais do problema em questao. O processo para a obtencao da solucao de regime
permanente da Equagao diferencial parcial eletromecéanica 3.154 segue um procedimento
similar ao usado em sistemas discretos possuindo multiplos graus de liberdade, onde as
equagoes no dominio espacial sdo submetidas a um processo de desacoplamento modal
usando o conceito da superposi¢ao modal (CLOUGH; PENZIEN, 2003):

j=1
Neste caso pode-se usar a relagao ja definida pela equagao 3.155, e substituindo-a na

equacao 3.154 obtém-se:
pA Y Wiy + eI Y Wiln; + ca y_ Wil
j=1 j=1 j=1

< dé(x —af)  dé(z — %)
EI), E W%, +9Pu(t _
+( ) Qj:1 7t 77] + U( ) dﬂj dl’

d2wb

= — [pA+ Md(x —T,i — k) + Mpd(x — 2,0 — n)] o

(3.156)

Nesta equagao se usa o modo abreviado de n(t) = 7, junto com suas derivadas associadas.
Sem embargo, um fator de correcao de sinal eletromecinico é adicionado (ANSARI;
KARAMI, 2016); o qual é definido como:

P, = sgn (Wji(a}) — Wji(a5)) (3.157)

Onde sgn é a funcédo sinal, podendo assumir valores de 1 ou -1, também tem-se que z5 e :177}
representam a posi¢ao inicial e final do material PZT, respetivamente. Portanto, o fator de
correcao de sinal eletromecanico nao provoca alteragoes na amplitude do termo relacionado
a tensao de saida da camada piezoelétrica, apenas em seu sinal. O fato de incluir este
fator de correcao deve-se a razao de eliminar o denominado cancelamento eletromecanico,
que para os varios modos de vibracao do gerador fan-folded as vigas da montagem podem
apresentar diferentes curvaturas, tanto em amplitude quanto principalmente em relacao ao
angulo de fase entre as mesmas. Conforme foi demonstrado por Erturk, estruturas flexiveis
instrumentadas com camadas piezoelétricas segmentadas (tanto em cada uma das vigas
quanto entre elas) podem apresentar o denominado cancelamento eletromecanico conside-
rando que, em funcao da polaridade das camadas piezoelétricas depender da deformacao
produzida nas mesmas, entao os sinais de duas camadas piezoelétricas podem se subtrair,
o que da origem ao cancelamento naquela frequéncia de operagao (ERTURK et al., 2009Db).
Por tanto, este fator de correcao do sinal elétrico da camada piezoelétrica busca corrigir
tensoes que tentem-se subtrair ao invés de somar-se, procurando assim obter a maxima

energia elétrica que possa ser gerada pela estrutura para um determinado modo de vibrar
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que atua numa faixa de frequéncias de operacao.

No entanto, é preciso obter as equagoes desacopladas, mas para que isso seja possi-
vel requer-se multiplicar um determinado modo de vibrar Wj;(x) = Wj; a ambos lados
da equacao 3.156, e integra-se a equagao resultante para a i-ésima viga da montagem em

0-L,, obtendo-se assim a seguinte equacao:

[e%e] L
(pAZnJ /W]ZVVJZdI) (CSIZm/VV;ZJWﬂdx) +
j:l 0

7j=1

0o Ls 0o Ls
(caZﬁj/Wjinidx) + ((El)qu’f]]/Wﬁ)VVﬂ> =
Jj=1 9 =1

B ( op ZWJ @- [dé(xd; %) d(S(xd; xﬁ)] dx) o0

_ ( /Swji A+ Mis(x — 7,0 — k) + Mid(x — 1,0 — n)]) iy (3.158)

Esta equacao descreve o efeito de todos os modos de vibracao, méas numa viga so, porém
¢é preciso generalizar o modelo para todas a vigas para o caso da tensao elétrica, esta
inconsisténcia deve-se ao fato que parte desta equacgao utiliza propriedades da estrutura
completa e a outra parte apenas de uma das vigas. Adicionalmente com a intenc¢ao de
obter uma equacao no dominio modal para qualquer um dos infinitos modos de vibracao
da estrutura completa, usando a equagao 3.153 e as relagoes de ortogonalidade (RAO,

2007); a equagao 3.158 é re-escrita como:
M 0) + Cos0) + Koy (6) = = (932 P (W) = W, (a) ) o)
(pA Z / Wii(x)dx + M, Z Wik(T) + MW (2 )) ay(t) (3.159)

110

Uma forma alternativa para a equagao 3.159 é obtida se as autofung¢oes forem normalizadas
pela massa do sistema (EWINS, 2000). Entao tem-se:

i () + 2 (1) + whyn () = —x;0(t) — yan(t) (3.160)

Sendo:

_19213( — Wj,(h))

—pAZ/VVﬂ d:c+M,Zij )+ MW ()

=1 0
cslwn; Cq

2(E1),, - 2pAwy,;

G =
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Deve se lembrar que as constantes de amortecimento nao influem na determinacao dos
modos de vibrar, mas é conveniente incluir-os na solucao de analise modal. Este amorteci-
mento é uma combinagao dos efeitos estrutural e viscoso (¢, é coeficiente de amortecimento
do ar viscoso e ¢4 ¢ da taxa de deformagao) (ERTURK; INMAN, 2011b).

Levando-se em conta agora o dominio elétrico do sistema, para obter outra equacao de
relacionamento para o material PZT, pode-se considerar a deformacao unidirecional € (x, t)
em funcao do deslocamento relativo:

0w, (x,t)

0x?

Onde, h,. representa a distancia do eixo neutro ao centro do material PZT na direcao z

e1(z,t) = —hpe (3.161)

(ERTURK; INMAN, 2008a); para o analise desenvolvido ao longo desta pesquisa tem o

valor:

hp
2
A carga elétrica ¢(t) gerada na camada piezoelétrica pode ser obtida pela integragao

(3.162)

hpe = 2n —

usando as equagoes 3.151, 3.161 em 3.152:

D

f
hy,\ 0*w,(x,t t
att) =~ | <prd31 (zn - 2”) w&g) + eggbvfi)> dz (3.163)
P

D
Zo

Da equagao 3.163 pode ser simplificada usando a equacao 3.46. Entao a corrente elétrica
gerada pelo material PZT pode ser escrita como:

P

= B0 [ (Pudrt)) (S 00 g

0

Nesta equagao mostra-se que a corrente elétrica gerada na camada piezoelétrica é fungao
de dois componentes. O primeiro componente é fun¢gdo do movimento vibratério da viga e
o segundo componente inclui a tensao gerada na camada piezoelétrica. De acordo com
a literatura (ERTURK; INMAN, 2011b; IEEE, 1988) o segundo termo que aparece na
equagao 3.164 deve-se ao efeito capacitivo elétrico equivalente da camada piezoelétrica,
seguindo isso, se pode definir a capacitancia interna equivalente:
_e53bL,

Cp Y
p

(3.165)

Segundo a Lei de Ohm, por linearidade da tensao elétrica com o resistor v(t) = Ri(t), e

usando a equacgao 3.155, pode-se ter uma relagao equivalente:

e, My i (W) — Wi(ah)) iy (1) (3.166)

Mas, deve-se generalizar para usar conjuntamente com a equacao 3.160 no dominio modal

para qualquer que for o modo de vibragao. Além é preciso incluir nesta equacao a tensao
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elétrica de todas as vigas, entao usando a equacgao 3.157 e as relagoes da equacao 3.160,

ontem-se: d " )
C,P; Z; ) + ID@'U(R) == x;m;(t) (3.167)

3.2.2 Modelo Eletromecanico usando teoria de Timoshenko

Um procedimento equivalente ao processo feito usando a teoria de Fuler-Bernoulli
sera desenvolvido nesta sec¢ao. Para isso é importante ter em conta a equacgao 3.100, e

usando a equagao 3.155 de superposicao modal, temos:

(pA)eq i Wil + (E1)eq i Wiin; - (W + ok ) iW’mg

(1) [5(&:(1— zf) B 5(m—mf)]

(ply) \Ply)eq\PA)eq (pA)
(kG A)e, x dx

7e at4

8 wy,  (ply)eq Ta wy (El)ey, O0*Y 0wy

= —T —
02 (kGA),, 0t* ' (KGA)., 022 0t

(3.168)

Entao, é possivel agora incluir o fator de corregcio de sinal eletromecanico da equacao 3.157;
além disso, multiplicar-se por o modo de vibrar ;i e integra-se a equacao resultante para

a i-ésima viga da montagem em 0-L,, tem-se:

(p[ e PAe > 84 b ©
( (]{C;A)eq : Z 8t4 /VVﬂWﬂdx pA eqznj/WﬂVijdl‘

Jj=1 3

i ((W o) S ) +

((El)eq]inj /Swﬁwggfdx) ) (M O/SWJ‘" [dé(xd; h) dé(xd; :c’})] dm) ot

0

82wb (pLy)eq T@ wy (El)ey O0*Y 0wy

=1 T hGA)., 0t T (KGA)., 022 0

(3.169)

Sendo:
L,
T = (/ Wi [(pA)eqg + Mio(x — T, 0 — k) + Myo(x — x4, — n)]) (3.170)
0

A fim de sanar uma correc¢ao, e obter uma equacdo no dominio modal para qualquer um

dos infinitos modos de vibracao da estrutura completa, a equacao 3.169 é re-escrita como:

1 o " 2 3 0? n; 4
Qg | 6t4] * <Q§ = Qg )) atzj + Q( ) = —x;0(t) — vja(t) (3.171)

Onde:

Iy)eq(PA).
le) (Io(k)Ginp q /WﬂWﬂdx
)eq
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0P = (pA)., / W;iWjidx
0

Ls

(EI)ey(pA). "

2 = <(kGA) ol ) [ WilVide
0

QW = (EI),, / W, Wida

—ﬁZP( — Wji(ah))

_ M : )2 (E1)eq
=Tt (kAL )™ = ey, 12
pAqu/Wﬂ dx+MlZW]k + MWin(a)
=1 =
n OLS
T, = (pA)qu/W (x)dz + 2M, Z 7) + 2M W ()
=17 k=2

A equacao 3.171 inclui acoplamento elétrico em funcao da presenca do material pie-
zoelétrico. Portanto, para a obtencao da solugao desta equacao tanto para o deslocamento
vertical do gerador fan-folded quanto para sua tensao de saida, deve-se ter outra equa-
¢ao, levando-se em conta agora o dominio elétrico do sistema. A relagdo da deformacao
unidirecional pode ser reescrita como:

0o (z,t)

ox

A carga elétrica ¢(t) gerada na camada piezoelétrica é obtida com as equacoes 3.162, 3.151
e 3.152:

er(x,t) = —hye (3.172)

P

q(t) = — /f (prd31 (zn - 2) 8¢’§x t) gggb”é?) dx (3.173)

p
To

Assim, uma relagdo para a corrente elétrica pode ser encontrada, usando a equacao 3.46:

P

-0 [o(Co ) (S

0

A Lei de Ohm pode ser usada, e usando também a equacao 3.165, entao a relagao da

equagao 3.174, pode-se reescrever como:

dtz( ) —v i (@) — ®5i(ah)) iy (1) (3.175)

Jj=1

C, P

3.3 Funcdes no Dominio de Frequéncia

O chamado Modelo de Resposta (EWINS, 2000) esta relacionada as FRF que

sao determinadas mediante uma aplicagdo de um carregamento harmonico de amplitude
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constante e frequéncia variavel. Em procedimentos de andlise modal simples, o carregamento
é pontual, ou seja, a forca de excitacao é aplicada a um tinico ponto da estrutura, permitindo
calcular ou medir em varios outros pontos sua resposta. Desta forma, as FRF sao definidas
pela razao entre a transformadas de Fourier dos deslocamentos de saida e da sinal de
entrada. No presente estudo, conforme é mostrado na figura 11, o gerador piezoelétrico
fan-folded é excitado a partir da aplicagao de um deslocamento harmonico via base
de fixagao, comumente denominado de excitagao via fronteira ou excitacido via suporte
(CLOUGH; PENZIEN, 2003). Em estudos experimentais, esta excitagdo é aplicada a
estrutura sob estudo fixando-a sobre a mesa vibratoria de um excitador eletromagnético de
vibragoes (MCCONNELL; VAROTO, 2008). Como resultado, tem-se uma distribuigao do
carregamento da forga distribuida, o mesmo dizer que, todos os pontos do gerador de energia
recebem o sinal de excitacao, e entdao nao é possivel proceder-se a determinacao das FRF
do sistema pois nao se conhece a forga aplicada a cada um dos infinitos graus de liberdade
do mesmo. O procedimento neste caso é usar as TFRF, que sao determinadas como a
razao entre as transformadas de Fourier dos sinais de saida e da entrada respetivamente.
Nas seguintes se¢oes se apresentam as TFRF para cada modelagem feito neste estudo. Sem
embargo, as variacoes harmonicas para a coordenada generalizada 7,(t) e tensao elétrica

v(t) sao assumidas segundo as relagbes seguintes:

n;(t) = Nj(w)e™ (3.176)
v(t) = V(w)e! (3.177)

3.3.1 Fungodes de resposta usando teoria de Fuler-Bernoulli

Usando as relac¢oes das equacgoes 3.176 e 3.177, e substituindo-as nas equagoes 3.167

e 3.160, obtém-se o seguinte:

(70?4 2Gg00ms (jo0) + w2 ) N(w) = =x;V (@) = Yas(w)
N (3.178)
(G910 + ) Vi) = ~() Lo (o

O sistema anterior pode-se simplificar e determinar a amplitude da tensdo de saida V (w):

. (Jw)X;7
V(w) 2:: ( 2w, (jw) — WQ)
sztmc+1+i( GV ) (3.179)
TP R W3+ 2w (jw) — w2
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Desta tltima é possivel determinar-se a TFRF relacionando o deslocamento na extremidade

da massa concentrada na ultima viga em relagdo a aceleracdo de entrada:

() i ( (59)X575 )

wy(w) _ j=1 nj + 26jwnj (jw) — & T | X
ap(w) . 1 (Jw)X;X; ’
C N
(Jw)Cp + R * J; <ng + 2(jwn; (Jw) — w?

s -1
: X (W, (x")) (3.180)
(; wpj + 2w (jw) — WQ) s

Na equagao anterior importante lembrar que x* representa a posicao da massa na extre-
midade da ultima viga, sendo z* = 0 para um numero de vigas par e x* = Ly para um
numero impar. De igual jeito é possivel obter uma equacao para aceleracdo da massa na

extremidade da ultima viga em relacao a aceleragao de entrada:

() S ( (59) X5 )

ay(w) _ j=1 w?zj + 2Gjwy; (Jw) — w? b | %
ap(w) : l - (Jw) XX !

(i —! ) X (Waj(a)) x (—w?) (3.181)

j=1 W%j + 2¢jwn; (Jw) — w?

As equacgoes 3.179, 3.180 e 3.181 constituem o modelo de resposta em frequéncia do gerador
fan-folded estudado no presente trabalho. Portanto, estas equagoes serao utilizadas em

simulagdes numéricas nos capitulos seguintes.

3.3.2 Fungoes de resposta usando teoria de Timoshenko

Seguindo uma metodologia usada na secgao anterior, pode-se obter um sistema
de relagoes com as equagoes 3.176, 3.177, e substituindo-as nas equagoes 3.171 e 3.175,

obtém-se o seguinte:

(2 Gt + (27 = ) (jw)? + Q) N(w) = —x;V (w) — vas(w)

J J
(3.182)
. 1 -
j=1
Simplificando os sistema de equagoes apresentado anteriormente, tem-se:
3 (79) X575
OO N =1 G R P
() ) (3.183)
v ' L 5 JW) XX
(jw>cp++z< iX; )
RSN\ et - (07 - ) w2 + 0
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A equacao 3.183 representa a amplitude da tensao de saida V(w) com relagao a aceleragao
da base. E importante distinguir que as varidveis X; € v; estao definidas na equagao 3.171,
sendo que tem igual notacao no modelo descrito na se¢ao anterior na teoria de Euler-
Bernoulli mas, possuem valores distintos em cada caso. A partir desta ultima equacao é
possivel determinar a TFRF do deslocamento na extremidade da massa concentrada na

ultima viga em relagao & aceleragao da base:

- (Jw)X;7%
(i) > (
wi(w) E et — (P — o) w2+ oY

T | X
. IR (%) X5X;
(jw)Cp + I + ]Z:; (Q(l)w‘l ~ (Q§2) _ Q(s)) W2t Q§.4)

J J

J J

= -1
X (W (z* 3.184
(j_l le)w‘l — (Q@) — Q(,3)> 2 4 Q;%)) (Whj(27)) ( )

De igual forma obtém-se uma equacao para aceleracao da massa na extremidade da ultima

viga em relacao a aceleracao de entrada:

3 (Jw) X7
X
e | 5 (le>w4 — (P =P 4l .
ww) = () XX !
Jw)Cp + — +
(Jw)Cyp R ; (Qﬁl)wzl _ <Q§-2) Qg:z)) w2+ QW

(i -1 ) x (Wos(a) x (—w?)  (3.185)

1 2 3 4
= 0wt — (P — oY) w2 + QY

Estas equagoes, além de representarem grandezas mensuraveis através de técnicas de analise
modal experimental (MCCONNELL; VAROTO, 2008; EWINS, 2000), serao exploradas
mais adiante, e assim apresentar as principais diferencas entre os modelos desenvolvidos

ao longo deste estudo, conforme sera discutido no préximo capitulo.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

A presente secgdo tem como objetivo desenvolver simulagoes numéricas e teste de
experimentacao que permitam validar o modelo analitico desenvolvido. A metodologia

usada para as simulagoes incluem uso de programa ANSYS e MATLAB.

Esta fase de procedimentos esta dividida em duas etapas. A primeira, é fazer a
validacao do modelo estrutural com simulagoes, onde além de fazer uma comparacao dos
resultados, também se apresenta um analise de sensibilidade de parametros que podem
variar o comportamento dinamico do sistema estrutural. Na segunda parte desenvolve-se
um estudo dos dados experimentais obtidos, além disso se apresentarao as diferencias dos

modelos desenvolvidos na presente pesquisa.

4.1 Simulacdao Numérica

Nessa secao serao apresentados os resultados das simulagoes numéricas dos modelos
cuja estrutura é do tipo fan-folded. Os modelos em estudo variam de acordo com o
numero de vigas conectadas que vao de 2 vigas até 4 vigas, como pode ser observado
na figura 6. Como mostrado no Capitulo 3, foi empregada a teoria de Euler-Bernoulli e
Timoshenko para o desenvolvimento do desenho estrutural proposto, e como respostas
temos as fungoes transferéncias no dominio da frequéncia e também os modos de vibrar
da estrutura em baixas frequéncias naturais. Os resultados seguintes permitirao obter
uma ampla compreensao nao s6 dos fenomenos fisicos mas também, do comportamento
dinamico do sistema ao variar parametros como o nimero de vigas da estrutura fan-folded,

entre outros.

4.1.1 Fungoes de Resposta em Frequéncia

A grande importancia das func¢oes de resposta em frequéncia se deve ao fato que
permitem seja possivel realizar a medicao dos resultados experimentais e compara-los
com os tedricos. Nessa etapa, serdo apresentados os resultados tedricos cujas saidas serao
a tensao e a aceleracgao da massa da extremidade livre da ultima viga em funcao da
aceleracao da base do fan-folded
Os resultados sao obtidos das rotinas do MATLAB e serao usadas 1, 2, 3 e 4 vigas. O
unico parametro alterado foi o niimero de vigas, mantendo todas com o mesmo compri-
mento, largura e espessura, mesma massa de conexao e considerando a mesma massa na
extremidade livre. Sao feitos dois conjunto de simula¢bes mesmo que sera também feito
dois conjuntos de experimentacoes para fazer uma comparacao completa. Os parametros
usados para as simulagoes sao apresentados nas tabelas 1 e 2.

Além disso, é preciso incluir as propriedades dos materiais usados para as simulagoes, estas
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Figura 14: Modos de vibrar da estrutura fan-folded usando ANSYS para (a) 1 viga (b) 2
vigas (c) 3 vigas e (d) 4 vigas.
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Fonte: Elaborada pelo Autor.

sao apresentadas na tabela 3. Como o objetivo consiste em encontrar as baixas frequéncias
naturais da estrutura, os resultados desta se¢do consistirao em até quatro frequéncias

naturais para 1, 2, 3 e 4 vigas e, portanto quatro modos de vibrar.

Tabela 1: Parametros geométricos de experimento 1

Parametro Viga Massa conexdo Massa extremidade PZT
Comprimento(mm) 140 12.73 12.73 50
Largura(mm) 13 12.73 12.73 13

Espessura(mm) 3.4 12.73 12.73 0.5
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Tabela 2: Pardmetros geométricos de experimento 2

Parametro Viga Massa conexao Massa extremidade PZT
Comprimento(mm) 100 12.73 12.73 72
Largura(mm) 12.8 12.73 12.73 12.8
Espessura(mm) 1.56 12.73 12.73 0.13

As figuras 15 e 16 ilustram a resposta em frequéncia até o 1000 H z, mostrando
os modos de vibrar identificados pelos picos, que correspondem ao momento em que a
base do modelo foi excitada com uma frequéncia externa de oscilagao semelhante a sua
frequéncia natural de ressonancia. Estas respostas foram usando a teoria de Fuler-Bernoulli
e Timoshenko, para 1, 2, 3 e 4 vigas. Os modos de vibracao apresentados foram obtidos

do modelo estrutural s6, sem camada piezoelétrica.

Tabela 3: Propriedades estruturais e eletromecanicas

Propriedade Viga Massa conexao Massa extremidade PZT
Médulo de Young(GPa) 69 69 69 66
Densidade(kg/m?) 2700 2700 2700 7800
Permissividade, e(nF/m) - - - 13.3
Resisténcia (kf2) - - - 100
Capacitancia (nC) - - - 0.48911

Deve-se lembrar que o modelo analitico Fuler-Bernoulli, nao considera o momento
de inercia e a forca cortante. Este fato ja é considerado no modelo Timoshenko, que nas
figuras 15 e 16 apresentam os modos de vibracao para os parametros de experimento 1 e 2
respectivamente. Estos modos de vibragao mostrados foram obtidos do modelo estrutural
sem camada piezoelétrica. Pretende-se mostrar primeiro com estos resultados que com um
numero maior de vigas na estrutura, tem-se que o numero de modos de vibrar e as frequén-
cias modais na faixa de 0 — 100 Hz aumenta. Inclusive, para o experimento 2 a faixa é
ainda menor, isso é possivel olhar na figura 16 para o modelo Fuler-Bernoulli e Timoshenko
respectivamente. Um fato importante é preciso considerar nestes dois experimentos, que na
mudanca das faixas de frequéncias obtidas do experimento 1 ao experimento 2 devem-se as
variagoes de comprimento e espessura das vigas, ja que foram usados massas de conexao e

da extremidade iguais em ambos experimentos.

Estos resultados sao validados usando o programa ANSYS, na qual é possivel visua-
lizar e determinar os modos de vibracao para 1, 2, 3 e 4 vigas, como é mostrado na figura
14. Os modos de vibracao obtidos da simulacao com o programa ANSYS pode se comparar
com os modelos desenvolvidos, usando resposta em frequéncia, neste caso foi comparada a
TFRF na aceleracao da massa na extremidade em funcao da aceleracao da base. As figuras

17 & 20 mostram as respostas em frequéncia com os dados do experimento 1 para 1, 2, 3 e



80 Capitulo 4  Resultados e Discussoes

Figura 15: Resposta em frequéncia da estrutura fan-folded com parametros de experimento
1 para (a) 1 viga (b) 2 vigas (c) 3 vigas e (d) 4 vigas.
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Fonte: Elaborada pelo Autor.

4 vigas respectivamente. No entanto, nao é preciso fazer a validagdo usando os dados do
experimento 2, porque as figuras mostram que os modos coincidem com os resultados das
simulagoes feitas no programa ANSYS. Nas tabelas 4 e 5 indicam as frequéncias até os

primeiros 4 modos de vibrar, e para os quatro casos com 1, 2, 3 e 4 vigas.

Comparando as frequéncias em ambos experimentos temos que os valores do caso 2
sao muito menores que as frequéncias do experimento 1, porque a espessura ¢ pouco menos
da metade, este fato faz vibrar as vigas a frequéncias menores. Em ambos casos a faixa
de frequéncias esta em 0-100 Hz. Uma diferenca dos valores das frequéncias tanto para
os modelos analiticos desenvolvidos e as simulagoes no ANSYS se deve ao fato que na
modelagem tem-se variacoes de massa e inercia dos parafusos nas massinhas de conexao e
na extremidade da ultima viga. No entanto, as simulagdes com ANSYS, tem erros também

devido a aproximagoes numeéricas.
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Figura 16: Resposta em frequéncia da estrutura fan-folded com parametros de experimento
2 para (a) 1 viga (b) 2 vigas (c) 3 vigas e (d) 4 vigas.
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Fonte: Elaborada pelo Autor.

4.2 Avaliacao Experimental

Nesta secao se desenvolve a validagao do modelo eletro-mecanico, mas fazendo
agora uma comparagao da resposta em frequéncia com os ensaios experimentais feitos. O
processo de experimentacao consiste em aplicar um sinal periédico na base da estrutura
fan-folded, e obtemos um valor de aceleragao da massa na extremidade da ultima viga e
outra de tensao elétrica gerada pelo material PZT. Assim, as figuras 21 a 24 apresentam
a resposta em frequéncia da aceleracao da massa na extremidade da ultima viga por
aceleracao da base, para 1, 2, 3 e 4 vigas. As frequéncias batem muito bem até para as 4

vigas e além disso, até os primeiros quatro modos de vibragao.

As figuras 25 a 28 apresentam a resposta em frequéncia da Tensao elétrica gerada por
aceleracio da base, para 1, 2, 3 e 4 vigas. E possivel olhar que quanto maior nimero

de vigas, menor sao as frequéncias naturais da estrutura, o que permite diversidade de
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Tabela 4: Frequéncias sem camada de PZT, para os dados do experimento 1

Nro de , Freq. 1 Freq. 2 Freq. 3 Freq.4
vigas  Mletodo (Hz) (Hz) (H2) (H2)
FEuler-Bernoulli 98.15 - - -

1 Timoshenko 92.57 - - -
Ansys 103.40 - - -
FEuler-Bernoulli 66.23 88.75 - -

2 Timoshenko 60.44 85.30 - -
Ansys 67.38 95.96 - -
Euler-Bernoulls 48.22 64.80 111.74 -

3 Timoshenko 42.91 63.24 103.61 -
Ansys 46.23 71.22  114.31 -
Euler-Bernoulls 37.25 50.08 97.28 111.74

4 Timoshenko 33.08 49.31 88.89 106.26
Ansys 33.74 55.67  94.50 119.82

Tabela 5: Frequéncias sem camada de PZT, para os dados do experimento 2

Nro de , Freq. 1 Freq. 2 Freq. 3 Freq.4
vigas  Mietodo (H2) (Hz) (H2) (H2)
FEuler-Bernoulls 63.03 - - -

1 Timoshenko 61.12 - - -
Ansys 69.19 - - -
FEuler-Bernoulls 42.26 63.51 - -

2 Timoshenko 40.53 61.85 - -
Ansys 44.56  73.89 - -
FEuler-Bernoulls 31.05 47.07 76.53 -

3 Timoshenko 29.32 46.43 73.39 -
Ansys 30.37  56.41 81.74 -
FEuler-Bernoulls 24.14 36.99 65.43 79.17

4 Timoshenko 22.84 36.39 62.39 76.72
Ansys 21.72 4430 64.72  88.84

aplicagoes em baixas frequéncias e que além disso, pode-se desenhar estruturas de menor
tamanho como foi descrito no trabalho de (ANSARI; KARAMI, 2016). A tabela 6 presenta
uma comparacao das frequéncias naturais dos modelos analiticos desenvolvidos com os
ensaios experimentais. Nesta tabela, conforme se tem um numero maior de vigas o erro das
frequéncias naturais diminui. Para o caso de 4 vigas, o erro da primeira frequéncia natural
da modelagem por Fuler-Bernoulli e Timoshenko ¢ 5.25 Hz e 3.31 Hz respectivamente,
em funcao das frequéncias dos ensaios experimentais. Para a segunda frequéncia os erros
sao 0.20 Hz e 0.35 Hz respectivamente. Para a terceira frequéncia os erros sao 8.55 Hz
e 4.45 Hz respectivamente, e para a quarta frequéncia os erros sao 0.25 Hz e 3.03 Hz

respectivamente. Com estos valores pode se dizer que a modelagem seguindo a teoria
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Figura 17: Validacao estrutural fan-folded de 1 vigas.
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Frequencia (Hz)

Fonte: Elaborada pelo Autor.

de Ti'moshenko é mais preciso que a modelagem com FEuler — Bernoulli. Mas, ambos
modelos descrevem uma boa performance da realidade e do ensaio experimental. Tais

efeitos de precisao deve-se ao fato de incluir o momento de inercia e forga cortante na viga.

Tabela 6: Frequéncias com camada de PZT, para os dados do experimento 2

Nro de , Freq. 1 Freq. 2 Freq.3 Freq.4
vigas  VI€todo (H:) (H2) (H2) (H2)
Euler-Bernoulls 68.53 - - -

1 Timoshenko 66.15 - - -
FExperimental 71.88 - - -
Euler-Bernoulli 46.29 68.04 - -

2 Timoshenko 43.72 66.21 - -
FExperimental 43.28 69.38 - -
Euler-Bernoulli 33.76 50.47 82.65 -

3 Timoshenko 31.52 49.62 78.63 -
Experimental 29.22  49.84 79.38 -
Euler-Bernoulli 26.50 39.59 71.05 85.41

4 Timoshenko 24.56 39.03 66.95 82.13

Ezxperimental 21.25 39.38 62.50 85.16
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Figura 18: Validagao estrutural fan-folded de 2 vigas.
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Fonte: Elaborada pelo Autor.
Figura 19: Validacao estrutural fan-folded de 3 vigas.
2 1 —— Euler-Bernoulli
10 E —— Timoshenko
101é
100 -

1073
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Fonte: Elaborada pelo Autor.
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Figura 20: Validacao estrutural fan-folded de 4 vigas.
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Figura 21: Aceleragdo da massa na extremidade por aceleragdo da base. Validagao do

da pelo Autor.

experimento 2 fan-folded de 1 viga.
—— Bernoulli
—— Timoshenko
------- Experimental
50 100 150 200 250 300
Frequencia (Hz)

Fonte: Elaborada pelo Autor.
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Figura 22: Aceleragao da massa na extremidade por aceleragao da base.Validacao do
experimento 2 fan-folded de 2 vigas.
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Fonte: Elaborada pelo Autor.

Figura 23: Aceleracao da massa na extremidade por aceleragdo da base.Validagao do
experimento 2 fan-folded de 3 vigas.
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Fonte: Elaborada pelo Autor.
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Figura 24: Aceleragao da massa na extremidade por aceleragao da base.Validacao do
experimento 2 fan-folded de 4 vigas.
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Fonte: Elaborada pelo Autor.

Figura 25: Tensao elétrica por aceleracdo da base. Validacao do experimento 2 fan-folded

de 1 viga.
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Fonte: Elaborada pelo Autor.
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Figura 26: Tensao elétrica por aceleragdo da base. Validacao do experimento 2 fan-folded

de 2 vigas.
1]
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Fonte: Elaborada pelo Autor.

Figura 27: Tensao elétrica por aceleragdo da base. Validacao do experimento 2 fan-folded

de 3 vigas.
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Fonte: Elaborada pelo Autor.
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4.2 Avaliagao Experimental

Figura 28: Tensao elétrica por aceleragao da base. Validacao do experimento 2 fan-folded

de 4 vigas.
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Fonte: Elaborada pelo Autor.
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5 CONCLUSOES

No presente trabalho foram desenvolvidas duas metodologias para a descricao do
modelo estrutural fan-folded proposto. A longo do desenvolvimento desta pesquisa, se
validaram as teorias de Fuler-Bernoulli e Timoshenko, aplicadas ao desenho estrutural.
No entanto, um grande avanco que nao foi considerado ainda por outros autores e que
salienta continuar esta pesquisa é o fato de usar a modelagem proposto pelo método de
Timoshenko para melhorar os resultados dos modelos geradores de energia em menor escala.

Assim, tem-se as seguintes conclusoes:

1. No Capitulo 3, foram desenvolvidos dos modelos, seguindo as teorias de Fuler-
Bernoulli e Timoshenko. Ambos modelos obtém uma boa resposta enquanto as
frequéncias naturais de ressonancia da estrutura fan-folded. Foi preciso considerar um
calculo descrita nos apéndices para a obtencao da influéncia da massa na extremidade
e das massa de conexao. As massas na extremidade e as massas de conexao sao
importantes para sintonizar a faixa de frequéncias e precisdo destas. Para uma faixa
de frequéncias baixas (0-100 Hz), como neste estudo, o erro diminui usando um

maior numero de vigas.

2. O modelo desenvolvido por Timoshenko inclui os efeitos de inercia e forca cortante,
o que nao tem considerado na modelagem feita com Fuler-Bernoulli. Este fato, faz
uma diferencia nas TFRF obtidas nos resultados, especificamente na obtencao das
frequéncias naturais do desenho estrutural. No Capitulo 4 foi feito uma comparacao
das frequéncias modais, obtendo um erro menor na modelagem seguindo a metodolo-
gia de Timoshenko, o que permite concluir que se foram usadas um numero maior de
vigas, para uma faixa de frequéncias ainda menor, o erro usando este ultimo modelo

teria uma precisao melhor.

3. No presente trabalho foi desenvolvido o modelo estrutural no programa ANSYS, que
foi importante para fazer a validagao do modelo estrutural. Mesmo assim, foram
apresentados os resultados das TFRF desta modelagem, e que além de ter erro pelas
aproximacgoes numéricas, este modelo descreve muito bem as frequéncias modais da

estrutura fan-folded.

4. Os modelos tedricos foram verificados com os ensaios experimentais. Para fazer
esta verificagdo, se desenharam dois ensaios experimentais, como foi descrito no
Capitulo 4. Ambos modelos descrevem uma boa performance dos resultados tanto na
tensao de saida como na aceleracao da massa da extremidade da ultima viga. Sem

embargo, o modelo tedrico desenvolvido pela metodologia de Timoshenko, presenta
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uma melhoria. Esto abranja a possibilidade de construir um modelo a menor escala,

usando tecnologia de impressao 3D.

5.1 Trabalhos Futuros

Durante o desenvolvimento do presente trabalho pode-se verificar uma série de
outras pesquisas que podem ser conduzidas a partir dos resultados aqui obtidos. Algumas

dessas estao listadas abaixo

1. Embora os resultados obtidos através das simulagdes tanto em ambiente MATLAB
quanto em elementos finitos apresentem uma concordancia razoavel com os dados
experimentais, os modelos podem ser ajustados a fim de melhorar a correlagao com os
dados experimentais. Desta forma, futuras agoes no sentido de aprimorar os modelos
continuos podem ser tomadas como por exemplo um estudo mais aprofundado das

condic¢oes de equilibrio entre vigas consecutivas na montagem.

2. Tendo em vista que as vigas, embora nominalmente tenham as mesmas dimensoes,
sabe-se que na pratica pequenas diferencas dimensionais podem ocorrer. Desta forma,
um estudo detalhado sobre caracterizacao e propagacao de incertezas no modelo
deve ser futuramente conduzido a fim de se estudar como tais incertezas afetam o
modelo. Aliado a este estudo, pode também ser feito um estudo de sensibilidade nos
modelos com o objetivo de se avaliar os parametros mais sensiveis a mudangas e que

mais afetam o desempenho do coletor piezoelétrico sanfonado.

3. Os ensaios experimentais podem ser melhorados com o objetivo de de obter dados
mais precisos. Para tanto, pode-se melhorar as condi¢des de fixacao do coletor a

mesa vibratoéria do excitador, dentre outras.

4. Pode-se também conduzir um estudo tedrico e experimental com um coletor possuindo
vigas de espessuras diferentes e verificar como esta variacao afeta a tensao de saida

do coletor.
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APENDICE A - FORMULACAO DE PROPRIEDADES EQUIVALENTES DE
MASSA E RIGIDEZ

Nesta secao serao apresentadas propriedades equivalentes da viga composta que
sao precisos conhecer para as formulagoes das equagoes presentadas no presente trabalho.
Devemos ter em conta que as relagoes estudadas serdao mesmo para ambos modelos.

Primeiro serao apresentadas as relagoes equivalentes para o modelo Fuler-Bernoulls.

Uma relacao importante é a massa equivalente da viga, per unidade de comprimento,
denotado como (pA).,. Nesta relagao foi considerada também a massa de PZT. Entao, a

massa total da viga composta:

Myiotal = Muiga +mpzr (A]-)

Miotal = PsbhsLs + ppbhy, Ly, (A.2)

A relagdo de massa equivalente é apresentada na equacao seguinte:

(pA)eq — mtotal (A3)
L
L
(0A)eg = b (pels + pyhy 7" (A.4)

Outra propriedade a ter em conta é a rigidez flexional; El momento interno de la viga é

descrita na seguinte equacao:

M(z,t) = —//Aalzdz (A.5)

he
M(x,t)=—=b| [ ojzdz+ | o}zdz (A.6)
[
" e(x,t) "t ¢z, 1) i d
— ) 2 ) 27, “31
M(z,t) =b h/Es I dz —|—h/Ep o ” dz h/v(t)Ep h, zdz (A7)
3_ 13 3_ 13 2 12
M(J],t) —b Es(hb ha) + Ep(hc hb) a¢(x7t) —b Epd31 (hc hb) U(t) (AS)
3 Ox 2h,,
(B, 9

Onde os limites de integragao h,, hy e h. foram definidas na figura 12. A equacao que

representa a rigidez flexional da viga composta (subestrutura e PZT) é a seguinte:

(EI).=b lEs(hg’ = he) + Ey(hi — hi’)]

. (A.9)

A equacao anterior descreve a rigidez flexional, mas nela considera-se que a viga é recoberta

com PZT ao longo do seu comprimento. Entao, uma variagdo desta equacao, que descreve
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uma equacao generalizada para um comprimento de PZT menor que o da viga, é a seguinte:

(51, = (51 B

+ (EI), (? (A.10)

Esta equacao, considera um comprimento menor de PZT, mas usa um promédio de rigidez.

Onde (El)., = (EI)., quando Ls = L,,.

Além das equagoes apresentadas, usadas para a modelagem da teoria FEuler-
Bernoulli, ¢ preciso adicionar dois propriedades requeridas para a modelagem da teoria
Timoshenko. O momento de inercia esta ligado a cada material, neste caso ao ter uma
viga composta, precisa-se determinar uma equagao para (pl).,. Seguindo a metodologia
da equagdo integral na secgao transversal da viga (DIETL; WICKENHEISER; GARCIA,
2010):

1
(Ply), = 5 //Aax pzrdAdz (A.11)
hy he
(pLy)., = b ps/ 2dz + pp/ (A.12)
h — h? h3 — h}
(p1y),, = b,os( 2 ) + bpp( 2 ) (A.13)

Considerando as relagoes da equagao 3.31, e a posicao do eixo neutro descrito na figura

31, obtém-se o seguinte:

hs (22, — hs — 2hy,)  pphy, (22, — hp)]

Pslls
(p]y)eq = b [ 3 + 3 (A14)

A propriedade com relacao a forga cortante (kGA).,, esta também vinculada aos dois

materiais da viga composta (subestrutura e PZT).

V(e t) = //A rdA (A.15)

V(x,t) = —kb /bGS (E?zu(x,t) — qﬁ(x,t)) dz + /po (W — ¢(:B,t)> (A.16)

ox
V(a,t) = —kb[Gol(ha — ho) + Gylhy — he)] (ang’ ) s, t)) (A.17)
V(z,t) = —kb(Gshy + Gyh,) (awéi’ D _ o t)) (A.18)

Desta equacao, é possivel obter a relacao seguinte para a viga composta:

(kGA),, = kb(Gh + Gyhy) (A.19)
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APENDICE B - DETERMINACAO DOS PARAMETROS GEOMETRICOS DA
MASSA NA EXTREMIDADE

O presente estudo esta relacionado com a determinacao de parametros geométricos
da massa na extremidade da tltima viga, que nesta sec¢ao serao descritos. Na modelagem
desenvolvida tem-se que a massa exerce efeito no ponto ¢ na viga, como ¢ mostrado na
figura 29. O ponto ¢ representara o ponto final da viga no eixo neutro, entdo nas seguintes
equagoes que serao apresentadas se terd em conta que o pardmetro z, ja é conhecido. No
apéndice D descreve-se o calculo da determinagao do eixo neutro para a seccao transversal
composta (viga e material PZT).

Na figura 29(b), se pode mostrar uma geometria equivalente para a massa na extremidade,
que tem incluso parte final da viga. Seguindo esta metologia temos a massa equivalente

seguinte:

Mts - Mt+MS (B].)

Na equacao anterior pode-se mostrar que M;, ¢ a nova massa da extremidade, e que

pode-se representar como fun¢ao das propriedades de ambos materiais:

,OsbLths

shs
Mts = PtbLtht + = bLt <Ptht + p) (BQ)

2

Para determinar o momento de inercia [;; é preciso conhecer o centroide de massa, que

Figura 29: Caracteristicas geométricas (a) com massa e subestrutura na extremidade e (b)
com massa equivalente.

h cG
2

h, +h,

lr 7777777777777777777777777777777 tzn - hp . ,lzn . hp
'y c c
h,th,- z, h,+h,- z, >

Fonte: Elaborada pelo Autor.

é possivel calcular-o usando momentos de inercia basicos (MERIAM; KRAIGE, 1998).
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Entao, temos os seguintes relagoes:

T pshsLt
ct —
shs
8<ptht+p2)
hy Zn  hy s (B.3)
he | o+ 20— By | + pohy [ 2 — 2 — =2
p“<2+z p>+p <2 2 4)
Zet =
ShS
(ptht+p2>

Com as equacoes B.3, pode-se calcular usando o teorema de Steiner ou conhecido também
por teorema de eizos paralelos (BEER; MAZUREK, 2010; RILEY, 1996). Tem-se:

Iis = Icg + Mys (ﬁt + Zc2t)

L2+ h? h ?
Its:ptbLtht (( t12 t>+<;—hp—zct+2n> +

psbLihs (L 4402\  (hs ’ (Lt )2
5 (( 18 + 2+hp Itz | T Ta +

M (xgt + zft) (B.4)
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APENDICE C - DETERMINACAO DOS PARAMETROS GEOMETRICOS DAS
MASSAS NA CONEXAO

Nesta seccao se apresenta um processo de equivaléncia da massa de conexao entre
duas vigas consecutivas. Na figura 30 pode-se ver que a massa equivalente tem uma altura

h; + 2h,, e a equacao da massa equivalente seguindo esta metodologia, tem-se:

M, = M, + M, (Cl)
A nova massa de conexao pode-se representar com a seguinte equacao:
Mg = pibLihy + 2psbLihs = 0Ly (plhl + sths) (CQ)

Figura 30: Caracteristicas geométricas (a) com massa e subestrutura na conexao e (b)
com massa equivalente.

P

CG,

CcG

n 4 “lz, ( Ihp
¥ N —— : tzn - hp vy v Y Vizn . hp
h,+h,- z, h,+h,- z, >

h, +2h,

Fonte: Elaborada pelo Autor.

Para determinar o momento de inercia I;5 é preciso conhecer o centroide de massa,

que pode-se determinar seguindo a metodologia do apéndice B (MERIAM; KRAIGE,
1998)

X pshsLl
cd —
shs
4 (plhl + p2 )
" " (C.3)
plhl (2 + z, — hp> + pshs (Zn — hp — 2)
Zel =

(prhy + pshs)
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Usando o teorema de Steiner (BEER; MAZUREK, 2010; RILEY, 1996). Tem-se:

Iis = Icc + M, (xil + Zfl)

L? + h? hy 2
I,. = p,bL _
ls Plb thl (( 12 ) < 2 h Zel + zn) +
psbLihs [ (L} + AR? hy . 2 . (Ll - )2 N
2 2 — Zn Zel 4 Ll
WLk [ L? + A2 h, > /L 2
& 5" (( ) (2 h+zn+hl> +<4l—a:d) +

M, (xil + zfl) (C.4)
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Na figura 31 pode-se ver a sec¢ao composta da viga com material PZT. Além disso,

o eixo neutro é o lugar onde a tensao de flexao é nula. O procedimento para determinar

a posicao do eixo neutro é considerar z, como a distancia do este eixo ao limite da

superficie superior na viga composta e pode-se calcular lembrando que as tensdes na secgao

transversal devem estar em equilibrio. Entdo somando as forcas na diregdo X tem-se:

ZF:/USdA+/UpdA

zn—hyp Z z %
0= / / E.zdydz + / / E,zdydz
—hs+(zn—hp) 7% zn—hyp ,%
2 ZnihP 27 #n
0=Eb [21 + E,b [21
2 —hs+(zn—hp) 2 zn—hp

0= B, (hy) (220 — 2hy — hy) + E, (hy) (22 — hy)
B+ 2Ehhy, + Ehy
T T 2 (Bohy + Eyhy)

(D.3)

(D.4)

(D.5)

A equagao D.5 mostra a distancia do eixo neutro ao limite superior da viga. Esta

equacao ¢ usada no estudo para determinar o deslocamento da viga.

Figura 31: Caracteristicas geométricas (a) da viga composta (b) da sec¢do transversal da

viga composta.

ZA

ZAK A
A 4 hp I

A

> h) |
X
A* '
[ Material PZT [ ] Subestrutura b

secc¢do transversal A- A

(a) (b)

Fonte: Elaborada pelo Autor.
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