UNIVERSIDADE FEDERAL DO MARANHAO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGIA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FISICA

DISSERTACAO DE MESTRADO

Mésons vetoriais num campo
eletromagnético no formalismo de
Duffin-Kemmer-Petiau

ANDRES GUISEPPE JIRON VICENTE

ORIENTADOR: Luis RAFAEL BENITO CASTRO

SAo Luis, JuLHO DE 2019



ANDRES GUISEPPE JIRON VICENTE

Mésons vetoriais num campo eletromagnético no
formalismo de Duffin-Kemmer-Petiau

Dissertagao apresentada ao Programa de Pés-Graduagao
em Fisica da Universidade Federal do Maranhao, como
parte dos requisitos para a obtencao do titulo de mestre.

Orientador: Prof. Dr. Luis Rafael Benito Castro

Aprovado em 08 de Julho 2019

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Edilberto Oliveira Silva - UFMA

Prof. Dr. Rodolfo Alvan Casana Sifuentes - UFMA

Prof. Dr. Angel Eduardo Obispo Vasquez - UFMA

Prof. Dr. Antonio Soares de Castro - UNESP (Campus de Guaratinguetd)




DEDICATORIA

Dedico esta dissertacdo as pessoas mais importantes da minha vida: minha avd, Elva,
meu pai Jaime, meus irmaos, Bengy e Stephano e por 4dltimo mas nao menos importante,
Priscilla, minha linda noiva.



Agradecimentos

Ao meu pai, Jaime A. Jirén Flores, e & minha mae, Belinda R. Vicente Silva, aos meus
irmaos, Bengy e Stephano, pelo apoio incondicional desde sempre, por serem minha mo-
tivacao e alegria durante quase dois anos fora de casa.

Ao meu orientador, Prof. Dr. Luis Rafael Benito Castro, pela grande paciéncia e amizade
durante este pequeno periodo académico.

Aos professores, Dr. Rodolfo A. Casana e Dr. Jorge A. Espichan, pela grande oportuni-
dade académica oferecida.

A Angel E. Obispo pela amizade e disposi¢ao, ajudando-me na compreensao de con-
ceitos fisicos que foram de suma importancia na minha formagao académica.

Aos meus amigos, Neyver Gonzales e Cesar Ibanez, pela convivéncia, paciéncia e muitos
momentos agradaveis que foram realizados no Centro Histérico - Maranhao, conhecido
também como “Reviver”.

A Joelson Reis Prado, o popular “gordito”, quem é e serd para sempre “ meu amigo de
fé, meu irmao camarada”. A dona Maria, minha maée adotiva, ao Sr. Prado, estarei eter-
namente agradecido por voces.

Aos novos amigos do programa de pés-graduacao da UFMA: Joao Victor Conceigao, Saulo
dos Santos, Joao Alfieres, Marcos Lima, Joel Félix, Joao Tendrio, entre outros.

A minha noiva, Priscilla, pelo apoio incondicional, pela infinita compreensao, paciéncia e
por ser minha “ forca estranha” durante esta grande etapa da minha vida.

ii



Resumo

O formalismo de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) é uma teoria relativistica de primeira or-
dem, que surge como uma proposta alternativa as equacgoes tradicionais de Klein-Gordon
(KG) e Proca para o estudo das particulas de spin 0 e spin 1, respectivamente. Nesta
dissertacao, estudamos o problema de um méson vetorial interagindo com um campo
magnético constante e com um potencial coulombiano com o objetivo de obter as cor-
respondentes autofuncoes e autovalores. E mostrado que, considerando a interagao ele-
tromagnética como um acoplamento minimo, nao é possivel encontrar solucoes analiticas
devido a presenca do chamado termo anémalo, o qual impossibilita o desacoplamento das
equacoes das componentes fisicas do espinor de DKP. Posteriormente, identificamos que
a presenca do termo anémalo nas equagoes de movimento é devido ao fato que o fator
giromagnético da teoria nao é o correto (g = 1). Seguindo a sugestao de considerar uma
interagao electromagnética completa (interagdo minima e nao minima), consideramos a
interagao nao-minima como uma interacao do tipo tensorial antisimétrica e conseguimos
obter o valor correto do fator giromagnético sendo g = 2, e assim obtemos a solugao do
nosso problema.

Palavras chave: méson vetorial, interagao eletromagnética, potencial coulombiano, campo
magnético, fator giromagnético.
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Abstract

The first-order Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) formalism is a relativistic theory, which ari-
ses as an alternative proposal to the traditional Klein-Gordon (KG) and Proca equations
for the study of spin-0 and spin-1 particles, respectively. In this dissertation, we study the
problem of a vector meson interacting with a constant magnetic field and a Coulombian
potential in order to obtain the corresponding autofunctions and autovalues. It is shown
that, considering electromagnetic interaction as a minimum coupling, it is not possible to
find analytical solutions due to the presence of the so-called anomalous term, which makes
it impossible to decouple the equations of the physical components of the DKP spinor.
Next, we identify that the presence of the anomalous term in the equations of motion
is due to the fact that the gyromomagnetic factor of the theory is not the correct one
(9 = 1). Following the suggestion to considering a complete electromagnetic interaction
(minimal and non-minimal interaction), we consider a non-minimal interaction as a tensor
interaction of the antisymmetric type and we get the correct value of gyromomagnetic
factor being g = 2, and thus we obtain solution to our problem.

Keywords: vector meson, electromagnetic interaction, Coulombian potential, magnetic
field, gyromagnetic factor.
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Capitulo 1

Introducao

O sucesso da teoria de Dirac na descrigao de férmions massivos de spin 1/2 motivou um in-
teresse natural na procura de equagoes relativisticas de primeira ordem para as particulas
de spin 0 e spin 1, as quais poderiam ser usadas como um formalismo alternativo para
as equacgoes conhecidas de Klein-Gordon (KG) e Proca. Um dos primeiros esforgos nessa
diregao foi proposto por De Broglie [1] em 1936. Ele sugeriu que uma teoria para fétons
massivos poderia surgir a partir da combinagao de duas particulas de spin 1/2. Tomado
por esta ideia e com profundo conhecimento da estrutura algébrica da equacao de Di-
rac, De Broglie conseguiu construir um conjunto de equacoes lineares de primeira ordem
(acopladas) envolvendo matrizes de dimensao 16x16, as quais por sua vez foram obtidas
a partir do produto direto de duas representacoes diferentes para as matrizes de Dirac.
Verifcou-se que esse novo conjunto de matrizes 16x16 (que chamaremos de matrizes [3)
satisfazem uma algebra diferente a algebra de Dirac, e cuja obtencao foi um objetivo que
De Broglie nao conseguiu atingir.

Dois anos mais tarde, e envolvido nesses mesmos questionamentos, G. Petiau [2], um dos
alunos de De Broglie, foi o primeiro a propor uma algebra consistente associada a esse con-
junto de equagoes lineares de primeira ordem acopladas baseando-se em uma representacao
de matrizes 16x16 do grupo SO(5). Posteriormente, foi mostrado que tal representacao é
redutivel, podendo-se decompor em outras 3 representacoes irredutiveis: 1 representagao
5x5, 1 representacao 10x10 e uma ultima representacao trivial. Infelizmente eram tem-
pos de guerra, e esses resultados foram publicados sé depois do final da Segunda Guerra
Mundial.



De forma simultanea e completamente alheio ao trabalho de Petiau, Kemmer [3] conseguiu
reescrever as equacoes de segunda ordem de Proca e KG como um sistema de equagoes
de primeira ordem acopladas de dimensao 10x10 e 5x5, respectivamente. Dessa forma,
Kemmer conjecturou que devia existir uma forma matricial para seu sistema de equagoes,
de forma que elas possuissem representacoes irredutiveis, representando particulas de spin
0 e 1. No entanto, ele nao conseguia clarificar, num primeiro instante, qual era a algebra
que as matrizes 8 deveriam satisfazer.

Foi assim que o matemético R. J. Duffin [4], inspirado em um semindrio ministrado
por Kemmer sobre as equacoes de Proca, conseguiu relacionar dentro de um formalismo
algébrico os campos de spin 0 e 1 com as equagoes de primeira ordem na formulacao S,
afirmando que elas deveriam satisfazer as ja conhecidas relagoes de comutacao obtidas por
Petiau em 1936. Foi Kemmer quem sintetizou seus trabalhos, junto aos avancos realizados
por Duffin e Petiau, escrevendo seu célebre artigo intitulado The particle aspect of meson
theory, onde se mostrou para a comunidade cientifica a nova equacao relativistica matri-
cial de primeira ordem, conhecida atualmente como a Equagao de Duffin-Kemmer-Petiau
(DKP).

Embora sejam estruturalmente semelhantes, as equagoes de DKP e de Dirac se diferenciam
principalmente na algebra da suas matrizes representativas, sendo que as matrizes de DKP
(8*) obedecem uma &lgebra de maior complexidade:

BB + BB B = Brg + B

Como dito anteriormente, em 3 + 1 dimensoes as matrizes S tém trés representagoes ir-
redutiveis: uma representagao de dimensao 5x5 para descrever particulas de spin 0 (setor
escalar), uma outra representacao de 10x10 para descrever particulas de spin 1 (setor ve-
torial) e uma tltima representagao trivial de 1x1 que nao tem significado fisico. O estado
dinamico ¥ para uma particula de spin 0 é representado por um espinor de 5 componentes
e para particulas de spin 1 tem um espinor de 10 componentes. Assim, antes de abor-
dar um problema, é necessario selecionar o setor de interesse, e isso pode ser realizado
escolhendo uma representacao especifica. Outra forma de selecionar o setor de interesse é
com a ajuda dos chamados operadores de proje¢ao. Esses operadores (que atuam sobre
o espinor de DKP) fornecem um espinor com componentes (chamadas de componentes
fisicas) que satisfazem a equagao de Proca (KG), no caso de trabalhar no setor vetorial
(escalar).



Apesar da elegancia deste formalismo, é claro que resolver um sistema de 10 equagoes
diferenciais acopladas é um calculo complicado, mesmo seja numericamente. Existe na
literatura um erro recorrente que consiste em igualar e/ou excluir (sem motivagao fisica)
algumas componentes do espinor de DKP (neste caso, no setor vetorial) com a finalidade de
simplificar convenientemente o sistema de equacoes e assim obter solugoes exatas [bH11].
Nesta dissertacao abordamos o mesmo procedimento sem a necessidade de lancar mao
dessas técnicas questiondveis. Um outro ponto de controvérsia é referente ao chamado
termo andémalo. Ele surge quando consideramos a equacao de DKP no setor vetorial com
interacao eletromagnética via acomplamento minimo. O resultado desse procedimento é
o surgimento de um termo proporcional a ﬁ na equagao de segunda ordem (apds tentar
desacoplar as equagoes de primeira ordem). Devido ao fato de que esse termo nao tem
analogia na teoria de Dirac, alguns autores [12-14] consideram ele como sendo néao fisico,
usando isso como justificativa para tirar a mao essa anomalia do sistema de equacoes.
Nos capitulos 3 e 4 mostramos que esse termo anémalo é excluido naturalmente da teoria
se consideramos interacao minima e nao-minima simultaneamente. Nosso argumento esta
basseado no fato de que sistemas compostos por mésons vetoriais apresentam um fator
giromagnético de g = 2, o qual é conseguido sé quando esses dois acomplamentos sao

considerados no sistema.

Esta dissertagao estd organizada da seguinte maneira: No capitulo 2 apresentamos uma
revisdo dos fundamentos bésicos do formalismo DKP. A &lgebra de DKP é discutida na
secao 2.1, a covariancia de Lorentz é discutida na secao 2.2, a equacao adjunta de DKP
na secao 2.3 e a equacao de continuidade, a normalizacao e os valores esperados sao dis-
cutidos nas secoes 2.4 e 2.5, respectivamente. As representacoes explicitas das matrizes 3
para descrever particulas de spin 0 e 1 sdo dadas na secao 2.6. A equivaléncia da teoria
DKP com as equagoes de segunda ordem de KG e Proca no caso livre é descrita na secao
2.7. Os diferentes tipos de interacao da teoria DKP para o setor escalar e vetorial sao
apresentados na secao 2.8, e na secao 2.9 é mostrado a equivaléncia da equacao de DKP
com as equacoes de Klein-Gordon e Proca para o caso de acoplamento eletromagnético.

No capitulo 3, estudamos a interagao de um méson vetorial com um campo eletromagnético
externo. Para isso, usamos a equacao de DKP em coordenadas cilindricas em presenca de
um campo magnético externo. Mostramos que, no limite nao relativistico da teoria, um
fator giromagnético ¢ = 1 aparece como consequéncia de considerar somente o sistema
minimamente acoplamento. Posteriormente, na secao 3.2, é introduzido o acoplamento
nao-minimo com a finalidade de obter o fator giromagnético correto g = 2.



No capitulo 4, estudamos a interacao de um méson vetorial imerso em um potencial
coulombiano. Para isso, utilizamos a equagao de DKP em coordenadas esféricas, obtendo
um sistema de equacoes que s6 pode ser resolvido analiticamente para os casos em que
j=1#0ej=0,1=1. Na secao 4.2, propoe-se a correcao do fator giromagnético
com a interacao nao-minima que foi definida na secao anterior. Desta forma, é obtido
um sistema de equagoes diferenciais ordindrias que é resolvido por meio de um método
de diagonalizagao. Finalmente, no capitulo 5, apresentamos as conclugoes e perspectivas
futuras.



Capitulo 2

Formalismo de
Duffin-Kemmer-Petiau (DKP)

2.1 Algebra de DKP

A equagao de DKP [15] que descreve um béson livre de massa de repouso M é dada porﬂ

<z’6“8u _ M)¢ —0, (2.1)

onde as matrizes 5" obedecem a seguinte algebra:
BrBY BN + BBV B = BrgA + B g, (2.2)
e o tensor métrico é g" = diag(l,—1,—1,—1). Assim como as matrizes ¥, também

existe um conjunto de matrizes que complementam a dlgebra e sao definidas da seguinte
maneira:

= 2(8)7 - g, (2.3)

onde n* satisfaz a seguinte propriedade:

(r)? =1, (2.4)

'Em unidades naturais h=1, ¢ = 1.



com [ representando a matriz identidade. Agora serao calculadas algumas relaces de
comutagao e anticomutagao entre as matrizes n* e 8¥ que serao importantes no desenvol-

vimento deste capitulo. Para isto, vamos multiplicar por 8¥ a direita, assim
W = 2B — g
Por outro lado, fazendo v = p em , temos que
gy = prprBT + BV pr Bt — gt Bt
Finalmente, substituindo em , obtemos
n'p” = prprBT — BYprBY + gt Bt
Analogamente, se multiplicamos por 8¥ a esquerda
B = 267 BB — g5,
e substituimos em (2.8)), tem-se
B = BB — BB BY + g B,

Apartir dos resultados anteriores, podemos encontrar duas relacées importantes.
meira relagdo é encontrada somando ([2.7)) com (2.9) para obter

{n", 8"} = 29" B*,
e a segunda relacao, subtraindo ([2.9)) de (2.7)), obtendo
i, 8] = 2(BBmB” — 88" 8" ).
Para o caso p = v, a expressao (2.11)) torna-se
[, 8] = 0.
Agora, precisamos calcular as relagoes entre as préprias matrizes n*. Calculando
[, n"] = "0 —n"n,
e substituindo (2.3 em (2.13)), tem-se

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.12)

(2.13)



") = 4((84)2(8)2 = (8")2(8")?). (2.14)
Usando a algebra podemos obter as seguintes expressoes:
(BB = g B + g™ B — B7(B")?, (2.15)
e
pYprpt = g"pY + g™t gk — B BYB". (2.16)
Substituindo (2.15)) e (2.16]) em (2.14)), obtemos
[n*, "] = 4" (8", B"], (2.17)

de forma que para o caso p # v, temos
(7", n"] = 0. (2.18)
E por tltimo, outra relacao importante é obtida fazendo p = v em (2.7))

B = g, (2.19)

Tendo encontrado relagoes importantes associadas a dlgebra das matrizes n*, o seguinte
passo agora é calcular a conjugacao complexa das matrizes 8*. Para isto, exigimos que a
seguinte relagao seja satisfeita:

(B)" = g, (2.20)
onde é possivel definir uma matriz D, de tal maneira que
Dp*D = ("), (2.21)

com D? = I. Para identificar a matriz D, primeiro devemos aplicar a conjugacao complexo
da matriz n*, obtendo

()" =2(8")1(8")T — g, (2.22)
Desta maneira substituindo (2.20]) em (2.22)) obtemos

()" =2(8")* — g™, (2.23)



onde foi usado (g"*)? = I, mostrando assim que (n*)’ = n*, quer dizer que a matriz n* é
hermitiana.

Por outro lado, multiplicando ([2.3) por D a direita e esquerda, obtemos

DntD = 2D(BH)?D — ghH. (2.24)
Usando a propriedade D? = T junto com a definicao (2.21), a equacao (2.24) pode ser
escrita como

DD = 2(8")1(B*)1 — g (2:25)
Comparando as equagoes (2.22]) com ([2.25)), tem-se a seguinte igualdade:

DD = (n")T, (2.26)

e como N* é hermitiana, pode-se concluir que

DntD = nt. (2.27)
Além disso, multiplicando (2.27)) por D a esquerda, temos que

n*D = Dn*, (2.28)

de onde podemos concluir que

[n, D] = 0. (2.29)
Como foi mostrado em (2.18]), D pode ser escolhida convenientemente como

D =n", (2.30)
onde se verifica que D? = (n*)?2 = 1. Com (2.20) e (2.21)) temos que (8*)' = DB*D =
gt pP. Pode-se deduzir que esta ultima expressao é satisfeita se e somente se

D =P (2.31)
Desta forma

= 0810 — Lui gl
(B*)" =n"Btn’ = g p*, (2.32)

portanto a matriz responsével pela hermiticidade das matrizes 8* é a matriz n°, ou seja,
as matrizes " sdo hermitianas com respeito a 7°.



2.2 Covariancia de Lorentz na teoria DKP

Nesta secao, vamos estudar a covariancia da equacao de DKP sob transformacoes de
Lorentz. A condicao de covariancia exige que sob as transformacoes

=AMt D, =A,"0,, (2.33)

Y(z) = U(A)(w), M= M, (2.34)
a equacao de DKP permaneca invariante com respeito a forma, ou seja
(iB/‘éu - M)J)@ =0, (2.35)
onde as matrizes 3# devem satisfazer a dlgebra de DKP
BHBY B + ARV Bt = Birg"A + BAgUH. (2.36)

Para encontrar a forma explicita das transformacdes U(A) e (¥, serdo substituidas as
transformagoes (2.33)) e (2.34]) em (2.35)), obtendo

iBHA VU (A0, 0 () — MU(A)y(Z) = 0. (2.37)
Multiplicando pela matriz U~(A) & esquerda, temos
iU B U (M)A, ) Do (@) — M) = 0. (2.38)

Para que a equagao (|2.38]) seja invariante, é preciso que as matrizes S transformem-se
como

U™'BrU = A*,B". (2.39)

Agora que foi determinada a forma explicita das matrizes S* sob transformacoes de Lo-
rentz, podemos construir a matriz U(A) para as transformacoes infinitesimais, dadas por

ALY =004+ Aw,” + O(AW?), Awu = —Awy,, (2.40)

para isso, é expandido U(A) em poténcias de AwH”

U(A) = 1+ ialw,, S* + O(Aw?), (2.41)
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logo, substituindo (2.41)) em , obtemos

BH +iaAw,pBrS" = BH + Awt |, BY + ialw,S"P B + O(Aw?), (2.42)

onde, igualando coeficientes dos termos Aw,g, pode-se concluir que

B = BH, iaAwyp[B*, ") = Aw, " B". (2.43)

O primeiro resultado nos mostra que as matrizes S* devem ser independentes do sistema
de coordenadas escolhido no espago de Minkowski. No entanto, o segundo resultado sera
usado para calcular o generador infinitesimal S#*¥, obtendo
1
a=-5 e S =15",8"]. (2.44)
Uma transformacao de Lorentz prépria finita pode ser gerada apartir das transformagoes
préprias infinitesimais. Tal transformagao de Lorentz é determinada por

U(A) = exp(%AwWSW). (2.45)

2.3 A equacao adjunta de DKP

Nesta secao serd construida a equacao adjunta de DKP para o caso livre. Aplicando o
conjugado hermitiano sobre a equagao de DKP ([2.1)), temos

t
[(i,@“aﬂ - M) @z)} —0, (2.46)
que pode ser escrita como
i(0up") T + Myt =0, (2.47)
ou ainda
(00" B0 + Myt = 0. (2.48)

Multiplicando (2.48)) por n° & direita, tem-se

(@B + My =0, (2.49)

e definindo o espinor adjunto ¥ como
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b =i, (2.50)
obtemos a equagao de DKP adjunta

10, B" + My =0, (2.51)

a qual é uma equacao de movimento para o espinor adjunto .

2.4 A equacao de continuidade na teoria de DKP

A equagao de continuidade na teoria DKP é obtida via processo padrao. Multiplicando a
equacao de DKP (2.1)) por ¢ & esquerda obtemos

i, — Manp = 0, (2.52)
e multiplicando a equagao de DKP conjugada (2.51)) por v a direita obtemos
10, " + Mypp = 0, (2.53)
logo, somando ([2.52)) e (2.53]) temos que
W B O + 10, MY = 0, (2.54)

que pode ser escrita em uma forma compacta como

0, (55") = 0. (2.55)

A partir deste 1dltimo resultado é possivel definir a densidade de quadricorrente como

= L, (2.56)

onde o fator % é necessario para reproduzir a densidade de carga obtida na teoria de Klein-
Gordon.

De ([2.56) obtemos que

IO = 0% = p, (257)



12

J = %&BW)- (2.58)

e a equagao ([2.56) torna-se

8, J" =0, (2.59)

que possui a forma da equacao de continuidade. E necessério mencionar que o compontente
temporal de J*(ou seja, J°) nio é positivo-definido, o que impede que J° seja interpre-
tado como uma densidade de probabilidade. Todavia J° pode ser interpretado como una
densidade de carga.

2.5 Condicao de normalizagao e valor esperado

A condigao de normalizagao é dada por [ J Odr = 41, e usando (2.57)) pode ser expressa
na teoria de DKP como

/ $B%pdr = £2, (2.60)

onde o sinal positivo (negativo) deve ser usado para uma carga positiva (negativa).
O valor esperado de qualquer observavel O é dado por

(o) = LAV (3°0)y
Jdrin®po%

onde B°0 deve ser hermitiano com respeito a 7°, ou seja, [°(8°0)]F = 7°(8°0), para
asegurar que (O) seja uma quantidade real [16].

(2.61)

2.6 Representacao das matrizes 3

A teoria DKP tem uma representacao que é redutivel a trés representagoes irredutiveis:
uma representacao trivial de primeira ordem sem significado fisico, uma representacao
de quinta ordem (chamada setor escalar) que descreve particulas de spin 0 e uma repre-
sentagao de décima ordem (chamada setor vetorial) que descreve particulas de spin 1.

Para descrever particulas de spin 0 usamos a representacao padrao [17]
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6 0 ; 0 ;
0 _ i Pi s
onde
01 -1 0 0
0 -1 0 0 0 —1

em que 0, 0 e 0 sdo matrizes nulas 2 X 3, 2 x 2 e 3 X 3, respectivamente.

Também usamos a representagao padrao [17] para descrever particulas de spin 1

0 0 0 0 0 0 e O
0o o1 0 0o 0 0 -—is;
0 __ i _ )
=10 1 0 o] b= - 0 0 o0 |’ (2:65)
0" 0 00 0" —is; 0 O
onde s; sao matrizes 3 X 3 em que (s;);x = —i€;jk, €; sao matrizes 1 x 3 em que (e;)1; = d;j

e 0, 0 sdo matrizes nulas 1 x 3, 3 x 3, enquanto I designa a matriz identidade 3 x 3.

2.7 Equivaléncia entre a teoria de DKP e as teorias de
Klein-Gordon e Proca para o caso livre
2.7.1 Operadores de selecao

Ja que a equacao de DKP pode descrever particulas de spin 0 ou de spin 1, é proposto
Umazewa [18] propoés um conjunto de operadores de projecao para facilitar a identificagao
das componentes fisicas do espinor de DKP e assim selecionar o setor fisico da teoria.

2.7.2 Setor escalar S =0

Os seguintes operadores de projecao sao definidos:

= —(B)(B")*(B*)%(8°)%, (2.66)
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com P2=Pe

Pt = PpH, (2.67)
com as seguintes propriedades:
PEBY = Pgh”, (2.68)
PSH = SH'P =0, (2.69)
PHSY = ghoPY — gt Pe. (2.70)

Considerando que as matrizes S* e P sdo invariantes sob transformacao de Lorentz, quer
dizer (B*) = pH, P’ = P e (P")' = P*. Analizaremos a seguir o comportamento de (P1)
e PH. Analisando P sob uma transformacao de Lorentz e usando a propriedade
pode-se mostrar que

(Py) = Py’ = P(UA)Y) = P(l n %AWWSW + O(Aoﬂ))u; — Py, (2.71)

mostrando assim que P transforma-se como um escalar sob transformagoes de Lorentz.
De modo analogo, analisando P*1 sob uma transformacao de Lorentz, temos que

1
(PHep) = PH(U(A)p) = P* (1 + 5D S + 0(Aw2)>¢, (2.72)
e usando a propriedade (2.70]), obtemos que
(PHep) = (55 +Awhy, + (’)(AwQ))P”z/; = A", PV, (2.73)
Pode-se ver que P*) transforma-se como um vetor sob transformacoes de Lorentz.

Equivaléncia entre DKP e KG
Aplicando o operador de projegao P na equacao de DKP livre ([2.1))

iPB"0, ) = M Py, (2.74)
e usando PB* = PH, a equacao ([2.74) pode ser escrita como
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7
Py = —-0,P"y. (2.75)
Por outro lado, aplicando o operador P¥ a equagao de DKP (2.1))
iP¥ BhO, ) = MPy, (2.76)
e usando PYp* = PgM", (2.76|) torna-se

1
PYy) = —0"P1. 2.
b= 0"Py (277)
Substituindo (2.77) em (2.75)), obtém-se
(aua# + M2> (Py) =0, (2.78)

que é a equacao de KG para uma particula livre de spin 0. Como pode ser visto em ,
quando é aplicado o operador de projecao P a equacao de DKP é selecionado o setor
escalar S = 0 da teoria, fazendo com que unicamente a componente fisica Pi satisfaca a
equacao de KG livre. Usando a representacao dada na secao Py é dado por

1
0
Py = (2.79)

0
0
0

De podemos deduzir que a componente que satisfaz a equacao de KG é i EL e as
outras quatro componentes (2,3, 14, 15) sao componentes redundantes, ji que podem
ser expressas por meio de em termos de ;. Neste ponto é importante mencionar
que a componente fisica P1) e as outras quatro componentes redundantes PH), estao
associadas ao valor de S = 0, isso é mostrado formalmente no apéndice [A]]

2.7.3 Setor vetorial S =1

Os seguintes operadores de projecao sao definidos:

2Tsso significa que h4 apenas um grau de liberdade, garantindo a descricido do comportamento de uma
particula de spin 0.
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R = (8128 (6% (8"6° — o), (2.80)

R™ = RMBY, (2.81)

com as seguintes propriedades:

RMW = —R"M, (2.82)

RMB* = g"*RI — g RV, (2.83)

RISV = g R — gl R (2.84)

SYPRM =0, (2.85)

RIVGOP — gho QYO _ ghORVP | gVa RIP _ qVp RO, (2.86)

As propriedades anteriores nos permiten mostrar que sob uma transformacao de Lorentz
temos que

(Y = RAUA) = R (14 L D § + 00w )b = M R, (287)
(RF) = R‘“’(l + %AMWSW + O(Aoﬂ))zp = A" A RPN, (2.88)

demonstrando assim que RFy e RMY1) transformam-se como um vetor e um tensor, res-
pectivamente sob transformacoes de Lorentz.
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Equivaléncia entre DKP e Proca
Aplicando o operador de projegao R* a equagao ([2.1) obtemos
Oy RMY ) = —iM RFap, (2.89)
enquanto aplicando o operador R* & equagao ({2.1]), conduz a
i
Ry = —UH 2.90
g= U (2.90)
onde foi definido

UM = 0" RMyp — OF RV). (2.91)
Substituindo (2.90) em ([2.89)), obtém-se a seguinte equagao:

9, UM + M?RM) = 0, (2.92)
que é a equacao de Proca para uma particula livre de spin 1. Aplicando 9, a equacao
(2.92), obtemos que

OuRFY =0, (2.93)
e substituindo (2.93)) em (2.92), tem-se

(0"0,, + M*)(RFp) = 0. (2.94)
As equagoes (2.93) e (2.94) sao equivalentes & equacao de Proca (2.92)). Assim pode-

mos concluir que o operador R* seleciona o setor vetorial S = 1 da teoria. Usando a
representacao da se¢ao [2.6] R*y é dado por
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9
|
w
|
N

RO = (2.95)

coococoocoocoocoofS
coococoococoooe
cCoococoocooooe
cCoococoocooooe

De (2.94) e (2.95) vemos que as componentes 1,192,103 € 14 sdo as componentes fisicas
do espinor para o setor vetorial da teoria DKP, no entanto a equacao (2.93) pode ser

usada para obter trés componentes fisicas independenteﬂ E as outras seis componentes
(15,16,17,18,19 € 110) sdo componentes redundantes, ji que podem ser expressas por meio
de em termos das componentes fisicas. Igual ao caso anterior, é importante men-
cionar que as quatro componentes fisicas R*1 e as outras seis componentes redundantes
RM1) estao associadas com o valor de S = 1. Isto é mostrado formalmente no apéndice

A2

2.8 Interacoes na teoria DKP

A equagdo DKP com interacao é escrita como

(w“au M- V)zp —0, (2.96)

onde V é um potencial da maneira mais geral possivel. Na presenca de interacoes, a
equacao conjugada de DKP torna-se

[(w“aﬂ — M- V) qp]T —0, (2.97)

i(0u") B + Myt + 4TV =0, (2.98)

3Isso significa que h4 trés graus de liberdade garantindo a descricdo do comportamento de uma particula
de spin 1.
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(0 "B ° + Myt + VT =0, (2.99)
i, n° B + Moy + Tn®n° Vi’ = 0. (2.100)

como ¥ = 1n? temos que
008" + MY+ yn°Vin® =0, (2.101)

Para a obtencao da equacao de continuidade o processo sera igual que no caso livre,
obtendo

i0u(PB") + P(n°Vin® = V)y =0, (2.102)
e usando JH = 51&&“1/1, (2.102f) é reescrito como
" + %J)(V — Vi) =0, (2.103)

onde a quadricorrente s6 sera conservada se o potencial V' for hermitiano com respeito a
n° [19]. Neste ponto é necessério mencionar qua a interagao matricial V pode ser escrita
como uma combinacao linear de estruturas de Lorentz bem definidas. Estas estruturas sao
classificadas de acordo com seu comportamento sob as transformacoes de Lorentz. Para
o setor escalar, as interacoes sao constituidas da seguinte maneira: dois escalares, dois
vetores e dois tensores [20]. Para o setor vetorial sdo: dois escalares, um pseudoescalar,
dois vetores, dois pseudovetores e oito tensores [14,21].

Explicitamente os covariantes bilineares para o setor escalar sao
e Interacgoes do tipo escalar
—
— BBt
e Interagoes do tipo vetorial
— B

— [P, By, onde P=1(B"B, —1)



e Interagoes do tipo tensorial simétrico
— {BH, B}
e Interagoes do tensorial antisimétrico
— (s, BV
E para o setor vetorial, os covariantes bilineares sao

e Interacgoes do tipo escalar
—
- Whﬁ“w

Interacoes do tipo pseudoescalar
— e BB BH BV
Interacoes do tipo vetorial
— Y
— [P, By, onde P = (845, —2)

Interacoes do tipo pseudovetorial
- &fn)\uuﬁ)\ﬁﬂﬁyw
- ir&@c)\w/[ﬁgﬂa7 5)\5#5”]1/}

Interagoes do tipo tensorial simétrico
— G[{84, 87} — b9 578, v

= O[{B780, 18" B} | — 9 (876:)2 0

Interacoes do tipo pseudotensorial simétrico

20
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- o[{or e, 800087 ) + {67, 828787 } o
e Interagoes do tipo tensorial antisimétrico

— (s, BV

— {58, 18, "]}
e Interagoes do tipo tensorial

— THYPy)y

— {8785, T i

o ?ZYHAMVIZ)

onde:

100 = i G 87, 6] ) S g 5757 — L0 7]+ 55 B, ). (2.104)

K 17 K v K v 1 K, 12
v = {1g%, 1, (8%, 81} - {18~,8"), 18", 81} — 50°{(8°,8"]. 18, 81}
Lo P Rk 1 P R A 1 Al p
_ s K Y74 — v r 2.105
518,841,185, 871} + 50°{ 187, 8 18, 8)]} + 50™{(8°,8"). 8, 81}~ (2.105)
1
S SEp AV SRV SAL p Qo
2 (0™ — g ) {89, 8, (B, Bl }-
2.9 Equivaléncia entre a teoria de DKP e as teorias de
Klein-Gordon e Proca para o caso de acoplamento minimo
Na secao foi mostrado que as componentes fisicas do espinor de DKP para o caso livre,
obedecem a equagao de KG no setor escalar, e a equagao de Proca no setor vetorial. Agora

vamos mostrar que também existe essa correspondéncia no caso do acoplamento minimo
para ambos setores, escalar e vetorial.
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A equagdo de DKP com acoplamento minimo é

(6”0, — M — B 4, ) =0, (2.106)
da qual podemos definir a derivada covariante como

D, =0, +1iqAy, (2.107)

onde A, é o quadripotencial e g é a carga do méson vetorial, a equacao (2.106)) é reescrita
da seguinte maneira:

(iﬁ“DH - M>¢ —0. (2.108)

Equivaléncia entre DKP e a equagcao KG com acoplamento minimo

Aplicando o operador de projecao P a equagao (2.108]), temos

iPB*Dyp — PMy =0, (2.109)
e usando Pg* = P, (2.109)) é

Py — %DM(PW). (2.110)

Por outro lado, aplicando o operador P” a equacao (2.109)), tem-se

Py = ﬁD”(Pw), (2.111)

e substituindo (2.111]) em (2.110)), conduz a

(D“D# + M2> (Py) = 0. (2.112)

Este resultado nos mostra, que em analogia com o caso livre, s6 a componente fisica P
satisfaz & equacdo de KG com acoplamento minimo.
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Equivaléncia entre DKP e a equagao de Proca

Aplicando o operador R a equacgao (2.108)

iRV D, — MR") =0, (2.113)
e usando RS = RY*, temos que

1

Ry = MD“ (R"F4)) . (2.114)
Logo, aplicando R"* em ([2.108)) temos
iR"MBY Dy — MR = 0, (2.115)

e ja que R"#*B“ = RVgl* — RFg¥™, (2.115]) pode-se escrever

D, UM + M?*R") =0, (2.116)

onde foi definido U*” = D*RYy) — DY R*1). O resultado obtido em (2.116]), é a equagao
de Proca com acoplamento minimo. Para poder fazer um melhor andlise, é conveniente
expressar a equacao ([2.116)) da seguinte maneira:

(DD, + M2) Ry SRS Eat = DY DR = 0, (2.117)
onde foi usado [D,,, D¥] = —igF,,” e a seguinte relacao é obtida:
g .,
DyRMp = U . (2.118)

O resultado obtido em nos mostra que sé as componentes fisicas R”v satisfazem
uma equacao de Proca com acoplamento minimo. A semelhanca com o caso de Dirac
pode ser vista pela identificacao do termo de Pauli S“*F),,. O ultimo termo de é
chamado de termo anoémalo, j4 que nao tem analogia com as outras equagcoes relativisticas.
Pode ser visto que mesmo selecionando o setor vetorial da teoria de DKP o termo anémalo
persiste, e ndo pode ser desprezado em contradi¢ao ao que outros autores afirmam [12}/13].
Mais adiante quando formos tratar o caso especifico do problema de um campo magnético
externo, esta questao ficara mais clara.



Capitulo 3

Mésons vetoriais num campo
magnético externo

Em 1896, Zeeman mostrou que as linhas espectrais do elemento quimico sédio (Na) eram
modificadas com a presenca de um campo magnético externo, e que tal modificacao con-
sistia em multipletos igualmente separados. Este fenomeno, hoje conhecido como o efeito
Zeeman, desempenha um papel importante no desenvolvimento do conhecimento das pro-
priedades magnéticas da matéria, que mais tarde seria importante para a descoberta do
spin e do momento magnético do elétron.

O hamiltoniano nao-relativistico para uma particula com carga ¢ na presenca de um campo
magnético uniform caracterizado pelo potencial vetor A, pode ser escrita como

_ b5 e
H = 57 (P = qA), (3.1)

=

onde o potencial vetor é A = %E x 7. Considerando o gauge de Coulomb (V - A= 0), a
equagao (3.1) pode ser reescrita como

1 /o a2
H:—(P—qA)
2 —

P? ¢ o q » =
“oV oA A

LA interacéo eletromagnética foi introduzida via acoplamento minimo P P— q/f.

24
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e usando a seguinte relacao vetorial:

(3.2) € reescrito como

P2 2 N
Hzi_,_qij?_iB.L. (3.4)
Neste caso, para o nosso propdsito, serao desprezados os termos quadrédticos do vetor

potencial A, ja que as contribuigoes deste termo sao muito fracas para o efeito Zeeman.
Assim, considerando apenas termos lineares, (3.4)) torna-se

H=-——-—"_B.L (3.5)

A equacao (3.5) pode ser reescrita como

H=Hy—ji, B (3.6)
onde
P2
Hy=— .
0 2M7 (37)
(§
T
A= 5L, (3.8)

com L sendo o momento angular. Aqui, Hy e jif s@o a hamiltoniana livre e 0 momento
magnético, respectivamente.

A introdugao ad hoc do spin por Pauli na equacao de Schrodinger conduziu Landé, em
uma base empirica, em reformular o fator giromagnéticg’| como

-

T
Ar=g957L, (3.9)

20 fator giromagnético 537 foi definido como o coeficiente de proporcionalidade entre o momento

magnético de uma carga g e o momento angular orbital.
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onde g é uma constante numérica, chamada fator de Landé, que depende de nimeros
quanticos semi-inteiros. Posteriormente, Einstein e De Haas realizaram trabalhos experi-
mentais para determinar a relagdo giromagnética das moléculas de um corpo rigido, no
denominado efeito Einstein-de Hass [2223]. Eles encontraram um valor de g = 1 devido
as medigoes que nao foram muito precisas, medigoes posteriores foram feitas mostrando
g = 2, dando assim o valor anémaldﬂ da relacdo giromagnética para o elétron. Agora,
mudando o operador de momento angular orbital pelo de spin podemos definir o momento
magnético de spin, como:

- q9 &z
=2—205. 3.10
fis =257 (3.10)
Usando o fato de jiy = jif + jis podemos construir o hamiltoniano total,

—

Hp=Hy— iy B, (3.11)

H = Hy — (fis + fir) - B, (3.12)

Hy = Hy — (LE n i§) B (3.13)
oM M ’

Hpy=H— %5- B, (3.14)

onde H é dada pela equacao (3.6)) e a contribui¢do do spin para a energia magnética é

q — —
H,=——5 B. 3.15
S M ( )

Mais tarde, gracas ao desenvolvimento da teoria quantica relativistica de Dirac, foi mos-
trado naturalmente por meio do acoplamento minimo com um campo eletromagnético
externo, que o fator giromagnético do elétron é g = 2. Da mesma maneira, para particulas
com spin diferente de 1/2 interagindo minimamente com o campo eletromagnético, Rarita
e Schwinger [24] apresentaram uma equacao relativistica para s = 3/2. Consequentemente,
Belifante [25] calculou o fator giromagnético para s = 3/2, encontrando g = 2/3. Isso o
levou a conjecturar pela primeira vez, depois de comparar com a equagao de Dirac s = 1/2
e com a equacao de Proca s = 1, que o fator g para uma particula com spin arbitrario

3Historicamente é chamado anémalo, devido ao fato que naquela época era esperado que o fator giro-
magnético de um corpo magnetizado fosse g = 1, segundo a teoria cléssica.
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seria ¢ = 1/s. Mas com o avango da teoria quantica de campos, Weinberg [26], usando
as propriedades da matriz S, mostrou que ao exigir que as amplitudes de espalhamento
tenham um bom comportamento na energia, levou ao valor correto do fator giromagnético
para particulas com spin arbitrario era g = 2, corrigindo a conjectura de Belifante. Da
mesma forma, Ferrari et al. [27] obtiveram os mesmos resultados mas usando uma for-
mulacao lagrangiana.

Gragas ao desenvolvimento da cromodinamica quéantica (QCD do inglés Quantum Ch-
romodynamics) tem-se estudado certos fenomenos como a condensacao de mésons vetori-
ais |28], efeito magnético quiral (CME do inglés Chiral Magnetic Effect) [29], efeito vortico
quiral (CVE do inglés Chiral Vortical Effect) [30], catélise magnética, catalise inversa [31]
e o comportamento de mésons massivos [32},33]. Por outro lado, na édrea de astrofisica e
cosmologia sabe-se que em um universo primordial grandes campos magnéticos foram cri-
ados produzindo magnetares [28]. Estes fendmenos hoje podem ser reproduzidos fazendo
colisoes no colisor de fons pesados relativisticos (RHIC do inglés Realtivistic Heavy Ion
Collider) e no grande colisor de hddrons (LHC, do inglés Large Hadron Collider) [34].

Ja que foi mencionado a importancia de estudar mésons imersos em campos magnéticos,
temos razoes suficientes para estudar o comportamento de uma particula de spin 1 em
um campo magnético uniforme e como consequéncia encontrar seu fator giromagnético
correspondente, no formalismo de DKP.

3.1 Equacao de DKP num campo magnético externo

Para estudar o efeito de um méson interagindo com um campo magnético uniforme, por
simplicidade, escolheremos a direcao do campo magnético no eixo z. Pela simetria que o
sistema possui, usaremos coordenadas cilindricas.

A equagio de DKP em coordenadas cilindricas ]

(#8000 +i8Mo, + ~80, + 26 (60, 8)] +i890, — M)w =0. (3.16)

Agora, introduzimos um campo magnético na direcao z, via acoplamento minimo

4 Para mais detalhes, consulte o apéndice
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Op — Oy +iqA,, (3.17)

onde
AH = 6(a) I A(a)v (318)
O — O +ige Ay, (3.19)

sendo e@ u a tetrada associada ao elemento de linha em coordenadas cilindricas. Esco-
lhendo o quadripotencial com simetria axial

Br
Ay = —A Ay = —. 2
(a) = (0,0,=A),0), com Ap) =~ (3.20)
Como e? 5 = r, temos que o potencial vetorial é dado por
(2) BT2
A2 =€ 2A(2) = T (321)

Pelo fato de considerar uma interagao independente do tempo, temos a liberdade de fazer

U(rt) = ¢(7:>€_iEt’ (3.22)
onde FE representa a energia do béson vetorial. Substituindo (3.21) e (3.22)) em (3.16))

obtemos

.qBr
=

BOE +i8My, +is3 (a@
r 2

)+ 359 [5,52] +i8%0. - 3] =0
(3.23)

Usando a representacao das matrizes f* dadas na secao para o setor vetorial (S = 1)
e escrevendo o espinor como

¢T = ((I)a _¢+a —¢_, —¢Oa P55, P65, P75 P85 9, SDIO)T; (324)
a equagao (3.23) torna-se

1 ) B
Mo —i (ar n T) o5 — i <7j" - zqzr> w6 — i0,07 = 0, (3.25)



) (0 qBr
My™T + Eps —i0,p9 + 1 <;9 - zq2> w10 = 0,

My~ + Epg + 10,08 — i0pp10 = 0,

— Mys —i0,® — Byt =0,

) B
—M%—z'(“’—z'q;)cb—m—:o,
T

— M7 — Ey® —i0,® =0,
) B
— Mg — i (:’ - qur> YO +id.” =0,
— Mg +i0,4° —id,pT =0,

—M8010+z'<8¢—z'qBT)1/1+—i<8r+1>w:O,
T 2 T

onde usamos as componentes fisicas como

Q= ¢, Yt = —p, YT = —ps, PO = —pu.
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(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

Antes de comecar a encontrar as equacgoes de movimento para as componentes fisicas do
sistema anterior, devemos calcular uma relacao auxiliar. Para obter a relacao auxiliar

procedemos da seguinte maneira:

1. Multiplicando a equagao (|3.25)) por —iF, obtemos

E 1 E /0 B E
_iED— = <6r n ) <“" — z’qr) 6 — 37001 = 0.
™

M ¥5 M\ r 2
2. Aplicando o operador diferencial (8T + %) a equagao 1) obtemos

(3.36)
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(ar n i) v <a + 1) ps—in <a + > Duiport i <ar " i) [(fﬁ" - zqf’) @10} ~0.
(3.37)

3. Aplicando o operador diferencial ( B¢ zqg T) a equagao (|3.27)), obtemos

(a*” - z'qBr> w*+£ (Eij” - z‘qBr> cpﬁz‘i (8;" - qBT) 8zsos—i% <a;” - z’qéﬁ) drp10 = 0.

r 2 M 2 M 2
(3.38)
4. Aplicando o operador diferencial 0, a equacao (3.28)), obtemos
E 1 0, qBr 1 1
0 © .
z a2 Yz az - — i 762 ar - == 0 339
01" + Y <T 2>sos+zM ( +T)<p9 (3.39)
5. Finalmente somando as equagoes (3.36)), (3.37), (3.38) e (3.39) obtém-se
0, qBr
+4 i - 0
— zECI) =+ ( ) 'lp < ” 12) '(/} —+ azw M2 UQl, (340)
onde
0 B 1
Uy — i (f - Zq2T> vt —i <8T T T) o (3.41)

A equagao serd chamada equacao subsididria e desempenha um papel muito im-
portante no desenvolvimento deste trabalho, ja que relaciona uma das componentes fisicas
com outras trés. Desta forma temos sé trés componentes fisicas independentes, o que
proporciona uma descricao completa de uma particula de spin 1 representada com 3 graus
de liberdade (25 + 1).

Vamos comecar a encontrar a equacao de movimento para ®. Multiplicando a equagao

(3.25) por M, temos

M?® — i <8r + i) (Mgs) —i (fj" - z’qé’)T> (Myg) —i0. (My7) =0, (3.42)

e substituindo as equagoes (3.29)), (3.30]) e (3.31) em (3.42)), obtemos
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2
M2—<6r+1)ar—<a“”—z'qBr) —0?
r r 2

+iEd,° = 0.

®+iE <6T+1> @Z)++iE(a‘p—iqBr> W™
r T 2

(3.43)

Por outro lado, multiplicando a equagao subsididria (3.40|) por i E e substituindo em (3.43)),
obtemos

2
83+87f+<6:f—iq§r> + 092 — (M? — E?)

EqB

=3

Usi. (3.44)

A equagao (3.44]) representa a equagdo de movimento para a componente fisica ®. Da
mesma maneira é calculada a equacao de movimento para as outras componentes fisicas.
Assim temos a equacao para ™"

o 1 10) qBr\? Op  _ qB
o+ % - g (L-it5T) w0 - (o - B |0t - 200 = An0 U,
(3.45)
para ¥~
9, 1 d, .qBr\* _ 20
63+—2+<“0—zqr> +02— (M*—E?) | ¢~ + =20
oo r 2 " (3.46)
qB (0, qBr
:_]\/[2<r_z2 Va1,
e para
Oy 15) .qBr 0 qB
et (T oity) vt 0= {Rovn @)
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Desta forma jé temos as quatro equacgdes de movimento para as componentes fisicas, e
estas podem ser expressas em uma forma compacta como

& (9, .qBr\’ ¢BE
oF+ -+ (:’ - zq;) +07— (M? - E%) | @ = —ZLMQ U, (3.48)
% + Pl (f — z2> + 02 — (M* - E?) ¢—T2¢Sz1/’ Ve <V - qu) Uat,
A (3.49)
onde o espinor ® e a matriz de spin S, sao dados por
Pt R 0 — 0
Y=[(v |, S.={7i 0 0], (3.50)
0 0 0 0

respectivamente. Aqui s é um parametro que toma os valores +1 (para "), —1 (para
¥7) e 0 (para ¥Y). As equagdes e tém uma similaridade com o resultado de
Dirac, exceto pelo tltimo termo proporcional a ]‘fTBQ que foi chamado por Kemmer de termo
anomalo ja que é exclusivamente para particulas de spin 1 com acoplamento minimo. De
acordo com as referéncias |[12-14], quando as mesmas equagoes sao calculadas usando os
operadores de projecao, que selecionam as componentes fisicas, o termo anoémalo persiste
e portanto nao pode ser excluido sem motivo, pois contém componentes fisicas misturadas.
Pode-se ver a partir das equacgoes e que a presenca do termo anoémalo nao
permite desacoplar o sistema.

Devido a essas desvantagens, nao podemos obter solucoes analiticas para e
usando somente o acoplamento minimo. Uma possivel razao para tal problema surge do
fato que o lado direito da equagao subsidiaria é diferente de zero; ja que apoiamos-nos nela
para construir as equacoes de segunda ordem para ® e v. Para analisar este problema com
mais detalhe, o limite nao-relativistico serd estudado. Para isso, primeiro vamos escrever
a equacao subsidiaria em uma notacao vetorial

2
. - o 4 5 (3 @ = (7
—qu>+zP.¢—qu-¢:—WB-(Px¢)+mB-(Ax¢), (3.51)
onde P = —iﬁ, é o operador de momento linear e Aéo potencial Vetoria

546a componente espacial do quadrivetor A*.
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No limite nao-relativistico, a energia da particula é praticamente a energia de repouso,

quer dizer que a baixas energias pode ser considerado F ~ M e ‘ff’ < M. Assim (3.51

reduz-se a

(I):ﬁ(ﬁ.qp)’ (3.52)

onde se desprezou os termos O (ﬁ) A relagé@o encontrada em ([3.52)) nos diz que a baixas

energias ¢ é proporcional a ¥ e no regime de velocidades muito pequenas v < 1, se obtém

P — 0. (3.53)

Assim concluimos que os efeitos da componente escalar ® nao sao percebidos no limite
nao-relativistico.

Agora, analisando o limite ndo-relativistico na equagao ([3.49)), considerando a seguinte
aproximagao

E+M=~2M, E— M= Eyg, (3.54)
(3.49) pode ser reescrita como

A9 2 .
2 N
02 + % —~ % + (?ﬁ” —~ z‘ql;r> + 82 +2MENg| ¥ — :fz“a S.p = 0. (3.55)

Devido ao fato que o operador S, nio é diagonal, a equacao (3.55)) nao pode ser resolvida.
Por esta razio serd realizado uma transformacao de similiaridadef] obtendo

2i0),
7‘2

+ 02 $=0,  (3.56)

T 7,72 Svgiag +2MFENgp

> )
82+8;—SZ+(8@—¢QBT>

onde

50s célculos detalhados da transformacéo de similiaridade sdo dados no apéndice |§|
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- 1 0 0 ) 100
Sdiag — 1o —1 0] e S2=[0 1 0. (3.57)
0 0 0 00 0

Continuando com o estudo do limite nao-relativistico, para nosso propdsito é mais conve-
niente passar a equacao (3.56) a coordenadas retangulares, de esta maneira tem—seﬂ

_ 1 /- N2 o N
Bt = [g1y(P-02)' g5 5] 639

onde P é o momento linear em coordenadas rectangulares e A é o potencial vetor dado
1 _ By Bz
por A= (_Ta T)O)

Comparando o iltimo termo da equagao (3.58]) com e junto com a definicao ,
pode-se deduzir que o fator giromagnético da teoria DKP para particulas de spin 1 com
acoplamento minimo é g = 1. Esse resultado estd em desacordo com o que Weinberg [26]
e Ferrara [27] mostraram, que o fator giromagnético é g = 2 independente do spin da
particula. Por outro lado, Corben e Schwinger [35] falam sobre os problemas que a
equacao de Proca tem com o fator giromagnético g = 1. Eles fundamentam que essa
equacao tem problemas quando se quer incorporar um acoplamento minimo, especial-
mente com os estados estacionarios em um potencial tipo coulombiano. Devido ao fato de
que eles nao encontram um conjunto de estados completos e sé podem ter duas solugoes
regulares (j =1 # 0e j =0,1 = 1), propdem solucionar o problema com uma modi-
ficacao na lagrangiana de Proca de tal forma a reproduzir o fator giromagnético g = 2.
Por outro lado, Daicic e Frankel [36], usando a equagao de Sakata-Taketani em um campo
eletromagnético externo e com um acoplamento nao-minimo, calcularam os autoestados,
corrente e os autovalores correspondentes; mostrando que para campos magnéticos inten-
sos a energia assume valores imaginarios.

3.2 Correcao do fator giromagnético

Baseados no que foi mencionado anteriormente, estamos prontos para identificar a origem
do termo anémalo. No caso do acoplamento minimo (¢ = 1) o lado direito da equagao
subsidiaria é diferente de zero carregando um termo proporcional a ﬁ que é mantido

"Os célculos detalhados encontram-se no apéndice
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até as equagoes de movimento para as componentes fisicas. Para resolver isso, propoe-se
incluir um acoplamento nao-minimo proporcional ao tensor eletromagnético (que inclui
derivadas do potencial vetorial) para obter o fator giromagnético g = 2 e assim esperar
obter no lado direito da equacao subsididria igual a zero e ter equagodes de movimento
desacopladas. Com referéncia ao acima mencionado, nos apoiaremos no trabalho de Vi-
jayalakshmi et al. [21], onde a interagao proposta é

R= % < {Baﬁav ul’}) iz (3.59)
onde
=[8",8"] e Fu =0,A, — A, (3.60)

O termo R pode ser interpretado como a interagdo de um momento magnético anémalo
com um campo eletromagnético externo, devido a semelhancga com a interacao magnética
andmala para particulas de s = 1/2. E necessario mencionar que se consideramos ape-
nas o"" F},,, como interagao anomala para particulas de spin 1, a causalidade ¢ violada [21].

Refazendo os célculos, temos

1 19) B
Mo — (ar n ) 05 — i (S” - z’qr> w6 — 1007 = 0, (3.61)
r T 2
19) qB
Myt + 71/1 + Eps — 10,09 + i (:7 — 227’) w10 =0, (3.62)
B L .
My~ — — 4™ + Bye + 10298 — 0110 = 0, (3.63)
19) qB 1
Mw0+E<p7—z<—¢—z—r>cpg+z <8T—|—> w9 =0, (3.64)
T 2 T
— M5 —i0,® — By =0, (3.65)

_ Mg — i (a:, - q?’) b B =0, (3.66)
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— My7 — Ey° —i9,® =0, (3.67)
— Mg —i (%’ - zq?ﬂ) YO +idzh™ =0, (3.68)
— Mg +i0,4° —id.pT =0, (3.69)
(0, qBr\ L Iy
— Moo+ 7—27 YT —1 67“"'; P~ =0, (3'70)

onde usamos F19 = B. Da mesma forma que a secao anterior, a nova relacao subsidiaria
é calculada e obtemos

—iE® + <ar + i) P+ (Eij” — 1‘1]23’”> v 4+ 0.9 =0. (3.71)
Comparando com a equacgao subsidiaria obtida no caso para o acoplamento minimo ,
podemos notar que a presenca da interacao R fornece o lado direito da equacao subsidiaria
igual a zero e portanto nao teremos a presenca do termo anomalo nas equagoes de movi-
mento para as componentes fisicas. Portanto, usando a equacao subsidiaria, as equagoes
de segundo ordem para as componentes fisicas tornam-se

2
[MQ—EQ— <a§+8’”)—<8¢’—z’qBr> — 5
r T 2

r

o =0, (3.72)

T r 2

2
= (o2 )< (i) ] () o
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) 8, .qBr\*
[M2 o (af + ) - (*" - z’qr> — 2|y =0. (3.75)
r T 2
Escrevendo as equacoes numa forma compacta, temos
0 9 Br\?
63+T+<“°—z'q2r> + 02— (M~ E?) | @ =0, (3.76)
r r

2 2
83+(?:"—i2+<(2ip—iq§74> + 0% — (M? — E?)

20 -
P —i (;"ﬂ'qB) S = 0.
r
(3.77)
J4 que a equacio de movimento para ® é igual & equacao da componente °, serd resolvida
sO a equagao li . Também é notado que o operador S, nao é diagonal, como foi dado em

(3.50)), por esta razao serd aplicado a mesma transformacao de similiaridade (ver apéndice
D). Desta maneira a equagao (3.77)) ¢ reescrita como.

) 2 ) Br\? 20, ~ .- . _
e T (BB o 2t gt - (2 1) |G =0,

(3.78)
onde ¥ é autoestado de S99, quer dizer S99 = sip. Neste ponto, para resolver a
equagcao (3.78)) podemos fazer o uso da decomposi¢ao usual em coordenadas cilindricas

B = 1 2ei ) iz s ). (3.79)

neste ponto, é necessario esclarecer que devido ao fato que a equacao da componente
® ¢ idéntica a equacao de 1%, o pardmetro s = 0 serd usado para representar ambas

componentes. Assim, substituindo (3.79)) em , obtemos

(o)

e N2 4 5% RE(r) =0, (3.80)

onde

_ q2B2

)\2
4

e K2=¢qB(m+2s)—k2— (M*—E?). (3.81)
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A equacao de movimento descreve uma particula de spin 1 em um campo magnético
uniforme. A solugao para (3.80) com A e k real é precisamente a bem conhecida solugao
radial da equagao Schrédinger para o oscilador harmoénico em duas dimensoes espaciais. A
solugao perto da origem valida para todo valor de m pode ser escrita sendo proporcional a
rlm+1/2 Por outro lado, para r grande a solucao quadrado-integravel comporta-se como

_\2 ~
e~"/2_ e portanto a solucdo para todo r pode ser expressa como

RS (r) = rlmH1/2¢=22/2 ¢ (1), (3.82)

onde f é uma fungao regular na origem. Adicionalmente, introduzindo

p=Ar?

1 I
a=g (!m\ +1- 2/\> , (3.83)
b=|m|+1,

encontra-se que f(r) satisfaz uma equacao hipergeométrica confluente, ou equagao de
Kummer,

d>f df
—+b—p) ——af=0 3.84
que tem como solucao geral [37]
f(p) = AM(a,b,p) + Bp'""M(a —b+1,2 = b, p), (3.85)

onde A e B s@o constantes arbitrarias. J4 que o segundo termo de (3.85)) tem uma singu-
laridade em p =0 ﬂ precisamos fazer B = 0.

Por outro lado, analisando o comportamento assintético da fungao de Kummer
PG)  sor 0, D) , i
M(a,b,p) ® ————e¢ "“Tp %+ —Lelp?°. 3.86

Podemos notar que o termo e” prejudica o bom comportamento da solugao (3.82)) para p
grande. Para resolver este problema, fazemos a = —n EL onde n é um inteiro nao negativo.

8Podemos ver que p' 7% = pf‘ml.

“Devido & propriedade da fungio gamma I'(—n) = oo.
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Ja que b > 0, M(—n,b, p) é proporcional ao polinomio de Laguerre L%bil)(p) de grau n, e

assim a solucao (3.82)) torna-se

R*(r) = Nn,mrlml—i_l/ze_)\rQ/QLgm')()‘TQ)' (3.87)
Por outro lado, o requerimento de a = —n nos leva a expressao para a energia dada por
1/2
E=+|M*+k24+¢qB(2n, +1) —2sqB| (3.88)
onde
Ny =n+ |m|2_m (3.89)

A expressao é a energia de um méson vetorial imerso em um campo magnético
uniforme ao longo do eixo z, ou também chamada niveis de Landau [38]. Como pode-
mos notar, agora aparece um fator 2sqB na energia, isto é devido ao fato que o fator
giromagnético da particula é g = 2. Este resultado estd de acordo com o obtido em [36]
no formalismo de Sakata-Taketani. Também podemos encontrar este mesmo resultado na
condensacao de mésons vetoriais [32}33].

Neste ponto, podemos analisar a expressao da energia (3.88) para dois casos possiveis que
dependem do sinal de m (m >0 e m < 0).

3.2.1 Caso: m >0

Para valores de m; positivos, as energias para as componentes fisicas sao

1/2

Et =+ [MQ + k2 +q¢B (2nt — 1)] para s =1, (3.90)
1/2

E~ ::I:[M2—|—k§—|—qB (Qn_—{—?))] para s = —1, (3.91)
1/2

E'=+ [M2 + k2 +qB (2n° + 1) ] para s = 0. (3.92)

Devido ao fato de que a energia tem que ser a mesma no sistema, EtT, E~e EY serdo
igualadas obtendo



1/2
Ep,=+|M*+k2+¢B(2n+1)|

onde a relagdo dos numeros quanticos das componentes fisicas sao

n=n’=nt—1=n"+1.

3.2.2 Caso: m<0

Para valores de m negativos, as energias para as componentes fisicas sao
1/2
E+::E[M2+PZ2+qB(2n++2m—l)} para s =1,
1/2
E~ —i[M2+PZQ+qB(2n+2m+3)] para s= —1,

1/2
Eozj:[M2+P22+qB(2n0+2m+l)] para s=0.

De modo andlogo ET, E~e E° serao igualadas obtendo

1/2
En:j:[M2+PZQ+qB(2n+2m+1)} :
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(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)

onde a relacao dos niimeros quanticos das componentes fisicas sao as mesmas que no caso

anterior, dadas por

n=n’=nt—1=n"+1.

(3.99)

Por outro lado, a solucao para cada componente fisica dependendo dos valores de m, sao

n m| _ —Ar2 i(m m
a :N;mrl lg=Ar®/2¢i( +1)“0L7(1|+1|)()\r2),

— — m| _ —Ar2 i(m— m
W :Nmmrl lg=Ar*/2gi(m=D)e |71|)()\r2),

,(ZJO — NT(L) mr|m|(37)\7"2/2e'z'rrzapl—/7(l|rn|)(AT,Q)7

(3.100)

(3.101)

(3.102)
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d=CY mr|m|e_>‘r2/26imegm|)()\7“2), (3.103)
onde as constantes N*, N~, N e C? sdo dados poﬂ

INH| = MA™ ey (2n + [m| + 1)(E*Z) — KiZ)(n+ 11 (3.104)
ml = EE(2m)(2L)(n + 1 + m])! ’ '

N = MM 20 + |m| + 1) (B*Z1 — k2 Z5)(n = 1)ley v (3.105)
m| = EE2m)(2L)(n— 1+ |m))! ’ '

N[ = A2 Zo Z3 MA™ 265 i e |0 | AENZ) ZsMAm eyt |
mm | BERm L) (n+ m) " €@m@2L)(n+ m))! ’

(3.106)
onde
6= (2n+ 2+ |m| —m)* = 2(m + |m| + 2n + 4) + 2a, (3.107)
a=Mn+1)(n+1+m))+ n+2)(n+2+|m|), (3.108)
w=(2n+|m| —m)* = 2(m + |m| + 2n — 2) + 20, (3.109)
b=n(n+|m|)+ (n—1)(n — 1+ |m|), (3.110)
y=M?*—-E*— k2, (3.111)
2
€ = {[y(3+22+ [m) +5] +a [% +2(2n + |m| —m)r}, (3.112)
2
€ = { {9(271 —Al +mp) | w] +b [% +2(2n+ 1+ |m| — m)]Q} , (3.113)

1005 célculos detalhados encontram-se no apéndice
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€= (e1+e)2n+ |m|+1)(B*Z) — k1 Zy) 4+ 2Z3eo\ (k2 Zy — E* 7)), (3.114)
p=0+2n+m)?+n(n+|m|)+ n+1)(n+1+|m|), (3.115)
Z1 = {p KNP;EE) +2(n+1)r+lf(2n+1+ym\)}, (3.116)
72 = {p KW) +2(n+1)r+E/\4(2n+1+|m|)}, (3.117)

n(n+fme (n + M2

- - +(m+1+m))(n+1)+ (n+1+|m|—m)% (3.118)
2 2

Z3 =



Capitulo 4

Mésons vetoriais em um potencial
coulombiano

Sabe-se que o modelo atomico de Rutherford apresentou alguns problemas ao tentar ex-
plicar certos fenomenos, um deles esta associada a radiagao emitida pelo elétron na sua
propria érbita. Esse problema consiste na perda continua de energia do elétron, fazendo
que esse colapse no nucleo. Esse fato estava em total contradicao com os dados espec-
trocéspicos dos dtomos conhecidos até a segunda metade do século XIX. Por esta razao,
Bohr, que tinha sido estudante de Rutherford em 1962, propos incorporar nesse modelo a
recente teoria quantica desenvolvida por Einstein e Planck, de modo que o elétron emite
ou absorve energia na forma de minusculos pacotesEL e nao de forma continua. Mostrando
assim que, se o elétron tem uma Orbita circular e considerando a quantizacao de Planck,
pode-se obter a seguinte expressao:

ZQ 2
E,= -1, (4.1)
2agn
. , . . 2 , , - .
aqui ag é o radio de Bohr definido como ag = %, Z é o numero atoémico, |g| é a carga
q

do elétron e ¢y é a permissividade do vacuo. Como observamos, a energia depende do
nimero quantico principal n que determina a quantizacao das érbitas do elétron. Apesar
de reproduzir as linhas espectrais como as do hidrogénio, o modelo de Bohr apresenta
algumas limitacoes. Ja que a resolucao das linhas espectrais nos dtomos estava sendo
aperfeicoadas, foram observadas desdobramentos entre elas que nao poderiam ser explica-

LA esse pequeno pacote de energia Planck deu o nome de quantum (o plural é quanta).
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dos com esse modelo. Assim, também nao explicaram a razao pela qual algumas linhas
eram mais brilhantes que outras. Essas deficiéncias na teoria de Bohr continuaram até que
Schrodinger, tomando como base a dualidade onda-particula de De-Broglie e o principio
de incerteza de Heisenberg, formulasse a teoria quantica do elétron. Schrédinger construiu
a partir de operadores diferenciais o seguinte hamiltoniano:

Hip = Eip, (4.2)
onde
.p2
H= ot V(r), (4.3)

com P sendo o operador de momento e V() como um potencial que depende das coordena-
das. Usando coordenadas esféricas para descrever um elétron na presenga de um potencial
radial V(r) = —Zq?/r, e considerando que 9 pode-se escrever como 1 = %u(r)Y(H, ®) E|,
tem-se

2 dPu(r 2
L

Resolvendo (4.4) e considerando que a solugao tenha un bom comportamento perto da
origem e a distancias muito grandes, obtém-se a energia do sistema
22q2

E, = — . 4.5
" 2a0n? (4.5)

A expressao reproduz o mesmo resultado obtido por Bohr, mostrando assim que a
teoria quantica do elétron de Schrodinger estava no caminho certo. Mas, com a introdugao
ad hoc do spin feita por Pauli e a formulagao da teoria da relatividade restrita feita por
Einstein, foi necessario a modificacao do espectro de energia dos atomos e particulas
que ja eram conhecidos. Ja que foi mostrado experimentalmente que essas corregoes sao
pequenas, estes poderiam ser consideradas como perturbagoes a energia do elétron. Deste
modo, as principais corre¢oes sao dadas em sua forma hamiltoniana da seguinte maneira:

Hr =Ho+ Hso + Hye + Hp, (4.6)

2 A funcdo angular Y™ (0, ¢) é chamada harménico esférico.
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onde o termo Hj € a energia nao perturbada dada por . O termo Hgp é o hamiltoniano
devido a interacao do momento angular orbital L com o momento angular intrinseco 5’
essa interacao é chamada acoplamento spin-orbita

1 dv . -
Vi g

Hsp = —55—1L- 4.7
50 = oM2e2r dr ’ (4.7)
com a energia associada
Z4qt l sej=1+1/2
Ean = ’ . ’ 4.8
SO T UM a2+ 1/2)(1+ 1) {—(l +1), sej=1-1/2. (4.8)

O termo H,.; contribui ao hamiltoniano H com as corregoes relativisticas a energia cinética.
Tal modificacao é

T = /P2 + M2c* — Mc*, (4.9)

Fazendo Pc < Mc? podemos expandir (4.9)), obtendo

P2 P4
= —— 4.10
2M?  8M3c2’ ( )
onde o segundo termo de ( é a correcao relativistica
P4
H’I’El — —m, (411)
com a energia associada
1 Z4et 1 3
Erg=— -—— . 4.12
T M a2nd <l +1/2 4n> (4.12)

Por ltimo, o termo Hp é a correcao de Darwin que nos diz que o elétron nao pode estar
emr=0paral=0

Howrwm = T Ze%5(r), (4.13)
Darwin = M 22 € .
com a energia associada
Z4 4
¢ 86, se [ = 0. (4.14)

Eparwin = ——-C
ATt 9 M 2 n3ag



46

Com o desenvolvimento da teoria quantica relativistica, formulou-se a equagdao que des-
creve a uma particula de spin 0, chamada equacao de Klein-Gordon. Por outro lado,
Dirac formulou a teoria das particulas de spin 1/2, obtendo-se a seguinte expressao para
a energia:

—-1/2

(Za)* : (4.15)

(=5 —=1/24/(j +1/2) - (Za)?]?
onde poder-se-ia naturalmente encontrar todas as corregoes relativisticas mencionadas an-
teriormente fazendo uma expansdo em torno de (Za). Tendo narrado brevemente como
se foi afinando o espectro de emissao de uma particula de spin 1/2, o mais natural seria

estudar os estados ligados de uma particula massiva e carregada de spin 1 que interage
com um potencial de Coulomb. Como um exemplo disso, temos os bésons W=.

E=Md |1+

Sabe-se que existe uma dificuldade no problema de Coulomb para particulas de spin 1.
Pouco depois que Proca formulou uma teoria para particulas vetoriais, Schwinger e Cor-
ben [35] mostraram que a equagdo de Proca com acoplamento minimo nao é suficiente
para descrever um conjunto completo de estados, identificando como responsével o fator
giromagnético natural da teoria g = 1, e propondo modificar o lagrangiano para corrigir
o fator para g = 2.

Por outro lado, no formalismo DKP, o tinico que tentou resolver o problema dos potenciais
centrais de particulas de spin 1 foi Barret |17], encontrando apenas solu¢do para uma
componente fisica do espinor de DKP. E por esse motivo, que nosso objetivo principal é
mostrar que é possivel encontrar estados ligados sujeitos a um potencial Coulomb para
mésons vetoriais.

4.1 Equacao de DKP num potencial coulombiano

Neste capitulo estudaremos os estados estaciondrios de um bdson vetorial sujeito a um

potencial coulombiano. Para isso, comegamos com a equacao de DKP em coordenadas
esféricadd]

3Para mais detalhes, veja o apéndice
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[5(0) <E+ Za) = (5“)& . BB [, g®)] — g [5(1)75@)]) L2 ale - 0.

T

(4.16)

onde foi introduzido um potencial radial mediante um acoplamento minimﬂ de natureza
atrativa tipo Coulomb gAg = _TZO‘ e

Sop = B + 89 (a@ +cosf [5@), ﬁ(3)] ) (4.17)

sin 6
é um operador angular, respectivamente.

Usando a representacao das matrizes dada em [17] e escrevendo o espinor

U1 = (1,02, 03,04, 95, 96, 7, P8, 9, P10) ", & equagao (4.16) fornece o seguinte sistema
de equacoes acopladas:

. 2 ; cos )
— Mg+ (0 + 2 )s + = (8 + S )+ - = Laipr = 0, (4.18)
T r sin 0 7 sin 6
Zo 0 7 cosf
—M¢2+(E+—)cp5—f — 909+*(59+ - )@1020, (4.19)
T 7 sin 6 r sin 6
Z , O, 1
— Mops + (E—i—fa)s%—k3 — @8—i<3r+*)9010=0, (4.20)
r 7 sin @ r
Z ] 1
— Moy + (E + Ta)w - %89%08 + i<(9r + ;)909 =0, (4.21)
A )
— Mes + <E+Ta><ﬁ2—lar901 =0, (4.22)
Zo 7
— Mye + (E+7>903—;804P1:07 (4.23)
Za 1 0,
—M<P7+(E+7)<,04—* 01 =0, (4.24)
T rsin 6

4(90 — 0o + iqu.
5 Aqui foi usado o fato que a = ¢2, que é a constante de estrutura fina em unidades naturais.
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i Op i cos 0
_ M - 7 — = 42
s rsin9¢3+r(ae+sin9)¢4 0, (4.25)
M '(a +1) +— =0 (4.26)
OO T )P g ¥R T '
. 1 7
— Myig + l<a7~ + ;)@3 — ;89902 =0. (4.27)

O sistema de equacoes (4.18])-(4.27)) pode ser escrito de forma compacta como

M®=V-G, (4.28)
- Za\ = .= -
MF = (BE+=2)G+iV x ) (4.29)
o ZaN\ - =
MG = (E + —)F + Vo, (4.30)
T
MH =iV x F, (4.31)

onde fizemos uso da seguinte notacao:

I L [¥5 . v8
i®=p1, F=|p3]|, G=lwsl|, H=1| ¢ |. (4.32)
P4 ¥7 ¥10

Neste ponto, o mais natural seria continuar trabalhando en coordenadas esféricas (com
uma base vetorial usual). Mas a literatura [39] nos diz que, no caso de bosones vetori-
ais massivos, se tem a liberdade de escolher duas bases ou como também sao chamados
vetores de polarizacao. Por um lado, temos a base de polarizagao linear, que é composta
de trés vetores que formam uma base vetorial, dois transversais e uma longitudinal, com
os quais sao construidos os chamados modos magnético, elétrico e longitudinal [40]. A
desvantagem dessa base é que misturam as componentes fisicas e para nosso proposito
nao é conveniente ja que estamos interessados nos estados ligados e na equagao de mo-
vimento para cada componente fisica. Por esta razao, propoe-se a construcao de outra
base vetorial, igualmente composta por trés vetores linearmente independentes, mas com
a diferenca de poder representar cada componente fisica com cada vetor dessa nova base.
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Esta base é chamada base esféricdl e est associada & chamada polarizacio circular.

Nesta nova base vetorial sdo definidos os harmonicos esféricos vetoriais, onde é possivel
decompor qualquer vetor da seguinte maneira:

F(@) =Y Fou(r)Y11(0, 0), (4.33)
l

onde [ é triplamente degenerado tomando os valoresde l=j+1,l=j—1el=j;. Com
a definicao (4.33)), o espinor reescreve-se da seguinte maneira:

ihn (r)Y™ (6, )

U= , (4.34)

™ o (1) 0, 9)
l

onde Fyj;, Gpji, Hyj sao funcgoes radiais enquanto ij(ﬂ, ¢) é o harmonico esférico de

ordem j, e Y]ﬁ(@, ) representa o harmonico esférico vetorial normalizado

Y0, 0) = (jmlIN1p) Vi (0, 0) X1y, (4.35)
A

e com a ajuda das propriedades dos harmonicos Vetoriaisﬂ o sistema de equacoes (4.18))-

(4.27) pode ser reescrito.

De (£.28)

d +1 d j
M¢ = —a; (dr + ]T> G+ ¢ (dr - i) G-1, (4.36)

6 A base esférica é ideal para poder separar os estados, somente no caso livre, com uma projecio de spin
bem definida ao longo do eixo z com valores de helicidade +1, —1, 0.
"Para mais detalhes, consulte o apéndice



com
(" o)
AR Oy © 5=\ 11)
De (£29)
Za +1
MF,; — (E+—>G+1 gj(f ]T)HO 0,

MF_| — (E+@)G 1+a]<j )HO —0,

MFy - (E+Z—)Go+gj( +i)H+1+a](j %)H_lzo,
de (4.30)
MGy = <E+@)F+1 oz]<di—jj1)¢,
MG_, = (E+@)F_1+cj( %)qﬁ
MGO—(EJr@)FO
ede
MH+1=—Cj<d%—jJ;1)F0,
WRESRTRI

d j+1 d j
MHy = ~G(g+ ) Fr = s (g = 1) o

onde foi usada a seguinte notacao:
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(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)
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Frjji(r) = Fo, Fojj+1(r) = Fiq, (4.47)

a mesma definicdo foi usada para Gg, G411, Hy e Hyi. Antes de proceder a calcular as
equacoes de movimento, sera definido o operador paridade na teoria DKP

v = ,"PU, (4.48)
onde P é o operador de paridade orbital e n° = 2(5%)2 — 1. J4 que a paridade de Y0, )

e }7;7371(9, ¢) é (—1)7, e a paridade de }7}77’;“71(0, ®) e }7}?}_171(9, @) é (—1)7+L tem-se
_iPO(F)
| pE@ 1)
¥ = n"PY(7) = 5 = - : 4.4
reee = | pan | ={ G, (1.49)
P

Note-se que o espinor de DKP é um autoestado do operador de paridade e também um
autoestado de J2 e J, [41], assim o espinor de DKP pode ser classificado pela paridade,
pelo momento angular total, e pela componente do momento angular total na diregao z.
O espinor de DKP pode ser classificado em dois grupos associados a sua paridade

F07 GOv H—i—la H—l 7& 07

Paridade (—1)/
d), F+1, Ffl, G+1, Gfl, H() = O

) ¢7F+17F—17G+17G—17H07é07
Paridade (—1)7+!
FO') G07 H+17 H—l =0.
Como pode-se ver, a componente fisica Fy estd associado com a paridade (—1)/ e as
componentes fisicas ¢, F,1, F_; com a paridade (—1)7*1.

4.1.1 Paridade: (—1)’

O sistema de equagoes associadas a esta paridade sao

MFy— (E+ ?)Go g (di'i + #)Hﬂ +ay (d% . ;)H,1 —0, (4.50)
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MGy = (E + ?)Fo (4.51)
MH 1 = —(; E_M F (452)
+1 i\ ; 05 .

d J
MH_, = —a; (% + ;)Fo. (4.53)

Resolvendo este conjunto de equacoes, é possivel encontrar uma solugao para a compo-
nente fisica Fy. Para isso procedemos da seguinte forma:

Multiplicando (4.50) por M, tem-se

Jj+1
r

M2Fy — (E + ?) (MGo) +¢ (d% + )(MHH) +ay (% - %) (MH_y) = 0. (4.54)

Substituindo o valor de Gy, Hy1 e H_; de (4.51)), (4.52) e (4.53)) em (4.54)), obtemos

- (020 -G ) (SRR () () <o

2 Za 2 + 2 +
M2E E F ‘ Fy — a? Fo=0. (4.
0 ( r ) 0= [er 72 ] 0% [er 72 } b=0. (4.56)

Usando o fato de a? + Cjz = 1 podemos obter uma equacao desacoplada para Fy dada por

[ci?_j(jﬂ)

7 2
T (B4 2 } Fy =0. (4.57)

J& que a componente Fj estd associado ao harmoénico vetorial Y™ 1(6, ¢) e este nao esta

35351
definido para j = 0, os valores que j pode tomar sdao j =1 # 0.
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4.1.2 Paridade: (—1)’*!

As outras seis equacdes restantes associadas & paridade (—1)7*! sao

o=y + L6+ 6 (- D)o 4
MFy - (B 2 an 6 (& - m =0 (4.5
MEL - (B4 200 oy (4 D) m =0, (4.60)
MG = (B4 Z0) Py oy (-1, (a.61)
Moo = (B+ 2 s g (E D)o, (4.62)
Moy = (L Ik oy (L ), (1

Neste caso, € possivel obter uma equacao auxiliar que relaciona as trés componentes fisicas
Fi1,F_1 e ¢. Para calcular essa equagao, procedemos da seguinte forma:

1- Multiplicando (E + %) a equagao l} obtemos

(525 5 20) (0§ 4 2) (2 -

(4.64)
2- Aplicando o operador diferencial «; (d% + %) a equacao (4.59
d j+1 a; d (Za Q Zao d j+1
=+t — ) Ffyy — L — ‘B — )G
aj(dr+ r ) 1 Mdr( >G+1 M< + ><dr+ r > 1

. (4.65)
+a]C] am ](]+1) Ho =0
M |dr? r2 0 '

3- Aplicando o operador diferencial —(; (d% — %) a equacao (4.60
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(4 G (Za S Zoy(d _j
Cj(dr r>F1+Mdr<r>G1+M B+ r dr r G

» (4.66)
R LNICES) P
M | dr? r2 o=
4- Finalmente somando as equagoes (4.64)), (4.65)) e (4.66]) obtém-se
Za d j+1 d 1 Za
(B+ 55 )or (Gt )P =6(G - 7)) P = 5aig U (460)
onde
B Za do ¢
Un = —(E + 7) (%FH - C3F71> to T (4.68)

A expressao é chamada equacao subsididria e serd de importancia no desenvolvi-
mento deste trabalho para encontrar as equacoes de movimento para as trés componentes
fisicas. Podemos ver que relaciona trés das componentes fisicas, assim podemos
expressar uma em funcao das outras duas.
Primeiro serd calculado a equagao para Fq, multiplicando por M a equacao obte-
mos

M2F,, — <E + @) (MGi1) + ¢ (dii - #) (MHp) = 0. (4.69)

Substituindo o valor de G41 e Hp de (4.61), (4.51) em (4.69)) , respectivamente

opa (842 (B 2o (£ 1)

. . _ (4.70)
(d g+1 (d g+l (d g B
~6( =7 H@(dﬁ ) Fat (G =) P =0,
Za\2 d? i +2)(j+1
M2F,, — (E+7) Fyy - (2 [2_(9)9)} P
T dr T
(4.71)

(e 22) ()

C d7272j+1£+j(j+2)
IS dr? r dr 72
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N
]

Por outro lado, aplicando o operador o [ } a equacao subsidiaria (4.67)), obtemos

Z d i+ 1 d? i+ 2)(j+ 1 7Z
<E+70‘)aj(%_1+ )QH—O&? [_WUH]FH_%;‘Qg

r r dr? 72 (4.79)
2 2j+1d j(j+2) 1 d j+1\/Z«a '
G [dr2_ P T e ]F_l—]\ﬂa3<dr_r ) (52 Vo).
Substituindo (4.72) em (4.71f), encontramos
Zon? [d* (j+1)(j+2 Z
{Mz_ (B+22) - {Q_WHFH:_%%
r dr r r (4.73)

1 ( d j+ 1) (Z aU )
P (i il ]
M2 \ar r rz 0t
Desta forma obtemos uma equagao diferencial nao homogénea para Fly; com termos a
direita que misturam as componentes fisicas. O valor de j neste caso pode tomar j =
0,1,2... devido ao fato que F; estd asociado ao harmonico vetorial Yj’j}.“’l(ﬁ, ®), O
qual é bem definido para j = 0. Usando um procedimento andlogo podemos calcular as

equacoes para as outras componentes fisicas. Assim obtemos a seguinte equacao diferencial
para F_q:

{M2 (422 LZ: (b 1)] } Fo= 620+ a6 (4w D) (D),

r r
(4.74)
onde j s6 toma j = 1,2,3... devido ao fato que a componente F_; estd associada ao
harmonico vetorial Yﬁ-fl’l(ﬁ, ©), o0 qual nao estd definido para j = 0.
A equacéo diferencial para a componente ¢ é dado por
5 Zan2 [d? §(+1) Za
M —<E—|—7> - ﬁ—f qZ/):T(OéjFJrl—CjF,l)
T r T T (475)

1 Za\ Lo
——F —)—U .
M2< + r )z 0
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Neste caso, devido ao fato que a componente ¢ estd associada ao harmoénico esférico
ij(ﬁ, ¢), o qual estd associado a S =0, com j =1=0,1... como valores para j.

Neste ponto do desenvolvimento de nosso trabalho, vamos escrever as quatro equagoes
associadas as componentes fisicas numa forma compacta

AR d- (J + S)(] +1+ s) — Za 1 = Za
2 p— =

Zan? [d® ji+1 Zoa, = (E+%2%)/Za
{M2 ~(B7) - [dQ - mz)]}q’ = (MQT)<7’2U01>’ (4.77)
Notamos que em ambas equagoes e o ultimo termo da direita é proporcional
a ﬁ e estd associado ao termo andomalo para o caso elétrico, causando a impossibilidade
de encontrar solucoes analiticas na paridade (—1)7T!, quer dizer para as componentes F 1,
F_1 e ¢. Além disso, temos o peniltimo termo em ambas equagoes, que serd explicado
depois. Por causa desses termos, vamos tentar desacoplar o sistema fixando o valor de
j = 0, reduzindo o sistema a duas componentes fisicas ;1 e ¢, j4 que sao as Unicas nao

nulas para j = 0. Entao (4.76)) e (4.77) reduzem-se a

[Mz— <E+@>2_ (d2 —7?2)] Fi I—%Qﬁ—i(i—l)(ZOéUm), (4.78)

r dr? M2\dr r/\r2
e
Zan2  d? Za (E+£2) / Za
Mz—(E —) ——|¢p=—F —77"(— ) 4.
[ T er] ¢ p2 M? 72 Vot (4.79)
e a equagao subsidiaria (4.67)) é reduzida a
Za d 1 1 Za
B 2o (L Dy = L 2oy, :
( t—)ot g T, ) fm=qp 200 (4.80)

onde

YA d 1
Uy = —(E + 7>F+1 + <dr - 1~> o, (4.81)



o7

r

Para desacoplar o sistema, aplicaremos o operador diferencial (% - 1) na equagao (4.80

d? Za Zando Z
——Fu = F+1+ (E—l—f)gb (E+7a>f¢ 204¢
dr dr r (4 82)
1 d 11 ’
Tz (T?Um) 3727 (3 0or).
substituindo (4.82)) em (4.78) resulta em
zZ d
MFy - (B + —O‘) - —(E + ) (—‘ﬁ = ?) (4.83)
dr r
Por otro lado, multiplicando a equacao (4.81]) por (E + %), obtemos
d 1 Z Za\2
(E + 7) (ﬁ - *d)) (E + fa>U01 + (E + 7@) Fiy. (4.84)
dr r r
Substituindo (4.84)) em (4.83)), obtemos a seguinte relagao:
Z
Fpi= Um <E + —O‘) (4.85)

Este tltimo resultado mostra uma relagao entre a componente fisica Fy1 e a funcao Up;.

Para encontrar uma relagao que envolva ¢ aplicaremos o operador diferencial (% + l) a

=
equagao (4.81]), obtendo

d*¢ d 1 (Za) Za dF+1 1 Za
= (gt )0 = P (B4 )R (B T5) P, 480
e substituindo (4.86) em (4.79))
1 /d 1
¢ = 2 (5 + ;)UOL (4.87)

obtém-se uma relacao entre a componente escalar ¢ e Up;. E finalmente substituindo
(4.85) e (4.87) em (4.81]), obtemos

> 2-(Za)? N 2EZa

2 2 _
a2 2 o (M°—E )] Un = 0. (4.88)
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Este ultimo resultado é uma equacao tipo Klein-Gordon para Up; com j =0oul =1, e
consequentemente uma possivel solugao analitica poderia ser encontrada usando (4.85)) e

(4.87)), para F'y1 e ¢, respectivamente.

Portanto, podemos resumir nossos resultados nesta primeira parte: Para a componente
Fy na paridade (—1)/ encontra-se uma equacdo de movimento para j = [ # 0. Para a
paridade (—1)’T! nio encontramos uma solugao analitica para Fy1, F_1 e ¢ devido ao
termo anomalo e ao termo proporcional a % que mistura as componentes fisicas. Por
esta razao, intentamos desacoplar o sistema de equagoes para j = 0, obtendo uma possivel
solucao analitica para Fliq e ¢.

Este mesmo resultado foi encontrado por Schwinger e Corben [35], encontrando um con-
junto incompleto de estados (j =1 # 0, j = 0) para o potencial Coulomb na equagao de
Proca (g9 = 1). Eles resolvem esse problema introduzindo um termo & mao na lagrangiana,
forcando o sistema para obter g = 2.

Da mesma maneira, Barrett [17] consegue obter solucao para Fj (r))_/;fgﬁl(G, ©) na paridade
(—1)/. Enquanto para a paridade (—1)7! s6 consegue obter solucio para as componentes
fisicas ®(r)Y;"(0,¢) e F+1(7")17ﬁ+1,1(97 ©) no caso especial de j = 0. E importante desta-

—

car, que os autores também obtém uma solugao em j = 0 para F_1(r)Y]}_; 1(0,¢). Este
resultado é errado, ja que para j = 0 o harmonico vetorial }7;77]?_171(9, ©) nao esté definido.
O que é possivel, é encontrar uma solugao para a equagao diferencial radial de F_;(r) mas

isso nao é suficiente na obtencao de um autovalor para [ =7 — 1.

4.2 Correcgao do fator giromagnético

Entao, com o descrito no capitulo anterior, sobre os mésons vetoriais num campo magnético,
introduzimos um acoplamento nao-minimo da seguinte maneira:

R() = 2 (0" — {50 0™}) Fy (1.89)

com o" = [B#, B¥]. Entao refazendo os cdlculos novamente, tem—seﬂ

80nde Fy1 = £(r) é o campo elétrico na direcao radial.
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E(r) 2 i cos 6 i Oy
e o B o 2 4-
901+2M<p2—|—2 or + 905+T 69+sin9 e rsm&w 0, (4.90)
E(r) Za i Op cosf
M (E —) ! ) —0, 491
S024_2Ms01+ * r 75 r81n9809+ (89+s1n9 p10=0 (4.91)
Zo i 0Oy 1
— M3 + (E+7)906+ 9s08—z<8 +;)9010—0, (4.92)
Z i 1
— Moy + (E + Ta)w - %89908 + i(&« + ;)4/99 =0, (4.93)
Z
— Moys + (E + Ta><,02 —i0rp1 =0, (4.94)
7 .
~ Mys+ (B + 7@)@3 — 201 =0, (4.95)
Z Oy
—Mcp7+(E+—O‘)go4—3 o1 =0, (4.96)
r sin 6
i Op cos 6
— Mopg — = = 4.
78 7“sn0S03+ (86+sinl9)(’04 0, (4.97)
) 1
—M@g—z(&«—i— )@4+r 68@02—0 (4.98)
. 1 i
— Moo + l(@ + ;)803 - ;30802 =0, (4.99)
que podem ser escritos de uma forma vetorial como
Sy B L
_me+ B LG G, (4.100)
M
L &)@ ZoN 5 = =
—MF—“:(jQ)jL(EjLTO‘)Gﬂ'VxH:o, (4.101)
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; Z
~ MG+ (E+—O‘)F+V<I>_0 (4.102)

— MH+iV x F=0. (4.103)

Igual & segao anterior, o sistema de 10 equagbdes pode ser separado em dois grupos de
equagoes com paridade bem definida, esses grupos sao

4.2.1 Paridade (—1)/

O sistema de equagoes associadas a esta paridade sao

MF, — <E+@)GO+<]( —l—E)Hle—i-aj(di—f)H_l —0, (4.104)
MGy = (E + 7) (4.105)

it =6 (4 - )R, 105

M — oy + ), o

Deste grupo de equagoes, é possivel obter a equagao de movimento para a componente
fisica Fp, que comparado com o caso anterior, esta nao foi modificada pela interagao
nao-minima, ficando assim

(M2~ E?) — 2 (fa) B (;f? _ 72;21/4” Fy =0, (4.108)

onde

v=+( +1/2)2 - (Za)2. (4.109)



4.2.2 Paridade (—1)/"!

As outras seis equagoes restantes associadas a esta paridade sao

X p - S0 oy (L T e, (4 T)a =
MFH—‘C“};) —(E+—>G+1+C]<——#)HO_O
P+ 060 (24 206t ap (L Dm0,
(54 20) P s o (- 1o =0
(5420 ps w6+ (2o -0

MH0+C]< +E)F+1+ (;i - %)F_l =0,
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(4.110)

(4.111)

(4.112)

(4.113)

(4.114)

(4.115)

Neste caso, igual & secao anterior, é construido do sistema de seis equacdes uma relagao
que envolva as outras trés componentes fisicas F'*, F~ e ¢ chamada equacdo subsididria.

Para isso, o seguinte procedimento serd realizado:

1- Multiplicando (E + %) a equagao (4.110]) obtemos

(E + ) ¢+ (E + ZTO‘) i\(ﬂ) a;Fp — <E + Zf) i\(;?) GF-

(o2 (o § (52 (4 o

2- Aplicando o operador diferencial «; (% + #) a equacao (4.111

(4.116)



d j+1 o3 [(dE(r % d j+1 o
“J‘(w* ; >F+1_M]2¢< d£)>_Mj2€(T)<dr+ ~

,
9 Za)(d j+1 oG [ jG+DT],
<E+ r><dr+ r >G+1+ M | dr? r2 Ho =0.

3- Aplicando o operador diferencial —(; (d% — %) a equacao (4.112

(d ¢ ode(ry ¢ d G [d
(1) e e (1) o i |

G Za d j oG [d* GG +1)
S py 29 (2 )q, %N |4 Hoy = 0.
+M +r dr r G dr? 72 0=0

4- Finalmente somando as equacoes (4.116)),(4.117) e (4.118) obtém-se

<E+ZTOC>¢+QJ'(CZ+‘7.—:1>F+1—C]'($—i)F125\(;2)@

onde foi considerado o gradiente do potencial elétrico

£y = —9(22),

r
e a densidade de carga externa como

V-E(r) =T(r).
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()] 6w

(4.117)

(7))o

(4.118)

(4.119)

(4.120)

(4.121)

Podemos notar a diferenga da equagao subsidiaria (4.67]), que foi obtida mediante o acopla-
mento minimo, com nosso resultado (4.119)) que é obtido usando o acoplamento minimo e
nao-minimo (g = 2). Neste caso, devido a introducao do acoplamento nao-minimo o termo

andmalo é substituido por uma uma densidade de carga externa I'(r) ﬂ

Para o caso do

potencial de Coulomb %, a densidade de carga externa é proporcional a §(r) originando

9Esta densidade é interpretado como uma densidade de carga externa para diferenciar da densidade j°.
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uma singularidade em r = 0. No entanto, j4 que estamos interessados na dinamica ex-

terna do méson, quer dizer em regioes r > 0, podemos evitar esse problema considerando
['(r) = 0. Desta forma a equagao subsididria (4.119)) reduz-se a

e L R

ou também pode ser escrito em sua forma vetorial

<E+?)¢—ﬁ-ﬁ:0. (4.123)

Com a ajuda da equacao subsidiaria (4.122)), podemos calcular as equagoes associadas a
paridade (—1)7*!, obtendo assim a equacdo de movimento para F1

2(7+1 Zo
Fii= —(‘]ﬂ)F—H - 204j7n72¢7

(MQ_EQ)_QE(fa)_<;Z_72;21/4>

(4.124)

para F_q,

(Za) 2 ~A*—-1/4
(M2—E2)—2E _(_>

27 Zo
. a2 2 F_ = T—2F,1 + 2Cjﬁ¢, (4.125)

e para o,

E(Zw) A2 —-1/4 Zo Za
2 2 _
[(M - B?) -2 (er -1 6 =20, 5 Fr = 2G5 Fop. (4126)

O sistema de equacoes (4.124)), (4.125)) e (4.126]) pode ser expresso da seguinte forma:

2
Qrep = —7721\]'7#7 (4.127)

onde

E(Za ? A —1/4
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G+ 0 ayZa) Fi
Aj = 0 —j —Cj(ZOé) , € ’l,b = F_l . (4129)
—aj(Za) ((Za) 0 )

Podemos notar que a matriz A; nao é diagonal, portanto serd aplicado uma transformacao
de similiaridade. Desta maneira a equagao (4.127)) torna-se

2 ia, v
<QKG + T—2A§i 9> P =0, (4.130)

onde 9 e A;hag sao dados po

(1/247) 0

, 0 B 1
A9 = 0 1/2=7) 0], =|F, (4.131)
0 0 0 ¢
O novo sistema de equacoes (4.130)) é
[d?  2E(Za y+1)2-1/4 1 -
Gy IO GV SR g omy|Fa=0 s
[d®> 2E(Za —1)2-1/4 ] -
P (T )_ 22 / —(M* - E*)|F_; =0, (4.133)
e
d*> 2E(Za) ~+%*—-1/4 _
[M (r ) _ - /4_ (M? — EQ)] 6 =0, (4.134)
reescrevendo as trés equacoes de forma compacta, temos
N (+s)?-1/4 €],
Lzr?*r_( 7‘)2 / ~S R =0 (4.135)

onde

1905 célculos detalhados da transformacio de similiaridade siao dados no apéndice
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_ b &_ M? — E? A=2

€= ¢ 1= — E7, =2¢e(Za). (4.136)
e s é um parametro que toma os valores +1,—1 e 0 para identificar as componentes
fisicas F+1, F_i e ¢, respectivamente. A equacdo de movimento (4.135: descreve uma
particula de spin 1 em um potencial coulombiano. A solucéo para (4.135) com A real e
positivo é precisamente a bem conhecida solugao da equacao Schrodinger para o potencial
de Coulomb. A solucdo perto da origem pode ser escrita sendo proporcional a rl7+si+1/2,
Por outro lado, para r grande a solugao de quadrado integravel comporta-se como e E/2,
e portanto a solucao para r > 0 pode ser expressa como

R(r) = e "8/2p1 /24t gy, (4.137)

onde f é uma funcgao regular na origem. Adicionalmente, introduzindo

p =&,
a=(1/24+~v+s)— A, (4.138)
b=1+4 |2y + 25|,

e substituindo (4.137)) em (4.135]) encontra-se que f(p) satisfaz uma equagao hipergeométrica
confluente, ou equagao de Kummer

d* f df
b—p)— — =0 4.139
Pt =g —af =0, (4.139)
que tem como solucao geral
f(p) = AM(a,b,p) + Bp* "°M(a —b+1,2 b, p), (4.140)

onde A e B sao constantes arbitrarias. Ja que o segundo termo de (4.140) tem uma sin-
gularidade em p =0 E precisamos fazer B = 0.

Por outro lado, analisando o comportamento assintético da funcao de Kummer

F(b) —iam —a F(b) p a—
OSTRS IOM

M(a,b, p) ~ (4.141)

"UPodemos ver que p' = p~ 1272l
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como podemos notar, o termo e estraga o bom comportamento da solugao (4.137)) para p
grande. Para resolver este problema, fazemos a = —n, onde n é um inteiro nao negativo.
J& que b > 0, M(—n,b, p) é proporcional ao polinémio de Laguerre L%bil)(p) de grau n, e
assim a solucao (4.137) torna-se

R*(p) = Nne—p/2p1/2+|’y+s|L’(J2’\/+28\)(p)' (4.142)
Por outro lado, a condi¢ao a = —n leva a
—-1/2
ES=+M |1+ (Zo)? 5 : (4.143)
[n41/245+((+1/2)2 - (Za)2)'?}
fazendo n’ = n + j + 1, a expressao da energia (4.143) torna-se
—-1/2
ES=M|1+ (Za)* (4.144)

[w s = (G 1/2) 4G+ 1/2 — (Za)2) 2}

Desta forma, as energias para as componentes fisicas sao dadas pox@

—-1/2
Et=M|1+ (Za)* 3 para s =1,
{41 (G +1/2) 4G +1/2)2 - (2a)}
(4.145)
—-1/2
E-=M]|1+ (Za)* 5 para s = —1,
(= =1=G+1/2)+1G+1/22 - (Ze)}
(4.146)

12J4 que as equacdes para Fy e ¢ sdo as mesmas sé que com diferentes paridades, serd usado E° para
representar ambas energias.
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~1/2
(Za)?

{00 =G +1/2)+ (G +1/22 — (a2}

E'=M|1+ para s =0.

(4.147)
Devido ao fato que a energia tem que ser a mesma no sistema, E+, E~ e E° serdo igualadas
obtendo

—-1/2
VA 2
E,=M|1+ (Zo) 5 : (4.148)
{W =G+ 1/2)+ [ +1/2)2 - (2a)2)"?}
comn =2,3...,7=1,2... e arelacao dos numeros quanticos das componentes fisicas
sao
n=n’=nT+1=n"—1, (4.149)
Por outro lado, a solucio para a componente fisica associado & paridade (—1)7 é
Fo(p) = N p' 2 Hle=PLI20 (p), (4.150)
onde N,gj ¢é a constante de normalizacao dado por
1/2
M (25 + 1)n!
NO, = (2j & n : (4.151)
dr(n +29) [e(@n +1+29) + Za]
onde
E
€= . (4.152)
2(M? — E2)1/2
E as solucoes para as componentes fisicas associadas & paridade (—1)7*! sdo
Fy(p) = Ny plV2leteme2 (2520 (), (4.153)

_ -1 — 2v—2
F_(p) = N, plV/2l-teme2L D720 ), (4.154)
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Blp) = €O e RLIBD ), (1.155)

n,j’> = 'n,j

onde as constantes N*., N~ . e CO sao dados poﬁ

M(n — 1)!(Za)2 1/2
- M(n — 1)'(Za)2n2(n + 1)2(@3)2 1/2
‘N"’] B { Am)d[e(2n+ 2y — 1) + (Za)] (n — 1 + 27)! } 5 (4.157)
_ M(n —1)!n2(j 4+ 1)?(ay)? 1/2
| j‘ { 47 (Za)25 [e(2n + 2y — 1) + (Za)] (n — 1 + 27)!} . (4.158)
onde
5= WY+ DO+ 1+ 2)(+2) | 32y = Dnln + (s (62 = 1/4) 0+ 29)nG + 1) (@)
A 2/ =1 j(2j + 1)(2?4)2159)

_ (r+1/2)3y+1/2+2n) My +3/2)

G- 1/2) T ho12) (4.160)
_(r=12)(v+1/242n) Ay —3/2)
N RS VE) G +1/2) (4.16)
Cai(Za)?’ + MG+ D) +1/247)
B e NG+ )G+ 1/2-7) (4.162)
ar = (G +1/2)(az — 1) — v(az + 1). (4.163)

130s célculos detalhados encontram-se no apéndice



Capitulo 5

Conclusoes

Nesta dissertacao foi estudado o problema de um méson vetorial interagindo com um
campo magnético constante e em um potencial Coulomb, via o formalismo de Duffin-
Kemmer-Petiau (DKP). Para entender o formalismo foi feita uma revisao detalhada dos
conceitos basicos da teoria de DKP, como por exemplo a equagao de DKP no caso livre, a
covariancia de Lorentz, a equacao adjunta de DKP, a equagao de continuidade, condigao
de normalizacao e a definicdo dos valores esperados. Também foi feita uma revisao so-
bre os operadores de projecao (selecao) e foi discutido a equivaléncia com as equagoes de
Klein-Gordon (KG) e Proca no caso livre. Devido ao fato que a equagao de DKP possui
mais interagoes possiveis que KG e Proca, foi feita uma revisao detalhada de todos os
covariantes bilineares para os dois setores da teoria. Adicionalmente, também foi discu-
tido a equivaléncia com as equagoes de KG e Proca no caso da interagao eletromagnética
minima, na qual faz apari¢ao o famoso termo anémalo no caso do setor vetorial (spin 1),
chamado assim porque esse termo nao tem analogia na teoria de Dirac.

Tendo todos os conceitos basicos da teoria de DKP, o primeiro problema a ser abordado
foi considerar um méson vetorial interagindo com um campo magnético constante. Este
problema jé foi estudado na literatura [5-11] mas foi resolvida de forma errada, ja que na
desesperacao por desacoplar as equagoes de movimentos alguns autores zeram sem justi-
ficativa aparente algumas componentes fisicas do espinor de DKP. Nesta dissertagao foi
mostrado que considerando a interacao por meio do acoplamento minimo as equagoes de
movimento para as componentes fisicas nao podem ser desacopladas, e assim nao conse-
guimos obter solucbes analiticas. Posteriormente, identificou-se que o problema disso era
devido ao fato que o fator giromagnético natural da teoria ¢ = 1 e como consequéncia
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o surgimento do termo andémalo no sistema de equacgoes. Por esta razao foi introduzido
um acoplamento nao minimo para corrigir o fator giromagnético e a eliminacao do termo
anomalo nas equagoes de movimento das componentes fisicas do espinor de DKP. Portanto,
conclui-se que o fator giromagnético natural da teoria é g = 2, e isso nds permite encontrar
solugdes analiticas e o espectro de energia. Desta forma o problema de particulas de spin
1 interagindo com um campo magnético constante no formalismo de DKP foi resolvido.

O segundo problema em ser abordado foi considerar um méson vetorial imerso em um
potencial Coulomb. Este problema também ja foi estudado na literatura mas foi resolvido
de forma errada [17]. Semelhante ao caso de campo magnético constante, foi mostrado
que em geral o problema nao tem solugao analitica considerando a interacao por meio do
acoplamento minimo. Também foi mostrado que sé existe solugdo analitica para o caso
particular de (j =1 # 0) e (j = 0, I = 1). Analogamente, como no problema anterior,
esse problema também mostra presenca do termo anémalo no sistema de equacgoes e con-
sequentemente, ao fator giromagnético da teoria. Desta forma, a interagao nao-minima foi
introduzida para corrigir o fator giromagnético, descobrindo que o termo anémalo torna-se
uma densidade de carga externa proporcional a §(r), que para o nosso propésito r > 0,
ela é zero. Portanto, pode-se encontrar solugoes analiticas e o espectro de energia para as
componentes fisicas Fy, com paridade (—1)7, e Fiy, F_ e ¢ com paridade (—1)7+!, respecti-
vamente. Para a componente fisica Fy foi obtido uma equacao diferencial hipergeométrica
que foi resolvida completamente. Por outro lado, para as componentes fisicas F;, F_ e ¢
foi obtido um sistema de equacées ordinarias que foram resolvidas por meio de um método
de diagonalizagao, mostrando assim que é possivel resolver o problema de Coulomb para
mésons vetoriais no formalismo de DKP.

Um possivel trabalho futuro versa sobre a implementacao da equagao de DKP em 241
dimensdes como teoria efetiva para as redes de Lieb (rectangular) e Kagome (triangu-
lar), materiais recentemente sintetizados em laboratério [42]. Nesse sentido, os resultados
obtidos nesta disertagao, particularmente os do campo magnético uniforme, podem ser
facilmente implementados no contexto em que os portadores de carga em alguma dessas
duas redes interagem com um campo magnético uniforme perpendicular a superficie. Por
outro lado, para o caso do potencial coulombiano, nossos resultados podem ser aprovei-
tados como uma alternativa no estudo da polarizacao do vacuo para o bdson vetorial
W=, que foi feita mediante a teoria QCD [43], e portanto resolver o problema da carga
localizada na origem do méson usando o formalismo DKP.



Apéndice A

Vetor Pauli-Lubanski da teoria
DKP

O vetor Pauli-Lubanski é definido como

1
W, = 5eaﬁ,wpﬂMW, (A1)

onde P? é o quadrimomento e M* é o tensor momento angular. Em estado de repouso
(P =0), a contracao de W, torna-se

W W = — M2, (A.2)
onde S é o operador de spin, que satisfaz a seguinte relagao de autovalores:
5% = S(S + 1)9. (A.3)

Por outro lado, o dltimo termo de (A.2) pode ser reescrito como

S524p = SFS)p. (A.4)
Usando S* = %ekjlsﬂ, (A.4) é expresso como
. 1,
S = —Ze’fﬂekmnsﬂsm%, (A.5)
. 1 .
§p = = (870, — 530,,) SuS™" ¥, (A-6)
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- 1
2., = mn mn
82 = =% (SmnS™ = SumS™ ),
obtendo
&2 1 mn
S*yp = —§S Sn ),
e finalmente substituindo (A.8) em (A.2)), tem-se

M2

A.1 Setor escalar
Aplicando o operador de projecao P a equagao (|A.2)) obtemos

M2

usando a propiedade (2.69)) em (A.10), se obtém

W W (Py) = 0.
Comparando (A.11) com (A.2), tem-se

S(S +1) = 0,
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(A.10)

(A.11)

(A.12)

onde o unico valor positivo que satisfaz a equagao (A.12) é S = 0, confirmando que o valor

do spin para o setor escalar da teoria DKP é S = 0.

A.2 Setor vetorial

Aplicando o operador de projecao R* & equacao (|A.2) obtemos

M2
W, WY (RMp) = TRMSmnSmni/J,

usando a propiedade (2.84) em (A.13), obtém-se

(A.13)
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2
W WO (RMp) = MT <g“m(R”Smn) - g“"(RmSmn)>¢. (A.14)

Usando a propriedade (2.84) em (A.14), tem-se

WaW O (RM) = == (9" g Bon = 99" Ron = 9" G B+ ¢ g B ). (A15)

Para o caso de 3 4+ 1 dimensées, ¢ satisfeita a propriedade gll =3 coml =123, assim a
equagao (|A.15) torna-se

M2
WQWQ(RM¢) = 7 (ngRm - 39MmRm - 3glmRn + gﬂan)¢’ (A'16>
M2
WaW o (R') = = (= 2" Ry — 29"" R ), (A7)
Wo W (RFp) = —2M?(RM)). (A.18)

Comparando (A.18) com (A.2)), tem-se

S(S+1) =2, (A.19)

onde o unico valor positivo que satisfaz a equagao (A.19) é S = 1, confirmando que o valor
do spin para as 4 componentes fisicas do espinor de DKP no setor vetorial da teoria DKP
éS=1.



Apéndice B
DKP em coordenadas curvilineas

O principio de equivaléncia diz que um sistema de referéncia nao-inercial é indistinguivel
de um sistema imerso em um campo gravitacional. Nesse sentido, um sistema euclidiano
parametrizado em coordenadas curvilineas pode ser tratado da mesma forma como se
fosse um sistema no espago-tempo curvo [44]. Por esta razao temos a liberdade de usar
o formalismo de tetradas da relatividade geral para descrever a equacao de DKP em
coordenadas curvilineas. A de DKP em um espago-tempo curvo [45-48] é dado por

(iBV, — M)W =0, (B.1)
onde V, é a derivada covariante dado por
Vi=0,+T,, (B.2)
onde I';, é a conexao afim, e estd definido como

1 a
Ty = 59t 8, 87 (B:3)

Por outro lado, as matrizes S# num espaco-tempo curvilineo sao definidas como

Bt = e(q) "B, (B.4)

onde as matrizes f* também satisfazem o algebra de DKP. Nese ponto, é definido um con-
junto de vetores ortonormais e(g) # com base no espago de Minkowski, chamadas tetradas,
onde os indices gregos . = 0, 1, 2, 3 representam as componentes do vetor no espago-tempo
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curvo e os indices latinos a = 0, 1, 2,3 as componentes do vetor no espago-tempo de Min-
kowski. Em continuacao, serao mencionadas algumas de suas propriedades

e(a) Me(a) v = o v (B5)
e@"e” =0 Y, (B.6)
e ew) " gur = €@ ey = 9(a)®)» (B.7)

onde g(q)(p) € 0 tensor métrico de Minkowski

9@ e b = ey (B.8)

gDy, = €@ . (B.9)

(a) ()

w€ 7 v9a)(b) = G (B.lO)
onde g, ¢ o elemento de linha do espaco-tempo. Da mesma forma, os componentes de
um vetor podem ser escritos como

e(a)ue(a) v=_¢

AW = @) Al = e, (B.11)
b
Aty = 9@ AY = @A = e " Ay, (B.12)
AP = e(a) MA(G) = e(a)MA(a), (Blg)
A‘u = e(a)p,A(a) — e(a) ,LLA(a,) (B14)

Ja que as tetradas foram definidas, ¢ necessario agora definir a conexao spin wq, dada
por

- .
Wu@)() = €@1e®) ' Tju = €®) ' Ounl@yr  Yu@)b) = ~Wab)(a) (B.15)
onde os simbolos Christoffel sao definidos como

1
Fé‘u = 59”\ (8]'9”)\ + Ougrj — 8>\9uj)~ (B.16)
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B.1 Coordenadas cilindricas

O elemento de linha em coordenadas cilindricas é dado por

ds® = dt* — dr* — r2dy?® — d2?, (B.17)
da definicao (B.3)), é calculado os respectivos simbolos de Christoffel associados a (B.17)

1 1
F%Q = —*91131922 = —*(—1)@(—7‘2)»
2 2
I, = —r, (B.18)
1 1 1
I}y, = 592231922 = 5(—72)37«(—7’2)7
2 1
I'{y = o (B.19)

e as tetradas associadas ao elemento de linha em coordenadas cilindricas (B.17)), sao

1 0 0 0 1 0 0 0
01 0 0 0 -1 0 0

G(a) H= 0 0 1 ol e(a) nw = 0 0 1 0 (B20)
0 0 01 0 O 0 -—r

Com essas ferramentas, podemos construir a conexao afim (B.3)) e as matrizes g* (B.4).
Para isto, primeiro encontramos as componentes nao nulas de ([B.15|)

1
wa1)(2) = €(1)1€(2) T3y = (=D ) (=),

wa(1y(2) = 1 (B.21)

seguidamente a conexao afim é construida

To=1, (B.22)

T =1, (B.23)
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IPERCIONCION (B.24)

Iy =1. (B.25)

E posteriormente os termos da derivada covariante sao

Vo = 0o, (B.26)
Vi =0, (B.27)
Vs =0, + 8", 8, (B.28)
V3 =0,. (B.29)

Por outro lado, as matrizes S* em coordenadas cilindricas séao

80 = e0) 280 = 5O, (B.30)
B = ey B0 = g0, (B.31)
B9 = (9 20 = % 5O, (B.32)
57 = e 28D = 89, (B.33)

para finalmente obter a equacao de DKP (B.1)) em coordenadas cilindricas

(z’,B(O)aO +iBWa, + %,8(2)% + %B@)S(l)(?) +iB®a, — M)\IJ ~0 (B.34)
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B.2 Coordenadas esféricas
O elemento de linha em coordenadas esféricas é

ds® = d*t — d*r — r2d?0 — 1% sin® 0d> ¢, (B.35)

da definigao (B.3]), é calculado os respectivos simbolos de Christoffel do espago-tempo
(B.35))

1 1
3y = —591131922 = —5(—1)@(—7“2)7
T3y = —r, (B.36)
1 L1 1 2 2
33 =—59 Oigss = —5(—1)37«(—7" sin” 0),
I, = —rsin?#), (B.37)
2 1 9 1 2
T2 =59 01922 = 5(—*2)@(—7’ ),
2 1
Iy = g (B.38)
2 L 9 1
33 = —597 02033 = —2( )39( r?sin? §),
I'2; = —sinfcos, (B.39)
1 1 1 .
3 = 593361933 = 5(‘@)@(—7“2 sin®6),
3 1
I3 = Y (B.40)

1 1 1
I3, = ~¢*0gs3 = =

; 5 (g W)
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cos
rs, =-— B.41
32 Sine? ( )

e as tetradas associadas com (B.35), s@o

100 O 1 0 0 0
010 0 0 -1 0 0
e " = oo L o | Car=log o —r 0 . (B.42)
'
00 0 —t 0 0 0 —rsinf

7 sin 6

Com essas ferramentas, podemos construir a conexao afim e as matrizes S#. Para isto
) M
primeiro é encontrado as componentes nao nulas de (B.15))

1

waye) = ene) T = (D)),
wa(1y(2) = 1 (B.43)
_ 3F1 _ 1 1 . 29
W3(1)(3) = €(1)1€(3) 133 = (— )(rsine)(_r sin® 0),
wa(1)(3) = sind, (B.44)
_ 312, — 1 10 cos
W3(2)(3) = €(2)26(3) "1 33 = (—T)(Tsine)(— sin @ cos 6),

W3(2)(3) = cos . (B.45)

Seguidamente é construido a conexao afim

To=1, (B.46)
Iy =1, (B.47)
Ty = [0, 3], (B.48)

'3 =sin (Y, 4] + cos 0[52), O], (B.49)



e posteriormente os termos da derivada covariante é

Vo = 0o,
Vi =04,
V= 0y + 81, 8],

Vs = 05 + sin 0], 3] 4+ cos 9[52), s3)].

Por outro lado é construido as matrices S* em coordenadas esféricas

B = () B0 = s,

Bl =eqy M =W,
1

B2 = ey ?p® = —p®,

1
B2 = e Y = —— 0.

rsin 6
Para finalmente obter a equagao de DKP (B.1]) em coordenadas esféricas

1

rsin @

399, +ipWa, + 2%5(2) (89 + 8O, 5<2>]) 4

+ cos 0[5(2),B(3)]) - M|V =0.

5®) (aw +sing[sW, g3
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(B.50)

(B.51)

(B.52)

(B.53)

(B.54)

(B.55)

(B.56)

(B.57)

(B.58)



Apéndice C
Harmonicos esféricos vetoriais

Os conceitos dos harménicos esféricos vetoriais foram estudados por Hill [49] como uma
extensao dos harmonicos esféricos escalares amplamente utilizados como base na mecanica
quantica e eletromagnetismo [50,51]. Para uma consulta mais especifica, o leitor pode con-
sultar o livro [52].

Neste apéndice, as principais propriedades e caracteristicas dos harmonicos esféricos veto-
riais serao brevemente descritas

1 \1/2 . ] 1/2
f}/Jm(e, Qb) = _<L> Yj?—‘rl,l(ev ¢) + ( J ) }/jfr;—l,l(e’ ¢)) (Cl)

2j + 1 2j + 1

(F0Y0.6)) = - (;ﬁﬂ)” (4 ﬁ)f<r>ﬁ?+l,1<e,¢> o
() (R,

U (10%) =i ) (G T 0T, (©3)

O (107700.0) =i(52) " (5 L) 1) P 0.0)

27+1 r
' ; (C.4)
. .7“‘1 1/2 i ,]+1 ~m
+Z<2j+1> (dr+ r )f(r) 7i-1,1(0,9),
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x (107 0.0) = i(Z50) (5 - S rovmee. (©3)
V(1077000.0) = (25) (G + T s e, (o
V.(F0)F10,6)) =0, (C.7)

(107 00.0) = (555) (G-I revree. (©)

P F000.0) =i(32 ) T 6.6), (C.9)

Fx Y (6,9) = 1(27‘7“)1/ T 0.6) + i 2‘7;111)1/ Ymo0.4),  (C10)
Px VI 10(0.6) = i 2‘7]:11)1/ Y (0,9), (C.11)

PV 1a(0.0) = 2‘7']:11)1/ Ym0, 6), (C.12)

PY(0,6) =0, (C.13)

P 0.0) = (5:25) 6.0 (C.14)

Para j = 0, o tnico vetor esférico vetorial diferente de zero é Y 106, 9).
Por outro lado, sao definidos os harmoénicos esféricos vetoriais relacionados a polarizagao
linear

= (e) RS 1/2q.m‘ B j 1/2*?7%
V0.0 = (3:57) V110 = (5757) Vina®:0) (C.15)
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Yim(6,6) = V771(6,0). (C.16)
(0) (T N\ Ve J+H1IN\Y24,
in®.0)= (5557) Vi@ + (3557)  Viena(6:0), (C.A7)

onde }7;(2(0, ?) Y(m)(Q, ?) v (0, ¢) sao os modos elétrico, magnético e longitudinal, cor-

VS gm VT gm
respondentemente.



Apéndice D

Diagonalizacao para o caso de
campo magnético

A equagao que obtém-se em (3.55)), é

5 2
S 210,
(Qm— e ) Y- im S =0,

onde

0 d, .qBr\?
Oke = 53+;+<;0—zq> + 02+ 2MENg| .

Aplicando a seguinte transformacao de similiaridade & equagao (D.1)), tem-se

2i0,,
r2

QKG (D_l'l,b) - %(D_ISAZQD)(D_H#) - (D_ISZD) (D_Ll'b) = 0’

onde D é uma matriz construida pelos autovetores do operador S’Z, dado por
1 1 0
D=1+ — 0],
0 0 1

84

cuja inversa é

(D.2)

(D.4)



1/2 —i/2 0
Dl'=1[1/2 /2 o],
0o 0 1

a equagao (D.3)) é reescrita como

T

r2

onde foi definido

P =Dy,
com
1[}+
b=|v |,
20
e também

Sdias — p=18.D e §2=D7152D.

Por outro lado, é possivel definir a relacdo entre 1 e 1 dado por

=0 +97),

=i -97),
o=
ou também uma relacio entre v e 1 dado por

YT i
W—#,

A

g ==
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(D.7)

(D.8)

(D.9)

(D.10)

(D.11)

(D.12)

(D.13)

(D.14)
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P =", (D.15)

é importante mencionar que as componentes fisicas 10 e ® sdo iguais, exceto pela constante
de normalizacao.



Apéndice E

Equivaléncia entre o sistema
cilindrico e retangular

Escrevendo as componentes do espinor para o caso magnético @ da seguinte maneira

"/’ = ¢+ép + w_égo + ¢0éz7 (El)
junto com as relagdes (D.10), (D.11)) e (D.12)), pode-se expressar as componentes de 1 da
seguinte maneira

(€p Fify)

&i:’lﬂ' 2 ) ,(IJO:'I;b'éZa (E2)

e assim definir

P = ¢+(ép+2ié@ + ww + 0, (E.3)

Por outro lado, para poder ter uma equivaléncia entre o sistema de coordenadas cilindricas
e retangulares, é necessario usar as seguintes relagoes

- ) |
PP e ey, (e, +ie,) = — 059
© ©

dy

— (& +ié,) = (ér +iey), (E.4)

ox

e seus respectivas conjugadas complexas.
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Tendo definido as relagoes li e 1 , é possivel transformar os operadores P+ q'%)

e (Py — @) a coordenadas cilindricas, desta maneira usando a definicao de 1’ tem-se

2

(P +q§y>¢ < 0y + qu) Pt <é"zié‘”) + (é”;ié“") +¢%.|, (E.5)

onde foi usado P, = —id,, Py = —10y e o quadrivetor de potencial vetorial A= (—%, %, 0).
Assim, calculando (E.5|), tem-se

(P —i—qB:y)iﬁ:{—i[cosgo;n—Slnwa—I— Sln@+zfr81n@]w+}(ep+z%)

2 r o Oy r 2
) 0 sing 0 smgp qB (€, —iéy)
—|—{ z[cosgpaT 7% . —i—z2rsm<p]z/; }2
+ { — i[cosgogr — SH;‘P;SO —i—quBrsmcp}w }éz,
(E.7)

e calculando (E.6|), tem-se

. B 0 0 B ep + i€
O R A o

0 0 B N
+ —ifsingl 4 200 080 0B gy =)
or r 880 r 2 9

+ { —i[singp((?r CO:SO;SO — zéjfrcosw]wo}éz.

(E.8)
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Podemos resumir nossos resultados usando a notagao que foi usada em , desta forma

é possivel expressar (E.7) e (E.8) como

B — 0 i 0 i A B -
P+ =y P = cos p— — sme 9 z'smngwg +iZ, siny | 1, (E.9)
or r Oy r 2

R Bzx\ - 0 9] adi B y
< B, - qw) P = —i (Siwar + 2= i i i cos so) P, (E10)

2 r 0y r
com
B 1 0 0
Sdiag — [0 —1 0 (E.11)
0 0 0

—,

Deste modo, a equivaléncia do operador (]3 — ¢qA)?%, atuando no 1, com o sistema de
coordenadas cilindricas é dado por

92 19 82 10 igBr\* wdiae 20 O 9% | -
_ -~ -2 Hz - Y — gBS%ag _ =% Gdiag
o2 T rar 2t (r Do 2 > 4B r2 agosz oz v,
(E.12)

ou também pode-se expressar como

82
ETPaean

r2 dp
(E-13)

L rdin] — 9 10 S2 (18 igBr\® 2i0 .,
_ 2 diag N Y Mz - Y
[(P qA)" — qBS; }d) [8T2+rar r2+<r Oy 2 >



Apéndice F

Diagonalizacao para o caso do

potencial coulombiano

A equagao que obtém-se em (4.127)) é

2
Qe = —ﬁAﬂ#,
onde

Qe = (M2 —E2) _2E(Za) _ <

dr? r2

&£ -1/
: .

Aplicando a seguinte transformagao de similiaridade

e (07) = -5 (08,07 (07'9).

onde O ¢ uma matriz formada pelos autovetores do operador A;, dado por

_aj(Za) _aj(Za) _aj(Za)
(+1/2—=7) (+1/24) (+1)
O=|__¢Z __G(Zo _6(Zo)
(3+1/2+7) (J+1/2—7) J
1 1 1
Definindo
P =01,
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(F.1)

(F.2)

(F.3)

(F.4)



— dia
O7'A;0 = A",

a equagao (F.1]) é reescrita como

Também é possivel definir a relacdo entre 1 e 1 dado por

SR R M RS Ve

Fo=-

2 ia v
<QKG + T—QA;? 9> P =0.

aj(Za) 5 aj(Za)
G(Za) 5 G(Za)

¢=Fi1+Fq+¢.

G+12+y) 7 GH1/2=9)" "

_ G(Za) -

aj(Za) -
G+1) 7

— 9,
J
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(F.6)

(F.7)



Apéndice G

Condicao de normalizacao

G.1 Condicao de normalizacao para o campo magnético

Neste apéndice, serao calculadas as constantes de normalizacao. Para isso, primeiro usa-
remos a densidade de corrente J, que foi descrito na secéo desta maneira temos

1-_
7= 9%, (1)
considerando o espinor que foi dado na equagao (3.24)), obtemos

JOI—%<XT'¢+¢T'X)a (G.2)

onde x representa o conjunto de equagoes (3.65)), (3.66) e (3.67]), que neste caso foram
escritas em notacao vetorial dado pela seguinte expressao:

1 . .
x = —M<Ed) iV — iqA)(I)), (G.3)
portanto, substituindo em - tem-se

qBr

B
Kol Ty T@) (G.4)

JO — <2E\¢| — (V) ap it (V) + Loty +

2M
Por outro lado, usando a seguinte identidade vetorial:

V- (@) = VP - p + OV - h, (G.5)
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a equagao (G.4) pode ser expressa como

JO = 2M(2E|1/)] DTV g — DV - sz) QM(ﬁ-(¢@T)—€-(¢T@))

1 qBr t qBr
Il o4+ Lot
+ 2M ( 2 v v

(G.6)

A expressao (G.6) pode ser reescrita de outra maneira, para isto escrevemos a equacao
subsididria (3.71)) em notagao vetorial

LLUS (G.1)

para depois ser substituida na equacao (G.6)), e assim obter

V. =iE®+

= (10— 12 — 5 (V- wah) - ¥ - vfe)). (G8)

Seguidamente serd calculada a condicao de normalizagao, para isso é integrado a equagao

(G.8) em todo o volumen, obtendo

/JOdV—M/ (J]? — || )dV—— (6-(¢<I>T)—€-(w<1>))dv (G.9)

A expressao obtida na equacao (G.9) ainda pode ser reduzida, para isso sera mostrado
que a integral do lado direito

I= /V (6 (@) — V- (¢Tq>))dv. (G.10)

é nula. Para mostrar isso, serao substituidas as componentes fisicas (D.10)), (D.11)) e (D.12)

em ((G.10]), obtendo
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/ (p®)dV = </_LL dz> </(:r ewd90> [/OOO o, (rf+1(r)gT(r)> dr]
(LI e
([ o] ([ o)

([,

) [ 0, (e7%) dcp] < /0 h rfl(r)gT(r)dr> +or /0 h [ /_ LL 9, (fo(r)gT(r)) dz} rdr,

(G.11)

onde foi usado o operador V em coordenadas cilindricas, e também foi usado as fungoes
fr1(r), f-1(r), fo(r) e g(r) para representar as partes radiais das componentes ¥, 9, )"

e ¢.
Logo, como podemos notar, integrando sobre ao angulo ¢, os quatro primeiros termos da

integral (G.11)) sao nulos. E derivando em relacdo a z, o ultimo termo também é nulo.
Portanto, é mostrado que

/ V- (p®"dv =0, (G.12)
14
da mesma maneira também pode-se provar que
/ V- (pi®)dv =0, (G.13)
14

assim, é mostrado que a integral ((G.10)) é nula, e por consequéncia a condigdo de norma-
lizacao (G.9)), pode-se expressar como

/VJOdV = f;/(wﬁ — |®|?)dV. (G.14)

Consequentemente, substituindo as componentes (D.10)), (D.11)) e (D.12)) em ((G.14]), e com
ajuda das propriedades de ortonormalidade dos polindmios de Laguerre, tem-se
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2 2
(INOI — || ) (n + m)
2 n ’

(G.15)

A Ml (n —1)! n m(n + lm
SEoneDm T =V T W

onde foi considerado fv JYdV = +1. Como é visto na equacio 1' para obter o valor
das constantes de normalizagao, s6 é necessario conhecer previamente o valor de apenas
trés constantes en funcao de uma. Para obter isso, serdo seguidos os seguintes passos

1. Substituindo (D.10]), (D.11]) e (D.12) em a equagao subsidiaria (3.71)), tem-se

iE® = { (ar + i) _ A=A } ¢++{ (& + i) + [(m - 1: = 7] }w+ikz¢0,

r

(G.16)
em seguida, é substituido as componentes (3.100)), (3.101), (3.102) e (3.103)) em (G.16).
Depois, multiplica-se por sua mesma conjugada complexa. Finalmente, integrando em
todo o volumen e usando as propriedades de ortonormalidade dos polinomios de Laguerre,
obtemos

(n+1+ "2 41 4 m))
(n+1)

E2(2n 4+ |m| + 1)

2
o (n+1+|ml)?+

Cof = |

9 (n + |m|2_m)2n

2k2(2n + |m| + 1)
(n+ |m]) '

4\

+|N?|

(G.17)

2- Substituindo (D.10)), (D.11)) e (D.12)) em a equacao (3.61)), tem-se

{(M2 — k) - <af+a7“> g m= OO Wz)f}@ :Ei{ (m+1) = Orh)] (ar+ 1)}w+

r2 r

+ EK.¢° — Ei { [(m -1 -] | (& + i) } b,

r

(G.18)
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em seguida, é substituido as componentes (3.100)), (3.101)), (3.102)) e (3.103)) em (G.18).
Depois, multiplica-se por sua mesma conjugada complexa. Finalmente, integrando em
todo o volumen e usando as propriedades de ortonormalidade dos polinomios de Laguerre,
obtemos

[(M;’“> A ”r (14204 fml)? (o fml) + (04 1)1+ |m]) |09

E?k2(2 1 1 4 ml=my2 1
B D) o [ O 0 LD
A\ (n+1)
+ 4E? Mer }N*|2
(n+|m|) '
(G.19)

3- Substituindo (D.10]), (D.11)) e (D.12)) em a equacao (3.64)), tem-se

2
{(M2 ~E%) - <a£ + i) = O] _7972)] }wo — ik, { m+1) = )] <ar - i)}w*

_ EK.,® — ik, { [(m =)= ()] | <8r + i) } o,

r

(G.20)

em seguida, é substituido as componentes (3.100)), (3.101), (3.102) e (3.103)) em (G.20).
Depois, multiplica-se por sua mesma conjugada complexa. Finalmente, integrando em
todo o volumen e usando as propriedades de ortonormalidade dos polinomios de Laguerre,
obtemos
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(555 +2ms 1)]2 (14 20+ D) 4+ fml) + (0 + 1)+ 1+ o)) [N

A
E2 2 2 1 1 |m|—m 2 1
_ BTk (2n + |m| + )|C°\2+4k§ (n+1+|m|)2+(n+ ) (n 4 L+ [m)) }N+|2
A (n+1)
|m|=m\2
BT R P I s il BTV
(n+|ml)
(G.21)

4- Substituindo (D.10) e (D.11)) em a equacao (3.73)), tem-se

{<M2—E2—k§>—<83+‘?f 1>+[<m“)—<w>]2 2[(m+1>+”2]}¢+

r2 r2 r2
2
- {(M2 B R (a,? . % - ;) L om— 1)r2 r?))* 2 [(m :2) + Ar?] }W
(G.22)

em seguida, é substituido as componentes (3.100)) e (3.101) em (G.22)). Depois, multiplica-

se por sua mesma conjugada complexa. Finalmente, integrando em todo o volumen e
usando as propriedades de ortonormalidade dos polinémios de Laguerre, obtemos

1
|N“2: (n+ +]m\)(n+|m[)el‘N+}2, (G.23)
n(n+ 1)es
onde
§=(2n+2+|m| —m)? —2(m + |m| + 2n + 4) + 2a, (G.24)
a=Mn+1)n+1+m))+ n+2)(n+2+|m|), (G.25)
w=(2n+ |m| —m)® = 2(m + |m| + 2n — 2) + 20, (G.26)

b=n(n+|m|)+ (n—1)(n—14|m|), (G.27)
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y=M?>—E>— i, (G.28)
2
o = {[y(3+2z+\m|) +5] +a[i+2(2n+|m,_m)r}, (G.29)
2
62:{[y(2n—i+|m)+w] +b[i+2(2n+l+\m|—m)]2}. (G.30)

5- J4 que em ((G.23)) foi obtido uma relagdo entre N* e N, esta serd aproveitada para
encontrar as constantes N e C° em funcdo de N*. Assim, usando as equacdes (G.23) ,

(G.21), (G.19)), e (G.17]), é possivel obter

‘ 0‘2 4k2NZ5Z3(n + 1 + |m))

2
= i D@t ml s )EZ iz N (G31)
2 AE?NZ1Z3(n + 1+ |ml]) 2
‘ O‘ (4120 + |m| +1)(E4Z; — k‘ZlZQ)‘ T (G.32)
onde
p=0+2n+m)?+nn+m|)+n+1)n+1+|m), (G.33)
2 2 2 4
71 = {p KMAE> +o(n + 1)} + k—;(zm 1t |m|)}, (G.34)
2 1.2 2 4
72 = {p KW) +2(n+1)} +L§\(2n+1+]m\)}, (G.35)
n + Im=my2,
z3= Mntlmba | (24 Zr7) e F(ntl4|m)(n+1)+(n+1+|m|—m) (G.36)

€2 €2

Desta maneira sdo obtidas as constantes N~, N9 e C° em funcdo de N*. Seguidamente,
é substituido (G.23)), (G.31) e (G.32)) em (G.15]), obtendo
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m|+1 4 4 ) V2
’Nﬂ _ MM ea(2n+|m|+ 1)(E*Z1 — k;Z2)(n + 1)! (G.37)
E¢(2m)(2L)(n + 1 + |m))! ’
onde
E= (a1 +e)2n+ |m| +1)(E*Zy — k2 Z:) + 2Z3eo\(k2 2y — B2 Zy). (G.38)

6- Finalmente ¢ calculado a constante de normalizacao Nt. Para encontrar as outras
constantes, é substituido (G.37)) em (G.32)), (G.31) e (G.23)), obtendo

Nl MN™HFY2n 4 |m| +1)(E*Z) — k2 Zo)(n — 1)l v (G.39)
[NT| = E¢(2m)(2L)(n — 1 + |m|)! ’ |

N0 A2 Zo Z3 M A+ 269 i e |C0] UENZ) ZsMAT et |
E¢@2m)(2L)(n+|m[)! | §(2m)(2L)(n + |m|)!
(G.40)

G.2 Condicao de normalizacao para o potencial coulombi-
ano

Neste apéndice, serao calculadas as constantes de normalizagao. Para isso, primeiro usa-
remos a densidade de corrente J, que foi descrito na secio , desta maneira temos

1-
JO = 51/1&%/1, (G.41)
considerando o espinor que foi dado na equagao (4.34]), obtemos

O = %(ﬁ*é +GiFY), (G.42)

e substituindo o conjunto de equagoes representadas pela equagao (4.102)) em (G.42)), tem-
se
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1

0_ _*
J_2M

Za\ =2 = -
[2 (E+> ‘F’ + FT.ve + vel. Fl. (G.43)
T
Neste ponto, é importante mencionar que devido ao fato que o operador paridade conmuta
com a equacao de movimento, o espinor é separado em dois casos diferentes dependendo
da paridade correspondente. Por esta razao o procedimento para encontrar as constantes
de normalizacio serdo separadas em paridade (—1)/ e paridade (—1)7*1.

Paridade (—1)7

J4 que para a paridade (—1)7 a componente Fy # 0, enquanto as outras componentes
F., F_, ¢ sao nulas, o procedimento para obter a condi¢cao de normalizacao é mais simple.
Deste modo, ¢ integrado a densidade de corrente (G.43)), obtendo

1 Zo
0 - — E+ 22 | Ry 44
[ = [ (B+2) R (.4

substituindo a componente Fy (4.150) em (G.44]) e usando as propriedades de ortonorma-
lidade dos polindmios de Laguerre, tem-se

1/2

M(25 + 1)n! E
N(): (]+ )n , € =

dr(n+2y)!e(2n+ 14 2y) + Za 2 (M2 — E2)'/?

Paridade (—1)/*!

Neste caso, a diferencia com a paridade (—1)7, as componentes F'™, F~ e ® sao diferentes
de cero, em consequéncia a densidade de carga e mais dificil que o caso anterior. Para este
caso, sera usado a seguinte identidade vetorial:

V- (BPF)=V® - F+®V . F, (G.46)
a equagao (G.43|) pode ser expressa como

|2 o o o o
JO — ﬁ [2 <E+ Zf) ‘F‘ — 'V . F -0V . Fl 4+ V(@F) + V(®'F)|. (G.47)
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A expressao (G.47) pode ser reescrita de outra maneira, para isso escrevemos a equacao
subsididria para o caso I'(r) =0

(E+@)q> V.F=0. (G.48)

para depois ser substituida na equacao (G.47), e assim obter

1 Za |2 1 _ _
0= 2 f f
= (B4 22 (B —101) + 557 [V (oF) + 9 (27F)]. 4
J M<+r>< |>+2MV +V (G.49)
Seguidamente serd calculada a condicao de normalizagao, para isso é integrado a equacao
(G.49) em todo o volumen, obtendo

1 -, .,
0dV = 2 t f
_ L[ (p_2% ‘F’ o i | [V (eF) + v (o F) ] av.
/VJdV M/v< >< ||>dV+2M v +v v
(G.50)
A expressao obtida na equagao ((G.50) ainda pode ser reduzida mais, para isso serd mos-

trado que a integral do lado direito

2M/ @TF v (@FTH dv (G.51)

é nula. Para mostrar isso, serao substituidas as componentes fisicas (F.8|), (F.9) e (F.10)

em (G.51)), obtendo

1%
com
2m .
Bl [ (oo + S - ) (om0 0.0) ara
(G.53)

L[ 20 cos 60y 0,
By \/Q/o /0 /0 e <s1nc9(9r+ " + rsm¢9> (f— ()Y (0,0)g"(r)YT7(8, go)) drdSQ,
(G.54)
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Bs = /OOO /027r /OW <cos 00, — Siila&;) (fo(r)yjm(a,gp)gT(r)yT;ﬂ(e,(p)) drd),  (G.55)

onde foi usado a defini¢do do operador V em base esférica [52]

- o —ip )

0 ) (G.56)
(sin 00, + o8 g + : &p> Ay,
T rsin 6

eie
V2

e foi usado as fungdes f11(r), f-1(r) e g(r) para representar a parte radial de F.1, F_1 e ®.

Agora serao resolvidas as integrais By,B2 e Bs, desta forma temos

B U Oo <f“ ] [ / ) / Sin@Y%(&so)Y*;?“(e,@)dﬂ]
[/ Flt } U 2W/ % cos 00y (Y/11(0.0)Y 17 (0. ) dﬁ} (G.57)
V2 [/ fH ] [/%/o singo? J+1(9’ ‘P)YTT((W)) dﬂ},

expressando os harmonicos esféricos da seguinte maneira:

Ym(9 ) x e’mSDPm(cos 0), e mi(g ) xe ’m“’Pm(cos 0), (G.58)

a integral (G.57)) é reescrita como

By = ;5 [ /0 o, (f+1 )dr] { /0 : e—i%’d@} { /0 sin2 g P! +1(cos€)Pm(cosc9)d0]
\2 [/OC’O J( 729*( r) ] [/OZW e_wdcp] UOW cos 6/sin 60 ( j+1(cosl9)Pm(cosﬁ))d9]
} /OOO Jo1 TrgT ] U%/ 10, (P 1 (cos ) P"(cos ) ) dedw]

[\

(G.59)
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asim, integrando a expressao anterior, ¢ mostrado que
By =0. (G.60)

A seguinte integral é Bs, ja que devido a semelhanca com Bj, pode-se concluir que

By =0. (G.61)
A dltima integral é Bs, usando (G.58) em (G.55)), tem-se

Bs =2 [ /0 i ( fo(r)gT(r)> dr] [ /O " cos 6P (cos B) PI" (cos ) sin 9d9]

G.62)
00 t ™ (
+4m {/ fo(r)g(r)dr] [/ cos 0P (cos ) P/ (cos 0) sin 9d9} ,
0 r 0
usando a seguinte relagao de recorréncia dos polinomios de Legendre:
(2§ +1)cos 0P (cos ) = (j —m + 1) P/t (cos0) + (j +m)P/"(cosb), (G.63)
a integral (G.62)) é reescrita como
2m(j—m+1) [ [* ™ . _
Bs = ((2]4-1)) {/0 Or (fo(r)gT(r)) dr] [/0 1 (cos 0) Pl (cos 0) sin Qde]
27T(j + m) > t " m m ;
@ir Or (fg(r)g (r) dr Pj_l(COSG)Pj (cos ) sin 6d6
0
(G.64)
4G—m+1 fol(r /
+ = @+ 1) [/ dr] [ 1 (cos 0) Pl (cos 0) sin 0d6
47‘(’ j + m f() m m .
Qi+ 1) [/ r} {/0 P (cos0) Pj™ (cos ) sm@d&} ,

e finalmente, usando a relagao de ortonormalidade dos polindmios de Legendre, a integral

(G.64) resulta

B; =0, (G.65)
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seguidamente, substituindo os resultados obtidos em (G.60)), (G.61)) e (G.65) em a integral
(G.52)), é mostrado que

/6 (@t F)av =0, (G.66)
da mesma maneira, pode-se mostrar que

/ V. (@F)aV =0, (G.67)
e assim poder expressar a condi¢cao de normalizagao como

/JodV - ]\14/ (E - ZTO‘) (‘ﬁ(z - |<1>|2> dv. (G.68)

Consequentemente, substituindo as componentes (F.8)), (F.9) e (F.10) em (G.68), e com
ajuda das propriedades de ortonormalidade dos polinomios de Laguerre, tem-se

M(n—1)! :7(2'Y+1)(n+1+27)(n+27)‘N+}2
Am)[e(2n+2y — 1)+ (Za)] (n — 1 4 29)! (Za)?(25 + 3)

IN_

9

(Za)?*(n+1)n(2j — 1) 3G+ 125+ 1)n

(G.69)

onde foi considerado fv JYdV = +1. Como é visto na equacio 1D para obter o valor
das constantes de normalizagao, s6 é necessario conhecer previamente o valor de apenas
duas constantes en funcao de uma. Para obter isso, serdao seguidos os seguintes passos

1- Substituindo (F.8)), (F.9) e (F.10) em a equacao subsidiaria (4.122)), tem-se

A d (vy+1/2) A _
-0+ (y+1/2) |—+ - Fiq

2 d [(dvp 1/2) ’ )\2(7+ 1_/2)] (G.70)
~br=172) [dp ) 2(v — 1/2)] =0

em seguida, é substituido as componentes (4.153)), (4.154) e (4.155) em (G.70)). Depois, é
integrado em todo o volumen e usando propriedades dos polinémios de Laguerreﬂ é obtido

dp — (a=B=14n)1!

'Onde foi usado a seguinte propriedade: [;° e LY (x) T i 1
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n a9 _
CO = X <a1N+ + mN > s (G?l)
onde
_ (rH1/2)(3y+1/2+2n) Ay +3/2)
"= (-172) (G -1/2) (G72)
_ (r=1/2)(v+1/242n) Ay —3/2)
a2 = (G r1/2) CESVOR (G.73)

2- Substituindo (F.8), (F.9) e (F.10)) em a equagao (4.124]), tem-se

I S I (O 0 Vit V4 BN U =
G+1/2=7) [dp? p? T 4} i
1 2 [(y-1)2-1/4 X 1] -
RSV [dpz - 2 T 4] o (G

p
1 d? 21/ X 1] -
SO BT PN F
(G+1) Ldp p p 4
em seguida, é substituido as componentes (4.153)), (4.154)) e (4.155)) em (G.74). Depois, é
integrado em todo o volumen e usando propriedades dos polinémios de Laguerre, é obtido

CO——n('—i—l)[ N N } (G.75)
TV TULGE 2= T e DG 124 |
3- Substituindo (G.71)) em (G.75)), tem-se
N~ =-n(n+1)agN™, (G.76)
e (Za)? +2G + 1) +1/2+)
ar(Za)* +AJj+1)(J+ +
= . G.77
4 a2(Za)? +XG+1)(j+1/2—7) ( )
4- Substituindo (G.76)) em (G.75)), tem-se
0 = M]\ﬁ (G.78)

(Za)?
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onde

ag = (j +1/2)(az — 1) = y(az + 1). (G.79)

Desta maneira sao obtidas as constantes N~ e CY

substituido (G.76) e (G.78) em (G.69)

em funcao de NT. Seguidamente, é

M(n—1)(Za)?

1/2
+| _
‘N ‘ - { (Am)o[e(2n + 27 — 1) + (Za)] (n — 1 + 2v)! } ) (G.80)

onde

s 12+ D+ 1+29)(n+2y) A2y =Dnn+1)(as)® (7 =1/ (0 +2y)n( +1)(ar)”
(27 +3) (2 —1) 32+ 1)(Za)?
(G.81)
5- Finalmente, é calculado a constante de normalizacdo N*. Para encontrar as outras

constantes é substituido (G.81) em (G.76|) e (G.78]), obtendo

- M(n — 1)'(206)2712(7’1, + 1)2(@3)2 1/2
N7l = { (A4m)o [e(2n+ 2y — 1) + (Za)] (n — 1 + 27)! } ; (G.82)

_ M(n — D)!n2(j + 1)%(a4)? 1/2
’C’O‘ = { (4r)(Za)26 [e(2n + 27 — 1) + (Za)] (n — 1 + 27)! } . (G.83)



Bibliografia

1]
2]

3]

L. de Broglie. Comptes rendus de ’académie des sciences. 199, 1934.

G. Petiau. Contribution a la théorie des équations d’ondes corpusculaires. Académie
Royale de Belgique, 16, 1936.

N. Kemmer. Quantum theory of Einstein-Bose particles and nuclear interaction.
impertal College of Science and Technology, 166, 1938.

R. J. Duffin. On the characteristic matrices of covariant systems. Physical Review,
54, 1938.

A. Boumali. Particule de spin-1 dans un potentiel d’Aharonov—-Bohm. Canadian
Journal of Physics, 85, 2007.

A. Boumali, L. Chetouani, and H. Hassanabadi. Two-dimensional Duf-
fin—Kemmer—Petiau oscillator under an external magnetic field. Canadian Journal of
Physics, 91, 2013.

A. Boumali and N. Messai. Exact solutions of a two-dimensional Duf-
fin—-Kemmer—Petiau oscillator subject to a Coulomb potential in the gravitational
field of cosmic string. Canadian Journal of Physics, 95, 2017.

H. Hassanabadi, Z. Molaee, and S. Zarrinkamar. DKP oscillator in the presence of
magnetic field in (1+2)-dimensions for spin-zero and spin-one particles in noncom-
mutative phase space. The European Physical Journal C, 72, 2012.

H. Hassanabadi, Z. Molaee, M. Ghominejad, and S. Zarrinkamar. Spin-one DKP
equation in the presence of Coulomb and harmonic oscillator interactions in (1+3)-
dimension. Advances in High Energy Physics, 2012, 2012.

107



BIBLIOGRAFIA 108

[10]

[11]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]
[19]

Shu-Rui Wu et al. Effects of generalized uncertainty principle on the two-dimensional
DKP oscillator. The FEuropean Physical Journal Plus, 132, 2017.

Bing-Qian Wang et al. Solution of the spin-one DKP oscillator under an external
magnetic field in noncommutative space with minimal length. Chinese Physics B, 27,
2018.

M. Abreu, S. Santos, and M. Vianna. Duffin—-Kemmer—Petiau theory with minimal
and non-minimal couplings. Journal Physics A, 43, 2010.

T. Lunardi, B. M. Pimentel, G. Teixeira, and S. Valverde. Remarks on Duffin-
Kemmer-Petiau theory and gauge invariance. Journal Physics Letters A, 268, 2000.

T. R. Cardoso and B. M. Pimentel. The theory of Duffin-Kemmer-Petiau. Revista
Brasileira de Ensino de Fisica, 38, 2016.

N. Kemmer. The particle aspect of meson theory. imperial College of Science and
Technology, 173, 1939.

L. B. Castro and A. S. de Castro. Corroborating the equivalence between the Duffin-
Kemmer-Petiau and the Klein-Gordon and Proca equations. Physical Review A, 90,
2014.

Y. Nedjadi and C. Barrett. Solution of the central field problem for a Duffin-Kemmer-
Petiau vector boson. Journal of Mathematical Physics, 35, 1994.

H. Umezewa. Quantum field theory. North-Holland, 1956.

T. R. Cardoso, L. B. Castro, and A. S. de Castro. On the nonminimal vector coupling
in the Duffin—Kemmer—Petiau theory and the confinement of massive bosons by a
linear potential. Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical, 43, 2010.

R. F. Guertin and T. L. Wilson. Noncausal propagation in spin 0 theories with
external field interactions. Physical Review D, 15, 1977.

Vijayalakshmi et al. Consistency of spin-1 theories in external electromagnetic fields.
Journal of Physics A, 12, 1979.

A. Einstein and W. J. de Haas. Experimenteller nachweis der ampereschen moleku-
larstrome. Deutsche Physikalische Gesellschaft, 17, 1915.



BIBLIOGRAFIA 109

[23]

[24]

[25]

[26]
[27]

28]

[29]
[30]

[31]

[32]

33]

[34]

[35]

[36]

[37]

A. Einstein and W. J. de Haas. Proof of the existence of Ampere’s molecular currents.
Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amsterdam, 18, 1915.

W. Rarita and J. Schwinger. On a theory of particles with half-integral spin. Physical
Review, 60, 1941.

F. J. Belifante. Intrinsic magnetic moment of elementary particles of spin 3/2. Physical
Review, 92, 1953.

S. Weinberg. Dynamic and algebraic symmetries. Brandeis Lectures vol 1, 1, 1970.

S. Ferrara, M. Porrati, and V. L. Telegdi. g=2 as the natural value of the tree-level
gyromagnetic ratio of elementary particles. Physical Review D, 46, 1992.

R. Mallick et al. On the possibility of rho-meson condensation in neutron stars. Royal
Astronomical Society, 449, 2015.

K. Fukushima et al. Chiral magnetic effect. Physical Review D, 78, 2008.

E. Kharzeev and T. Son. Testing the chiral magnetic and chiral vortical effects in
heavy ion collisions. Physical Review Letters, 106, 2011.

S. Bali et al. QCD quark condensate in external magnetic fields. Physical Review D,
86, 2012.

O. Hidaka and A. Yamamoto. Charged vector mesons in a strong magnetic field.
Physical Review D, 87, 2013.

Hao Liu, Lang Yu, and Mei Huang. Charged and neutral vectormesons in a magnetic
field. Physical Review D, 91, 2015.

V. Skokov et al. Estimate of the magnetic field strength in heavy-ion collisions.
International Journal of Modern Physics A, 24, 2009.

H. C. Corben and J. Schwinger. The electromagnetic properties of mesotrons. Physical
Review, 58, 1940.

J. Daicic and N. E. Frankel. Relativistic spin-1 bosons in a magnetic field. Journal
of Physics A, 26, 1993.

M. Abramowitz and I. A. Stegun. Handbook Of Mathematical Functions (without
numerical tables). 1972.



BIBLIOGRAFIA 110

[38]
[39]

[40]

[41]

[42]

P. Gubler et. al. D mesons in a magnetic field. Journal Physics Letters D, 93, 2016.

W. Greiner and J. Reinhardt. Field quantization. Rewvista Brasileira de Ensino de
Fisica, pages 164-166, 1996.

R. G. Newton. Scattering theory of waves and particles. Springer Science and Busi-
ness Medial International, 1982.

L. B. Castro and A. S. de Castro. Spinless bosons embedded in a vector Duf-
fin—-Kemmer—Petiau oscillator. Physics Letters A, 375, 2011.

M. R. Slot, T. S. Gardenier, P. H. Jacobse, G. C. P. van Miert, S. N. Kempkes,
S. J. M. Zevenhuizen, C. M. Smith, D. Vanmaekelbergh, and I. Swart. Experimental

realization and characterization of an electronic Lieb lattice. Nature Physics, 13,
2017.

M. Kuchiev and V. V. Flambaum. Coulomb problem for vector bosons. Physical
Review D, 73, 2006.

S. C. Ulhoa. O teleparalelismo equivalente ‘a relatividade geral e o momento angular
gravitacional. Physicae, [S.1.], 2009.

L. B. Castro. Noninertial effects on the quantum dynamics of scalar bosons. The
European Physical Journal C, 61, 2016.

J. T. Lunardi, B. M. Pimentel, and R.G. Teixeira. Interacting spin 0 fields with
torsion via Duffin-Kemmer-Petiau theory. General Relativity and Gravitation, 34,
2002.

L. B. Castro. Quantum dynamics of scalar bosons in a cosmic string background.
The European Physical Journal C, 75, 2015.

R. Casana, J. T. Lunardi, B. M. Pimentel, and R. G. Teixeira. Spin 1 fields in
Riemann-Cartan space-times via Duffin-Kemmer-Petiau theory. General Relativity
and Gravitation, 34, 2002.

E. L. Hill. The theory of vector spherical harmonics. American Journal of Physics,
22, 1953.

R. G. Barrera, G. A. Estévez, and J. Giraldo. Vector spherical harmonics and their
application to magnetostatics. Furopean Journal of Physics, 12, 1985.



BIBLIOGRAFIA 111

[51] D. J.Ivers and C. G. Phillips. Scalar and vector spherical harmonic spectral equations

of rotating non-linear and linearised magnetohydrodynamics. Geophysical Journal
International, 175, 2008.

[52] D. A. Varshalovich, A. N. Moskalev, V. K., and Khersonskii. Quantum theory of
angular momentum. 1988.



	Introdução
	Formalismo de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP)
	Álgebra de DKP
	Covariância de Lorentz na teoria DKP
	A equação adjunta de DKP
	A equação de continuidade na teoria de DKP 
	Condição de normalização e valor esperado 
	Representação das matrizes 
	Equivalência entre a teoria de DKP e as teorias de Klein-Gordon e Proca para o caso livre
	Operadores de seleção
	Setor escalar S=0
	Setor vetorial S=1

	Interações na teoria DKP
	Equivalência entre a teoria de DKP e as teorias de Klein-Gordon e Proca para o caso de acoplamento mínimo

	Mésons vetoriais num campo magnético externo
	Equação de DKP num campo magnético externo 
	Correção do fator giromagnético
	Caso: m>0
	Caso: m<0


	Mésons vetoriais em um potencial coulombiano
	Equação de DKP num potencial coulombiano 
	Paridade: (-1)j 
	Paridade: (-1)j+1 

	Correção do fator giromagnético 
	Paridade (-1)j
	Paridade (-1)j+1


	Conclusões
	Vetor Pauli-Lubanski da teoria DKP
	Setor escalar
	Setor vetorial

	DKP em coordenadas curvilíneas 
	Coordenadas cilíndricas 
	Coordenadas esféricas 

	Harmônicos esféricos vetoriais
	Diagonalização para o caso de campo magnético 
	Equivalência entre o sistema cilíndrico e retangular 
	Diagonalização para o caso do potencial coulombiano 
	Condição de normalização
	Condição de normalização para o campo magnético
	Condição de normalização para o potencial coulombiano 

	Bibliografia

