
TESE DE MESTRADO

Diagrama de Fase do Modelo Colar de
Kondo a baixas temperaturas

Daniel Lorenzo Reyes López
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e co-orientação do Pesquisador Dr. Amós Troper
para a obtenção do t́ıtulo de Mestre em F́ısica por

Daniel Reyes López.
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Resumo

Uma versão simplificada do modelo da rede de Kondo (simetria de spin SU(2)), o

modelo colar de Kondo (simetria U(1)), é estudada a temperatura finita usando uma

representação para os spins dos momentos localizados e dos elétrons de condução

em termos de operadores singleto e tripleto Kondo locais.

Calculamos a função de Green de duplo tempo para encontrar a relação de dis-

persão das excitações do sistema. Mostramos que em 3-d existe um estado ordenado

antiferromagnético à temperatura finita mas em 2-d a ordem magnética de longo

alcance só acontece a T = 0.

Finalmente estudamos o comportamento da linha cŕıtica de Neel como função da

dimensão e mostramos que para d = 3 o expoente de deslocamento perto do ponto

cŕıtico quântico assume o valor de ψ = 1/2.
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Abstract

A simplified version of the Kondo lattice model (symmetry of spin SU(2)), the

Kondo necklace model (symmetry U(1)) is studied at finite temperature using a

representation for the localized and conduction electron spins in terms of local Kondo

singlet and triplet operators.

We calculate the double time Green’s functions to get the dispersion relation of

the excitations of the system. We show that for d=3 there is an antiferromagnetic

ordered state at finite temperatures but in d=2 long range magnetic order occurs

only at T = 0.

Finally, we study the behavior of the critical line of Neel as a function of the

dimension and show that for d = 3 the shift exponent close to the quantum critical

point assumes the values of ψ = 1/2.
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5.8 Parâmetros de ordem singleto e tripleto a temperatura finita . . . . . 59

5.8.1 Aproximação a baixas temperaturas . . . . . . . . . . . . . . . 60
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Caṕıtulo 1

Introdução

Um sólido apresenta ferromagnetismo (FM) quando os momentos magnéticos

de seus átomos se ordenam de forma espontânea em uma mesma direção paralela.

Entretanto, se o ordenamento é anti-paralelo se obtêm antiferromagnetismo (AF).

A interação dipolar clássica entre estes momentos magnéticos é bastante fraca (de

ordem 10−5eV) para poder explicar as temperaturas de transições de fase magnéticas

obtidas nos laboratórios (da ordem de 102 a 103K). Desde os primeiros tempos da

mecânica quântica, sabia-se que os mecanismos de acoplamento que dão origem ao

magnetismo e a outros fenômenos, como a supercondutividade e a transição metal-

isolante, estão associadas as seguintes propriedades fundamentais dos elétrons: o

spin, a energia cinética, o principio de exclusão de Pauli (estat́ıstica fermiônica) e a

repulsão Coulombiana entre os elétrons.

Os modelos efetivos de elétrons independentes, também chamados modelos de um

corpo, não podem descrever esses fenômenos cooperativos, nos quais as interações

eletrônicas são o ingrediente essencial. Os modelos que incorporam completamente

as interações Coulombianas entre elétrons levam a problemas de muitos corpos,

muito dif́ıceis de serem resolvidos devido ao espaço de Hilbert crescer exponencial-

mente com o número de elétrons. Neste caso, o esforço teórico está em encontrar

1



Caṕıtulo 1. Introdução 2

modelos simplificados, onde só estejam inclúıdos um reduzido número de estados de

uma part́ıcula e elementos de matriz devidos à interação. Este enfoque está funda-

mentado no conceito de grupo de renormalização que permite eliminar os estados

de maior energia e obter um Hamiltoniano efetivo que atua dentro do sub-espaço de

baixas energias.

Essas caracteŕısticas eletrônicas já foram reportadas experimentalmente há al-

gumas décadas em compostos intermetálicos baseados em Ce, Y b e U , e têm sido

objeto de extensivos estudos tanto do ponto de vista teórico como experimental [1].

O enorme interesse por estes compostos se deve às suas propriedades f́ısicas não

usuais [2], tais como: comportamento “férmions pesados”(HF, do inglês Heavy

Fermions), coexistência entre as fases magnéticas (ferromagnéticas ou antiferro-

magnéticas) e supercondutora, valência intermediária, efeito Kondo, flutuação de

spin, transições metamagnéticas, etc. Muitos estudos realizados nestes compos-

tos mostraram que a forte hibridização entre os elétrons 4f (5f) e os elétrons da

banda de condução afeta, significativamente, suas propriedades f́ısicas, sendo o fator

dominante na competição entre a interação intra-śıtio (efeito Kondo) e inter-śıtio

(interação RKKY) e, conseqüentemente, determinando o estado fundamental do

sistema [3].

Visando estudar a relação entre o efeito da blindagem Kondo e a interação

RKKY, Doniach propôs um modelo para o Hamiltoniano da rede de Kondo uni-

dimensional, o qual chamou de modelo colar de Kondo (KNM, do inglês Kondo

necklace model). Neste modelo, os elétrons de condução são substitúıdos por uma

cadeia de spins acoplados XY , tal que flutuações de carga são desprezadas [3].

Esta dissertação está direcionada ao estudo desse modelo, usando uma nova rep-

resentação de spins proposta por Sachdev [4], com a finalidade de achar os diagramas

de fase tanto no estado fundamental, como a temperatura finita.
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A seguir detalhamos a estrutura desta dissertação.

• No caṕıtulo 2, apresentamos uma breve revisão das caracteŕısticas experimen-

tais dos férmions pesados. Veremos como a pressão e o campo magnético

externo podem servir como parâmetros de controle, para o estudo do ponto

cŕıtico quântico. Finalmente, fazemos uma breve revisão da coexistência entre

a supercondutividade e a ordem magnética sob pressão.

• No caṕıtulo 3, apresentamos a f́ısica das interações desenvolvidas nestes ma-

teriais, o efeito Kondo e a interação RKKY, asim como o modelo da rede de

Kondo como representação teórica básica dos férmions pesados.

• No caṕıtulo 4, desenvolvemos o formalismo que usamos para representar os

operadores de spin, os chamados operadores de enlace (bond-operators) de

Sachdev, com a finalidade de comprender a álgebra destes operadores de spin

e assim aplicá-los no estudo da rede colar de Kondo.

• No caṕıtulo 5, estudamos as propriedades do sistema colar de Kondo e en-

contramos diversos diagramas de fase, tanto no estado fundamental, como

a temperatura finita em 2 e 3 dimensões. Finalmente, fazemos um estudo

numérico do posśıvel comportamento da linha cŕıtica de Neel em função da

dimensão espacial.

• No caṕıtulo 6, apresentamos as conclusões e perspectivas gerais da dissertação.



Caṕıtulo 2

Aspectos experimentais dos
férmions pesados

2.1 Introdução

O estudo experimental de sistemas fortemente correlacionados, entre estes, os

chamados férmions pesados (HF) têm sido intenso nos últimos anos. Isto principal-

mente pelo interesse em sistemas próximos a um “ponto cŕıtico quântico”(QCP, do

inglês Quantum Critical Point). O atrativo cient́ıfico que estes sistemas despertam

está baseado no entendimento da f́ısica dos sistemas fortemente correlacionados.

Neste caṕıtulo apresentamos, brevemente, os resultados experimentais1 que mo-

tivaram nosso estudo teórico de sistemas que apresentam uma transição de fase

quântica. Começaremos com uma descrição básica dos chamados férmions pesa-

dos para depois mostrar os comportamentos destes materiais, quando apresentam

uma ordem magnética. Do ponto de vista experimental, podemos estudar o com-

portamento das propriedades magnéticas e de transporte como função de variáveis

externas ou internas ao sistema como a pressão externa2, campo magnético externo

1Basicamente, nos referimos ao trabalho de Stewart[5].
2Muito dif́ıcil de ser controlada, fato pelo qual alguns f́ısicos experimentais utilizam o campo

magnético externo.
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ou substituição qúımica3.

Veremos como, as variáveis pressão e campo magnético, podem ser usadas para

conduzir os HF para uma transição de fase de segunda ordem pasando pelo QCP4.

Daremos uma breve explicação de ambos métodos e apresentaremos alguns sis-

temas estudados com estes parâmetros. Finalmente, é considerado um fenômeno

que está atualmente captando uma grande atenção de f́ısicos experimentais quanto

de teóricos, que é a coexistência de supercondutividade e ordem magnética quando

uma pressão externa é aplicada.

2.2 Férmions pesados

Os férmions pesados representam o protótipo dos sistemas eletrônicos fortemente

correlacionados. Estes sistemas formam uma classe de materiais que se caracteri-

zam por correlações eletrônicas fortes e porque estão próximos de um ponto cŕıtico

quântico que determina suas propriedades f́ısicas. Como se apresenta na figura 2.1,

este QCP separa, basicamente, o sistema HF de um estado magnético de um não

magnético.

Os HF são materiais intermetálicos contendo elementos metálicos e terras raras

(TR), tipo Ce, Y b ou Actinideos (Ac), tipo U [6]. Estes apresentam, geralmente,

uma configuração do tipo 4fn5d16s2 para as TR (5fn6d17s2 no caso dos Ac), com a

camada f incompleta, enquanto que os elétrons das camadas mais externas (d e s)

formam uma banda de condução e, em primeira aproximação, seus elétrons podem

ser considerados como não correlacionados.

3Esta pode ser realizada de duas maneiras: pela substitução do metal não magnético ligado ao
Ce (Yb ou U) ou pela diluição magnética, na qual substituem-se os ı́ons de terras raras por ı́ons
não magnéticos como La e Y .

4Veremos ao longo desta dissertação que a descoberta deste ponto (ponto cŕıtico quântico) é de
suma importância para poder estudar estes materiais.
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Figura 2.1: Diagrama de fase genérico de um férmion pesado o qual exibe um ponto
cŕıtico quântico a temperatura T = 0, isto num valor cŕıtico de algum parâmetro de
controle δ = δ0. [7]

Por um lado, a instabilidade nas camadas f dos elementos de TR (ou Ac) propor-

ciona um caráter amb́ıguo para os elétrons f , na fronteira entre serem considerados

como localizados ou itinerantes. Por outro lado, os elétrons de condução fornecidos

pelos elementos metálicos aumentam a interação elétron-elétron nestes materiais

e, como conseqüência, um alto valor da massa efetiva (meff ) de seus elétrons de

condução será observado. A ordem de grandeza da meff das quase-part́ıculas (dos

HF) se encontra entre 100-1000me (me ∼ massa do elétron) [6]. O fato de consid-

erar a massa das novas quase-part́ıculas renormalizada à uma escala maior, explica

muitas das propriedades anômalas observadas experimentalmente neste materiais,

particularmente no estado ĺıquido de Fermi (FL, do inglês “Fermi Liquid”) [8]. Se-

gundo a teoria proposta por Landau, a susceptibilidade magnética χ(T ) e o calor

espećıfico dividido pela temperatura C(T )/T , tendem a uma constante no limite em

que T → 0. Com relação ao transporte elétrico, o comportamento previsto para a
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resistividade em função da temperatura é dado por ρ(T ) = ρ0 +AT 2, onde ρ0 é uma

resistividade residual extŕınseca e A > 0. Convém enfatizar que esta aproximação

só é válida abaixo da chamada temperatura de coerência (Tcoh) [8].

De uma forma geral, as propriedades f́ısicas dos férmions pesados são descritas

pela competição entre duas interações: a blindagem parcial dos momentos magnéticos

pelos elétrons de condução (efeito Kondo) e a interação magnética coletiva de longo

alcance entre os momentos localizados (interação Ruderman-Kittel-Kosiya-Yosida

- RKKY). Ambas interações escalam duas energias diferentes5, cujas temperaturas

caracteŕısticas, TK e TRKKY , dependem da intensidade do parâmetro de controle

(J/W ), sendo J a constante de acoplamento entre o spin dos ı́ons f e o spin dos

elétrons de condução, e W a largura da banda dos elétrons de condução [3]. O es-

tado magnético do HF é definido quando a interação RKKY é maior que a interação

Kondo, e o estado não magnético é definido na situação contrária. A questão mais

interessante ocorre quando a competição entre ambas interações está balanceada.

Neste caso, os HF se apresentam numa situação de instabilidade magnética, próximo

a uma transição de fase de segunda ordem, de um estado magnético (M) para um

não magnético (NM). O valor do parâmetro de controle que fixa a transição de fase

de segunda ordem na temperatura zero (J/W )c, é conhecido como ponto cŕıtico

quântico (QCP), região onde as flutuações do parâmetro de ordem são determi-

nadas pela mecânica quântica. Muito próximo do QCP é de se esperar um com-

portamento não ĺıquido de Fermi (NFL, do inglês, “Non-Fermi Liquid”), podendo

coexistir, em alguns casos, com um estado supercondutor [9]. Neste regime, aplicam-

se algumas modificações com respeito a certas propriedades f́ısicas do sistema. Por

exemplo, χ(T ) e C(T )/T divergem de forma logaŕıtmica ou como lei de potência

quando T → 0 e ρ(T ) varia com lei de potência T β, 1 < β < 2 [5]. De todas

estas caracteŕısticas do estado NFL, a divergência de C(T )/T quando T → 0 é a

5Nos ocuparemos disto com mais detalhes no próximo caṕıtulo.
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mais importante, devido a esta implicar que a densidade de estados na superf́ıcie

de Fermi diverge, motivo pelo qual dificilmente a f́ısica destes materiais possa ser

entendida no contexto da teoria de Landau. Este comportamento NFL é observado

para determinadas concentrações dos elementos qúımicos que formam os compos-

tos ou para determinados valores dos parâmetros externos, como pressão ou campo

magnético. Finalmente, na região cŕıtica quântica se espera que as interações entre

as excitações fundamentais das quasipart́ıculas e as flutuações de spin expliquem o

desaparecimento do magnetismo no QCP [5, 10, 11, 12]. Na tabela 2.1 apresentamos

as propriedades f́ısicas básicas do estado ĺıquido de Fermi e NFL.

Propiedade F́ısica Ĺıquido de Fermi NFL

Susceptibilidade χ(T ) Constante (paramagnetismo) ∝ χ0 − γ
√

T , 1 ≤ β < 2
Resistividade ρ(T ) ∝ T 2 ∝ T β, 1 ≤ β < 2

C(T )/T constante ∝ T
d−z

z

Tabela 2.1: Comparação das propriedades f́ısicas básicas entre o estado ĺıquido de Fermi
e NFL, d é a dimensão e z o expoente dinâmico. No caso AF é z = 1 e no FR z = 2.

Desde o ponto de vista experimental, a pressão externa (P) e o campo magnético

externo (B) são ferramentas poderosas para investigar o comportamento cŕıtico

quântico nos HF. Ambas técnicas experimentais influenciam as correlações eletrônicas

entre os ı́ons f , conseguindo ter um controle sob parâmetro de controle J/W [5].

Nas próximas seções nos ocuparemos destes casos.

2.3 Férmions pesados com ordem magnética sob

pressão

A pressão como parâmetro vem sendo usada por f́ısicos experimentais desde
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1995 [13, 14], já que induz mudanças no parâmetro de controle J/W 6. Além disso,

os experimentos com pressão são considerados métodos limpos, pois os defeitos e

impurezas introduzidos no material são mı́nimos comparados ao método de substi-

tuição qúımica (substituição de um átomo por outro diferente). Assim, podemos

obter um diagrama de fase experimental para os HF, esquematizando o compor-

tamento destes com a variação da temperatura e do parâmetro de controle J/W ,

sendo J/W − (J/W )c ∝ (P − Pc). Com esta idéia, as propriedades f́ısicas do QCP

podem ser exploradas experimentalmente, determinando o QCP na pressão cŕıtica

Pc.

As predições teóricas para as leis que governam a transição antiferromagnética-

ponto cŕıtico quântico AF-QCP não são as mesmas quanto para a transição ferro-

mangnética-ponto cŕıtico quântico FM-QCP [10, 11, 12]. Estudaremos brevemente

nas próximas seções, alguns sistemas que apresentam ordem magnética7 (FM ou

AF) quando aplicamos pressão.

2.3.1 Ordem Antiferromagnética

As transições AF-QCP têm sido muito reportadas experimentalmente. Dare-

mos uma breve descrição de alguns compostos que apresentam este ordenamento

magnético, que são explicados teoricamente por modelos baseados na proximidade

de uma transição magnética e que têm uma temperatura de ordenamento próxima

do zero absoluto no QCP [11, 15, 16, 17, 18].

• 1. CeCu6−xAux, que se apresenta numa fase antiferromagnética (AF) para

x > 0.1. Para x = 0.1 a temperatura de Néel TN anula-se. O comportamento

6As correlaões eletrônicas nos HF são muito senśıveis à separação entre os ı́ons magnéticos f , e
podem ser explorados por efeito da pressão.

7O cenário f́ısico na vizinhança do QCP não depende da ordem magnética do estado fundamental
(P=0).
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do sistema passa a ser dominado pelo ponto cŕıtico quântico e a resistividade

se comporta como ρ(T ) ≈ ρ0 + AT com A > 0 na região NFL [19]. No

CeCu5.8Au0.2 (TN = 0.25K) acima de uma pressão de 9kbar o AF é suprim-

ido. Da mesma forma no CeCu5.7Au0.3 (TN = 0.5K) . A figura 2.2 mostra o

diagrama de fase T vs x deste sistema.

x

00.51

0

1

2

3

T
 (
K

)

CeCu6–xAux

free spins

heavy
fermion

AF

magnetic order

?

a

Figura 2.2: Diagrama de fase do composto CeCu6−xAux temperatura versus dopagem,
onde incrementando a concentração de Au leva a um ordenamento AF. O QCP está em
x = 0.1. Figura reproduzida da referência [19].

• 2. CePd2Si2, que se apresenta numa fase AF quando a pressão externa apli-

cada P é inferior a 28 kbar. Para P= 28kbar TN se anula e a resistividade se

comporta como ρ(T ) ≈ ρ0 + BT 1.2, B > 0 na região NFL [20].

• 3. CeIn3, que se apresenta numa fase AF à pressão ambiente para T < 10.1K.

Para P= 26kbar, a fase AF é destrúıda e, para P= 29kbar a resistividade se
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comporta como ρ(T ) ≈ ρ0 + ATα (NFL), onde α = 1.6 a T = 3K e α = 0.8

a T = 25K. O comportamento passa a ser o caracteŕıstico de um ĺıquido de

Fermi (FL) quando a pressão externa é superior a Pc = 30kbar [21].

2.3.2 Ordem Ferromagnética

Contraditoriamente ao amplo estudo das transições AF-QCP, não tem sido muito

reportada a transição FM-QCP, e nunca até a presente data em compostos de Ce

[5]. Isto se deve, primeiramente, a escassez de compostos HF de Ce com estado fun-

damental FM obtidos nos laboratórios e, por outro lado, aos complicados diagramas

de fase que eles apresentam, muitas vezes mudando para uma ordem AF antes de

atingir o QCP [22].

Das medidas de resistividade R(T ) dos HF ferromagnéticos podem ser obtidos a

temperatura de Curie (Tc) e o valor do gap da interação elétron-magnon (∆), este

último podendo ser usado para definir o tipo de ordem magnética no material [23,

24]. Com estas duas grandezas f́ısicas é posśıvel construir um diagrama de fase

para os compostos HF. Além disso, se espera que na região cŕıtica quântica, as

medidas de R(T ) mostrem uma dependência com a temperatura associada a um

estado não ĺıquido de Fermi (NFL) caracterizando o QCP nos diferentes diagramas

de fase [3, 5, 8, 9]. Apresentamos abaixo alguns compostos que têm este tipo de

ordem magnética.

• 1. CePd2Al2Ga, com Tc = 1.8K. Estudos prévios sugerem que este composto

muda de ordem magnética de FM para uma diferente, possivelmente AF sob

pressão [25]. Mais recentemente, em uma tese de doutorado [26], mostrou-se

que (através dos valores de ∆ dos magnons) a mudança de ordem magnética de

FM para AF ocorre en torno de 0.5GPa. Embora a exploração na região cŕıtica

quântica não tenha sido realizada com sucesso, do ponto de vista experimental,
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a utilização de um formalismo teórico de onda de spin revela que este composto

apresenta um tipo de transição AF-QCP [26].

• 2. CePt, que apresenta uma ordem ferromagnética a pressão ambiente com um

Tc ∼ 5.8K. Recentemente Larrea et. al. mostraram, pela primeira vez, através

de medidas de susceptibilidade e resistência elétrica AC sob pressão que, este

sistema apresenta uma transição FM-QCP [26]. Acima do QCP, o composto

CePt recupera seu comportamento de ĺıquido de Fermi. Dentro deste contexto,

um estudo do comportamento cŕıtico usando o campo magnético externo vem

sendo realizado no CBPF por um grupo de pesquisa coordenado pela pro-

fessora Saitovitch, com o objetivo de entender o cenário f́ısico em presença

de campo magnético desta transição pouco usual FM-QCP. Na figura 2.3 é

mostrado o diagrama de fase do composto CePt quando uma variação em

pressão acontece [27].

2.4 Férmions pesados sob campo magnético

Como vimos acima, a pressão como parâmetro de controle experimental vem

sendo usada já há quase uma década. No entanto, as dificuldades na medida das

propriedades termodinâmicas como por exemplo, o calor espećıfico, tem limitado

em certos casos o número de sistemas estudados com esse parâmetro. Devido ao

grande número de HF que apresentam transição AF a baixas temperaturas, Heuser

et. al. [28] no ano de 1998 começaram a publicar uma série de artigos nos quais

apresentava-se a possibilidade de atingir o ponto cŕıtico quântico aplicando um

campo magnético (B) sobre o composto HF. Embora estes sistemas apresentem

comportamento NFL em um campo magnético cŕıtico Bc (TN → 0), em 1999 foi

reportado [29] um sistema (CePtSi0.4Ge0.6) mostrando comportamento FL quando
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Figura 2.3: Diagrama de fase do composto CePt sob pressão. O QCP é reportado no
valor cŕıtico Pc = 12.1GPa. Os valores de temperatura de coerência são também inclúıdos.
A linha cŕıtica e a linha de coerência são dominadas pelo termo de campo medio |δ|1/2

onde |δ| mede a distância ao QCP, quer dizer, |δ| = P − Pc [27].

aplicado um campo magnético (quando TN → 0).

Não obstante que as medidas com campo magnético sejam mais vantajosas de

controlar que as medidas de pressão, até o momento não existem muitos trabalhos

que tenham sido realizados com este método, devido principalmente ao alto custo

que estes representam. Apresentamos alguns sistemas estudados com este parâmetro

de controle:

• 1. CeCu6−xAgx, que foi o primeiro sistema estudado com este parâmetro de

controle [28]. Quando x = 0.8 encontra-se que a TN = 0.74K, este composto

apresenta um campo cŕıtico Bc = 2.3T. A figura 2.4 mostra o diagrama de

fase T vs P para este sistema.

Daniel
Nota
B
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Figura 2.4: Diagrama de fase do composto CeCu5.2Ag0.8. Observe-se que com o aumento
do campo magnético, a temperatura de Neel TN disminui, até atingir TN → 0K num
campo cŕıtico ∼ 2.3T. Acima do QCP observe-se que temperatura de coerência (TFL)
cresce linearmente com o campo aplicado. Um comportamento NFL é observado abaixo
desta linha. Resultado reproduzido da referência [28].

• 2. Y bCu5−xAlx, que é estudado para x = 1.6 (TN = 0.25K) e x = 1.7

(TN = 0.55K). O campo cŕıtico é encontrado em 2.0 e 2.5T respectivamente.

Quando o campo é incrementado sob o Bc, um estado FL é reportado. Nesse

estado a resistividade tem o comportamento ρ = ρ0 + AT 2, sob um regime

de temperatura que cresce monotonicamente com o campo. O coeficiente A é

muito grande no Bc e decresce rapidamente com o incremento do campo [30].

• 3. CeCu5.8Au0.2, que apresenta caracteŕısticas similares ao primeiro sistema,

nos resultados de resistividade. Mas, o calor espećıfico deste composto no

campo cŕıtico Bc = 0.5T (transição AF),obedece à C ∝ AT 0.5 (regime NFL) [31].



Caṕıtulo 2.Aspectos experimentais dos férmions pesados 15

2.5 Férmions pesados e Supercondutividade sob

pressão

Como já vimos nas seções anteriores, um fato muito interessante se apresenta

em alguns compostos intermetálicos quando se quer atingir o TN → 0 por variação

de pressão. Dentro da pesquisa experimental desses sistemas, tem-se reportado que

alguns destes apresentam supercondutividade perto do ponto cŕıtico quântico Pc.

Detalhamos alguns compostos que apresentam esta caracteŕıstica:

• 1. Dentro da famı́lia de compostos intermetálicos Ce(MT )2Si2 (onde MT é

um metal de transição e MN é um metal nobre), só os compostos CeCu2Si2,

CeRh2Si2 e CePd2Si2 desenvolvem supercondutividade sob efeito de uma

pressão externa de P=0, 0.9 e 2.7GPa respectivamente. Além disso, o com-

posto CeCu2Si2 apresenta supercondutividade na pressão ambiente (TSC =

0.64K, P=0) [9], TSC é a temperatura cŕıtica supercondutora, sendo este o

mais estudado. A temperaturas abaixo de 1K, este férmion pesado desenvolve

diversos estados fundamentais, quando pequenas variações estequiométricas

acontecem em sua composição. Um estudo sistemático deste fato pode ser

mostrado no composto CeCu2+ySi2−y, no qual um pequeno excesso de Cu

(y=+0.01) estabiliza uma fase supercondutora a TSC = 0.65K, ao contrário

(y = −0.02) induz à formação de um estado AF. As propriedades f́ısicas destes

compostos apresentam também diferentes comportamentos abaixo do efeito da

pressão P e do campo magnético B, revelando um complexo diagrama de fase

no espaço H,P,T [32].

• 2. Na escala de pressões cŕıticas crescentes, o CeRh2Si2 é o seguinte da famı́lia

Ce(MT )2Si2 que apresenta supercondutividade a TSC = 0.35K já que este

estado é atingido abaixo de uma pressão de Pc = 0.9GPa [33]. A pressão nula
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este composto apresenta a maior temperatura de ordem AF (TN = 36K) na

familia dos CeMT2Si2 [34].

• 3. CePd2Si2, (TN = 10.2K) seu estado supercondutor é alcançado a uma

pressão de P= 2.7GPa [35] e a uma temperatura TSC = 0.5K. Nestas condições

de pressão, a resistividade do estado normal (T > TSC) deste material apre-

senta a dependência ρ ∝ T 1.2 [35], caracteŕıstico dos sistemas NFL. Na figura

2.3, mostra-se o diagrama de fase T vs P deste composto, onde destaca-se o

surgimento de supercondutividade na região de pressão compreendida entre

22-31kbar.
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Figura 2.5: Diagrama de fase T -P do composto CePd2Si2. Para maior clareza, o valor de
Tc está sendo multiplicado por um fator 3. Observa-se que a supercondutividade aparece
abaixo de uma temperatura cŕıtica Tc, numa região onde a TN → 0. No quadro interno,
tem-se ρ vs T 1.2 para P=2.8GPa. Figura reproduzida da referência [35].



Caṕıtulo 3

Modelos para sistemas de férmions
pesados

3.1 Introdução

Os tratamentos teóricos capazes de incorporar os efeitos da interação elétron-

elétron na descrição dos sistemas de muitos corpos são muito dif́ıceis. Por mais

simples que seja o modelo, a obtenção de sua solução para o estudo das propriedades

f́ısicas do sistema não é trivial. Só em uma dimensão, os procedimentos teóricos

dispońıveis permitem um estudo “exato”e sistemático dos modelos. Em duas ou

três dimensões torna-se complicado saber, de forma exata, se um modelo é capaz

de descrever um fenômeno f́ısico dado ou se, por outro lado, uma predição teórica é

verdadeira ou apenas reflete um artefato introduzido pela aproximação utilizada na

resolução do problema. Essas dificuldades têm origem na natureza não perturbativa

do problema, pois em geral, o termo de interação não é pequeno e não podemos

usa-lo como parâmetro (pequeno) numa expansão perturbativa.

Entre estes tratamentos podemos distinguir dois grandes grupos: os numéricos

e os anaĺıticos. No primeiro grupo, destacam-se a técnica de Lanczos, os métodos

de Monte-Carlo quântico e a expansão em séries. No segundo grupo, destacam-se

17
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a teoria do grupo de renormalização, as técnicas de bosonização dos operadores de

spin (incluindo a teoria das ondas de spin convencional e de bósons de Schwinger) e

os métodos de part́ıculas auxiliares para os modelos eletrônicos (férmions e bósons

escravos). Cada técnica tem em maior ou menor medida alguma deficiência. No

caso dos métodos numéricos, a diagonalização exata se limita a redes muito peque-

nas, o método Monte-Carlo sofre o problema do sinal, caracteŕıstico dos sistemas

frustrados e de férmions, e as expansões em séries dependem sensivelmente das con-

figurações de partida. Entre os anaĺıticos, a teoria do grupo de renormalização é

pouco eficiente para a descrição de fenômenos que ocorrem a distâncias da ordem

do parâmetro de rede, e as técnicas de bosonização no cont́ınuo estão limitadas a

sistemas unidimensionais. Por outro lado, os métodos de bósons de Schwinger e de

part́ıculas auxiliares precisam de um tratamento de campo médio, o qual os converte

em aproximações pouco controláveis na prática.

Resumindo, pode se concluir dizendo que, mesmo com o desenvolvimento tec-

nológico (computadores muitos potentes e rápidos para as análises numéricas) assim

como as diversas ferramentas anaĺıticas existentes (diversas técnicas de grupos de

renormalização, teoria de campos da materia condensada, etc.) na atualidade, o

entendimento completo da f́ısica dos sistemas fortemente correlacionados está muito

longe de ser alcançado totalmente e, só aproximações dos diversos modelos teóricos

existentes podem ser considerados. Nosso trabalho está nessa direção de considerar

um modelo simplificado do Hamiltoniano da rede de Kondo1, a fim de poder encon-

trar seus diversos diagramas de fase2. Para isso é importante entender primeiramente

a f́ısica deste sistema, que é o propósito principal deste caṕıtulo.

1Esse modelo chamado de “Hamiltoniano colar de Kondo”será estudado com detalhe no caṕıtulo
5.

2Veremos no caṕıtulo 5 que esses diagramas dependem em grande medida da dimensão espacial.
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3.2 O efeito Kondo

Já se sabe há algumas décadas, que um grande número de ligas magnéticas

dilúıdas, como Cr, Ni Mn e Fe dilúıdos em Cu, Al, Ag, Au, Mg (metais não

magnéticos) apresentam um fenômeno interessante, a existência de um mı́nimo na

resistividade ρ em função da temperatura3. Sabe-se também, experimentalmente,

que estas ligas apresentam uma forte dependência da susceptibilidade χ com a tem-

peratura, ou seja, há formação de momento localizado. Já para ligas que não apre-

sentam esta dependência na susceptibilidade o mı́nimo não é observado, sugerindo

que este é consequência direta da interação entre o momento localizado e os elétrons

de condução. Na figura 3.1 pode se observar este efeito, o incremento anômalo da

resistência elétrica a baixas temperaturas é descrito aproximadamente como ln(1/T )

e no regime intermediário como ρ(T ) = ρ0 − aT 2 perto a T = 0.

Em 1964, Jun Kondo explicou este fenômeno usando teoria de perturbação de

segunda ordem no Hamiltoniano de interação s-d [36]. Desde então este problema

foi chamado de efeito Kondo. O Hamiltoniano de interação s-d pode ser escrito

como:

Hsd = −2J

N

∑
qi

e−qrisi.S

= − J

N

∑

kk′
[(a†k′↑ak↑ − a†k′↓ak↓)Sz + a†k′↑ak↓S− + a†k′↓ak↑S+] (3.1)

onde s e S representam os spins dos elétrons de condução e dos spins localizados re-

spectivamente. Na primeira equação, o fator de fase vem da interação local: elétrons

de condução devem ter amplitude na posição do átomo impuro. J é o parâmetro de

troca entre os spins dos elétrons de condução e os momentos localizados. Usando

3A resistividade decresce lentamente com a temperatura seguindo a lei 1+aT 2 (a temperaturas
da ordem de 10K), chegando a um valor finito quando T = 0.

Daniel
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Figura 3.1: O efeito Kondo.

s.S = szSz + 1
2
(s+S− + s−S+) e considerando a notação da segunda quantização,

1
2
(a†k↑ak↑ − a†k↓ak↓) = sz, a†k↑ak↓ = s+, a†k↓ak↑ = s− chegamos a segunda equação

(3.1).

Kondo considerou este Hamiltoniano como um potencial de perturbação, assu-

mindo que J pode ter valores tanto positivos quanto negativos, ao considerar o termo

de “mistura covalente”4. Mostrou, assim, que a contribução à resistividade, devido

ao espalhamento dos elétrons de condução pela impureza é:

R = RB

[
1 + 4JN(EF ) ln

kBT

D

]
(3.2)

onde N(EF ), kB e D são a densidade de estado no ńıvel de Fermi, a constante de

Boltzman e a largura da banda de condução respectivamente. Esta equação pode

explicar o mı́nimo da resistividade destes materiais em função de T :

4Este termo entre o elétron f e os elétrons de condução, para compostos que não apresentam
ordenamento magnético (quando tratada usando teoria de muitos corpos), resulta na formação de
um pico na densidade de estado ao ńıvel de Fermi, chamado de pico ressonante de Kondo [37].
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• (1) A resistividade das ligas magnéticas dilúıdas decresce rapidamente devido

à perda por espalhamento de fônons (com impurezas) a baixas temperaturas:

R ∝ T 5.

• (2) Para o caso J < 0 (interação AF), a equação (3.2) revela que a resis-

tividade se incrementa logaritmicamente com o decréscimo da temperatura:

R ∝ − ln T . Assim, no diagrama T vs R existirá uma região de resistividade

mı́nima a uma certa baixa temperatura. Portanto, a interação AF entre os

spins dos elétrons de condução e os momentos localizados terá um efeito de

suma importância para explicar o mı́nimo da resistividade.

Dessa forma, Kondo explicou o aumento logaŕıtmico na resistividade, com o

decréscimo da temperatura, observado para vários sistemas que apresentam mo-

mento localizado. Porém, na equação (3.2) observa-se uma divergência quando a

temperatura tende a zero.

É importante notar que a equação (3.2) é obtida considerando-se um modelo

perturbativo de segunda ordem e outros termos de mais alta ordem podem vir a ser

importantes com o decréscimo da temperatura. Usando o método da soma infinita

de Abrikosov [38], Kondo [39] indicou que para J > 0, a resistividade decresce

monotonicamente e tende a zero com T → 0, mas para J < 0, diverge com T para

T = TK onde:

kBTK = Dexp

(
− 1

2|J |N(EF )

)
(3.3)

onde N(EF ) é a densidade de estado no ńıvel de Fermi e TK é a temperatura de

Kondo. O significado f́ısico desta temperatura é: temperatura de formação do estado

spin singleto através do acoplamento AF entre os spins dos elétrons de condução e

os momentos localizados.
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Embora este fenômeno tenha sido reportado na década do 30, não existia nenhum

progresso teórico até que Kondo sugeriu, em 1964, sua idéia baseada no modelo s-

d. Depois dessa data, por muitos anos se tentou obter uma solução exata para

o problema de Kondo. Em 1975 K. G. Wilson resolveu este problema usando a

teoria de grupo de renormalização numérico, e em 1984 este foi também resolvido

exatamente por Andrei et. al. [41] usando o ansatz de Bethe; neste trabalho mostrou-

se que o modelo proposto por Kondo explica, razoavelmente bem, o comportamento

das propriedades magnéticas e de transporte de sistemas mangnéticos dilúıdos para

T > TK
5

3.3 A interação RKKY

Um importante mecanismo de acoplamento magnético entre os momentos lo-

calizados em metais depende da habilidade dos elétrons de condução em interagir,

magneticamente, com os momentos localizados e se propagarem entre diferentes

śıtios magnéticos. O modo em que os elétrons podem se polarizar e se propagar foi

mostrado inicialmente por Ruderman e Kittel [42] . Eles calcularam os termos de

segunda ordem para a energia usando o Hamiltoniano s-d como perturbação. Ka-

suya [43] e Yosida [44] desenvolveram a teoria para interações do tipo s-f e s-d. O

mecanismo passou a se chamar teoria RKKY. Esta polarização de spin decai como

1/r3 (em d = 3) a distâncias grandes, oscilando com um peŕıodo 1/2kF (onde r e kF

são a distância do spin localizado e o número de onda de Fermi, respectivamente).

Esta oscilação é conhecida como oscilação de Friedel, e é a “pedra filosofal”para

o entendimento da interação RKKY. Portanto, pode se resumir dizendo que a in-

teração RKKY é uma interação inter-śıtio entre os momentos localizados, mediada

pelos elétrons de condução. Esta pode ser descrita como:

5TK é a temperatura de crossover entre o regime magnético e o não magnético da impureza.
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HRKKY = −9(NCJ)2π

8EF

∑
<ij>

SiSj

r3
ij

[2kF cos(2kF rij)− sin(2kF rij)

rij

] (3.4)

onde Si, Sj, NC , rij e kF são o momento localizado no i-éssimo śıtio, o momento

localizado no j-éssimo śıtio, a densidade dos elétrons de condução, a distância entre

os momentos localizados e o número de ondas de Fermi, respectivamente. Esta

interação spin-spin é variada e muda seu sinal dependendo da distância entre o par

de spins, portanto existe um comportamento oscilatório o qual, como já foi dito é

originado das oscilações de Friedel.

É importante observar também queHRKKY é proporcional ao produto N(EF )J2,

de modo que a energia da interação RKKY, a qual podemos representar por uma

temperatura caracteŕıstica TRKKY , pode ser escrita como:

TRKKY = CN(EF )J2 (3.5)

onde C é uma constante. Em geral, torna-se uma densidade de estados N(E)

rectangular constante (N(EF ) = 1/W ) de E = 0 a E = W e nula fora deste

intervalo.

3.4 Competição entre o efeito Kondo e a interação

RKKY

Como vimos acima, tanto a temperatura de Kondo (equação (3.3)), quanto a

temperatura caracteŕıstica da interação RKKY (equacão (3.5)), podem ser descritas

em função do parâmetro |J |N(EF ). Doniach [3] mostrou que em sistemas Kondo

concentrados6 esta dependência leva a uma competição entre estes dois efeitos, a

qual resulta em diferentes estados magnéticos, dependendo do valor de |J |N(EF ).

6Compostos intermetálicos de Ce, U e Y b que apresentam dependência logaŕıtmica da resistivi-
dade elétrica com a temperatura.
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Para |J |N(EF ) pequeno TRKKY é maior que TK , a interação RKKY é dominante

e, portanto, um estado magneticamente ordenado é esperado. Quando |J |N(EF )

aumenta, tanto TRKKY quanto TK aumentam, porém, a temperatura de Kondo

o faz mais rapidamente, devido à sua dependência exponencial, resultando em um

aumento na blindagem do momento magnético localizado pelos elétrons de condução

e conseqüente redução no momento magnético efetivo.

Considerando que a temperatura de ordenamento magnético TM é proporcional

ao momento efetivo ao quadrado e a TRKKY , ou seja [3, 45]:

TM ≈ µ2
effTRKKY (3.6)

A redução do momento efetivo, provocado pelo aumento do efeito Kondo, resulta

em uma diminuição na temperatura de ordenamento.

Usando a aproximação de campo médio, e considerando o estado fudamental

do sistema com spin efetivo S = 1/2, Doniach mostrou que o momento efetivo de

sistemas Kondo, é dado por :

µeff ≈
√

1− (JN(EF ))2 (3.7)

e assim, para |J |N(EF ) igual ou maior que um valor cŕıtico |JN(EF )|c, TM se anula,

e um estado não ordenado magneticamente é obtida.

Para o modelo usado por Doniach, observa-se que |J |N(EF )c
∼= 1, porém,

pesquisas mais recentes [46], nos quais incluiu-se a degenerescência do estado f ,

mostraram que este valor é reduzido por um fator 1/(glng), onde g é a degenerescência

do estado fundamental.

Na figura (3.2) mostra-se um diagrama de fase proposto por Doniach no qual

observa-se a dependência de TK e TRKKY em função basicamente do parâmetro |J |
(o correto seria |J |N(EF ) ), neste diagrama podemos observar que, ao promovermos
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mudanças no produto |J |N(EF ), podemos modificar o peso de ambas interações,

mudando assim o estado fundamental do sistema.

15

instability, where the competition between the Kondo effect and the RKKY interaction is most

important.

HF

J
c

J

magnetic
FL

T
K
 ~ e

-1/|J|
T

RKKY
 ~ J

2

 - Doniach phase diagram (FL = Fermi liquid, HF = heavy fermion). The dotted lines

represent RKKY and K. The full line represents the ordering temperature and the dashed

line the temperature below which FL behaviour is attained.

Reviews on heavy-fermion compounds are given in Refs. 4 and 5. The Fermi-liquid theory

is extensively described in Refs. 6 and 7.

During the past decade, a new class of heavy-fermion systems that exhibit strong

deviations from Fermi-liquid theory has attracted much interest [8]. These 

(NFL) materials are U-, Ce- and Yb-based intermetallics that, with a few exceptions, have been

doped with a non-magnetic element. The main macroscopic properties related to NFL behaviour

are a diverging specific heat divided by temperature ( /  ~ -ln( / 0) or /  ~ 0-
 1/2

), a

Figura 3.2: Diagrama de fase de Doniach, HF representa o campo de ação dos férmions
pesados, FL denota a região ĺıquido de Fermi. As linhas pontilhadas representan as tem-
peraturas de Kondo e da interação RKKY. A linha pontilhada que sai de Jc representa a
linha de coerência, abaixo da qual o sistema apresenta comportamento FL. Figura repro-
duzida da referência [35].

Lavagna et. al. [47, 48] mostraram que |J |N(EF ) apresenta uma forte de-

pendência com o volume da célula unitária, de modo que é posśıvel alterar este

parâmetro aplicando pressão sobre o sistema7, ou pelo processo de substitução

qúımica. Este modelo tem sido aplicado com êxito para explicar vários dos re-

sultados experimentais obtidos no estudo de compostos intermetálicos de Ce e U ,

7Como se viu experimentalmente no caṕıtulo anterior.
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como se mostrou no caṕıtulo anterior.

No entanto, anomalias nas propriedades de transporte têm sido observadas para

alguns compostos, como a drástica mudança no comportamento da resistividade

elétrica em função da temperatura. Ao resfriarmos estes sistemas, a resistividade

inicialmente aumenta com uma dependência −ln(T ), caracteŕıstica do efeito Kondo,

e é subitamente reduzida, apresentando um máximo em T = Tmax. Para muitos

destes compostos tem sido observado também uma dependêcia com T 2 para T ¿
Tmax.

Este efeito, o qual recebeu o nome de efeito de coerência, não pode ser explicado

considerando o sistema concentrado como um conjunto de impurezas Kondo inde-

pendentes, sendo necessário considerar que os ı́ons magnéticos não estão aleatoria-

mente distribúıdos, mas sim dispostos em um arranjo periódico regular, e podemos

considerar o sistema como sendo formado por uma rede de impurezas tipo Kondo.

Por isto, tais compostos são denominados rede de Kondo. Na seguinte seção estu-

daremos isso ao definir a rede de Kondo mais propriamente dita, como um modelo

teórico essencial para estudar os férmions pesados.

3.5 Modelo da rede de Kondo

O Hamiltoniano básico que descreve a f́ısica dos férmions pesados é o Hamilto-

niano da rede de Kondo (KLM, do inglês “Kondo lattice model”), o qual toma em

consideração a competição entre o efeito Kondo e a interação RKKY. Este pode ser

descrito como:

HKLM =
∑

k,σ

εkc
†
kσckσ + J

∑

i6=j

Si · σ, (3.8)

onde o primeiro termo descreve a banda dos elétrons de condução de spin σ e largura
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W e o segundo a interação entre os momentos magnéticos desses elétrons e dos

elétrons f localizados, Si é o spin do elétron f localizado no śıtio i de uma rede

regular. Muitos pesquisadores vêm trabalhando neste modelo, mas a solução exata

ainda não foi obtida. Só existem soluções para casos limites, como J = ∞ ou J

pequeno.

Um dos assuntos essenciais da rede de Kondo é entender como levar em conta a

razão (J/W ) em cada situação. O ponto cŕıtico quântico é um exemplo disto. Como

vimos no caṕıtulo anterior, este se caracteriza por ser o ponto onde uma transição

de fase a temperatura zero acontece.

Continentino et. al. constrúıram uma teoria de escala [15, 45], a partir da

existência do QCP, a qual descreve as propriedades desses materiais na proxim-

idade desta transição, e indicaram que esta teoria é completamente geral e não

reflete apenas um modelo particular8. Isto porque apenas se baseia na existência

do ponto cŕıtico quântico. Em três dimensões, e no estado fundamental (T = 0),

abaixo de um valor cŕıtico da razão (J/W ) (isto é, para (J/W ) < (J/W )c), a in-

teração RKKY prevalece e o estado fundamental do sistema é magnético. Para

(J/W ) > (J/W )c por outro lado, a blindagem Kondo é dominante e o estado fun-

damental é não magnético. A transição de fase em T = 0, (J/W ) = (J/W )c é

uma transição magnética de um estado fundamental AF com uma magnetização

“staggered”(escalonada) ms 6= 0, a um estado não magnético com ms = 0. Esta

transição é de segunda ordem9 e, a temperatura zero, o parâmetro de ordem ms

desaparece continuamente no ponto cŕıtico quântico como ms ∝ |g|β [8], onde

g = (J/W ) − (J/W )c mede a distância ao QCP e β é um expoente cŕıtico. No

lado cŕıtico do diagrama de fase ((J/W ) < (J/W )c), existe uma linha da transição

8Como acontece no modelo da rede de Kondo ou o modelo periódico de Anderson [49] (PAM,
do inglês “Periodic Anderson Model”).

9Como à temperatura zero não existem flutuações térmicas, então as flutuações quânticas se
tornam predominantes. Transições a temperatura finita são chamadas “clássicas”mesmo quando
envolvem sistemas essencialmente quânticos como hélio ĺıquido e supercondutores.
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de segunda ordem, que associa a temperatura de Neel com um valor dado da razão

J/W . Esta linha desaparece no QCP como:

TN = |g|ψ (3.9)

o qual define o expoente de deslocamento ψ. A figura 3.3 mostra um diagrama de

fase onde se apresentam os diversos comportamentos preditos por esta teoria.

Física da Rede KondoFísica da Rede Kondo

Ponto crítico quântico em (J/W)c separando uma fase 
antiferromagnética de uma fase paramagnética.

Figura 3.3: Diagrama de fase de um férmion pesado, mostrando a linha de coerência,
a linha cŕıtica e os diferentes estados ĺıquido de Fermi e não-ĺıquido de Fermi. A linha
qCξ = 1, separa o regime local do regime cŕıtico verdadeiro. Figura reproduzida da
referência [8].

A teoria de escala pode ser resumida na expressão para a densidade de energia

livre perto do QCP,

f ∝ |g|2−αF

[
T

Tcoh

,
H

|g|β+γ
,

h

hc

]
(3.10)
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onde F [x, y, z] é uma função de escala a qual depende da temperatura T d, do campo

magnético “staggered”H conjugado de ms e o campo externo uniforme h. A tem-

peratura de coerência é definida como Tcoh = |g|νz. Esta temperatura encontra-se no

lado não cŕıtico do diagrama de fase. O campo externo é definido como hc = |g|φh ,

onde φh é um expoente cŕıtico independente. Os expoentes α, β, γ, ν e z, são

expoentes cŕıticos a temperatura zero, e que obedecem relações de escala como,

α+2β +γ = 2. Finalmente, os expoentes z e ν são chamados de expoente dinâmico

cŕıtico e expoente de comprimento de correlação, respectivamente. Estes represen-

tam uma classe universal de expoentes que escalam as propriedades e grandezas

f́ısicas na região cŕıtica quântica.

No caṕıtulo 5 levaremos em conta esta teoria de escala para poder obter os

diversos diagrama de fase do modelo colar de Kondo, assim como o comportamento

da linha cŕıtica de Neel em função do expoente de deslocamento ψ.



Caṕıtulo 4

Operadores de Sachdev

4.1 Introdução

Os operadores de enlace (bond-operators) têm como base o trabalho de S. Sachdev

e N. R. Bhatt [4] de 1989. Eles introduziram uma nova representação dos operadores

de spin-1/2, com a finalidade de entender as propriedades do estado dimerizado1,

e ilustraram o método aplicando-o ao Hamiltoniano de Heisenberg quântico AF

bi-dimensional frustrado proposto por Gelfand et. al. [50].

O objetivo deste caṕıtulo é demonstrar como estes novos operadores surgem, as-

sim como as propriedades que satisfazem. Ao final apresentamos uma breve coleção

de alguns trabalhos feitos tendo como base esta nova representação de operadores

de spins.

4.2 Os operadores de enlace

Sabe-se, que na descrição da mecânica quântica o spin Si (localizado no śıtio i)

já não é mais um vetor, mas um operador vetorial cujas componentes Six, Siy e Siz

1Um estado dimerizado consiste numa cobertura da rede com singletos formados por pares de
spins.

30
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são os geradores do grupo SU(2), semelhante em forma, ao grupo SO(3). Portanto,

os mesmos satisfazem as t́ıpicas regras de comutação de um momento angular2:

[Si
2, Six] = [Si

2, Siy] = [Si
2, Siz] = 0

[Siα, Sjβ] = iεαβγδijSiγ, S2
i = S(S + 1).

(4.1)

onde εαβγ é o tensor completamente anti-simétrico e os sub-́ındices α, β e γ se referem

as componentes x, y e z dos operadores de spin.

Consideremos agora dois operadores de spin-1/2, S1 e S2, tal que seu Hamilto-

niano é descrito por:

H = JS1S2 (4.2)

onde J < 0 no caso FR e J > 0 quando temos AF. Demonstraremos depois que

estes operadores representados em função dos estados singleto e tripleto satisfazem

as mesmas regras de comutação especificadas acima.

Os quatro estados no espaço de Hilbert, |↑↑〉,|↓↓〉,|↑↓〉 e |↓↑〉, podem ser com-

binados para formar o estado singleto |s〉 e os três estados excitados (considerando

J > 0) que formam o tripleto | tx〉,| ty〉 e | tz〉. Portanto, podemos definir operadores

de criação que criam os estados singleto e tripleto a partir do vácuo |0〉, através de:

|s〉 = s†|0〉 =
1√
2
(|↑↓〉− |↓↑〉),

|tx〉 = t†x|0〉 =
−1√

2
(|↑↑〉− |↓↓〉),

|ty〉 = t†y|0〉 =
i√
2
(|↑↑〉+ |↓↓〉),

|tz〉 = t†z|0〉 =
1√
2
(|↑↓〉+ |↓↑〉) (4.3)

2Onde estamos usando a convenção h̄ e µB = 1 (magneton de Bohr).
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onde as setas do lado esquerdo e direito no ket representa os spins dos elétrons

de conduão e dos momentos localizados respectivamente. O objetivo é demonstrar

que se pode escrever os operadores de spin S1 e S2 em termos dos operadores s, tx,

ty e tz. Nesse ponto é mais simples pensar que s e tα criam e aniquilam part́ıculas.

Então:

s†|0〉 = |s〉 (cria uma part́ıcula singleto)

s|0〉 = 0 (o vácuo é a ausência de part́ıculas)

s†|tα〉 = |s, tα〉 (esse estado fisicamente não existe)

s|tα〉 = 0

s†|s〉 = (s + 1)|s + 1〉 (cria mais uma part́ıcula singleto)

s|s〉 = (s− 1)|s− 1〉 = |0〉 (4.4)

Para conseguir escrever S em função de s e tα vamos considerar a aplicação de

S nos estados |s〉 e |tα〉. Lembrando que:

Sz | ±〉 = ±1

2
| ±〉,

Sx | ±〉 =
1

2
| ∓〉,

Sy | ±〉 = ± i

2
| ∓〉. (4.5)

Considerando somente a componente x de S1.

• Para o singleto s:

S1x|s〉 = S1x[
1√
2
(|↑↓〉− |↓↑〉)] = −1

2
[

1√
2
(|↑↑〉− |↓↓〉)] =

1

2
|tx〉 (4.6)

Então,

S1x|s〉 = S1xs
† | 0〉 =

1

2
|tx〉 (4.7)
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Por outro lado:
1

2
t†xss

†|0〉 =
1

2
|tx〉 (4.8)

Logo:

S1x ∝ 1

2
t†xs (4.9)

• Para o estado excitado tx:

S1x|tx〉 = S1x[− 1√
2
(|↑↑〉− |↓↓〉)] =

1

2
|s〉 (4.10)

Então,

S1x|tx〉 = S1xt
†
x | 0〉 =

1

2
|s〉 (4.11)

Por outro lado:

1

2
s†txt†x | 0〉 =

1

2
|s〉 (4.12)

Logo:

S1x ∝ 1

2
s†tx (4.13)

• Para o estado excitado ty:

S1x|ty〉 = S1x[
i√
2
(|↑↑〉+ |↓↓〉)] =

i

2
|tz〉 (4.14)

Então,

S1x|ty〉 = S1xt
†
y | 0〉 =

i

2
|tz〉 (4.15)

Por outro lado:

i

2
t†ztyt

†
y | 0〉 =

i

2
|tz〉 (4.16)
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Logo:

S1x ∝ i

2
t†zty (4.17)

• Para o estado excitado tz:

S1x|ty〉 = S1x[
1√
2
(|↑↓〉+ |↓↑〉)] = − i

2
|ty〉 (4.18)

Então,

S1x|tz〉 = S1xt
†
z | 0〉 =

−i

2
|ty〉 (4.19)

Por outro lado:

−i

2
t†ytzt

†
z | 0〉 =

−i

2
|ty〉 (4.20)

Logo:

S1x ∝ − i

2
t†ytz (4.21)

Conclusão: S1x pode ser escrito como :

S1x =
1

2
(s†tx + t†xs− i(t†ytz − t†zty)) (4.22)

Lembrando que:

εαβγt
†
βtγ = (εxyzt

†
ytz + εxzyt

†
zty) (4.23)

Finalmente:

S1x =
1

2
(s†tx + t†xs− iεαβγt

†
βtγ) (4.24)

De fato já vimos que S1x|s〉 = 1/2|tx〉. Agora substituindo S1x:

1

2
[s†tx + t†xs− i(t†ytz − t†zty)]|s〉 =

1

2
|tx〉 (4.25)

Da mesma forma se demonstra para os estados |tα〉. Finalmente usando o mesmo

racioćınio para as outras componentes de S1 e S2 e combinando os termos de uma
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forma conveniente, podemos mostrar que a ação dos operadores de spin S1 e S2 nos

estados singleto e tripleto nos leva à representação:

S1,α =
1

2
(s†tα + t†αs− iεαβγt

†
βtγ),

S2,α =
1

2
(−s†tα − t†αs− iεαβγt

†
βtγ), (4.26)

onde α, β, γ tomam os valores de x, y, z e ε é um tensor totalmente anti-simétrico.

4.3 Condição de estado f́ısico posśıvel

No espaço no qual estamos trabalhando (espaço de Fock) podemos criar qualquer

estado posśıvel. Por exemplo:

s†|tα〉 = |s, tα〉 (4.27)

O estado |s, tα〉 significa um estado singleto-tripleto ao mesmo tempo. No en-

tanto, este estado não é um estado fisicamente posśıvel, pois, ou o sistema está

no estado singleto ou no estado tripleto. Esta restrição nos leva então a seguinte

condição:

s†s +
∑

α

t†αtα = 1 (4.28)

onde α = x, y, z; s†s conta quantos estados singleto temos (0 ou 1), e t†αtα conta

quantos estados tripleto temos (1 ou 0).

4.4 Relações de comutação entre os operadores

de enlace
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Desde que as relações de comutação bosônicas ou fermiônicas reproduzem de

forma correta a algebra dos spins S1 e S2 podeŕıamos adotar qualquer uma das duas,

porém por uma questão de conveniência têm-se adotado as relações de comutação

bosônicas. Ou seja:

[s, s†] = 1, [tα, t†β] = δα,β, [s, t†α] = 0, (4.29)

Por último, vamos verificar se a álgebra de S1 e S2 é satisfeita. Por exemplo a

identidade [S1x, S1y] = iS1z. Usando a representação de s e tα, temos:

[S1x, S1y] = 1
4

([s†tx, s†ty] + [s†tx, t†ys] + i[s†tx, t†xtz]− i[s†tx, t†ztx]

+ [t†xs, s†ty] + [t†xs, t
†
ys] + i[t†xs, t

†
xtz]− i[t†xs, t

†
ztx]

− i[t†ytz, s
†ty]− i[t†ytz, t

†
ys] + [t†ytz, t

†
xtz]− [t†ytz, t

†
ztx]

+ i[t†zty, s
†ty] + i[t†zty, t

†
ys]− [t†zty, t

†
xtz] + [t†zty, t

†
ztx]) (4.30)

usando a identidade:

[AB,CD] = −[C, A]BD − A[C, B]D − C[D, A]B − CA[D, B]

encontramos:

[S1x, S1y] =
1

4
(−t†ytx + is†tz + t†xty + it†zs + is†tz − t†ytx + it†zs + t†xty)

=
i

2
(s†tz + t†zs− i(t†xty − t†ytz)) = iS1z. (4.31)

O mesmo racioćınio pode ser usado para mostrar:

[S1α, S1β] = iεαβγS1γ, [S2α, S2β] = iεαβγS2γ,

[S1α, S2β] = 0, S2
1 =

3

4
, S2

2 =
3

4
, S1 · S2 = −3

4
s†s +

1

4
t†αtα. (4.32)



Caṕıtulo 4. Operadores de Sachdev 37

Essas são exatamente as propriedades esperadas no começo deste caṕıtulo para

os operadores de spin-1/2 do grupo SU(2).

Existem na literatura já muitos trabalhos que utilizam os operadores de enlace

de Sachdev para representar os operadores de spin. Escolhemos alguns desses para

ter uma idéia mais ampla destes operadores que possam ser lembradas.

• Sachdev e Bhatt [4] foram os primeiros que propuseram uma representação

dos operadores de spins-1/2, a fim de pesquisar as propriedades intŕınsecas

ou espontâneas da fase magneticamente desordenada dimerizada. Esta nova

representação de um bóson de spin-1 foi usada para determinar o diagrama

de fase de campo médio do Hamiltoniano de Heisenberg antiferromagnético

quântico frustrado em uma rede quadrada [50].

• Em 1998 Deng-Ke Yu et. al. [51] utilizaram os operadores de enlace na aprox-

imação de campo médio para estudar o modelo de Heisenberg AF de spin-1/2

de duas camadas. Eles encontraram que a transição de fase quântica (no estado

fundamental) acontecia quando J2/J1 ≈ 2.3 (de acordo com o modelo σ não

linear e Monte-Carlo quântico), onde J1 e J2 são as constantes de acoplamento

intra-camada e inter-camada respectivamente.

• Em 1999 Han-Ting Wang et. al. [52] estudaram a magnetização da cadeia de

Heisenberg isotrópica. Estes são representados seguindo a mesma linha que o

trabalho de Sachdev para o spin-1/2.

• No 2000, Guan-Ming Zhang et. al [53] utilizaram os operadores de enlace para

estudar o Hamiltoniano colar de Kondo no estado fundamental (T = 0). Eles

encontraram resultados para o QCP em duas e três dimensões de ótimo acordo

com as técnicas de Monte-Carlo e expansão em séries. Este trabalho é a base

desta dissertação como veremos no próximo caṕıtulo.
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• Christoph Jurecka e Wolfram Brenig [54] apresentaram a teoria de campo

médio com os operadores de enlace para o modelo da rede de Kondo em duas

e três dimensões. Eles obtiveram, que a T = 0 o QCP em duas dimensões tem

o valor de (J/t)c ≈ 1.505 e em três dimensões (J/t)c ≈ 1.833.

• Em 2001, Sachdev [55] utilizou o formalismo dos operadores de enlace para

descrever o estado fundamental e excitações dos isolantes de Mott dopados e

os isolantes em duas dimensões.

• Neste ano surgiu o trabalho de Kazuo Hida et al. [56], no qual se utiliza o

formalismo dos operadores de enlace na aproximação de campo médio, para

pesquisar a magnetização “plateaux”em cadeias de Heisenberg dimerizadas de

spin-1/2 em duas dimensões.

Vimos neste caṕıtulo uma nova representação para os operadores de spin; no

próximo caṕıtulo usaremos estes para representar os spins-1/2 dos elétrons de condução

e dos momentos localizados no Hamiltoniano colar de Kondo.



Caṕıtulo 5

Diagramas de fases do
Hamiltoniano colar de Kondo

Como vimos no caṕıtulo 3, o Hamiltoniano da rede de Kondo1 é um dos modelos

essenciais para descrever a f́ısica dos férmions pesados. Este modelo consiste de dois

tipos diferentes de elétrons, os elétrons localizados−f , e os elétrons de condução

(que se propagam como portadores de carga). Quando o ńıvel de energia do orbital

f se encontra na profundidade do mar de Fermi, e quando ao mesmo tempo a força

de repulsão de Coulomb suprime fortemente a dupla ocupação do orbital f (limite

Kondo), o grau de liberdade de carga dos elétrons−f é extinguido. Assim o modelo

da rede de Kondo pode ser descrito como:

HKLM = −t
∑

〈i,j〉
(C†

i,σCj,σ + h.c.) + J
∑

i

Si · C†
i,ασαβCi,β, (5.1)

onde os elétrons−f são reduzidos aos momentos localizados Si. O primeiro termo

representa a banda de condução (C†
i,σ é o operador de criação de um elétron de

condução, t é o hopping entre vizinhos mais próximos) e o segundo termo é a in-

teração entre os elétrons de condução e os momentos localizados Si via a interação

intra-śıtio J , onde σ são matrizes de Pauli.

1Este modelo pode ser obtido do modelo periódico de Anderson no caso em que temos um
elétron d por śıtio e |Vsd|2 ¿ EF − µ [49].

39



Caṕıtulo 5. Diagramas de fases do Hamiltoniano colar de Kondo 40

Este modelo contém duas escalas de energia: a interação RKKY e a blindagem

Kondo. A primeira tende a estabelecer um estado magnético, em geral AF, ordenado

de longo alcance2 e a última um estado não magnético desordenado de ĺıquido de

spin3. Em uma dimensão um estado de ĺıquido de spin desordenado4 é estabelecido

para qualquer valor da razão J/t, causando um gap de energia finito nas excitações

de carga e spin (sendo o gap de spin sempre menor do que o gap de carga [57]).

Em duas e três dimensões não entanto, diversas aproximações [58, 59, 60, 61, 62]

sugerem que o estado singleto ĺıquido de spin deve mudar a baixas temperaturas,

para um estado ordenado de longo alcance; isto para valores da razão J/t menores

que un valor cŕıtico (J/t)c.

Como dissemos anteriormente, existem muitas dificuldades em estudar o modelo

KLM em duas e três dimensões, por o que diversas aproximações foram feitas. No

que resta do caṕıtulo estudaremos um modelo simplificado do KLM, o chamado

Modelo colar de Kondo (KNM, do inglês Kondo Necklace model). Utilizaremos

uma aproximação de campo médio para transformar o problema em um problema

de um corpo e usaremos o formalismo das funções de Green para obter resultados

para os parâmetros em campo médio, e assim poder obter os diagramas de fase do

modelo.

5.1 O Hamiltoniano colar de Kondo

Nesta dissertação estudamos o Hamiltoniano proposto por Doniach em 1977

com objetivo de estudar a relação entre o efeito da blindagem Kondo e a interação

2Um estado ordenado de longo alcance é aquele no qual spins infinitamente distantes per-
manecem correlacionados.

3Estado que, no limite termodinâmico (N →∞), não quebra as simetrias do Hamiltoniano.
4O estado ordenado AF desaparece devido ao efeito das flutuações quânticas que aumentam

muito em uma dimensão.
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RKKY. Doniach propôs um modelo para o Hamiltoniano da rede de Kondo unidi-

mensional, o qual chamou de modelo colar de Kondo. Nesse modelo, a banda de

elétrons de condução é substitúıda por uma cadeia de spins acoplados XY , a qual

suprime flutuações de carga5 [3] e assim as propriedades cŕıticas só serão descritas

por excitações de spin. O modelo é como se segue:

HKNM = t
∑

〈i,j〉
(τx

i τx
j + τ y

i τ y
j ) + J

∑
i

Si · τi, (5.2)

onde t são acoplamentos entre spins de primeiros vizinhos, τ e S são operadores

de spin-1/2 atuando no śıtio i, os quais são dados pelo σα/2, σα são matrizes de

Pauli e a notação 〈ij〉 representa a soma entre os vizinhos mais próximos. O primeiro

termo reproduz elétrons propagando-se e, em uma dimensão, isto pode ser convertido

depois de uma transformação Jordan-Wigner em uma banda de férmions sem spin.

O segundo termo é a interação magnética entre os spins dos elétrons de condução e os

momentos localizados Si, via interação spin-spin AF J > 0 como no Hamiltoniano

da rede de Kondo. A figura 5.1 mostra um arranjo esquemático de um colar de

Kondo para quatro śıtios em uma banda semi-cheia.

Como as caracteŕısticas essenciais são mantidas, esperaŕıamos que as propriedades

f́ısicas básicas do modelo rede de Kondo sejam conservadas e a análise dos sistemas

de férmions pesados com o modelo KNM seria apropriada [64]. Como os férmions pe-

sados estão próximos de uma instabilidade magnética uma abordagem desta questão

em termos de um modelo que considera flutuações de spin é adequada [19]. Assim

por exemplo, no trabalho de Rappoport e Continentino [65], obteve-se o diagrama

de fase (T/W ) vs (J/W ) do modelo colar de Kondo em três dimensões pelo método

grupo de renormalização de campo médio. A figura (5.2) apresenta este diagrama

que está em excelente acordo com resultados experimentais em compostos de Ce,

como é mostrado na figura (5.3).

5Isto porque a invariância rotacional do spin no Hamiltoniano da rede de Kondo é destrúıda.
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Figura 5.1: Cadeia colar de Kondo para quatro śıtios [63]. τ e S denotam os spins dos
elétrons de condução e dos momentos localizados. J é o parâmetro de troca AF e W é a
largura da banda de condução. Note-se que, como o KNM é definido com dois spins em
cada śıtio, a menor representação da célula do sistema está descrita por quatro spins, que
como veremos depois são o singleto e os três tripletos.

A maioria das aproximações usadas no modelo do colar de Kondo em uma

dimensão como campo médio variacional [3], grupo de renormalização no espaço

real [67] e a análise de escala de tamano finito [68], mostraram a existência de um

valor cŕıtico da razão (J/t)c ∼ 0.24 − 0.38, abaixo do qual um estado AF quase-

ordenado de longo alcance6 aparece, em contraste a (J/t)c = 0, o resultado de

simulação Monte-Carlo quântico para o KNM [69] e resultados numéricos para o

KLM em uma dimensão [70, 71].

Portanto, pode se concluir que existe uma controvérsia a suspeito do ordena-

mento magnético. Note que nosso modelo só toma em conta os spins. Para tratar

flutuações de carga precisaŕıamos do modelo da rede de Anderson. No restante deste

caṕıtulo trataremos o Hamiltoniano (5.2) dentro de uma aproximação de campo

6Se dize assim quando a função correlação decai a zero de acordo a uma lei de potência; como
no modelo de Heisenberg AF unidimensional.
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Figura 5.2: Diagrama de fase completo do modelo colar de Kondo em três dimensões
obtido pelo método grupo de renormalização de campo médio. A linha tracejada representa
a temperatura de coerência e KSL o regime ĺıquido de spin Kondo (KSL, do inglês Kondo
spin liquid) [65].

médio, a fim de chegar a uma forma diagonalizável para então podermos usar o

método das funções de Green, brevemente descrito no apêndice A.

Nosso ponto de partida é o limite de acoplamento forte t/J = 0, onde o estado

com menor energia do Hamiltoniano (5.2) se reduz a uma soma total das contribuções

dos estados singleto Kondo locais independentes em cada śıtio da rede. Quando

t/J 6= 0, as interações entre esses estados singleto são consideradas.

Usualmente, para dois spins-1/2 τi e Si localizados em um śıtio da rede, o espaço

local de Hilbert é representado por quatro estados, um singleto e três tripletos, estes

podem ser criados do vácuo como:

|s〉 = s†|0〉, (5.3)
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Figura 5.3: Diagrama de fase do modelo colar de Kondo em três dimensões da re-
ferência [65] comparado com resultados experimentais para compostos de Ce [66].

|tα〉 = t†α|0〉 (5.4)

onde |s〉 e |tα〉 são respectivamente os estados que criam o singleto e o tripleto e

α = x, y, z.

A representação dos momentos localizados e do spin dos elétrons de condução

em termos dos operadores de enlace (proposta por Sachdev, como foi mostrado no

caṕıtulo anterior) singleto e tripleto tem a seguinte forma:

Sn,α =
1

2
(s†ntn,α + t†n,αsn − iεαβγt

†
n,βtn,γ), (5.5)

τn,α =
1

2
(−s†ntn,α − t†n,αsn − iεαβγt

†
n,βtn,γ) (5.6)

onde α, β e γ representam componentes ao longo dos eixos x, y e z respectivamente,

n é um śıtio da rede e ε é o tensor anti-simétrico Levi-Civita. Para restringir o

estado f́ısico (singleto ou tripleto), introduzimos a seguinte condição:
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s†nsn +
∑

α

t†n,αtn,α = 1 (5.7)

Como no caṕıtulo anterior podemos considerar que estes operadores satisfazem

em cada śıtio às t́ıpicas relações de comutação:

[s, s†] = 1, [tα, t†β] = δα,β, [s, t†α] = 0

Pode se verificar também que os operadores de spin τn e Sn cumprem às regras

de comutação do grupo SU(2) tais como:

[Sn,α, Sn,β] = iεαβγSn,γ, [τn,α, τn,β] = iεαβγτn,γ,

[Sn,α, τn,β] = 0, S2
n = τ 2

n =
3

4
. (5.8)

A álgebra dos operadores singleto e tripleto é usualmente levada em conta com

as regras de comutação bosônicas para que se possa obter o significado f́ısico da

aproximação campo médio, baseado na idéia da condensação de Bose-Einstein dos

estados singleto, isto é 〈s〉 = 〈s†〉 6= 0, e 〈t〉 = 〈t†〉 = 0. Esta teoria de campo

médio para bósons foi já usada com sucesso para estudar as propriedades das fase

dimerizadas desordenadas em um sistema de muitos spins (spin ladder de spin-1/2

e o modelo de Heisenberg de duas camadas) e será utilizada novamente aqui.

5.2 Hamiltoniano de modelo colar de Kondo, na

representação dos operadores de Sachdev

Substituindo a nova representação dos operadores de spin para as impurezas e

os elétrons de condução (equações (5.5) e (5.6) respectivamente) no Hamiltoniano

colar de Kondo (5.2) encontramos:
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HKNM = H0 +H1 +H2 +H3 +H4,

H0 =
J

4

∑
i

(−3s†isi +
∑

α

t†i,αti,α),

H1 =
∑

i

µi(s
†
isi +

∑
α

t†i,αti,α − 1),

H2 =
t

4

∑

〈ij〉

[
s†is

†
j (ti,xtj,x + ti,ytj,y) + s†isj

(
ti,xt

†
j,x + ti,yt

†
j,y

)
+ h.c.

]
,

H3 = − t

4

∑

〈ij〉

[
t†i,zt

†
j,z (ti,xtj,x + ti,ytj,y) − t†i,ztj,z

(
ti,xt

†
j,x + ti,yt

†
j,y

)
+ h.c.

]
,

H4 =
it

4

∑

〈ij〉

∑

α,β,γ

εαβγ

[
s†i ti,αt†j,βtj,γ + s†jtj,αt†i,βti,γ + h.c.

]
, (5.9)

onde H0 representa a interação entre os spins S e τ no śıtio i, H1 introduz a condição

de estado f́ısico posśıvel e H2, H3 e H4 são os termos introduzidos pelo hopping. O

potencial qúımico µi, dependente do śıtio, foi introduzido para impor a restrição local

(condição de única ocupação). Como vimos na seção anterior, estamos considerando

um spin-1 local este pode ser representado por três bósons tα com (α = x, y, z) dois

transversais (tx e ty) e uma longitudinal (tz) assim:

tα =





tx se ms = 1, (de autoestado sz = 1)
ty se ms = −1, (de autoestado sz = −1)
tz se ms = 0, (de autoestado sz = 0)

(5.10)

onde ms é o parâmetro de ordem AF magnetização “staggered”e os autovalores

cumprem a relação 〈sz〉 = 0. Esta propriedade preservará o desordem do estado

fundamental.

Finalmente H2 descreve o acoplamento entre o estado singleto e o estado tripleto

transversal. H3 representa o acoplamento entre os estados tripleto, transversal e

longitudinal, e H4 descreve a interação entre um bóson singleto e as três diferentes

componentes de um bóson tripleto.
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5.3 Aproximação de Campo Médio

O Hamiltoniano (5.9), como já foi dito pode ser resolvido com uma aproximação

de campo médio que desacople seus termos quárticos, considerando:

〈s†i〉 = 〈si〉 = s̄ (5.11)

a qual corresponde a uma condensação de Bose-Einstein do estado singleto Kondo

local em cada śıtio, em concordância com a configuração do estado fundamental no

limite de acoplamento forte t/J = 0. Como a simetria translacional do problema é

invariante isso implica que devemos assumir µi = µ.

5.3.1 Fase ordenada Antiferromagnética

Visando descrever a fase ordenada magnética, consideraremos também a con-

densação do operador tripleto (bósons tk,x) da forma,

t
k,x

=
√

Ntδk,Q + ηk,x (5.12)

que corresponde a fixar a orientação dos spins localizados no eixo-x. Portanto,

tem-se a seguinte condição:

tk,x =

{
ηk,x se k 6= Q√

Nt̄ + ηk,x se k = Q , (5.13)

onde Q é o momentum associado com a fase AF definido como QAF = (π/a, π/a, π/a)

em três dimensões, a é o parâmetro de rede e t̄ é o parâmetro de ordem tripleto.
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5.4 Hamiltoniano colar de Kondo na aproximação

de Campo Médio

Com a aproximação de campo médio, a inclusão de H3 não afeta muito o resul-

tado final, e todos os termos de H4 desaparecem identicamente na presente aprox-

imação devido à simetria de reflexão7, então só consideraremos os termos H0 e H1.

Finalmente levando o Hamiltoniano colar de Kondo em uma representação de

estados de Bloch (lembre que este Hamiltoniano está escrito em função dos śıtios, é

dizer tem uma representação em Wannier). Para isso introduzimos as transformadas

de Fourier:

ti,α =
1√
N

∑

k

tk,αe−ik·ri

t†i,α =
1√
N

∑

k

t†k,αeik·ri . (5.14)

onde N é o número de śıtios de uma rede hiper-cúbica e k seu vetor de onda.

Com isso obtemos o seguinte Hamiltoniano efetivo para o modelo colar de Kondo

no espaço de momentos em função dos operadores de enlace singleto e tripleto:

7O arranjo dos spins na banda semi-cheia possui um plano perpendicular de reflexão ao com-
primento entre os spins locais e que passa pelo centro deste. Os termos que contem operadores
tripleto t trocam seu sinal devido a esta reflexão e assim não são levados em conta ao encontrar o
Hmf .
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Hmf = N

[
−3

4
Js2 + µs2 − µ +

(
J

4
+ µ + ts2λ(k)

)
t
2

]

+
∑

k

[
Λkη

†
k,xηk,x + ∆k

(
η†k,xη

†
−k,x + ηk,xη−k,x

)]

+
∑

k

[
Λkt

†
k,ytk,y + ∆k

(
t†k,yt

†
−k,y + tk,yt−k,y

)]

+
∑

k

[
Λk(η

†
k,x + ηk,x) + ∆k

(
η†k,x + η†−k,x + ηk,x + η−k,x

)]

+

(
J

4
+ µ

) ∑

k

t†k,ztk,z, (5.15)

onde,

Λk =

(
J

4
+ µ

)
+

1

2
ts2λ(k),

∆k =
1

4
ts2λ(k),

λ(k) =
d∑

a=1

cos ka (5.16)

sendo d a dimensão espacial e tomamos o parâmetro de rede a = 1.

O Hamiltoniano (5.15) pode ser diagonalizado usando as equações de movimento

para as funções de Green convenientes (ver apêndice A) e assim obter os espectros

de excitação do sistema como também a energia livre a temperatura finita. Por con-

seguinte, temos em primeiro lugar que encontrar a média estat́ıstica dos respectivos

pares de operadores como:

〈Hmf〉 = N

[
−3

4
Js2 + µs2 − µ +

(
J

4
+ µ + ts2λ(k)

)
t
2

]

+
∑

k

[
Λk〈η†k,xηk,x〉+ ∆k

(
〈η†k,xη

†
−k,x〉+ 〈ηk,xη−k,x〉

)]

+
∑

k

[
Λk〈t†k,ytk,y〉+ ∆k

(
〈t†k,yt

†
−k,y〉+ 〈tk,yt−k,y〉

)]

+

(
J

4
+ µ

) ∑

k

〈t†k,ztk,z〉. (5.17)
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onde, considerou-se 〈η†k,x〉 = 〈ηk,x〉 = 〈η†−k,x〉 = 〈η−k,x〉 = 0 por não terem significado

f́ısico nenhum.

5.5 Equações de movimento do sistema

Para calcular as médias estat́ısticas 〈t†k,ztk,z〉, 〈t†k,ytk,y〉, 〈t†k,yt
†
−k,y〉 , 〈tk,yt−k,y〉,

〈η†k,xηk,x〉, 〈η†k,xη
†
−k,x〉 e 〈ηk,xη−k,x〉 temos que construir um sistema fechado com

as equações de movimento dos propagadores ¿ tkz; t
†
k′z À, ¿ ηkx; η

†
k′x À, ¿

η†−kx; η
†
k′x À, ¿ η−kx; ηk′x À, ¿ tky; t

†
k′y À, ¿ t†−ky; t

†
k′y À e ¿ t−ky; tk′y À.

Para esse motivo usamos a expressão geral da equação de movimento das funções

de Green indicada por:

ω ¿ A; B Àω=
1

2π
〈[A,B]〉+ ¿ [A,H]; B À

com isso obtemos,

ω ¿ tkz; t
†
k′z Àω =

1

2π
〈[tkz, t

†
k′z]〉+ ¿ [tkz,Hmf ]; t

†
k′z À,

ω ¿ ηkx; η
†
k′x Àω =

1

2π
〈[ηkx,

†
k′x ]〉+ ¿ [ηkx,Hmf ]; η

†
k′x À,

ω ¿ η†−kx; η
†
k′x Àω =

1

2π
〈[η†−kx, η

†
k′x]〉+ ¿ [η†−kx,Hmf ]; η

†
k′x À,

ω ¿ η−kx; ηk′x Àω =
1

2π
〈[η−kx, ηk′x]〉+ ¿ [η−kx,Hmf ]; ηk′x À,

ω ¿ tky; t
†
k′y Àω =

1

2π
〈[tky, t

†
k′y]〉+ ¿ [tky,Hmf ]; t

†
k′y À,

ω ¿ t†−ky; t
†
k′y Àω =

1

2π
〈[t†−ky, t

†
k′y]〉+ ¿ [t†−ky,Hmf ]; t

†
k′y À,

ω ¿ t−ky; tk′y Àω =
1

2π
〈[t−ky, tk′y]〉+ ¿ [t−ky,Hmf ]; tk′y À . (5.18)

Resolvendo este sistemas de equações, obtemos os seguintes propagadores de

interesse:
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¿ ηkx; η
†
kx À =

1

4π

[
(1 +

Λk

ωk

)
1

ω − ωk

+ (1− Λk

ωk

)
1

ω + ωk

]
,

¿ η†−kx; η
†
k′x À =

∆k

2πωk

[
1

ω + ωk

− 1

ω − ωk

]
,

¿ η−kx; ηk′x À =
∆k

2πωk

[
1

ω + ωk

− 1

ω − ωk

]
,

¿ tky; t
†
ky À =

1

4π

[
(1 +

Λk

ωk

)
1

ω − ωk

+ (1− Λk

ωk

)
1

ω + ωk

]
,

¿ t†−ky; t
†
k′y À =

∆k

2πωk

[
1

ω + ωk

− 1

ω − ωk

]
,

¿ t−ky; tk′y À =
∆k

2πωk

[
1

ω + ωk

− 1

ω − ωk

]
,

¿ tkz; t
†
kz À =

1

2π

1

ω − ω0

(5.19)

onde,

ω0 = (
J

4
+ µ) (5.20)

ωk =
√

Λ2
k − (2∆k)2 (5.21)

As excitações dos sistemas são obtidas dos polos dos propagadores acima, sendo

que ω0 é o espectro da excitação do estado tripleto longitudinal tz e, ωk o espectro

de excitação dos estados tripleto transversais tx e ty.

5.5.1 Cálculo dos valores médios

Os valores médios que precisamos para achar as equações de movimento de nosso

sistema são calculados aplicando-se o teorema do salto, de forma que

〈AB〉 = Fω[¿ B; A Àω]

onde Fω é definido por
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Fω[¿ B; A Àω] = lim
η→0

2πi

∫ +∞

−∞
dωf(ω)[¿ B; A Àω+iη − ¿ B; A Àω−iη]

sendo f(ω) a função de Bose-Einstein8 f(ω) = 1
eβω−1

e β = 1
kBT

. Então, usando a

expressão acima e considerando a propriedade da função δ delta de Dirac,

lim
η→0

∫ ∞

−∞

f(x)

x− x0 ± iη
dx = P

∫ ∞

−∞

f(x)

x− x0

dx∓
∫ ∞

−∞
f(x)δ(x− x0)dx (5.22)

Chegamos aos seguintes valores médios:

〈η†k,xηk,x〉 =
1

2
[(1 +

Λk

ωk

)f(ωk) + (1− Λk

ωk

)f(−ωk)]

〈η†k,xη
†
−k,x〉 =

∆k

ωk

[f(−ωk)− f(ωk)]

〈ηk,xη−k,x〉 =
∆k

ωk

[f(−ωk)− f(ωk)]

〈t†k,ytk,y〉 =
1

2
[(1 +

Λk

ωk

)f(ωk) + (1− Λk

ωk

)f(−ωk)]

〈t†k,ytk,y〉 =
1

2
[(1 +

Λk

ωk

)f(ωk) + (1− Λk

ωk

)f(−ωk)]

〈t†k,yt
†
−k,y〉 =

1

2
[(1 +

Λk

ωk

)f(ωk) + (1− Λk

ωk

)f(−ωk)]

〈t†k,ztk,z〉 = f(ω0). (5.23)

como já foi mencionado:

f(ωk) =
1

eβωk − 1
,

onde, β = 1/kBT , kB a constante de Boltzman, T a temperatura finita.

8O potencial qúımico é zero devido à condensação de Bose-Einstein.
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5.6 Energia livre do modelo colar de Kondo a

temperatura finita

Considerando agora a nova representação

f(ωk) =
1

eβωk − 1
=

1

2

(
coth

βωk

2
− 1

)
,

f(ω0) =
1

eβω0 − 1
=

1

2

(
coth

βω0

2
− 1

)
, (5.24)

obtemos a expressão para energia livre do modelo colar de Kondo a temperatura

finita:

ε = 〈Hmf〉 = ε′ +
ω0

2

∑

k

(
coth

ω0

2kBT
− 1

)
+

∑

k

(
ωk coth

ωk

2kBT
− Λ0

)
(5.25)

e

ε′ = N

[
−3

4
Js2 + µs2 − µ +

(
J

4
+ µ + ts2λ(k)

)
t
2

]
(5.26)

onde ω0 =
(

J
4

+ µ
)

é o ńıvel de energia do estado tripleto longitudinal sem dispersão,

ωk =
√

Λ2
k − (2∆k)2 corresponde ao ńıvel de energia do estado tripleto transversal.

5.6.1 Energia livre do modelo colar de Kondo no estado
fundamental

As excitações das quase-part́ıculas que surgem do estado tripleto formam uma

banda, esta banda é mı́nima quando k = Q = π (vetor rećıproco AF), desse modo

λ(k) tem um valor definido como:

λ(k = Q) = −Z

2



Caṕıtulo 5. Diagramas de fases do Hamiltoniano colar de Kondo 54

onde Z é o número de coordenação (número total de vizinhos mais próximos) na

rede hiper-cúbica.

Assim, a temperatura zero a expressão (5.25) nos oferece a energia livre do

sistema KNM no estado fundamental:

ε′g = N

[
−3

4
Js2 + µs2 − µ +

(
J

4
+ µ− 1

2
Zts2

)
t
2

]
+

∑

k

(ωk − Λk) , (5.27)

onde os parâmetros de ordem s̄ e t̄ neste caso (T = 0) definem o estado fundamental

do Hamiltoniano colar de Kondo,

Quando s̄ 6= 0, t̄ = 0 → fase singleto tipo Kondo.

Quando s̄ 6= 0, t̄ 6= 0 → fase antiferromagnética. (5.28)

Como o novo parâmetro de ordem t̄ é diferente de zero, sua equação de ponto de

sela ∂ε/∂t̄ = 0 nos fornece:

µ =
1

2
Zts2 − J

4
(5.29)

o qual elimina o gap e nos apresenta uma nova expressão para o espectro de excitação

do estado tripleto transversal da forma:

ωk =
√

Λ2
k − (2∆k)2

=
√

ω0 [ω0 + ts̄2λ(k)] (5.30)

do qual, considerando (5.29), se obtêm a nova representação do espectro de excitação

do estado tripleto transversal na fase ordenada antiferromagnética,

ωk =
1

2
Zts2

√
1 +

2λ(k)

Z
(5.31)
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Desse modo, o estado fundamental corresponde a um estado magnético ordenado

de longo alcance caracterizado por um vetor de onda q = Q e parâmetro de ordem

AF ms.

Neste caso, a formação de um estado ordenado AF de longo alcance no modelo

colar de Kondo ou no modelo da rede de Kondo é posśıvel. Quando t/J é pequeno

(acoplamento forte) a blindagem dos momentos localizados é total, então o estado

fundamental será um produto de estados singleto locais independentes [71]. Quando

t/J começa a crescer, os spins dos elétrons de condução têm mais possibilidade de

se propagarem pelos śıtios próximos e a blindagem dos momentos localizados é só

parcial (s̄ 6= 0), assim a parte restante dos momentos localizados nos diferentes śıtios

da rede começa a desenvolver correlações de longo alcance (t̄ 6= 0) mediadas pelos

spins dos elétrons de condução [4]. Esse estado fundamental magnético ordenado de

longo alcance é proprio de alguns férmions pesados baseados em Urânio, Cério e de

Yterbio.

5.7 Diagrama de Fase do modelo colar de Kondo

no estado fundamental

Visando determinar os parâmetros s̄ e t̄ minimizamos a energia do estado fun-

damental dada pela equação (5.27) achando as equações de ponte de sela,

(
∂ε

′
g

∂µ
,
∂ε

′
g

∂s̄

)
= (0, 0)

chegamos às expressões para os parâmetros de ordem singleto e tripleto respectiva-

mente,
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s2 = 1 +
J

Zt
− 1

2N

∑

k

√
1 + 2λ(k)/Z,

t
2

= 1− J

Zt
− 1

2N

∑

k

1√
1 + 2λ(k)/Z

. (5.32)

Vale notar que o parâmetro de ordem tripleto pode se escrever como,

t
2

=

(
J

Zt

)

c

− J

Zt

onde (J/Zt)c = 1 − 1
2N

∑
k

1√
1+2λ(k)/Z

. Logo sabendo que g = |(J/t)c − (J/t)|
obtemos finalmente,

t
2

=
g

Z
(5.33)

onde g define a distância ao ponto cŕıtico quântico. Portanto demonstramos que a

descoberta do ponto cŕıtico será feita quando t̄ = 0.

Finalmente pode notar-se que os parâmetros s̄ e t̄ só dependem do número de

coordenação Z e de λ(k) =
d∑

a=1

coska, assim podem ser calculadas para qualquer

dimensão d. Já na referência elas são avaliadas para duas e três dimensões con-

siderando que o parâmetro de ordem AF é definido como ms = 1
2
〈τx − Sx〉 =

√
s̄2.t̄2 = s̄.t̄. Esboçaremos aqui os diagramas de fase da referência para essas di-

mensões.

5.7.1 Em duas dimensões

Em duas dimensões o número de coordenação é Z = 4, assim efetuando as somas

da expressão (5.32) e fazendo o produto dos parâmetros s̄ e t̄ encontramos que,

ms =

√
(0.35712− J

4t
)(0.52095 +

J

4t
).
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onde a soma foi feita sobre todos os k. Esta expressão mostra a existência de um

valor cŕıtico da razão J/t dado por (J/4t)c ≈ 0.35712 onde o parâmetro de ordem

da fase AF se anula. Note que próximo do ponto cŕıtico quântico (QCP) em T = 0,

(J/t) = (J/t)c temos ms ∝ [(J/t)c − (J/t)]1/2. Portanto se anula com o expoente

cŕıtico de campo médio β = 1/2. A figura (5.4) mostra esta linha cŕıtica de Neel

que sai do valor cŕıtico (t/J)c ≈ 0.7.
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∆
sp

/J

t/J

Figura 5.4: Gráfico do momento magnético “staggered”e do gap de spin para o KNM
em duas dimensões a temperatura zero comparado com resultados por simulação Monte-
Carlo [60]. A linha ms sai de um valor cŕıtico (t/J)c ≈ 0.7. Figura reproduzida da
referência [53].

5.7.2 Em três dimensões

Agora Z = 6 e somando sobre todos os k obtemos:

ms =

√
(0.44234− J

6t
)(0.51263 +

J

6t
).
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Esta expressão mostra a existência de um valor cŕıtico da razão J/t dado por

(J/6t)c ≈ 0.44234 onde o parâmetro de ordem da fase AF se anula com expoente

cŕıtico de campo médio β = 1/2. A figura (5.5) esboça a linha ms saindo de um

valor cŕıtico (t/J)c ≈ 0.38.
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Figura 5.5: Gráfico do gap de spin e do momento magnético “staggered”para o KNM
em três dimensões a temperatura zero. A linha ms sai de um valor cŕıtico (t/J)c ≈ 0.38.
Figura reproduzida da referência [53].

No que resta da dissertação levaremos em conta a temperatura, esta como

parâmetro de controle para a caraterização do modelo colar de Kondo no diagrama

T vs J/t em dimensões d ≥ 3.
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5.8 Parâmetros de ordem singleto e tripleto a tem-

peratura finita

Visando estudar agora o modelo colar de Kondo a temperatura finita, precisamos

obter os parâmetros de ordem singleto s̄ e tripleto t̄ em função da temperatura. O

primeiro passo é minimizar a expressão da energia livre (5.25) usando as equações

de ponto de sela

(
∂ε

∂µ
,
∂ε

∂s̄

)
= (0, 0)

com isso obtemos que a temperatura finita [73] os parâmetros de ordem singleto e

tripleto são dados por:

s2 = 1+
J

Zt
− 1

2N

∑

k

√
1 +

2λ(k)

Z
coth

ωk

2kBT
+

1

4NkBT

∑

k

√
1 +

2λ(k)

Z

ωk

sinh2 ωk

2kBT

+ξ,

(5.34)

t
2

= 1− J

Zt
− 1

2N

∑

k

1√
1 + 2λ(k)

Z

coth
ωk

2kBT
+

1

4NkBT

∑

k

1√
1 + 2λ(k)

Z

ωk

sinh2 ωk

2kBT

+ξ,

(5.35)

onde

ξ = − 1

4N

∑

k

(
coth

ω0

2kBT
− 1

)
+

ω0

8NkBT

∑

k

1

sinh2 ω0

2kBT

. (5.36)

Note-se das equações acima a dependência dos parâmetros de ordem s̄ e t̄ com

a soma em k, estas serão realizadas nas próximas seções considerando o limite ter-

modinâmico (N →∞) a fim de transformar a soma em uma integral considerando

k → 0.
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5.8.1 Aproximação a baixas temperaturas

O segundo passo é agora fazer uma aproximação conveniente que possa repre-

sentar temperaturas muito próximas da transição de fase quântica. Assim podemos

considerar:

coth
ωk

2kBT
≈ 1− 2e

− ωk
kBT + ...

1

sinh ωk

2kBT

≈ 4e
− ωk

kBT + ... (5.37)

Ordenes superiores nas séries acima não são levadas em conta pois decrescem

rapidamente quando T → 0. Logo substituindo (5.37) nas equações (5.34), (5.35) e

(5.36) recuperamos as expressões para os parâmetros de ordem singleto e tripleto,

no limite de temperaturas baixas:

s̄2 = 1 +
J

Zt
− 1

2N

∑

k

√
1 +

2λ(k)

Z
+

1

N

∑

k

√
1 +

2λ(k)

Z
e
− ωk

kBT

(
1− ωk

kBT

)
+ ξ,

(5.38)

t̄2 = 1− J

Zt
− 1

2N

∑

k

1√
1 + 2λ(k)

Z

+
1

N

∑

k

1√
1 + 2λ(k)

Z

e
− ωk

kBT

(
1− ωk

kBT

)
+ξ, (5.39)

onde

ξ = −1

2
e
− ω0

2kBT

(
1− ω0

kBT

)
. (5.40)

Note-se que das expressões acima só a equação para o parâmetro de ordem

tripleto se anula quando (J/Zt) = (J/Zt)c.
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5.9 Caráter do ponto cŕıtico quântico

O estado magnético ordenado está associado às relações t̄ 6= 0 e s̄ 6= 0 pois a

magnetização staggered é dada por ms = s̄.t̄; como s̄ não se anula, a transição do

estado magnético ordenado para o desordenado fica caracterizado por t̄ = 0 como

foi demonstrado para o caso T = 0.

Na seção (5.7) obtivemos o valor do (J/t)c para T = 0 em duas e três dimensões.

Consideraremos agora T 6= 0 e encontraremos a expressão para a descoberta do

ponto cŕıtico quântico.

Começaremos fazendo t̄ = 0 na equação (5.39), então temos:

0 = 1− J

Zt
− 1

2N

∑

k

1√
1 + 2λ(k)

Z

+
1

N

∑

k

1√
1 + 2λ(k)

Z

e
− ωk

kBT

(
1− ωk

kBT

)
+ ξ,

Como podemos definir (J/Zt)c = 1− 1
2N

∑
k

1√
1+

2λ(k)
Z

obtemos,

0 =

(
J

Zt

)

c

− J

Zt
+

1

N

∑

k

1√
1 + 2λ(k)

Z

e
− ωk

kBT

(
1− ωk

kBT

)
+ ξ,

lembrando a definição da distância ao ponto cŕıtico quântico g e da expressão para

ξ, obtemos

g

Z
= − 1

N

∑

k

1√
1 + 2λ(k)

Z

e
− ωk

kBT

(
1− ωk

kBT

)
+

1

2
e
− ω0

2kBT

(
1− ω0

kBT

)
(5.41)

onde g = |(J/t)c − (J/t)|. Esta relação é muito importante para nossos futuros

cálculos já que de sua solução poderemos calcular o ponto cŕıtico quântico (J/t)c

para qualquer dimensão e temperatura suficientemente baixa. Nas próximas seções

trataremos de resolver esta equação para duas e três dimensões, com a finalidade de
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poder esboçar o diagrama T/J vs J/t. Finalmente na última seção deste caṕıtulo

trataremos de encontrar numericamente a soma em k para dimensões d ≥ 2.

5.10 Diagramas de Fase do modelo colar de Kondo

a baixas temperaturas

5.10.1 Em duas dimensões

Em duas dimensões Z = 4 (rede quadrada) e a equação (5.41) tem a seguinte

forma:

1

4

[(
J

t

)

c

−
(

J

t

)]
= − 1

N

∑

k

1√
1 + 2λ(k)

4

e
− ωk

kBT

(
1− ωk

kBT

)
+

1

2
e
− ω0

2kBT

(
1− ω0

kBT

)

(5.42)

onde achando a soma no estado fundamental obtemos (J/4t)c = 0.35712, portanto

a equação (5.42) fica como,

0, 35712− J

4t
= − 1

N

∑

k

1√
1 + 2λ(k)

4

e
− ωk

kBT

(
1− ωk

kBT

)
+

1

2
e
− ω0

2kBT

(
1− ω0

kBT

)

(5.43)

Transformando a soma em uma integral no limite termodinâmico (N → ∞) e

considerando k → 0, (lembre que a = 1) encontramos,

1

N

∑

k

1√
1 + 2λ(k)

4

e
− ωk

kBT

(
1− ωk

kBT

)
= 0 (5.44)

Na próxima seção nos ocuparemos com mais detalhe da solução desta soma no

caso geral d-dimensional. Finalmente substituindo (5.44) em (5.43) obtemos:

0.35712− J

4t
=

1

2
e
− ω0

2kBT

(
1− ω0

kBT

)
(5.45)
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onde

ω0 = 2ts̄2

A equação (5.45) deve ser resolvida para obtermos o diagrama T/J vs J/t em

duas dimensões. Ao determiná-la encontramos que esta é inconsistente para qual-

quer valor de temperatura, exceto para T = 0, o que está em completo acordo

com o “Teorema de Mermin-Wagner” [72]. Por conseguinte só haverá transição de

fase quântica no estado fundamental. Na figura (5.6) se mostra a comprovação es-

quemática disto para um intervalo de temperaturas entre 0.0001 e 0.1K; para todas

estas só haverá uma única solução correspondente ao valor cŕıtico (J/t)c ≈ 1.4284.
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Figura 5.6: Gráfico da equação (5.45) para vários valores de temperatura, as quais só
atingem um valor do eixo (J/t), dado por (J/t)c ≈ 1.4284.
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Nós mencionaremos aqui de forma breve o que acontece quando a temperatura

entra em ação. É de se esperar que os estados excitados termicamente reduzam as

correlações de spin e que para kBT À J os spins a grandes distâncias não estejam

mais correlacionados. Existirá então uma temperatura Tc para a qual ocorre uma

transição entre uma fase ordenada e uma desordenada. Embora, a dimensionali-

dade do sistema tem um drástico efeito sobre esta quebra de simetria. Mermin e

Wagner num trabalho de 1966 demonstraram que em modelos unidimensionais e

bi-dimensionais com interação de curto alcance9 tal que seus estados fundamentais

quebram alguma simetria cont́ınua do Hamiltoniano, a temperatura cŕıtica é estri-

tamente igual a zero. Ou seja, a ordem de longo alcance é instável para todos os

spins na presença de flutuações térmicas.

5.10.2 Em três dimensões

Neste caso temos que Z = 6, substituindo na equação (5.41) obtemos:

1

6

[(
J

t

)

c

−
(

J

t

)]
= − 1

N

∑

k

1√
1 + 2λ(k)

6

e
− ωk

kBT

(
1− ωk

kBT

)
+

1

2
e
− ω0

2kBT

(
1− ω0

kBT

)

(5.46)

onde achando a soma no estado fundamental obtemos (J/6t)c = 0.44234, portanto

a equação (5.46) fica como,

0.44234−
(

J

6t

)
= − 1

N

∑

k

1√
1 + 2λ(k)

6

e
− ωk

kBT

(
1− ωk

kBT

)
+

1

2
e
− ω0

2kBT

(
1− ω0

kBT

)

(5.47)

9À interação de curto alcance corresponde a um decaimento exponencial da correlação spin-spin
AF e da existência de um comprimento finito caracteŕıstico ξ que indica até que distância dois spins
permanecem correlacionados antiferromagneticamente.
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Trabalhando da mesma forma que em duas dimensões, transformamos a soma

em uma integral no limite termodinâmico e consideramos k → 0 temos:

1

N

∑

k

1√
1 + 2λ(k)

6

e
− ωk

kBT

(
1− ωk

kBT

)
= −3

√
6

π2

(
kBT

ω0

)2

(5.48)

Finalmente levando em conta o valor da soma (5.48), encontramos à equação

primária que permite encontrar a forma da linha cŕıtica de Neel do modelo colar de

Kondo em três dimensões. Assim,

0.44234− J

6t
=

3
√

6

π2

(
kBT

ω0

)2

+
1

2
e
− ω0

2kBT

(
1− ω0

kBT

)
(5.49)

onde

ω0 = 3ts̄2

Comparando o segundo e o terceiro termo da esquerda na equação (5.49) fazemos

uma aproximação considerando o limite quando T → 0 com isso pode se observar

que o último termo cai mais rapidamente a zero, então nesta aproximação podemos

considerar apenas o primeiro termo. Desse modo a expressão (5.49) fica como:

0.44234− J

6t
=

3
√

6

π2

(
kBT

ω0

)2

(5.50)

Lembre que tomamos a temperatura próxima do QCP, isso faz com que o parâmetro

de ordem singleto (da expressão (5.38)) possa ter o valor s̄ = 1. Depois de considerar

a constante de Boltzman kB = 1 obtemos

ω0 = 3t (5.51)

Então inserindo o resultado (5.51) na equação (5.50) encontramos:

0.44234− J

6t
=

3
√

6

π2

(
T

3t

)2

que pode ser reescrito como,
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0.44234− J

6t
=

√
6

3π2

(
T

t

)2

(5.52)

Esta equação (5.52) é a expressão que nos permite encontrar a linha cŕıtica de

Neel do diagrama T/J vs J/t no modelo colar de Kondo em três dimensões; esta

saindo do ponto cŕıtico quântico (J/t)c ≈ 2.654 seguindo a lei TN ∝ |(J/t)−(J/t)c|ψ

com o expoente cŕıtico de deslocamento ψ = 1/2 o qual está de acordo com a teoria

de escala, a qual define o expoente cŕıtico de deslocamento como,

ψ =
1

d− 1
=

z

d + z − 1

onde z é o expoente dinâmico o qual é z = 1 no caso AF e z = 2 no caso FR e d a

dimensão. Para nosso caso z = 1 e d = 3, com o que temos ψ = 1/2.

A figura (5.7) apresenta o diagrama de fase onde se mostra a linha cŕıtica de

Neel saindo do valor (J/t)c = 2.654.

5.11 Comportamento da linha cŕıtica de Neel em

d-dimensões

Como vimos na seção anterior, a expressão que apresenta o caráter da linha

cŕıtica depende em grande medida de uma soma em k de dif́ıcil solução. Nesta

parte da dissertação, trabalhamos com essa soma e a calculamos em d-dimensões.

Fazemos isso convertendo a soma em k em uma integral d-dimensional no limite

termodinâmico e considerando k → 0. Assim então,

1

N

∑

k

1√
1 + 2λ(k)

Z

e
− ωk

kBT

(
1− ωk

kBT

)
=

1

(2π)d

∫
Sdk

d−1dk
1√

1 + 2λ(k)
Z

e
− ωk

kBT

(
1− ωk

kBT

)

(5.53)
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Figura 5.7: Gráfico T/J vs J/t do modelo colar de Kondo em três dimensões. Observe
que a linha cŕıtica que separa o estado ordenado AF do estado desordenado paramagnético
(PARA) sai do ponto cŕıtico quântico (J/t)c ≈ 2.654 seguindo a lei TN ∝ |(J/t)− (J/t)c|ψ
onde ψ = 1/2 [73].

onde

ωk = ω0

√
1 +

2λ(k)

Z
. (5.54)

Logo, definimos:

I =
Sd

(2π)d

∫
kd−1dk

1√
1 + 2λ(k)

Z

e
−ω0

√
1+

2λ(k)
Z

kBT


1−

ω0

√
1 + 2λ(k)

Z

kBT


 (5.55)

Como estamos trabalhando numa rede AF então expandimos próximo de Q ≈ k

considerando k = Q− q pelo qual λ(k) tem que ser expandido em series de Fourier

considerando q pequeno,

cos(Q− k) = cosQ +
∂

∂k
cos(Q− k)|k=Q(−k) +

1

2

∂2

∂2k
cos(Q− k)|k=Q(−k)2 + ...
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Considerando o eixo x,

coskx = cos(Q− kx) ≈ −1 +
1

2
k2

x

No caso geral, de uma rede hiper-cúbica d-dimensional onde Z = 2d temos,

λ(k) = −d +
1

2
k2

portanto, obtemos

√
1 +

2λ(k)

Z
=

k√
2d

(5.56)

com isso a integral d-dimensional, considerando kB = 1, tem a forma,

I =

√
2dSd

(2π)d

∫
kd−2dke

− ω0k

T
√

2d

(
1− ω0k

T
√

2d

)
(5.57)

Com uma mudança de variáveis da forma k/T = q, e chamando a = ω0/
√

2d

chegamos à seguinte integral dependente da temperatura T ,

I =

√
2dSdT

d−1

(2π)d

∫ ∞

0

qd−2e−aq (1− aq) dq (5.58)

o limite superior da integral é o infinito devido a que estamos trabalhando a baixas

temperaturas10. Considerando a integral como função da dimensão, esta se mostra

como,

I =

√
2dSdT

d−1

(2π)d
f(d) (5.59)

Utilizamos o MAPLE para encontrar a integral f(d) para algumas dimensões

d = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, e obtemos a tabela (5.1).

Com os valores achados na tabela (5.1) podemos encontrar o valor da integral

(5.59) para cada dimensão. Assim obtemos a tabela (5.2),

10Lembre que q = k/T , quando a temperatura T → 0, q →∞.
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d = 2 d = 3 d = 4 d = 5 d = 6 d = 7 d = 8
f(d) 0 −1/a2 −4/a3 −18/a4 −95/a5 −600/a6 −4320/a7

Tabela 5.1: Valores da integral f(d) em função da dimensão.

d = 2 d = 3 d = 4 d = 5 d = 6 d = 7 d = 8

I 0 −
√

6
3π2 (

T
t
)2 − 1

4π3 (
T
t
)3 −36

√
10

25π4 (T
t
)4 − 32

3π5 (
T
t
)5 −2400

√
14

343π6 (T
t
)6 − 135

2π7 (
T
t
)7

Tabela 5.2: Valores de I(d, T ) em função da dimensão.

A solução da equação (5.41) para valores de dimensão entre 2 ≤ d ≤ 8, dada pela

tabela (5.2), nos da a forma da linha cŕıtica de Neel. Note-se a dependência desta

linha com a dimensão e a temperatura sendo um exemplo claro quando a achamos

em 3-d.

Desta forma nós encontramos a forma geral da linha cŕıtica de Neel dependendo

da temperatura como T d−1, onde d é sua dimensão.



Caṕıtulo 6

Conclusões e Perspectivas

O objetivo desta dissertação foi o estudo das transições quânticas do modelo

colar de Kondo a temperatura finita. Para isso resolvemos o modelo a baixas tem-

peraturas em uma aproximação de campo médio e utilizando o método das funções

de Green para encontrar as excitações elementares do Hamiltoniano. Desta solução

encontramos a energia livre do modelo colar de Kondo a temperatura finita.

Uma vez obtida a energia livre, encontramos os diversos diagramas de fase tanto

no estado fundamental como a baixas temperaturas em duas e três dimensões. Em

duas dimensões encontramos que só haverá transição no estado fundamental (T = 0)

o que está de acordo com o Teorema de Mermin Wagner. Em três dimensões achamos

o diagrama T/J vs J/t e encontramos o expoente de deslocamento ψ da linha cŕıtica

de Neel, a qual sai do ponto cŕıtico quântico como TN = |g|ψ com ψ = 1/2 o que

esta de acordo com a teoria de escala quando temos um arranjo AF, z = 1.

Para finalizar, deixamos questões abertas a serem estudadas no futuro.

• A inclusão de um campo magnético (H) no Hamiltoniano do modelo colar

de Kondo considerando os efeitos de temperatura e campo magnético sobre o

diagrama de fase deste modelo, isto é o diagrama H vs T vs J/t.
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• O cálculo de propriedades f́ısicas (calor espećıfico, susceptibilidade) na região

ĺıquido de Fermi e não ĺıquido de Fermi que seja válido no esquema da teoria

de escala.



Apêndice A

O Método das Funções de Green:

Neste apêndice apresenta-se brevemente as definições básicas da técnica das funções

de Green descritas por Zubarev [74]. O emprego das funções de Green nos proble-

mas de mecânica estat́ıstica e estado sólido, é adequado ao utilizá-las nos diversos

modelos que envolvem operadores quânticos. Este nos permite o cálculos de diversos

valores médios desses operadores.

Seja Y um operador qualquer, define-se:

< Y >=
1

Z
tr{Y e−β(H−µN)}; Z = tr{e−β(H−µN)} (A.1)

onde < · · · > indica a média estat́ıstica usual, H é o Hamiltoniano do sistema, N o

operador de número total de elétrons, β = 1/kBT (kB a constante de Boltzman, T

a temperatura absoluta) e µ o potencial qúımico. Sejam agora dois operadores A(t)

e B(t′) na representação de Heisenberg(h̄ = 1):

A(t) = eiHtA(0)e−iHt (A.2)

B(t) = eiHt′B(0)e−iHt′ (A.3)

As funções de Green retardada (+) e avançada (−) são definidas por:

¿ A(t); B(t′) À±= ∓θ(t− t′) < [A(t), B(t′)]η > (A.4)

72
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onde [A(t), B(t′)]η = A(t)B(t′)− ηB(t′)A(t), e η = 1 ou −1 se os operadores são

bosônicos ou fermiônicos respectivamente; e θ(t) é a função de degrau de Heavyside:

θ(t) =

{
1 se t > 0
0 se t < 0

, (A.5)

As funções de Green (A.4) satisfazem a equação de movimento:

i
d

dt
¿ A(t); B(t′) À±= δ(t− t′) < [A(t), B(t′)]η > + ¿ [A(t),H]−; B(t′) À±(A.6)

Como ¿ A(t); B(t′) À± são funções de (t − t′), pode-se definir para z real, a

tranformada de Fourier:

¿ A(t); B(t) À±,z=
1

2π

∫ ∞

−∞
¿ A(t); B(0) À± eiztdt. (A.7)

No caso da função de Green retardada, a integral (A.7) converge também para

valores complexos de z, desde que Im (z) > 0. Desta maneira, a definição de

¿ A; B À+ pode ser estendida para o plano complexo e é uma função regular na

parte superior do plano complexo z. De maneira análoga, ¿ A; B À− é regular na

parte inferior do plano. Podemos, por tanto introduzir a definição:

¿ A; B Àz=

{ ¿ A; B À+,z se Im(z) > 0
¿ A; B À−,z se Im(z) < 0

, (A.8)

que é regular em todo o plano complexo z, exceto sobre o eixo real. A partir das

equacões (A.7) e (A.8) obtém-se a equação de movimento dos propagadores:

z ¿ A(t); B(t′) Àz=
1

2π
< [A,B]η > + ¿ [A(t),H]−; B(t′) Àz; (A.9)

e a relação fundamental de Zubarev que relaciona a média térmica < BA > com as

funções de Green:

< B(t′)A(t) >= i lim
δ→0+

∫ ∞

−∞
dz[¿ A; B Àz+iδ − ¿ A; B Àz−iδ]{ eiz(t−t′)

eβ(z−µ) − η
}.

(A.10)
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Utilizando a notação de Hamann, o resultado anterior pode ser assim escrito:

< BA >= Fz[¿ A; B Àz] (A.11)

No caso em que os operadores A e B são adjuntos hermitianos pode-se escrever:

< B(t)A(t) >= −2Im

∫ ∞

−∞
¿ A; B Àz f(z)dz, (A.12)

onde

f(z) =
1

eβ(z−µ) − η
(A.13)

é a função de Fermi-Dirac.

OBSERVAÇÃO: Este apêndice foi totalmente baseado na referência [75].
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