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RESUMEN

En esta tesis estudiamos las formas normales y estabilidad de soluciones de equilibrio
de un sistema Hamiltoniano con dos grados de libertad cuando la matriz asociada a la
parte lineal no es diagonalizable. Presentamos resultados de estabilidad e inestabilidad, los
cuales son obtenidos via el método de Liapunov, siendo previamente utilizado el proceso de
normalizacion no lineal de Gustavson y/o el método de Lie o Deprit. Ademas, los resultados
obtenidos en el caso dos grados de libertad son extendidos al caso tres grados de libertad en

algunas situaciones.

Como aplicacion, en el caso dos grados de libertad estudiamos el problema restringido
circular de tres cuerpos y el problema lunar de Hill, ambos en el caso planar. Como aplicacién
en el caso tres grados de libertad estudiamos el problema del satélite y el problema restringido

circular de tres cuerpos, ambos en el caso espacial.



ABSTRACT

In this thesis we study the normal forms and stability of equilibria solutions (the origin) of a
Hamiltonian system with two degrees of freedom when the matrix associated with the linear
part is not diagonalizable. We present results stability and instability, which are obtained by
the Liapunov method, previously used the Gustavson’s and /or Lie’s process of normalization
nonlinear. Additionally, the results obtained in the case two degrees of freedom are extended

to the case three degrees of freedom in some situations.

As an application, in the case of two degrees of freedom we study the restricted three-
body problem and the lunar problem, both in the planar case, and as an application in
the case three degrees of freedom we study the problem of the satellite and the restricted

problem of three bodies spatial case, both in the spatial case.
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Capitulo 1

Introduccion

Este trabajo de tesis tiene como objetivo estudiar nociones importantes de los sistemas
dindmicos Hamiltonianos, éstos son una clase muy importante de ecuaciones diferenciales
ordinarias, debido a que presenta aspectos puramente mateméaticos y una diversidad de
aplicaciones a problemas matematicos, fisicos, mecanicos, biol6gicos, quimicos, etc. Estos
problemas pueden ser modelados por medio de un sistema de Ecuaciones Diferenciales Or-
dinarias, por tal motivo el estudio de los sistemas dinamicos Hamiltonianos es una area muy
importante de la investigacion en la Matematica. El principal objetivo es estudiar la esta-
bilidad en el sentido de Lyapunov de una soluciéon de equilibrio de un sistema Hamiltoniano

con dos grados de libertad, cuando la parte lineal no es diagonalizable.

En el Capitulo 2, se introducen las nociones esenciales y pertinentes para una buena com-
prension de esta tesis, es decir, describiremos las definiciones bésicas y enunciaremos varios
resultados estdndar que seran utilizados para los estudios que se realizaran en los proximos
capitulos. Los temas considerados estan ligados a la teorfa de Sistemas Hamiltonianos y a la

teorfa de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

En el Capitulo 3, estudiamos la forma normal de la parte cuadratica de un Hamiltoniano
con dos grados de libertad, cuando la parte lineal no es diagonalizable. El anélisis que reali-
zamos es de acuerdo a la naturaleza de los valores propios y corresponde a los siguientes
casos: analisis donde todas las frecuencias son nulas, es decir, w; = wy = 0. Aqui, la forma
normal depende del rango de la matriz asociada al sistema linealizado y fue estudiado por
Sokol’skii en [20], pero en los casos rango uno y dos presentamos algoritmos generales ya que
los algoritmos que proporciona Sokol’skii son mas particulares. El segundo caso es cuando
una frecuencia es nula y una no nula, esto es, w; = 0, wy # 0. Finalmente nuestro analisis

es cuando las frecuencias son no nulas e iguales, es decir, w; = wy = w # 0. En este tltimo
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caso, hacemos un analisis en dos versiones, debido a Markeev y a N. Burgoyne y R. Cushman
para dos grados de libertad. Como aplicaciones, estudiamos el problema lunar de Hill y el

problema restringido circular de tres cuerpos, ambos en el caso planar.

El Capitulo 4 estd dedicado al estudio de los sistemas Hamiltonianos auténomos no
lineales, en particular, describiremos la forma normal para un Hamiltoniano con dos grados
de libertad hasta términos de quinto orden cuando la parte cuadrética es nula, este caso es
uno de nuestros resultados originales ya que atin no ha sido estudiado anteriormente. Luego,
calculamos la forma normal hasta cuarto orden para un Hamiltoniano con dos grados de
libertad cuando la parte cuadratica no es diagonalizable, para este fin, usamos el método de

Gustavson y el método de Lie o Deprit - Hori, siguiendo [13].

En el Capitulo 5 nos concentramos en el estudio de la estabilidad de una solucién de
equilibrio en el sentido de Lyapunov para los sistemas Hamiltonianos con dos grados de
libertad. La estabilidad de equilibrio sera estudiada a partir de los coeficientes de la funcién

Hamiltoniana.

En el Capitulo 6, extenderemos los resultados obtenidos en el Capitulo 2 al caso n = 3
en algunas situaciones, es decir, estudiamos la forma normal de la parte cuadratica de un
Hamiltoniano con tres grados de libertad cuando la parte lineal no es diagonalizable. El
analisis que realizamos es de acuerdo a la naturaleza de los valores propios y corresponde a
los siguientes casos: analisis donde todas las frecuencias son nulas, es decir, w; = wy = w3 = 0.
Este caso, fue estudiado por Was en [23| cuando el rango de la matriz del sistema linealizado
es cuatro y cinco. En el caso rango cuatro, presentamos un algoritmo més general y los
resultados obtenidos para los casos rango uno, dos y tres son originales. Debido a que en
la literatura no hay evidencias de formas normales para sistemas Hamiltonianos con tres
grados de libertad cuando la matriz asociada al sistema linealizado no es diagonalizable,
todos los resultados que presentamos en lo que sigue son originales; cuando dos frecuencia
son nulas, esto es, w; = wy = 0, w3 # 0; luego, cuando una frecuencia es nula, esto es, w; = 0,
wo = w3z # 0 (0 wy # w3 # 0). Finalmente analizamos el caso cuando las frecuencias son no
nulas, es decir, w; # w, we = w3 = w con w; # w. Aqui, como aplicaciones de algunos de
nuestros resultados obtenidos, estudiamos el problema del satélite y el problema restringido

circular de los tres cuerpos, ambos en el caso espacial.

En el Capitulo 7, presentamos el resultado principal, aqui, estudiamos la estabilidad
formal sobre un nivel de energia fijo, de un Hamiltoniano con tres grados de libertad cuando
los valores propios son de la forma: 0, fwy, Fws con wy # wy # 0. Este resultado es original,

debido a que no ha sido estudiado anteriormente.

12



Capitulo 2

Preliminares

El objetivo en este capitulo es distinguir algunos resultados basicos y esenciales que
permiten facilitar al lector la comprension del presente trabajo, cuya finalidad es fundamen-
tar de manera tedrica los resultados obtenidos. Comenzamos describiendo las definiciones y
propiedades bésicas de funciones elipticas, luego iniciamos el estudio de sistemas Hamilto-
nianos, posteriormente introducimos las nociones importantes de los espacios simplécticos
y caracterizacion de las matrices simplécticas. Ademas, obtenemos la forma normal de la
parte cuadratica de un Hamiltoniano con un grado de libertad cuando la matriz es o no
diagonalizable, la forma normal de un Hamiltoniano con dos grados de libertad cuando la
matriz asociada a la parte lineal es diagonalizable y estudiamos la forma normal en el caso
de valores propios imaginarios puros debido a N. Burgoyne y R. Cushman [2]| en su version
general. Luego, describimos la forma normal de acuerdo a Gustavson para un Hamiltoniano
con un de libertad hasta términos de quinto orden cuando la parte cuadratica es nula , pos-
teriormente describimos el algoritmo de Lie [13| que nos permite normalizar Hamiltonianos
no lineales. Finalmente describimos y distinguimos los principales resultados de estabilidad
e inestabilidad de soluciones de equilibrio de un sistema Hamiltoniano con uno y dos grados

de libertad en el caso auténomo.

2.1. Funciones elipticas

A continuacién introducimos algunas definiciones y propiedades importantes de funciones
eliptica, las cuales son de gran importancia en nuestro anélisis de la estabilidad e inestabilidad

que realizaremos mas adelante.
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Sea C, el conjunto de los niimeros complejos.

Definicion 1 Una funcion F : C — C es doblemente periddica, con periodo n y 17 (con

n, 1 € C y parte imaginaria definida positiva), si
F(z +mn +nip) = F(z), (2.1)

con m,n € Z— {0} yVz e C.

Las funciones elipticas son funciones doblemente periédicas y se definen como soluciones,

y(z,a), de las ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales

d

2
<%) = ayy” + azy® + agy® + a1y + ag, (2.2)

donde a = (ag, a1, as, as, as). Notemos que la solucion de (2.2) es

y
y(xr,a) = x + / ds

)
vo@) Vst + azs® + axs® + ars + ag

(2.3)

con condicion inicial x(yo, @) = xo.

Las funciones elipticas de Jacobi son aquellas en que el polinomio de cuarto grado en
(2.2), es de la forma

(1 =91 —m?y?), (24)
con m una constante positiva.
Las funciones de Weierstrass son aquellas en que el polinomio en (2.2) es de tercer grado
(ay = ay = 0) de la forma
4?/3 — 91y — g2,
con gi, g constantes reales.
La funcion eliptica de Jacobi y(z) = sn(z,m) esta definida en términos de la inversa de
la integral
® A6 sin(y) d
z = / — = Y = sn (o, m), (2.5)
o V1I-m?sin®(f) Jo o /(1-y?)(1-my?)
m > 0,0 < ¢ <20

Esta notacion se introduce puesto que

lim sn(z,m) = sin(z),
m—0

14



y su desarrollo en serie de Taylor en torno de z = 0, es dado por,

(—1 — 135m — 135m? — m3)

1
Iy =1+ 14m+m?)2° +

sn(z,m):z+(—6) 120

5040

2T+ O(2)%.

Asi como sn es la generalizacion de la funcion seno para oscilaciones finitas, se puede definir

algo que sea generalizacion de la funcién coseno
en?(z,m) =1 — sn*(z,m),

y para cualquier m

dn*(z,m) = 1 —m?sn®*(z,m)

(2.6)

(2.7)

Estas tres funciones sn(z,m), en(z,m), dn(z,m); son denominadas funciones elipticas de

Jacobi.

La funcion sn(z,m) tiene un periodo puramente real 4K, donde

2 do
K= to d ifodo = K = -
cuarto de periodo (m) /0 TR sin2(9)

Ademas, tiene un periodo puramente imaginario 4iK, donde

_ z df
K=iK(m)=i | — 2
' i (m) Z/O 1 — m2sin*(6)’

con m? =1 — m? = moédulo complementario.

Las funciones elipticas de Jacobi adicionales sn(z,m) y dn(z,m) como

/ ! dy / ! dy

Z = — - — 9
en(z,m) (1 - y2)(m2 + m2y2) dn(z,m) (1 - y2)(y2 - m2)
tienen las siguientes propiedades:

en(z) = en(z,m) = cos(yp),
dn(z) = dn(z,m) = /1 — m2sin’(p),
sn?(z) + en?(2) = dn?*(z) + m2sn(z) = 1.

Otras propiedades

sn(z,0) = sin(z), sn(z,1) = tanh(z),
en(z,0) = cos(z), en(z, 1) = sech(z),
dn(z,0) =1, dn(z,1) = sech(z)

Sus derivadas satisfacen

L sn(z,m) = cn(z,m)dn(z,m),
Len(z,m) = —sn(z,m)dn(z,m),
Ldn(z,m) = —cn(z, m)sn(z, m).

15
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Para mayor informacién respecto a los conceptos y propiedades de las funciones elipticas

consultar [16].

2.2. Sistemas Hamiltonianos

En esta seccion estudiamos las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias que admiten una
forma particular, pero muy importante debido a su gran interés en la formulacién de muchos

problemas, los cuales son denominados Sistemas Hamiltonianos.

Un sistema Hamiltoniano en R?". n € N es un sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
)

narias de la forma

OH OH
= )= ——— 2.14
i=%,@p), P=-5-ap), (2.14)
donde la funcion H = H(gq,p) es la funcion Hamiltoniana diferenciable a valores reales

definida para (¢,p) € W, donde W es un abierto en R™ x R™. Las variables ¢ y p son
llamadas conjugadas y el entero n es el nimero de grados de libertad del sistema (2.14) en

el caso auténomo.

Supongamos que el origen corresponde a una solucién de equilibrio del sistema (2.14),

luego escribimos H en serie de Taylor en una vecindad del origen de tal forma que
H = H>(q,p) + Hs(q,p) + -+ Hu(q,p) + -+, (2.15)

con H,, polinomio homogéneo de grado m, cuya expresion en las coordenadas (g, p) es dada
por

Hp, = Z hkl---knll---anfl e 'qsnplf e 'pi?a (2.16)

kit tkntl e =m

aqui, Ag,..k. 1,1, Tepresenta los coeficientes del monomio ¢f* - - - gfnplt - .. pln.

2.2.1. Sistemas Hamiltonianos lineales auténomos

Un caso particular de sistemas Hamiltonianos (2.14) son los sistemas lineales. Sea S €
M?*2"(R) una matriz simétrica y suponga que el Hamiltoniano Hy en (2.15) es una forma
cuadratica en z € R?*", mas precisamente, H, admite una representacion de la siguiente

forma

1
Hy = Hy(z) = §zTSz, (2.17)

16



entonces obtenemos que el sistema (2.14) asociado a (2.17), tiene la forma

2= JV,Hy(z) =JSz = Az, (2.18)
con A =JS, donde
0 I,
(%),
es una matriz antisimétrica de orden 2n x 2n que cumple (J~' = JT| J? = —1,, det(J) = 1)

e I, es la matriz identidad de orden n x n. Cuando esto ocurre, el sistema Hamiltoniano

(2.18) es denominado sistema Hamiltoniano lineal auténomo.

Debemos tener presente las siguientes definiciones.

Definicion 2 Una matriz A € M*?"(R) se denomina Hamiltoniana si satisface AT.J +
JA = 0. Denotaremos por sp(n,R) al conjunto de toda las matrices Hamiltonianas de orden
2n.

Es facil verificar que la matriz A del sistema (2.18) es Hamiltoniana. Esto es,

JA=JJS =J25=—-8=8J2=8"J0]=—(JS)"J=—A"J.

Definicién 3 Una matriz S € M**"(R) se denomina simpléctica si satisface STJS = J.

Denotaremos por Sp(n,R) al conjunto de toda las matrices simplécticas de orden 2n.

Definicién 4 Sean u,v € R*", el corchete de Poisson entre vectores estd definido por
{u,v} = u"Jv = (u, Jv),

donde (.) es el producto interno candnico de R*".

Definicién 5 Se dice que el conjunto C = {vy,v9, ++ ,Up, Upt1,"** ,V2n}, €S una base sim-

pléctica de R*™, si y solo si, C es base y ademds {vj,v,4;t =1, Vj=1,--- n.

A continuacién, presentamos el siguiente resultado que sera ttil en el estudio de las formas

normales.

Lema 1 Sean A € sp(n,R) y wuy, v; vectores propios de A correspondientes a los valores

propios A, i, respectivamente. Si A\ + N, # 0, entonces {vy,v;} =0, para todo I,k € N.

17



Demostracion. Fijemos k,l € Ny si \;, \; son valores propios de A, entonces Auy = A\puy
y Av; = \jv;. Asi, se tiene que
Mo, v} = Melug, Jv) = Opug, Jv) = (Aug, Ju)) = (ug, AT Jv)) = (ug, —J Avy)
= (ug, —JINu) = =N (ug, Ju)) = =N {ug, v}
De donde obtenemos que

(>\k + Al){vk,vl} =0.

Luego como A\p+ A; # 0, se sigue que {vg, v;} = 0, Vk, 1 € N. Asi concluimos la demostracion.

2.2.2. Ecuaciones variacionales

Sea ¢(t, 19, z) la solucion general del sistema Hamiltoniano (2.14), asi ¢(tg,t0,2) = ¢, v

sea X (t, 7, () la matriz Jacobiana de ¢ con respecto a (, o sea, X (t,7,() = %’Z’O.X(t, 7, ()
es llamada matriz de modronomia. Sustituyendo ¢ en (2.14) y derivando con respecto a (
obtenemos
) O?H
X =J5t7,0X, St71.0) =55t 10)1). (2.19)
z

La ecuacion (2.19) es llamada ecuacion variacional y es un sistema lineal Hamiltoniano.
Derivando la identidad ¢(7,7,() = ¢ con respecto a ¢ tenemos X (7,7,() = I, donde I es
la matriz identidad de 2n x 2n; asi X es la matriz solucién fundamental de la ecuaciéon

variacional y es una matriz simpléctica.

Teorema 1 Sea p(t, T, () la solucion general del sistema Hamiltoniano (2.14). entonces para
cada t fijo y 7, la aplicacion ( — ¢(t,7,C) es la solucion general de la ecuacion diferencial
Z = f(t,z), donde f es definida y diferenciable sobre I x U, I NR intervalo abierto y conexo
y UNR? bola abierta, y la aplicacion ¢ — ¢(t,7,() es siempre simpléctica, entonces la

ecuacion diferencial 2 = f(t,z) es Hamiltoniana.

La demostracion de este teorema se puede encontrar en [13] o ver también [22].

2.2.3. Funciones generadoras

Usaremos la notacion clasica z = (¢, p), asi la forma simpléctica estandar segun [13] es

n

Q=Y "dg; Adp; = dg Adp.

J=1
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Sea @ = Q(q,p), P = P(q,p) una transformacion de variables, y asuma que las funciones @

y P estan definidas en una bola U en R?*". Esta transformacion sera simpléctica, si y solo si,
dg N\ dp =dQ NdP < d(qdp — QdP) = 0. (2.20)

Definiendo la 1—forma o, = qdp — QdP tendremos que o; es cerrada, si y s6lo si, g9 =
o1 + d(QP) = qdp + PdQ es cerrada. Dado que U es una bola en R?", por el Lema de
Poincaré (cerrada, siy solo si, exacta ver [8], pag. 137) se tiene que el cambio de coordenadas

es simpléctico, si y s6lo si, cada una de las siguientes 1—formas es cerrada
o1 = qdp — QdP, o3 = pdq — PdQ = 02 + d(pq),
02 = qdp + PdQ = 01 + d(QP), 04 =pdg+ QdP = 03+ d(PQ).

Luego, la transformacion de coordenadas es simpléctica, si y so6lo si, una de las funciones

S1=S(p, P), Sa = S2(p, Q), S3 = S3(q,Q), Sa = Sa(q, P)

existe y satisface, respectivamente,
dSl =01, dSQ = 09, ng = 03, dS4 = 04.

Asi, tenemos el siguiente resultado, cuya demostracion es dada en [13].

Teorema 2 Los siguientes cambios de variables definen una transformacion local de coor-

denadas simplécticas:

05, 05 0%S, .

q= ap —(, P),Q= —a—P(Pa P)  cuando W(p’ P) es no singular,
852 0S5, %S, .
= —(p,Q),P = 20 —(p,Q) cuando m(p, Q) es no singular,

2
p= 653 (q Q),P= &223 (q,Q) cuando a@ Sg’? (¢,Q) es no singular,
2g
= 88—5;4(]97 P),Q= g%( P)  cuando ( P) es no singular.

2.3. Espacios simplécticos y caracterizacion de las matri-
ces simplécticas

En esta seccion describiremos brevemente la teoria basica de los espacios vectoriales
simplécticos y luego haremos la caracterizacion de las matrices simplécticas utilizando bases
simplécticas, esta teoria es de suma importancia en el anélisis de las formas normales para

sistemas Hamiltonianos con tres grados de libertad que estudiaremos en el Capitulo 6.
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2.3.1. Espacios simplécticos

Un espacio simpléctico es un par (V,w) donde V' es un espacio vectorial sobre un cuerpo
F (R o C) y w es una 2—forma bilineal en V', alternada y no degenerada. La 2—forma w
es llamada la forma simpléctica. Desde que w es no degenerada la funcion w* : V. — V*,

v = w(.,v) es un isomorfismo y w(.,v) = w*(v), Yo € V.

Sea (w;;) la matriz de w* relativa a una base {vy,vs, -+ ,v,} de V con dim(V') = m,

m € Ny la base dual {v},v3, -, v} de V*, esto es,

m
(A)*(Uj) = Z wijvi.
i=1

Entonces, w;; = w*(vj)v; = w(v;,v;), o sea, A = (w;;) es la matriz de la forma bilineal w
en la base {vy,vs, -+ ,v,}. Asi, esta matriz es invertible y como AT = —A, resulta que
det(A) = (—1)™det(A), luego, (—1)™ = 1 y, como consecuencia m es par. Esto muestra que

todo espacio simpléctico de dimension finita tiene dimension par.

En nuestro caso la 2—forma no degenerada w da origen al isomorfismo entre V' y V*

-1

via la aplicacion w*, de esta forma la aplicacion inversa, denotada por (w*)~', nos da un

isomorfismo entre V* y V. Considerando U como subespacio de V' definamos el subespacio
Ut de V por
Ut ={veV/wl,u) =0, YuecU}.

Teorema 3 Todo espacio simpléctico, siempre admite una base simpléctica.

Para la demostracion de este resultado puede consultar [13|, ver también [22].

Dados los espacios simplécticos (V;, w;), i = 1, 2, un isomorfismo simpléctico o un simplecto-
morfismo, es un isomorfismo lineal

L:Vy =V,

tal que
w(L(x), L(y)) = wi(x,y),

para todo x,y € Vi, o sea, L preserva las formas simplécticas.

Ademas, sea {v1, v, -+ ,v9,}, n € N una base simpléctica del espacio simpléctico (V,w)

. 2
yseaa = (a1, - ,a9,) € F?" el vector de las coordenadas de u € V, es decir, u = ;" ajv;.
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El isomorfismo L : V — F?" L(u) = « es simpléctico. En efecto, si v = Zfil B;vj, tenemos

w(u, U) = M(Z a,;U;, ZBj’Uj) = Z aiﬁjw(vi, Uj) = Z aijijﬁj
=a’JB = w;(a,p) :(AJJ(_Z;U7L’U). |

De este modo todo espacio simpléctico V' es simplectomorfismo a F'*". Se sigue, por transitivi-
dad, que dos espacios simplécticos arbitrarios de la misma dimensién son simplectomorfos,

esto es, son isomorfos via un isomorfismo simpléctico.

Un subespacio simpléctico U de un espacio simpléctico (V,w) es un subespacio U de V/,
para el cual la 2—forma wy = w|yxy no es degenerada. Siendo wy una forma simpléctica en

U, éste subespacio tiene necesariamente, dimensioén par.

Proposicion 1 Sea U un subespacio simpléctico de V', entonces existe un unico subespacio
simpléctico W tal que V=U @& W y w(U, W) = 0.
Para la demostracion consultar [13], ver también [22].

Otro hecho interesante sobre espacios simplécticos aparece en la siguiente proposicion.
Proposicion 2 Sean U y W subespacios de un espacio simpléctico (V,w), tales que w(U, W) =
0yV =U®a&W, entonces U y W son subespacios simplécticos.

Demostracion consulte [13] seccion 3.2, o ver también [22].

Una descomposicion simpléctica de (V,w) es una descomposicion de la forma V = U@ W

con w(U, W) =0, donde U y W son subespacios simplécticos de V.

2.3.2. Caracterizacion de las matrices simplécticas

Sea A un valor propio de S, y defina subespacios de C*", n € N por n,(\) = Ker(A —
Ak ke Nyni()) = Uiil ne(A). El subespacio de A generado por el valor propio A es
n(A) = ni(N), y el subespacio generalizado es Af()\). Si {z,y} = 0, se dice que x e y son

J—ortogonales.

Lema 2 Si A y pu son valores propios de la matriz simpléctica S tal que A\p # 1, entonces

{n(\),n(p)} = 0. Esto es, los vectores propios correspondientes a X y . son J—ortogonales.
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Demostracion ver [13], ver también [22].

Supongamos que S es una matriz simpléctica real con valores propios distintos digamos
—1 y—1 -1
)\17)‘27"'7)\n7)\1 7)\27"'7)\n7

por lo tanto 1 no es un valor propio. Los valores propios de S se dividen en tres grupos: los
valores propios reales +p1 - - -, £, los valores propios con médulo unitario ay+51i - - - , .
Bri, y los valores propios complejos con modulo diferente de uno, £(v; £014) -« -, (v, £ 047).

Esto define una descomposiciéon en suma directa
V= (®;U)) @ (&;W;) ® (®;7;), (2.21)
donde
Uj = n(m;) ©nlp; ")
W; = n(oy + Bi) @ n(ey — B; )
Zj = {n(y; + 6;i) & n(y; — 6519} ® {n(y; + 6;1) " @ n(y; — 6;1) ™'}
Cada uno de los sumandos en (2.21) es invariante para S. De acuerdo al Lema 2, cada espacio

es J—ortogonal entre si, en consecuencia cada espacio debe ser un espacio simpléctico. Para

mas detalles ver [13].

2.4. Forma normal para un Hamiltonianos con un grado

de libertad

En esta seccion, obtenemos la forma normal para sistemas Hamiltonianos con un grado de
libertad cuando la matriz asociada al sistema Hamiltoniano linealizado es o no diagonalizable,
pues estas nociones seran de mucho valor en el anélisis de las formas normales en el caso tres

grados de libertad que estudiaremos mas adelante.

Suponga que Hy = Hy(x1,y1) es la funcion cuadratica dada en (2.17) para un grado de
libertad, definida por
Hg = hgol’% + hggyf + h11$1y1- (222)

Teorema 4 Si los valores propios de A son \y = —X s = iw y A es diagonalizable, entonces

existe una matriz N € Sp(1,R) tal que el Hamiltoniano Hy en (2.22) tiene la forma

dw
K= 24 0?), (2.23)

donde 6 = +1.
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Demostraciéon. Considerando (2.23) encontramos que la forma normal del sistema lineal

se escribe en la forma del siguiente sistema Hamiltoniano de ecuaciones

dz
y = -_— JS* 2-24
v=— v, (2.24)

donde S* es una matriz diagonal real cuyos elementos estan determinados por las igualdades

La transformacion de coordenadas z para y es dada por medio de una matriz simpléctica N

real, que debe satisfacer las siguientes ecuaciones matriciales:
NJS*=JSN, NTJN = (2.25)

La solucion N de (2.25) sera buscada en la forma N = A;B;.

Sea a = r +is un vectore propio arbitrario de la matriz A = J.S correspondiente al valor

propio w. Entonces
Aa =iwa & Ar=-ws y As=uwr.

Luego, se verifica facilmente que

. (0w (i i r (i1
JS_(—cSw o)’ C_(l 1) Y C“(-i 1)’

donde las columnas de la matriz C' esta formada por los vectores propios de la matriz JS*.
Ahora es necesario hallar la matriz A; que lleva a la matriz JS del sistema original de
ecuaciones a la forma diagonal. Las columnas de esta matriz deben ser vectores propios de
la matriz JS, es decir,

Aja =iwa, y Aja=—iwa.

Aqui, a representa el vector conjugado de a. Por lo tanto se tiene que la matriz A; es de la

forma

Ay =col(a a)
o i1 t+is i — s
Ti2 + 1812 Ti2 — 1512
De acuerdo a la forma de la matriz C7, definamos la matriz B; de la siguiente manera
0K K
Bl = . )
—i0Kk K
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donde k es una constante real no nula.

Asi, la matriz N viene dada como
N = 11+ i811 11 — ’i811 10K R

N 12 + ’i812 12 — ’i812 —i0Kk K
. —28115H 27"11:%
N —28125% 2’/“12/4, '

Luego calculando la ecuaciéon N7.JN, obtenemos condiciones para las constantes § y k,
—25110k  —251920K 0 1 —2s8110Kk  2r;ik

T _ 11 12 11 11
NN = < 27’11H 27"12:% ) < -1 0 ) < —2812(5% 27’12% )

= < —45;2){7; 5} i ) ‘

esto es,

En donde, basta considerar

1
K= —— 6 = sgn({r,s}).
NI gn({r, s})

De este modo, obtenemos la expresion para la matriz N como

N = [-20ks 2kr].

Esta matriz es simpléctica con

1
k=—— 1y 0=sgn({r,s}).
2v/|{r, s}
De donde, se sigue inmediatamente la demostracion del teorema. [

Teorema 5 Si los valores propios de A son A\ = Ay =0 y A no es diagonalizable, entonces

existe una matriz N € Sp(1,R) tal que el Hamiltoniano Hy en (2.22) tiene la forma

)
K= 5% (2.26)

donde 0 = +£1.
Demostracién. Sean a;, a; vectores de R? linealmente independientes tales que
Aa1 = 0, ACLQ = aj.
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Siguiendo la misma notaciéon del Teorema 4, se verifica facilmente que

. 0 ¢ . Ci1 Ci12 . (Sbl bg
o (80) e (3 ) v me ()

donde en este caso B; = C71, ¢;; #0, by = i y by = =2,

. a1 G921 . . .
Considerando A; = a1  ag] = ( ae a se sigue inmediatamente que
12 Q22

N = AlBl = [5bla1 b1a2 — bQCLl].

Luego, haciendo ¢15 = 0 obtenemos que by = 0, en consecuencia se tiene otra expresion
para la matriz N dada por
N = [5bla1 blag],

la cual es simpléctica con

1
b= ———= vy d=sgn({a,as}).
[{a1, az}|
De donde, se sigue inmediatamente la demostracion del teorema. [

Observacion 1 En el Teorema 5, si la matriz A es diagonalizable se tiene que Ko = 0.

De hecho, si A es diagonalizable existen vectores linealmente independientes a1, ay € R?

tales que Aa; = 0y Aas = 0, ademas, la matriz que lleva a su forma diagonal a la matriz

JS* es de la forma 0
C:<C(1)1 )7 ci1, ¢ # 0.

C22
De donde se obtiene que la matriz B; = C~! es dada por

1 1
Blz(bl 0), con blz—, b2:_.

0 b2 C11 C22

Considerando la matriz A; del Teorema 5, luego haciendo b, = 1 en N = A, By, se sigue que
la matriz N viene dada por
N = [blal, blag].

1

Esta matriz es simpléctica con b, = Tl
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2.5. Forma normal para un Hamiltoniano con dos grados
de libertad caso raices simples e imaginarias puras

En esta seccion, vamos a dar el algoritmo para la normalizacion del Hamiltoniano (2.17)
cuando la matriz A = JS es diagonalizable, es decir, cuando las frecuencias son de la forma
+iwy v tiws con wy # wy, pues este resultado serd muy 1til en nuestro analisis de las formas

normales en el caso tres grados de libertad que estudiaremos en el Capitulo 6.

Suponga que Hy = Ho(Z,7) con & = (x1,x2), § = (y1,y2) es la funcion cuadratica dada
en (2.17), definida por

Hy = haooo®] 4 h11001%2 + ho200®3 + hio10191 + hi00121Y2 + hor1oT2y1+ (2.27)
hoto1%2y2 + hoo2oyt + hoo11y192 + hooozs- .

Teorema 6 Suponga que los valores propios de A = JS son tiwy, tiwy con wy # ws y la
matriz A es diagonalizable. Entonces existe una matriz N € Sp(2,R) la cual transforma el

Hamiltoniano (2.27) en un Hamiltoniano dado por
1 1
Ky = Sowi(g; + pi) + 50202(d5 + p3),
donde 61 = £1 y 69 = +£1.

Demostracién. Para la demostracion seguimos las mismas ideas que en el Teorema 4, en

este caso los elementos de la matriz diagonal S* estan determinados por las igualdades
h;l = 51&)1, h;Q = —51(,01, h;’g = 520)2 y hZ4 = —52002.
De acuerdo a la ecuacion (2.25), la solucion N sera buscada en la forma N = A, B;.

Sean a; = r| +1s1 y as = ro + 1S5 los vectores propios de A = JS correspondientes a los

valores propios iw; y iwo. Entonces

Aa; =iway & Ari=-wis1 y Asy = wir, ( )
2.28
Aas = iwsas &  Arg = —wsSy Yy ASy = wars.

Luego, se verifica facilmente que

0 0 (51&)1 0 7 0 10

x 0 0 0 (52&)2 T 7 01
TS=1 50 0 0 0 y =1 0 10|

0 6wy 0 0 0 —i 0 1
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donde las columnas de la matriz C' esta formada por los vectores propios de la matriz JS*.
Ahora es necesario hallar la matriz A, aqui, A; lleva a la matriz J.S del sistema original de
ecuaciones a la forma diagonal. Las columnas de esta matriz deben ser vectores propios de

la matriz JS, es decir,
A1a1 = iw1a1 y AlC_Ll = —iwlC_Ll,
A1a2 = iw2a2 y AlC_LQ = —iw262.
Por lo tanto, la matriz A; esta determinada por
Al = col(a1 as a ag)

r11+9S11 To1 +19S21 T — 1811 To1 — iS21
T12 +iS12 Tog + 1S9 Ti2 — iS12 Toa — iS22
713 + @S13 To3 + US23 T13 — 1813 T3 — US23
714 + 9514 Tog + 9S24 T14 — 1514 Toq — 1S4

Por otro lado, de acuerdo a la forma de la matriz 7, definamos la matriz B; de la

siguiente manera

2'51 K1 0 K1 0
. 0 ’L(Sg Ko 0 R2

Bl N —i51 K1 0 K1 0 ’
0 —Z52 Ko 0 K9

donde k1 y k9 son constantes reales no nulas.

Luego reemplazando N = A;B; en NTJN = J, se tiene que BT AT JA, B, = J, de donde
se sigue inmediatamente que Bl FBy = J < F = (BT)™'J(B;)™! con F = AT JA;.

Ahora calculando el producto de matrices F = (Bf)~'J(B;)™!, se obtiene que

0 0 ——25;% 0
0 0 0 —5ts
F = ; 202r5 | (2.29)
mz 0 0 0
0 5oz O 0

Por otro lado, calculando el producto de matrices F' = AT JA;, se tiene que

0 fi2 Qi{51,T1} fia
_ fo1 0 Jfo3 2i{s9,72}
F= 2i{r1, 81} f32 0 J34 ’ (2.30)
fa 2i{ry, 52} fa3 0

donde
fia = {ri,ma} + {s2, 81} +i({s1, 72} + {r1, s2}),
Jra = {ri,ma}f + {s1, 82} +i({s1, 72} + {r1, s2}),
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for = {ra, i} 4+ {51, 82} +i({r2, 51} + {s2,71}),
Jos = {ra,ri} +{s2, 51} +i({s1, r2} + {s2,71}),
fso =A{ri,ra} +{s1, 2} +i({r2, s1} + {r1, s2}),
faa = {r1, o} + {52, 81} +i({ra, s1} + {52, 71}),
Jan = {ra, 1} + {52, 81} +i({ra, s1} + {r1, 52}),
fas = {ra, 1} + {51, 82} +i({s1, 72} + {r1, 52}).

Luego comparando las entradas de F' dadas en las ecuaciones (2.29) y (2.30) se obtiene
que fio = fia = for = fo3 = fs2 = f3a = fa1 = fa3 = 0, resolviendo el sistema de ecuaciones

se deduce que

{7"1,7’2} = {Sl, 82} = {81,7"2} = {7"2,7’1} = {7’1, 82} =0 y ademés,

st L e 1 (2.31)
1 2
4{7"1, Sl} 4{T2a 82}
Ahora, como N = A; B se tiene que
T11 + iSll T21 + iSQl 11 — ’é811 91 — ’é821 2'51/{1 0 K1 0
N = T12 + iSlg T29 + iSQg T19 — ’é812 T99 — ’é822 0 ’é(SQI{Q 0 K9
T13 + i813 T23 + i823 T13 — ’i813 T93 — ’i823 —i51H1 0 K1 0
T14 + i814 T24 + i824 T14 — ’i814 To4 — ’i824 0 —i52I£2 0 Ko

—201K1511 —202K9821 2K1T11 2KaT9n
—201K1512  —202K2520 2K1T12 2KaT22
—201K1513 —202K2823 2K1T13  2KoTo3
—201K1514 —202K2824 2K1T14  2KoToy

Luego calculando el producto de matrices NT.JN, encontramos condiciones para las

constantes k1, kg, 01 y 09, esto es,

—2(51%1811 —2(51%1812 —2(51%1813 —251:%1814 0 0 10
NTJN _ —2521‘62821 —2521‘62822 —2521‘62823 —2521‘62824 0 0 01
2/{17’11 2%1’/“12 2%1’/“13 2/*{,1’/“14 —1 0 00
2H2T21 2H2T22 2H2T23 2%27"24 0 -1 0 0
—201K1811 —209K2821 261711 2KaT:
—201K1812 —202K2822 2K1T12 2KaT22
—201K1813 —202K2S23 2K17T13  2Kara3
—201K1814 —202K2824 2K1T14  2KaTo4
0 451(52/‘61!{2{81,82} 451/‘{%{7’1,81} 451%1%2{7’2,81}
45152/'{1/'{2{82,81} 0 452H1HQ{T1,82} 452/'{%{7’2,82}
451/‘6%{81,7“1} 452,‘{1,‘{2{82,7“1} 0 4,%1/{2{7’1,7“2}
451,‘{1/{2{81,7“2} 452,‘{%{82,7’2} 4,%1/{2{7’2,7“1} 0
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Por lo tanto, segtn la ecuacion (2.31) tenemos que la matriz N esta definida como
N = [—251,‘{181 — 252,‘{282 2%17’1 2/4,2’/“2].

Esta matriz es simpléctica con
1 1

e Ko = ————, 01 =sgn({r1,s1}) y &2 = sgn({rq, s2}).
2/ {11, 81} 24/ {12, 52}

Ademés, sabemos que la matriz de normalizaciéon JS* esta dada por

R1 =

JS* = [A(—28151K,1) A(—2$252K,2) A(2’l“1/€1) A(27’2/-€2)].
Usando (2.28) en esta ultima ecuacion, se sigue que
JS* = [-51&)1 (2H1T1) - (52&)2(2!{27’2) (51(4)1(—251:“&181) (52(4}2(—252%282)].

De donde se obtiene que la matriz JS* es de la forma

0 0 51&)1 0 51&)1 0 0 0
x 0 0 0 52(4)2 , _ 0 52(4)2 0 0
TS =1 s 0 o o | S=1 0 0 s 0

0 —520)2 0 0 0 0 0 520)2

Luego, la forma normal para el Hamiltoniano Hy en (2.27) adquiere la siguiente forma

510)1 0 0 0 a1
1 0 dewe O 0 42
Ks(q,p) = 5(%7(]27]917]92) 0 0 i 0 b
0 0 0 52(4)2 P2
1
= §(Q1, 42, P1, p2)-(51w1€h, dowaqa, 01w P1, 52002]92)
ow i,
= 121(q%+p§)+ 222(q§+p§), 5 =41, 6y = +1.

Esto finaliza la demostracién del teorema.

2.6. Forma normal en el caso de autovalores imaginarios
puros debida a N. Burgoyne y R. Cushman |2]

En esta seccion mostraremos un algoritmo dado por N. Burgoyne y R. Cushman [2] para
determinar la forma normal del sistema (2.17) cuando los valores propios son imaginarios

puros.
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Si los valores propios de A son todos imaginarios puros entonces el polinomio caracteris-
tico de A es de la forma p(\) = [[;(A\* + w)™, donde w; # w; para i # j y w; > 0 para todo
i. Inicialmente suponga que el polinomio caracteristico de A es P(\) = (A\? + w?)", donde
w € RT. De esta forma tenemos que el polinomio minimal de A es ppin(A) = (A2 +w?)™, para
algiin entero m, 1 < m < n. Vamos a iniciar nuestro algoritmo haciendo una descomposicion
de A como la suma de una matriz semi-simple Hamiltoniana Y y una matriz nilpotente M.

Note que la siguiente matriz

m—1 j
2j A? + W TN
Z:A{I—G— E ( j ) (sz ;
Jj=1

es una matriz semi-simples. También observe que la matriz
m—1 . J
2] A% + W%
M=-A ; —
> (%) (55
7=1
satisface M™ = 0, por lo que tenemos que M es nilpotente. Notemos que las matrices ¥ y M
son matrices Hamiltonianas por ser combinacién lineal de matrices Hamiltonianas, y como
A =¥+ M tenemos la descomposicién deseada. Para mayores detalles sobre esta descom-

posicién se pueden consultar varios libros de Algebra Lineal, por ejemplo, en el capitulo 7

de Hoffman y Kunze [5].

Sean K; = {x € R*™/M'z = 0}, i = 0,...,m. Note que K, = {0} y K,, = R>.
Defina el corchete de Poisson entre vectores {x, y} = 2T Jy, para todo x,y € R*". Nuestro
proximo paso es construir ciertos subespacios convenientes de R**. Sea W, = {0} y cons-
truyamos subespacios W;, j > 0, de R*" mediante un proceso recursivo que describiremos a
continuacion:

a) Obtenga un entero t =t;, 0 <t <m, tal que

Wit N Ky = Wiy, pero Wity N K, # Wi,

donde W;t | = {z € R*"/{z,w} = 0,Vw € W,_1}. Note que si M = 0 (ésto es, m = 1),

entonces t = 0.
b) Escoja z € Wit tal que z € K; y {z, N'SttDmed221 — 5, donde 62 = 1.
¢) Defina Z; como el espacio generado por S(tF1mod2, Nryilttmod2, | tyi(tlymod2

d) Defina W; por W; = Z;+W,_;. Si W; # R?" repita el proceso hasta obtener W, = R?"

para algin entero [.
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Ahora vamos a construir una base para el subespacio Z; encontrado anteriormente.

Existen dos casos: t par y t impar.

Si t es impar: Sea z ¢l vector encontrado en b), con § = §; = {z, Mz} y r = L(t +1).

Considere zg = z y forme z;, 1 <14 < r, como sigue:
_ 6 ZMt-i—l—Zi MZZ'—IZ
2 = Zi—1 + 2712{22'—1, Zi—1} Zi-1-

Tome Zzy = z. y construya z;, 1 < i <r — 1, usando

5 . .
g t—2i% 24
Zi = Zi—1 — §{Zi_1, M Zi—l}M Zi—1-

En el caso r =t = 1 esta altima construccién debe ser omitida. Tome

0, si j=1,
J—1

S (ti+1), si j#L

i=1

’7':7']':

Dado que z* = z,_;, la base deseada de Z; es la base B cuyos elementos son

_oagi—1_x _ i—1 tH1—i
bryoii1 = M""2%, byyryoi1 = (—1) oM <

1 , S '
bryoi = —SM'TH25 byyrgg = (=17 =DM
W w

para i = 1,....,t + 1. Tenemos que {b;,b;} = J;j, 1,5 = 1,...,2t + 2, luego esta es una base

simpléctica de Z;. En esta base, la matriz de la restriccion de A al subespacio Z; es

(X 0
w=(% %)

donde
L 0 0 0 0 0 0 O 0O O
I L 0 ... 0 O 0 0 0 0 O
X = . L ], Xo=] . ,
O o o0 ... I L 0O 0 0 ... 0 A

i (2 )0 (3 ) (N o)

Si ¢ es par: Sea z el vector encontrado anteriormente, con § = §; = {z, M'3z} y r = <t.

1
2
Considere zg = z y forme z;, 1 <14 < r, como sigue:

1) . .
o t+1—27 2i—1
Zi = Zi—1 — 5{2,'_1, M Zi—l}M ZZ().
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En el caso r = t = 0 esta construccion debe ser omitida. Tome zy = 2z, y construya z;,
1 < ¢ < r usando
1) . .
>~ = = =2y %~
2y — Rj—1 — §{Zi_1, M EZZ'_l}M Zi—1-

En el caso r =t = 0 esta ultima construccién debe ser omitida. Tome

0, se =1

T (ti+1), se j#1

i=1
Siendo z* = z,, la base deseada de Z; es la base B cuyos elementos son

S .
Z—I_EMH—I—Z *
Vw Z’

para i = 1,....,t + 1. Tenemos que {b;,b;} = J;;, 1,5 = 1, ..., 2t 4+ 2, luego ésta es una base

bryi = \/(’_‘)Mi_IZ* Y bpyryi = (_1)

simpléctica de Z;. En esta base, la matriz de la restriccion de A al subespacio Z; es

(Y Y
Y_<_Y'2 _Y'lT)v

donde
0 0 0 0 O 0 0 O 0 —ew
1 0 0 ... 0 O 0 0 O cw 0
Y1 = : Y, = : -
0 0 0 ... 0 0O 0 ew O 0 0
0 0 0 . 1 0 —ew 0 0 0 0

La matriz de A sobre R?" con respecto a la base {by, ..., by, } es
E F
(6 )

E,2 0 ... 0 Fr 0 ... 0 Gy 0 ... 0

con

- O

donde
E; F;
G, —ET )

es una matriz (2t; +2) x (2t; + 2) tipo X o Y, definida anteriormente.
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Vamos ahora al caso general en que el polinomio caracteristico de A es de la forma
p(A) = 1_[()\2 + w?)™, donde w; # w; para i # j y w; > 0 para todo i. En este caso defina
L; = H(A2 +w?)"™. Entonces los espacios V; = L;(R?") de dimensién 2n;, son subespacios

i
invariantes por A (A(V;) C V;) y son dos a dos ortogonales, ésto es, {v;,v;} = 0 para todo
v; € Vi yvj €V, i # j. El algoritmo anterior puede ser aplicado a cada matriz A;, obtenida

restringiendo A al subespacio V;. Como resultado final la matriz A en la nueva base asume

la forma
Q R
S =QT )
con
Q1 0 ... 0 R, 0 ... 0 S; 0 ... 0
Q: 0 QQ ... 0 , R = 0 R2 0 S = 0 Sg ... 0 ,
donde

T )
es una matriz n; X n; tipo Z, definida anteriormente.

A continuacion, vamos a describir algunos resultados que serdn de mucha importancia
en nuestro anélisis de formas normales de orden mayor o igual a tres que estudiaremos mas

adelante.

Sea V un espacio vectorial real de dimension finita. Una transformacioén lineal ¥ : V' — V
es llamada semisimple si cada subespacio lineal ¥— invariante de V' tiene un subespacio

complementario Y¥—invariante.
Lema 3 51X :V — V es semisimple entonces V = 1m> & ker.

La descomposicion ¥—M de una aplicacion lineal A : V' — V es la descomposicion A = X+M

con X semisimple y M nilpotente y XM = M.

Lema 4 Suponga que > — M es la descomposicion de una aplicacion lineal A :'V — V

entonces
1. kerA = kerX NkerM.
2. imA = imX @ imM N kerX.
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Corolario 1 Suponga que Y es un complemento de imM NkerX en kerX, es decir, kery =
Y @ kerXNimM. Entonces Y es un complemento de imA en'V, es decir, V =imA DY .

La demostracion de estos resultados se encuentran en [21].

Por otro lado, sea P,(V,R) el espacio vectorial de polinomios homegéneos a valores reales
sobre V' con grado n, y sea # P(V,R) el espacio vectorial formado por el conjunto de las series
de potencias formales a valores reales sobre V. Ademés, suponga que H = Ho+ H3z+ Hy+- - -
es la serie de potencia formal a valores reales sobre V' de una funcion Hamiltoniana H,
H, € P,(V,R), n > 2. Suponiendo que H; ya esta en su forma normal, es decir, la matriz
del campo vectorial lineal X estda en su forma normal simpléctica real. En otras palabras,
supongamos que tenemos la descomposicion X y M de X. Sean .Z la derivada de Lie de
elementos de .# P(V,R) con respecto a X, .% la parte de X corespondiente a ¥ y A4 la
parte de X correspondiente a M. Claramente ¥ = . + A y £, . y A4 son aplicaciones
del conjunto P, (V,R) consigo mismo. Sea .%,, .%,, y A, las restricciones de ., . y A a
P,(V,R). Entonces .%,, = .9, + A, es la descomposicion ¥ — M de .%,. Paran > 2 sea Y,, un
complemento de ker.#, Nim.4;, en el ker.?,, esto es, Y, & ker.%, Nim.A,, = ker.#,. Usando
el Corolario 1 tenemos que Y, ® im.%, = P,(V,R). Ahora, podemos formular la siguiente

definicion.

Definicion 6 El Hamiltoniano H estd en su forma normal hasta orden k si H, € Y,, para

3 < n <k. Note que para X semisimple Y, = ker.%,.

Sea .Zy la derivada de Lie con respecto al campo vectorial Hamiltoniano Xy, con Hamil-
toniano H € % P(V,R). En otras palabras %y es la derivada de Lie generada por H. Es
claro que %, es una aplicacion del conjunto .# P(V,R) consigo mismo. Defina el operador

1 n
exp Ly = Z me.
n>0

Entonces la transformacion ¢y : u — v (u,v € V, vectores con componentes en .% P(V,R))
definido por
v=0¢p(u) =expLy(u) (2.32)

es una transformacion simpléctica. Note que ¢l = expt.Ly(u) es el flujo del campo vectorial

Corolario 2 Suponga que H € % P(V,R) estd en su forma normal hasta téminos de grado

n—12> 2. Entonces podemos encontrar una funcion F € P,(V,R) tal que la transformacion
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simpléctica dada por (2.32) con generador F, lleva H(v) a su forma normal hasta términos

de grado n.

Demostracion. Sea Hj el término homogéneo de grado k, en la evaluaciéon de H. Tenemos

que ¢k (u) es el flujo del campo vectorial X y asi

CHL(64 () = Zr Hil6(w).

La solucion de esta ecuacion diferencial es
Hy(¢h(u) = e:cp.i”ka(gé%(u)) = expt-LrHy(u),

donde para t = 1 resulta la siguiente expresion
1 ™m
Hy(pr(u) = — L Hy(u). (2.33)
m>0

Asi el primer término en Hy(¢r(u)) es de orden k, la segunda de orden n+ k — 2 y las otras

son de de mayor orden. Por lo tanto,
(Ho¢p)p(u) = Hp(u) para 2<k<n-—1,

esto es, los términos de grado k£ < n — 1 no se ven afectados y permanecen en forma normal.

Ademas, tenemos

(H o ¢p)y(u) = Hy(u) + LrHs(u).

Descomponiendo H,(u) = G, (u)+ H/ (u) con G, (u) € imZL y H/ (u) € T,, podemos escojer
F tal que G, (u) = ZF(u) = —ZHy(u). Entonces tenemos (H o ¢p),(u) = H/ (u) € Y.

Esto finaliza la demostracion. =

2.7. Forma normal para un Hamiltoniano con un grado
de libertad hasta términos de quinto orden cuando
la parte cuadratica es nula [11]

En esta seccion generalizaremos la forma normal de Gustavson (ver [22]|) para sistemas

Hamiltonianos no lineales con un grado de liberdad cuando el Hamiltoniano

H(Qap) = Z Hs(Qap) + F[(qap)a Hs = Z hqukpla (234)

s=m k+l=s
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comienza con términos de grado tres o més, mediante la construccion de un cambio de

coordenadas simpléctico (¢, p) — (@, P) que simplifica el Hamiltoniano (2.34).

Es importante senalar que la transformaciéon simpléctica que introduce las nuevas varia-

bles Q) y P esta asociada a la funcién generadora S = S(q, P) de la forma

n—m+42
S =qP+ Z Ss(q, P), Ss= Z swq"Plm >3, n >4, (2.35)
s=3 k+l=s

donde sy; son coeficientes constantes. Estos valores seran determinados mediante el proceso
de simplificacion de la funcion H. Adicionalmente, del Teorema 2, adaptado a la actual
situacion (pues aqui no tenemos términos cuadréticos) se obtiene que la relacion entre las
antiguas y nuevas variables es dada por

s 98

0
Q_a—Pa p= 8_q (2.36)

A partir de estas relaciones, encontramos las expresiones ¢ = ¢(Q, P), p = p(P,Q), para
las antiguas variables en términos de las nuevas variables como expansiones inclusive hasta

términos de grado n — m + 1 con respecto a Q y P por

o aS?:(Qa P)

aS?:(Qa P)
op +

Q

Aqui los puntos supensivos denotan los términos de grado mayor a dos con respecto a @) y

P (inclusive hasta términos de grado n —m + 1).

Sustituyendo las expresiones (2.37) en (2.34), se produce la expansion en series de la

funcién Hamiltoniana I' definida por

F=Y TJ(QP)+T(QP), T.=Y 7mQ"P,

s=m k+l=s

donde f(Q,P) es una funcién que contiene términos de grado mayor que n con respecto
a Q y P. Siguiendo el enfoque que brinda el algoritmo de la forma normal de Gustavson
como en [22], se obtiene que las funciones I's(Q, P) son encontradas utilizando las formulas

o relaciones:

1—‘m—i-l = {S?nHm} +Hm+1(Qap)> (239)
L, = {S—meo, Hn} + H(Q,P)+ F.(Q,P) (r=m+2,...,n), (2.40)
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de manera secuencial. Notemos que la relacion entre el Hamiltoniano inicial H y el nuevo

05 05
n(o5) = (o)

Hamiltoniano I', es

es decir,
oS oS
Ho(q.P+—=2+ )+ Ho (¢, P+t |+ =
0q dq
0853 0853
F <+8—P—|— P>+Fm+1<q+6—P+ P)+

donde, H, = Z fzqukPl yI'y= Z %lqul, y por lo tanto:

k+l=s k+l=s
1. Los términos de grado m deben satisfacer la relacion:

H,.(q, P) =T(q, P).

2. Los términos de grado m + 1 deben satisfacer la relacion:

083 oS
D hwlg PSR Hy = 3 ke P GE + T,

oP
k+l=m k+l=m

Como izkl = Y cuando k + [ = m, entonces
0S5 0S5

Cppr = Z hkl <lqul ! 8 — kq - 1Plap) +H*+17
k+l=m

Loyt = {Ss, Hn} + Hpgr

3. Los términos de grado m + 2 deben satisfacer la relacion:

- a8 - /1 955\ - a8
Z hkllqkplila—(;-i- Z hkl<2)qkpl2 (—3> + Z hkllqkplila—qg-i-HerQ =

dq
k+l=m k+l=m k+l=m-+1
oS 0853
Z hiikg®™ 1Pl + Z ”Ykl< > k= 2Pl<6P3) Z Yrkg" 1P = 5P + Lopo.
k+l=m k+l=m+1
Entonces,
08, 053
Ly = Z P (lqkpl ! g — k¢" ' P! 8P) + Frpo + Hyyo,

k+l=m
Fm—|-2 = {547 m} + Fm+2 + Hm+27
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donde

Foyo = Z hkl() kpl=2 <653) Z hylq" P~ 10@5

k+l=m k+l=m+1
K\ oo (055 k-1 1953
P — P —.
> (2) (8]3 > kg P
k+l=m k+l=m+1

Considerando la forma polinomial de Ss,
S5(q, P) = s30¢° + $21¢° P + 512qP* + so3 P°,

se obtiene que

~ [+ 2 ~ [+1
Frio =983, Z hk—4,l+2< 5 )qul + 12591830 Z hk—3,l+1( 5 )qkpl‘i‘

k+l=m+2 k+i=m+2
k>4, 1>0 k>3, 1>1
- l ~ [—1
(453, + 6530812) Z hi—2, (2) ¢"P" + 4551515 Z hk—lJ—l( 5 )qkpl+
k+l=m+2 k+l=m+2
k>2, (>2 k>1, 1>3
812 Z hkl 2( ) kPl + 3830 Z hk 2 l+1(l + 1) kpl—f—
k+l=m+2 k+l=m+2
k>0, >4 k>2, 1>0
2591 > heonglg"P' s Y (- 1)¢FP'—
k+l=m+2 k+l=m+2
k>1, 1>1 k>0, (>2
-2\ 4 k=1\ &
Sy, e ¢"P' —dsys2 D> Yrerie 5 )T =
k+l=m+2 k+l=m+2
k>4, 1>0 k>3, 1>1
k k+1
(6521503 + 457,) Z V-2 <2) q" P' — 12512503 Z %+171—3< 9 )qkpl—
k+l=m+2 k+l=m+2
k>2, 1>2 k>1, >3
k+2
9553 Z 'Yk+2,k—4< 9 )qkpl — S21 Z Ye-14(k = 1)g" P!~
k+l=m-+42 k+l=m-+42
k>0, (>4 k>2, 1>0
2519 Z Vea—1kq" P' — 3503 Z Yey1i—o(k + 1)g" P
k+l=m+2 k+l=m+2
k>1, 1>1 k>0, 1>2

Es importante senalar que las relaciones (2.38)—(2.40) son la esencia del algoritmo, donde

las funciones F, en (2.40) dependen de H,,, ..., H,_; obtenidas por la expansion del Hamil-

toniano original (2.37), como también de S, encontradas para s = 3,4,...,r —m + 1, que

definen la funciéon generadora (2.40).
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2.8. La forma normal de Lie o método de Deprit-Hori

Otro método matematico para simplificar el Hamiltoniano por medio de un cambio de
variables es el método de Lie desarrollado por Deprit (1969) [3] y Hori [6] y posteriormente
extendido por Kamel (1970) [7] y Henrard (1970) [4]. Es un procedimiento general de cambio
de coordenadas en un sistema de ecuaciones el cual depende de un pequenio parametro. El
método de Deprit original era solamente para sistemas Hamiltonianos, pero las extensiones
de Kamel y Henrard fueron para sistemas de ecuaciones no Hamiltonianas. Aqui, por razones

obvias, trataremos so6lo el caso Hamiltoniano.

2.9. Cambio de coordenadas simplécticas proxima de la
identidad

La idea general de este método es generar una transformaciéon de coordenadas sim-
plécticas dependiendo de un pequeno pardmetro como la solucién general de un sistema

Hamiltoniano.

Definicién 7 Se dice X (y,€) es una transformacion de coordenadas simplécticas proximo

de la identidad s1 X es simpléctica para cada € fijo y es de la forma X (y,€) = y+ O(e), i.e.,
X(y,0)=y.

Considerando X (y, €) un cambio de coordenadas simplécticas proxima de la identidad y
dado que X (y,0) =y, %—)y((y, €) es no singular para e pequeno, se sigue por el Teorema de la
Funcion Inversa que la aplicacion y — X (y, €) tiene una funcion inversa diferenciable para e

suficientemente pequeno. Ambas, X y su inversa, son simplécticas para cada € fijo.

Counsideremos el sistema Hamiltoniano auténomo

dx
= IVW (e (2.41)

y la condicién inicial

z(0) =y, (2.42)

donde W es diferenciable. De la teoria basica de E.D.O. tenemos que la soluciéon general del
problema anterior es una funciéon diferenciable X (y, €), tal que X(y,0) = y, y del Teorema

1 de la subseccién 2.2.2 que es simpléctica para cada e fijo. Esto es, la ecuacion diferencial
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(2.41) y la condicién inicial (2.42) definen una transformacion de coordenadas simplécticas

proxima de la identidad.

Reciprocamente, sea X (y, €) una transformacion de coordenadas simplécticas proxima de
la identidad; asi, existe una funcion inversa Y (z, €) tal que X (Y (z,€),¢) =z y Y (X (y,¢€),¢€) =
y, donde Y es simpléctica donde este definida. Derivando Y (X (y, €),€) = y con respecto a €

tenemos Y (X (y,€),€) 0X (y, €) N Y (X(y,€),€)

ozr Oe Oe

0X(y€) _ [0Y(X(y,e),e)}_l Y (X(y.).c)

=0,

Oe ox Oe

Esto significa que X (y, €) es la solucion general de

de _ U(xz,e), donde U(x, €)= — {

dr _ Y (x, e)} L OY (x,€)
de )

ox Oe
Por el Teorema 1 subsecciéon 2.2.2 esta ecuaciéon es Hamiltoniana; asi, existe una funcién
W (z,€) tal que U(x,e) = JVW (z,€). Por lo tanto, hemos probado:

Lema 5 X (y,¢€) es una transformacion de coordenadas simpléctica prozima de la identidad,

st y solo si, es la solucion general de una ecuacion diferencial Hamiltoniana de la forma
(2.41) satisfaciendo la condicion inicial (2.42).

2.10. Algoritmo

Sean X (z,€), Y(z,€), y W(z,€) como antes; asi, X(¢,y) es la solucion de (2.41) satis-
faciendo (2.42). Consideremos = = X (y, €) como un cambio de variables la cual depende de
un parametro. A través de este capitulo, cuando mudemos de variables no mudaremos de

parametro e.
Sea H(z,¢) un Hamiltoniano y G(y, €) :== H(X (y,€),¢€); asi, G es el Hamiltoniano H en

las nuevas coordenadas.

Definicion 8 Llamaremos al Hamiltoniano G la transformada de Lie de H generada por
W.

Algunas veces H serd denotada por H,, y G por H*, y otras veces G también sera

denotada por LH, para mostrar que G es la transformada de Lie de H generada por W.
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Sean las funciones H = H,, G = H*, y W expandidas en serie de Taylor con respecto al
pequeno pardmetro €. El algoritmo del método de Lie es un conjunto de féormulas recursivas

que relacionan los términos de estas varias expansiones en serie. En particular, sea

a0 = e =Y (5) 243

=0

Gl =1 =3 (5) Hit) (2.42)

2!
=0

)

Wz, e) = i (%) Wit (2). (2.45)

i=0
El método de la transformada de Lie introduce una ordenacién indexada por dos indices
{H:},4,j=0,1,..., el cual coincide con (2.43) y (2.44) cuando uno de los indices, i 0 j, es

nulo. Los otros términos intermediarios son introducidos para facilitar los calculos.

Denote por ¢(t, z) el flujo del sistema Hamiltoniano dado por (2.43) y defina (por abuso

de notacion) F'(t) = F(t,¢(t, 2)), entonces por la regla de la cadena tenemos

d 8F
donde
oF OF 0OF OF
{FH} = Z(a E f'f)-
q; Opj bj  04;
Teorema 7 Usando la notacion anterior, las funciones {HJZ} 1= 1,2,... ;5 = 1,2, ...
satisfacen las identidades recursivas
J . ‘
Hi=H1+ @) {HZ}, Wi} (2.47)

k=0

Demostraciéon. Recordemos que H*(y,€) = G(y,¢) = H(e, X(y,¢€),€), donde X(y,¢€) es la
solucion general del sistema Hamiltoniano asociado a (2.43). Definiendo el operador diferen-

cial D = Dy, por

DF(r.) = O (e.) + (R W) (x.0), (2.43)
tenemos de (2.46),
d
& (F(I7 €>|-'E:X(e7y)) == ,DF(xy €>|:E:X(y,6)' (249)

41



Defina nuevas funciones por HY = H, H' = DH'"! i > 1, cuya expansion en serie es
. s ek .
Hi(z,e) =) (E) Hi(z). (2.50)
k=0 '

Ya que el resultado obtenido aplicando D al j-ésimo término de la expansién en serie de
Hi"les

¢/ Hi1 W ¢! il
ﬁ { i o }(SL’,E)—'— (j—l)' j (.CL’),
tenemos que
Hi(z,e) =DH™ (x,¢)
+00 Ej
DYy SH
=0 J’
oo 4 o0 i—1
€’ , €
= — Hl._l’W _|_ —_—
;J!{ ! J ;(9—1)!

— (¢ i i
- (ﬁ) [Hjy + {H; WL

J=0
La suma que envuelve el corchete de Poisson puede ser analizada de la siguiente forma, donde

hemos hecho [ = j + k y, subsecuentemente, escriba j en lugar de :

oo Ej i1 oo 0o Ej—l—k o
Zj{Hj W :ZZ R {H ™ Wiy}
j=0 o
00 l ll 61 3
} IZ k m (ﬁ) {Hl—k7 Wk+1}
=0 k=0
0o ¢ J j N
- Z (_') Z (k‘) {Hj—llw Wk+1}.
J=0 =0

Luego las funciones H} se relacionan por (2.47). Falta mostrar que H* = G tiene la expansion

dada por (2.44). Por el desarrollo en serie de Taylor y de (2.49) se tiene

Gly,e) = i@ (%) GO
-5 (%) 2 Gt s
_ i (6_') (D" H (2, )o-x (1) g
- fj (&) o



Aqui hemos usado el hecho de que
DOH(x, €)|m:X(y,e),e:0 = H(:L’, 0) = Hg,
DIH($, 6)‘%:X(y,e),e:0 = Hl |m=X(y,e),e:0 = ]—IO1 (.CL’),
donde se verifica por induccién que

DnH(I, 6) |:(::X(y,5),5:0 = HSL(ZL’)

Comentarios. Puesto que la transformacion generada por la funcion W esta proxima de
la identidad, el primer término en H, y H* es el mismo, a saber, HJ. También note que el
primer término en la expansion para W comienza con Wj. Esta convencion transmite algunas
propriedades agradables de las formulas en (2.47). Cada uno de los términos en (2.47) tiene

indices sumando ¢ + j, y cada término del lado derecho tiene indices superiores a i — 1.

Para construir la transformacion de variables X (y, €) note que X es la transformada de

la aplicacion identidad, es decir, X (y,€) = L(W)(Id), donde Id(x) = =.

La dependencia de las funciones {H ]’} puede ser facilmente entendida considerando el

triangulo de Lie:

Hy
{

HY — H}
\ 3

HY — H{ — H
. 3 \

HY) — Hy, — H} — H}
\J \J \J 1
Los coeficientes de la expansion del Hamiltoniano antiguo H, estan en la columna de la
izquierda, y los del nuevo Hamiltoniano estéan sobre la diagonal. La formula dada en (2.47)
establece que para calcular cualquier elemento en el triangulo de Lie es necesario tener las
entradas en la columna en cada etapa a la izquierda y arriba. Por ejemplo, para calcular la
expansion en serie para H* a través de los términos de orden €2, primero calculamos H{ por
la formula
Hy = Hy + {Hg, Wi},

la cual nos da el término de orden ¢, y entonces obtenemos
HY = Hy + {H}, Wi} + {Hg, Wa},
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Hg = Hll + {H&, W1}.
Entonces,
2

H*(x,¢) = HY(z) + eH} () + 5

HS+ ...

Teorema 8 (Teorema de Perturbacion General). Sean {P;}2,, {L:}20, v {R:i}2
secuencias de espacios vectoriales de funciones diferenciables definidas sobre un dominio

comiin O en R*™ con las siguientes propiedades:
(i) L;CPi, 1=1,2,3,..,
(ii) HY € P;, i=0,1,2,...,
(1it) {P;,R;} C Piyj, 1,7=0,1,2,..,
(iv) Para cualquier D € P;, i =1,2,..., existe B € L; y C € R; tal que
B=D+{H"° C} (note que Hy = Hy= H"). (2.51)

Entonces existe W, como en (2.45) con W; € R;,i = 1,2,..., que genera una transformacion
de variables simplécticas prozima de la identidad x — y tal que el Hamiltoniano en las nuevas
variables tiene una expansion en serie dada por la expresion de H* (2.44), con H} € L;,i =
1,2,....

Comentario: Siempre podemos suponer que Lo = 0 y Ry = 0.

Demostracién. Usaremos induccién sobre los renglones del tridangulo de Lie.

Hipotesis de induccion: I,: H} € Piyjpara0 < i+j <nyW, €R;, H € L; para
1< <n.

Tenemos que para n = 0, I; es valida ya que por hipétesis HY € Py, Loy R son vacios.

Asumamos que la hipotesis es valida para I,,_;. Por la ecuacion (2.47)

n—2
n—1
=S (") U W) + (), (2.52)
k=0
De (ii) tenemos que H? € P,, HY | , € Pup_1x (k = 0,1,...,n —2) y HJ € P,. Por
hipotesis de induccion se tiene Wiy € Ryyq (K = 0,1,...,n — 2), y de (iii) tenemos que

{H® |, ,Wii1} € P,. Asi, de (2.52) tenemos

Hrlz—l = Ll + {HOOa Wn}> (253)
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donde L' € P, y es conocido. Nuevamente de (2.47) se tiene

n—2
n—2
Hy , =H,  + Z ( Lk ) {H2—1_ka Wi}
k=0
n—2

n—2
=L+ Z < L ) {HY s Wi } + {H, W},
k=0

y por lo tanto H2 , = L? + {H_,W,}, con L? € P,. Analogamente de (iii) tenemos

H_ = L* + {H, Wy}, (2.54)
donde L* € P,, s =1,2,...,n,y asi para s = n se tiene
HY = L™+ {H),W,}. (2.55)

De la relacion (iv), podemos escoger una solucion H € L, y W,, € R,, de la ecuacion
(2.47). Se concluye de (2.54), hipotesis (ii) y (iii) del teorema que HS € P,, s =1,2,....

Asi, I, es verdadeira y el teorema esta demostrado. [

Comentarios. La ecuacion de Lie (2.51) es el corazon del problema de perturbacion. H{
define un sistema no perturbado cuando ¢ = 0. F = {H{,.} es un operador lineal sobre
funciones, que es llamado operador de Lie. La idea es analizar este operador para deter-
minar en que espacio de funciones la ecuacion (2.51) es soluble. Estrictamente hablando, el
Hamiltoniano (2.44) tiene sus términos en los espacios P's (HY € P;), y la ecuacion en la
forma normal tiene sus términos en los espacios L's (H} € L;). Los espacios £’s son menores
que los espacios P's (L£; C P;). La transformacion es generada por una ecuacion diferencial
Hamiltoniana con funcién Hamiltoniano W en los espacios R's (W; € R;). D es un término

antiguo, B es un nuevo término y C' es un generador.

Este teorema es formal, es decir, la convergencia de la serie no es discutida. En algunos
casos de interés la serie diverge, pero ain asi, se pueden obtener informaciones valiosas
analisando los primeros términos de la forma normal. El siguiente resultado muestra que
podemos parar el proceso en cualquier orden, digamos N, para obtener una transformacion
simpléctica W la cual es un polinomio en ¢, por lo que es convergente. De la demostracion
dada en el teorema anterior, es claro que los términos de orden superior a N en la série H*

no son afectados por el truncamiento de H.

Corolario 3 Sea N > 1 dado, y sean {P;}No, {L:}Y,, v {R:}Y, secuencias de espacios
vectoriales de funciones diferenciables definidas sobre un dominio comin O en R®™ con las

siguientes propiedades:
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(i) L;C Py, ©1=1,2,3,---,N,

(ii) H € P;, i=0,1,2,...N,

(iii) {P:,R;} C Piyjs i=0,1,2,...N, j=1,2,....N,

(iv) Para cualquier D € P;, i=1,2,...,N, existe B € L; y C € R; tal que
B=D+{H),C}. (2.56)

Entonces existe un polinomio W,

W(z,e) = NZ_I (%) Wi (2), (2.57)

=0
con W; € R;, i = 1,2,..., N, tal que la transformacion de variables x = X (y,¢€), donde

X(y,€) es la solucion general de % = JVW (z,€), 2(0) = y, transforma el Hamiltoniano

convergente
H(z,e) = Hy(x,¢) = (i) HY(2),
0
en el Hamiltoniano convergente
N
Gl = 0= (

donde H, € L;,i=1,2,...,N.

E—i) Hi(z) + O(eN T, (2.58)

2.11. Forma normal en un equilibrio

Consideremos un Hamiltoniano analitico H, el cual tiene una solucién de equilibrio en

el origen de R?". Entonces H tiene un desarrollo en serie de Taylor de la forma

H(z) = H,(x) =) H(x), (2.59)
i=0
donde H; es un polinomio homogéneo en z de grado i + 2; asi Hy(z) = %xTSa:, donde

S € Msyxon(R) simétrica y A = JS es una matriz Hamiltoniana. La ecuacion linealizada

alrededor del punto de equilibrio x = 0 es
&= Ax = JSx = JVHy(x), (2.60)

v la solucién general de (2.60) es ¢(t,x) = ex. Para el estudio de las soluciones de (2.59)
proximas de la solucién de equilibrio sera importante colocar las ecuaciones de movimiento

en la forma normal.
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2.12. Caso donde la parte lineal es semisimple

Recordemos que una matrix A € My, x2,(R) es semisimple si ésta tiene 2n autovectores

linealmente independentes los cuales pueden ser reales o complejos.

Teorema 9 Sea A € M, «,(R) semi simple. Entonces eziste una mudanza formal de coor-
denadas simplécticas,

r=X{y)=y+..., (2.61)

la cual transforma el Hamiltoniano (2.59) a
H*(y) =Y H'(y), (2.62)
i=0

donde H' es un polinomio homogéneo de grado i + 2 tal que
Hi(e"y) = Hi(y) & {H',H°} =0,i=0,1,... (2.63)

para todo y € R?, y para todo t € R.

Para la demostracion de este teorema, puede consultar [22].

Observacion. La formula (2.63) dice que H® es una integral primera del sistema lineal
(2.60); es decir, {H*, H°} = 0 para todo 1.

2.13. El caso general de una matriz Hamiltoniana

Veremos otro caso donde conseguimos una forma normal. Este método esta basado en el
siguiente lema de Algebra Lineal, conocido como método alternativo de Fredholm, y en un

producto interno definido sobre los polinomios homogéneos.

Lema 6 Sea V un espacio vectorial de dimension finita el cual posee un produto interno.
Sea A :V — V una transformacion lineal, A* su adjunta. Entonces V = R ® K*, donde R
es la imagen de A y K* es el kernel de A*.

Sea P = P; el espacio vetorial de los polinomios homogéneos (con coeficientes reales) de

grado i en las variables x € R?". Asi, si P € P se tiene

P(z) = Z pra’ = Z Pl g Ty 052 . 52 (2.64)

= =
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Defina el operador diferencial P(0)
ak
P(0) = — 2.
@) MZ:ipk AF (2.65)
donde introducimos la notaciéon
ok ok gk Ohan

kK Akl kst o kan
OxF  Qxy* Oxs®  Oxh?

(2.66)

Sea @ € P,Q(x) = Z gnx” otro polinomio homogéneo y defina el siguiente producto interno
sobre P:

(P,Q) = PO)Q. (2.67)

Para verificar que (2.67) define un producto interno observamos que 8;;: =0sik#hy
Fa’ kol = kylky!. . Koyl si k = h; asf

(P,Q) = Z ke (2.68)

|k|=i

Sea A = JS una matriz Hamiltoniana donde S es la matriz simétrica del Hamiltoniano
cuadratico H'; asf, H%(z) = %xTSa:. Del Corolario 3 y de la demostracién del Teorema 9, el

operador que interesa es L4 : P — P, donde

La(P)(z)={H" P}(x) = —g—i)Ax = —%P(ef‘tx)tzo. (2.69)

Lema 7 Sea A : R*™ — R?" como antes. Entonces el adjunto de L4 con respecto al producto

interno definido anteriormente en P es Lyr.

Demostraciéon. Debemos mostrar que

(P, LaQ) = (Lar P, Q), (2.70)

para todo P, Q) € P. Observe que si y = Bx (con B € GL(n,R)), entonces
OF(y) N\~ (OFW) (99" _ N\~ (9F W)
oxi ; oy’ oxi ) ; oy’ Bis

donde se tiene que a% = BTa%. De ésto se tiene,

(P,Qo B) = P(9,)Q(Bx) = P(B"9,)Q(y) = (Po B",Q).

En particular, haciendo B = e tenemos que (P,Q o e*!) = (P o eA"*, Q). Derivando esta

relaciéon con respecto a t y evaluando en ¢ = 0 obtenemos el resultado deseado. [
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Teorema 10 Sea A una matriz Hamiltoniana. Entonces existe una transformacion formal
de coordenadas simplécticas, v = X(y) =y + ..., la cual transforma el Hamiltoniano (2.59)

en

H*(y) =Y H'(y), (2.71)
i=0
donde H* es un polinomio homogéneo de grado i + 2 tal que
Hi(e""'y) = H(y) & {HF ,H'} =0,i=0,1,..., (2.72)

para todo y € R*™, t € R, y H! es la funcion Hamiltoniana del sistema @ = ATx.

Demostracién. Notemos primero que H{ (z) = %xTRx es la forma cuadratica para el
Hamiltoniano de la ecuacién lineal adjunta; asi, AT = JR y entonces la ecuaciéon (2.72) es

equivalente a

{H' H'}Y=0,i=1,2,....

A continuacién daremos un esbozo de la demostracion ya que los argumentos son similares
a los de la prueba del Teorema 9. Sea L, : P; — P; definida por L4(G) = {Hy, G}, donde
P; es el espacio vectorial de los polinomios homogéneos de grado ¢ + 2. Por los Lemas 6 y 7
tenemos que P; = U; ®V; donde, U; = kerL 4r y V; = ImL 4. De donde, dado D € P;, existen
Be L,y CeP;tal que

D =B —LA(C).

Luego, para poder aplicar Teorema 8, escogemos los espacios vectoriales polinomiales:
Li=U, Ri=TP,

asi, dado D € P;, existen B € L; y C' € R; tal que la ecuacion
D =B+ {H° C},

tiene solucion. De esta forma la condicion (2.51) en (iv) del Teorema 8 es satisfecha. La
verificacion de las deméas condiciones es simple y por lo tanto (de forma anéaloga a la prueba
del Teorema 9) existe una transformacion formal de coordenadas simplécticas satisfaciendo

todas las propriedades requeridas. [
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2.14. Teorema de la Curva Invariante de Moser

A continuaciéon vamos a enunciar uno de los teoremas méas famosos en la mecanica de
Hamilton el cual afirma que existen suficientes curvas invariantes que rodean un determinado
punto fijo que aseguran la estabilidad de dicho punto fijo. Este es el llamado Teorema de la
Curva Invariante, resultado que sera de gran importancia para probar la estabilidad de los

puntos de equlilibrio que estudiaremos mas adelante.

Teorema 11 Considere la aplicacion F : (r,¢) — (r',¢') dada por

=14+ fe(r, o, ¢)
. (2.73)
O =p+w+h(r)+ Hd(re,e),

donde

c y d son funciones diferenciables para 0 < a <r <b< oo, 0 <e < ¢,

Para todo ¢, ¢ y d son funciones 2w —periodicas en p,

pyl son enterosp>0,1>1,

h es una funcion diferenciable para 0 < a <r < b < 00,

. %#Opara0§a§r<b<oo,

St E es cualquier curva cerrada continua de la forma
E={(r,¢)/r =06(p), © : R — [a,b] continua y 2n—periddica},

entonces, ENF(E) # 0.
Entonces para € suficientemente pequeno, existe una curva I' continua F'—invariante de la
forma

L'={(r,¢)/r =®(¢), ®: R — [a,b] continua y 2w —periddica}.

Para la demostracion y mayor informacion sobre este teorema puede consultar [17].
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2.15. Estabilidad de soluciones de equilibrio para sistemas
Hamiltonianos con un grado de libertad

En esta seccion estudiamos la estabilidad de una soluciéon de equilibrio para un sistema

Hamiltoniano con un grado de libertad.

Considere la funcion Hamiltoniana
H(q,p.1), ¢,p €R, (2.74)

donde ¢ = p = 0 es una solucién de equilibrio y H es 27— periodica en t. Ademas, suponga
mediante un cambio de coordenadas simpléctico conveniente, el Hamiltoniano (2.74) en las

coordenadas accion-angulo esta dado por

K = K(r,p,t) = U(p)r" + O(r""2), (2.75)
donde n = m/2 con m > 3, entero. Supongamos que (2.75) es analitica en /r, ¢, t,
T—periddica en ¢ y T'—periddica en .

Normalmente para escribir el Hamiltoniano (2.74) en la forma (2.75), primero obtenemos

la forma normal de (2.74) y luego hacemos el cambio de coordenadas accion—angulo.

Teorema 12 (Teorema de Sokolskii— Cabral—Meyer) Si K es una funcion Hamiltoniana

definida como en (2.75), entonces

i) SiW(p) # 0 para todo ¢, entonces el origen r = 0 es un equilibrio estable en el sentido

de Lyapunov.

ii) Si W(p) tiene un cero simple, es decir, si el nimero p* esxiste tal que V(p*) =0 y

U'(p) #0, el origen v =0 es un equilibrio inestable.

Demostracion. Para la demostracion de la estabilidad, supongamos que ¥(p) # 0 para
todo ¢, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que ¥(¢) > 0. Considere el Hamiltoniano

truncado k = W(p)r" y defina para cada k > 0, la variable I = I(k) por
1 T

[ =— k d
27T 0 ,r( 7()0) S07
donde
) kl/n
7 ( 7<P)—W-
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Considere la funcion generadora S(I,¢) definida por

s O I L
1) = k0 )= | —— 4
(1) / (k) / T

Para eliminar el factor k'/", hacemos S(I,¢) = BIG(yp) con

27r ?  dh
vy Gy :/ —.
[ =R STOTE

Ahora, de acuerdo con el Teorema 2 descrito en la subseccion 2.2.3, la funciéon S define una

8=

transformacion simpléctica (r, ) — (I, W) por las relaciones

oS oS

W=-7=0Ge) v r= e BIG ().

Y el Hamiltoniano original (2.75) es transformado en el nuevo Hamiltoniano (analitico en

VI, W,t)
K(I,W,t) = "I" + O(I"+1/?),

desde que G'(¢) = ¥(p)~Y/", tenemos que ¥(p)G’(p)” = 1. Note que ¥(p) es T—periddica,
de hecho

d9
W(r,p7) = BGlp+7) = B / a7 = | Gt / " o),

asi, W es una variable angular verdadera, por lo tanto K (I, W,t) es 2r—periodica en W, y

claramente, T'—periédica en t.

Considere el cambio de coordenadas (I, W) — (J, 1) definida por
I =evd, W =1,

donde € > 0 es un pequeinio parametro, 1 < J < 2y v es escogido tal que 8"y"~ = 1/n. Esta
es un cambio de coordenadas simplécticas con multiplicador ev, asi, el nuevo Hamiltoniano
estd dado por

1
K(J,4,t) = =" J" + O(e" ),
n
y las correspondientes ecuaciones Hamiltonianas son

dJ

d
dt O(En_l/2), _¢ — _En—ljn—l + O(En_1/2),

dt

con el lado derecho analitico en J, ¥, t, 2r—peridédico en ¢ y T'—periédicoen t,con 1 < J < 2.
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Integrando entre t = 0 y t = T, y denotado por J, ¢ los valores iniciales y Jy, ¢ los

valores finales, obtenemos la aplicacion

Ji=J+ VAR (], ¢),

Py = — " TITI + VR4, €),
definida y analitica en la region 1 < J < 2, ¢ € R, |¢|] < €y, con F}, Fy periodica en 1. Esta
aplicacion preserva area en virtud del caridcter Hamiltoniano de las ecuaciones diferenciales.
Por lo tanto, por el Teorema de la curva invariante de Moser 11 existe, para € pequeno,
curvas invariantes J = J(¢) = J(¢ + 27), proximas de circulos, esto es, con J'(¢0) ~ 0.
Dado que I = evJ, la correspondiente curva I = I(p) puede ser tomada interior en una
vesindad suficientemente pequena del origen (tomando e suficientemente pequeno). En el
espacio 3—dimensional (I,%),t) (considerando f = 1), identificando las secciones t = 0 y
t = T obtenemos un toro formado por curvas soluciones que comienza sobre una curva
cerrada I = I(¢). Por la unicidad de las soluciones, cualquier solucion (I(t),1(t)) que
comienza en un punto interior de la region acotada por la curva I = I(1)) no puede cruzar el
toro y por lo tanto, I(¢) permanece pequena. Por lo tanto, I(¢) permanecera pequefia para
todo t. Puesto que las soluciones estan en el interior de un conjunto compacto éstas estaran
definidas para todo tiempo. Esto prueba la estabilidad, en el sentido que dado n > 0 existe

d > 0 tal que si 7(0) < ¢ entonces r(t) < n para todo t.

Ahora para demostrar la inestabilidad, asuma que W(p*) # 0y W'(¢*) > 0. Escoja § > 0

suficientemente pequeno tal que
U(p) #0, vy P(p)>0 para 0<l|p—¢" <,
asi, U(p) #0si =0 < p—p* <0y ¥(p)>0si0<p—¢p*<d. Considere la funcion
V =r"sin V¥,
donde ¥ = < (p — ¢* +9).
Defina la region € como el conjunto de puntos (7, p,t) tal que
=0 < p<Pt40.
Entonces, V> 0 en Q y V = 0 sobre 0f2, la frontera de ). La derivada de V' a lo largo de

las soluciones del sistema de ecuaciones

F= oK _ " (o) + O(r"t2),
dp
K
b= =~ () + O,
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es dada por

dVv o oV . oV . oV _ n?”2n_1[\11,(g0) Sn W — %\I](gp) COS \I/] + O(T2n_1/2).

@ o et
Para 0 < ¢ — ¢* < 6, tenemos 7/2 < (7/25)(p — ¢* +0) < m, asi cos U < 0. También para
—0 < p—* <0, se tiene cos ¥ > 0 y por lo tanto,

U(p)cosW <0 para 0<|p—¢*| <o.

Dado que ¥'(¢) > 0y sin ¥ > 0 sobre |p—¢*| < 0, tenemos W' () sin ¥ > 0 en este intervalo.
Como para la funciéon en el interior de los corchetes tenemos que los dos sumandos no se
anulan simultdneamente sobre el intervalo compacto | — ¢*| < §, se sigue que esta tiene un
minimo positivo, y por lo tanto, para r pequeno, concluimos que dV/dt > 0 sobre €, si r es
suficientemente pequeno. Entonces por el teorema de Chetaev [22], se sigue que el equilibrio

es inestable. m

Consideremos ahora la siguiente variacion del sistema Hamiltoniano (2.75)
K = K(rpt.e) = ()" + O, (2.76)

donde 2n y k son enteros positivos.

Teorema 13 Suponga que K definida en (2.76) es andlitica en r, @, t, T—periddica en
y T—periddica en t para todo 1/2 < r < 3 y todo 0 < € < €. Si V(p) # 0 para todo ¢,

entonces si €y es suficientemente pequeno cualquier solucion del sistema Hamiltoniano

. 0K 0K

e YT 210

la cual comienza con |r(0)| <1 para 0 < e < ¢ satisface |r(t)| < 2 para todo t.

Demostracién. Consideremos el Hamiltoniano truncado

k="W(p)r", asi, r= <7Ek(§(<p)> ' :

donde




Considere la funcion generadora S(I,¢) definida por
©
S(Ip) = / (k. 0)df
0

Para eliminar el factor (%)l/n, hacemos S(I, ) = BIG(p), donde

€

21 £ db
b=-—m— v Glp =/ TN
Faae 97 2w

Observe que S(I, ), By G(p) son como en el Teorema (2.75), por lo tanto, existe una curva
invariante para la aplicaciéon secciéon de Poincaré la cual separa r = 1 de r = 2 tal como se

demostro en el Teorema (2.75). Asi, el teorema queda demostrado. ]

Otra de la variaciones muy importantes de la funcion Hamiltoniana (2.75) es la siguiente.
K =K(r,p,t) = V(p)r* + K*(r,0,t, H°) con a>1, K*=0(r*"™), a; >0, (2.78)

donde la funcion ¥ y K* son T7—periodicos en ¢, ademas, K* es 2r—periddico en ¢. En (2.78)

H° es un valor suficientemente pequeno de la energia constante.
Teorema 14 Si K es una funcion Hamiltoniana definida como en (2.78), entonces

i) Si V(@) no tiene raices reales cuando 0 < ¢ < 7, entonces el origen es un equilibrio

estable en el sentido de Lyapunov.

*

i1) Si el nimero p* existe de modo que V(p*) =0 pero W' (¢*) # 0, entonces el origen es

un equilibrio inestable.

La demostracion de este resultado se encuentra en [19].

2.16. Estabilidad de soluciones de equilibrio en sistemas
Hamiltonianos con dos grados de libertad, en el ca-
so autonomo

En esta seccion recordaremos los principales teoremas de estabilidad para sistemas
Hamiltonianos con dos grados de libertad. El Teorema de la Curva Invariante de Moser
puede ser usado para establecer resultados de estabilidad de puntos de equilibrio en sistemas
Hamiltonianos auténomos con dos grados de libertad. En particular, se tiene el Teorema de

Estabilidad de Arnold, cuya primera formulacion es la siguiente.
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Teorema 15 (Teorema de Arnold, versidn simplificada) Consideremos el Hamiltoniano

con dos grados de libertad

H—w171+w27’2+% %‘i‘% rr 2+5z2 2+H*(7’1,7’2,()01,Q02) (279)

donde H*(r1,19, 01, p2) = (’)(r;’/z), luego:

1. Si wiws > 0 la solucion de equilibrio es estable.

2. Siwiws <0y D= fjwi — 2B1pwiws + Baaw? # 0 entonces la solucion de eqiulibrio es

inestable.

Demostracion. Elincisi 1) es consecuencia del Teorema de Lyapunov. Para probar el inciso

2) consideremos inicialmente la siguiente transformacioén de coordenadas e~2—simpléctica
(ri,72, 01, 902) = (I = € 11, Iy = € ra, 01, 92),
luego la funcién Hamiltoniana asociada a (2.79) es dada por
F = e 2H(, Ly, 01, 92) = —11 + —12 +e ml ﬁ” P20+ 522 +O(e%) (2.80)
y las ecuaciones diferenciales asumen la siguiente forma
I; =2F,, = O(&),
(2.81)

2
Y = —2F[j = —(wj + 62 Zﬁﬂ]j) + 0(63).
i=1
La superficie de enregia F' =constante no es en general compacta. De hecho, F' = 0 define

una superficie tridimensional conteniendo el origen, vea la siguiente figura.

A

b constante

Figura 1: Superficie tridimensional.

T2

Restringiremos nuestra atencién a una superficie de enregia

F=¢, donde |c|< % (2.82)
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Nuestro objetivo sera mostrar que las soluciones no pueden escapar sobre cualquiera de estas

superficies. Usando
L=1, ¢1=¢,

y o como variable independiente, eliminando I de (2.82), y obtenemos

L=(1,p,¢5) = o (I - ﬁ) + O(€?) (2.83)

w1

que por (2.82) es positivo para € suficientemente pequeno si restringimos I =1 a1l <1 <2,

o equivalentemente en las variables originales
e <17 <26

Usando ¢, como variable independiente, en vez de ¢ encontramos de (2.81) que

dl  F, dp Fy

— = T 2.84
d902 F 1P d902 F Iz ( )
Se verifica que sobre la superficie F' = ¢ estas ecuaciones asumen la forma
dl dy
— =0, —I =-0 2.85
dips 7 dpy ! ( )

donde ® esta definida por (2.83).

Este sistema (2.85) es también Hamiltoniano, con un grado de libertad, pero no auténomo.
Para eliminar la variable independiente seguimos el flujo de ¢y = 0 hasta la interseccién con
w9 = 2m. Esto define una aplicacion, la cual por el Teorema de Liouville preserva area, y
asi, ahora trataremos de usar el Teorema de la curva invariante. En la figura 2 ilustramos la

situacion en analisis.

T1 g

Figura 2: Aplicacién de Poincaré.
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Para determinar esta aplicacion de forma aproximada, integramos el sistema (2.84) omitiendo
el error O(e*). Dado que F, = O(€®) se tiene I(27) = I(0) + O(€*). De donde encomtramos
I(27) = 1(0) + O(*),
o Fll 3
©(2m) = p(0) + 27TF12 + O(¢€”) (2.56)

w1 + (Pl + Pi2ls) 3
+ O(e’).
wy + €2(Sr2l1 + Pools) (€)

Desarrollando en serie de Taylor la expresion anterior para € = 0 y recordando que Iy = I y

= (0) + 27

la expresion (2.83) para I, encontramos que

w e 47D
0(21) = p(0) + 21— + ¢ — (waPr2 — wiBa2) + ——I | + O(€%).

Asi, nuestra aplicacion es del tipo Teorema de Moser (twist) con

8me 4D
h(I) = —5 (w2p12 — w1 Po2) + —5-1,
Wo Wa

asi, h'(I) = % # 0, pues por hipotesis D # 0. Por lo tanto, el Teorema de la curva
invariante de Moser se aplica. Por lo que existe una curva invariante I" separando I = 1y
I = 2. Es facil ver que las soluciones comenzando en el interior de esta curva I" para @, = 0

permanece en el interior de I' para todo tiempo futuro.

Para probar que esto realmente establece la estabilidad de la solucién nula, esbozamos

el siguiente grafico .
2

r

N &
| d—esfera

Figura 3: Descripcion de la curva I'.
el cual describe el dominio

de donde somos capaces de encontrar una curva I' para cada nivel de F'. Para mostrar la
estabilidad debemos probar que las soluciones no pueden dejar una vecindad previamente
determinada

I+ I3 <, (2.88)
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si la condicion inicial esté restringida a una vecindad determinada por § = §(n). Para este
propédsito escogemos e suficientemente pequeno tal que el dominio (2.87) esta enteramente
en (2.88). Luego escoja ¢ pequeno tal que para los valores sobre la esfera de radio 0 y
centrada en el origen se tenga |F'| < |°‘;—1| Entonces las soluciones comenzando en esta d—esfera
permanecen sobre la superficie de energia F' = c. Asi las soluciones estan restringidas al
dominio

|wi]

y luego no puede dejar la esfera de radio 7 y centrada en el origen. Esto prueba la estabilidad

de la soluciéon de equilibrio. [

Teorema 16 (Teorema de Arnold, version general) Consideremos un sistema Hamil-
toniano autonomo con dos grados de libertad con Hamiltoniano normalizado, H, que en

coordenadas simplécticas x1, o y Y1, Yo tiene la forma
H=Hy+ Hy+- -+ Hoy + H”, (2.90)

donde

i) H es andtico real en una vecindad del origen de R*.

i) Ho,, 1 < k < N, es un polinomio homegéneo de grado k en ri, vy, donde r; = (22 +
v2)/2,1=1,2.

iii) H* tiene una expancion en serie que comienza con términos de grado al menos 2N + 1.

i) Hy = wiry — warg, con w; nuimeros reales positivos.

Si para algin k, 1 < k < N, Do, = Hop(we,w1) # 0, o equivalentemente, Hy no divide
Hsy, entonces el origen es un equilibrio estable en el sentoido de Lyapunov para el sistema

Hamiltoniano considerado.

Demostracion. Asumamos que Dy = -+ = Doy_o = 0 pero Doy # 0, asi, Hy debe
ser un factor de Hy, para k = 1,---, N — 1, luego existen polinomios homogéneos Fy,
k=1,---,N —1, de grado 2k tal que Hop = HoF5_5. Asi el Hamiltoniano (2.90) es

H:H2(1+F2—|—"'+F2N_2)+H2N+H#. (291)
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. . L . ., L ;1;2—‘,- 2 .
Introduciendo variables canoénicas accion-angulo r; = 12%, @; = arctan(%), o sea, x; =
1

2r; cos(@;), i = V/2r;sin(p;) y reescalando las nuevas variables por r; = €2J; vy ¢; =

@;, donde € es un pequeno pardmetro. De donde esta transformaciéon de coordenadas es
e 2—simpléctica; asf el Hamiltoniano (por simplicidad usaremos la misma notacién) esta
dado por

H= HQF + €2N_2H2N_2 + O(€2N_1), (292)
donde F =1+ €F+ -+ VN 2Fyn_,.

Fijemos una vecindad del origen, digamos |J;| < 4, y llamemos ésta por W asi que
O(e*N~1) es uniformemente en W. De ahora en adelante nos restringiremos en nuestro anélisis
a las condiciones iniciales en esta vecindad. Sea h € [—1, 1] un nuevo parametro. Dado que
F=1+0(""1) se tiene

H—N"'h = KF, (2.93)

donde
K = H2 + €2N_2H2N_2 + O(EzN_l). (294)

Puesto que F' = 1+ O(e2V71), se sigue que F > 0 para e suficientemente pequefio, asf el nivel
de energia H = ¢2V~!h es el mismo nivel que K = 0. Sea z = (J1, Jo, 01, o), y considere el
sistema Hamiltoniano

i =JVH = (JVK)F = K(JVF). (2.95)

Sobre el nivel K = 0, las ecuaciones de movimiento seran
2=JVH = (JVK)F. (2.96)

Para € suficientemente pequeno la funciéon F' es positiva, luego podemos reparamatrizar el
tiempo por dr = Fdt y la ecuaciones (2.96) asumen la forma

, d

"= JVK = —.
: vk, dr

(2.97)

Asi, ha sido mostrado que en la vecindad W, para € pequeno, el flujo definido por H sobre
el conjunto de nivel donde H = €2¥~1h es una reparametrizacion del flujo definido por K
sobre el nivel K = 0. Asi, es suficiente considerar el flujo definido por K sobre el conjunto

K = 0. Se tiene que las ecuaciones de movimiento definidas por K son
J = 0N,

o) = —w; — NP0 4 O(EN T, (2.98)




Donde consideremos las siguientes condiciones iniciales: J;(0) = J; y ¢;(0) = ¢g. De estas
ecuaciones la aplicacion de primer retorno o aplicaciéon de Poincaré sera calculada sobre la
seccion g = 0 mod 27 en el conjunto de nivel K = 0, y luego el Teorema de la curva

invariante sera aplicado.
De la primera ecuacién tenemos
Ji(1) = Ji + O(N7h). (2.99)
Por otro lado, llevando en cuenta que

Hon = H2N(J17 J2) = Z akl,kzjfljémv
k1+ko=N

entonces

OHyn gk ka1
. - Ay kol Yo )
2 ki4ka=2N

andlogamente se tiene una férmula para 8?}1]\’ . Sustituyendo en la féormula anterior los valores
de J;(7) dados en (2.99) obtenemos

8H2N

8H2N

(i(r), (1) = D ap i IR+ OEN ) = (J1, Jo) + O(N1),
0Js FoeaN 0Js
(2.100)
y de forma analoga conseguimos
8H2N 8H2N IN—-1
Ji(7), Jo(T)) = J1, Jo) + O(e . 2.101
S (), R(r)) = 5 () + O(EN ) (2.101)

De la tltima ecuacion en (2.97) calculamos el tiempo T' necesario para s crecer de 0 a 2,

es dado por

(09)) 8J2

Integrando ahora la segunda ecuaciéon en (2.97) entre 7 = 0 y 7 = T y denotando por

) + O(EN . (2.102)

%)

©* = p1(T) tenemos

H.
gp* = + | —wi — €2N_2—a 2N T+ O(€2N_1),
9.y

sustituyendo el valor de T" obtenido en (2.102) se tiene

=@ —2n | — | — — @) 2.103
o =o-m (D) - v (B) (@B w0 poev ), oy

las derivadas que aparecen el la formula anterior son evaluadas en (Jy, J5). De la relacion
K= H2 + O(€2N_1) - w1<]1 - w2J2 + O(€2N_1) = 07
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tenemos que
w

Jg = —1J1 + O(€2N_1).
Wo
Sustituyendo este valor de J en (2.103) y usando la identidad de Euler para funciones

homogéneas obtenemos

' =1 +a+ NN+ O0(ENT, (2.104)
donde
20m L B = o Hon(ws, wi)
Q= —2aT— = —zum Wa, W1 ).
(.UQ’ wév_l 2N (W2, W1

Por la hipotesis Doy = Hon(we,wq) # 0y asi 5 # 0. con la ecuacion
Jy = Ji+O(ENh),

la ecuacion (2.104) define una aplicacion preservando area en una region definida por un
anillo digamos % < J; < 3 para e suficientemente pequeno. Por el Teorema de la curva
invariante, existird un ¢y > 0 tal que, cada e satisfaciendo 0 < € < ¢, existird una curva

invariante para esta aplicacion dada por

J1 = p(¢p1,€), donde < ple1,€) <3, paratodo ;.

1
2
Ademas, p es continua y 2w —periddica en ;. Para todo €, 0 < € < ¢y, toda las soluciones
de (2.97) las cuales comienzan en K = 0 con condicién inicial Jy, J; < % debe tener J; tal
que J; < 3 para todo 7. Esto es verdad para h € [—1, 1] debido a la uniformidad en el error
estimado. Dado que sobre K = 0 tenemos que J, = f:—;Jl +- -+, una cota sobre J; implica una
cota sobre Jy. Asi existen contantes ¢ y k tales que si Ji(7), Jo(T) satisfacen las ecuaciones
en (2.97), comenzando sobre K = 0, y |J;(0)] < ¢ entonces |J;(7)| < k para todo T y para
todo h € [—1,1], 0 < e < €.

Volviendo a las coordenadas originales, (71,72, ¢1,2), v el Hamiltoniano original H,
esto significa que para cada 0 < € < €, toda las soluciones del sistema asociado a (2.90) las
cuales comienzan sobre H = ¢N=1h y satisfacen |r;(0)| < €c debe satisfacer |ri(t)| < %k
para todo t y todo h € [—1,1], 0 < € < ¢. Puesto que h es arbitrario, los conjuntos donde
Iri(t)] < €2k (o €2k) y H = ¢2N~1h representa una vecindad llena del origen y ella puede
ser escogida arbitrariamente pequena, basta tomar e pequeno. Asi, el origen es estable. Las

curvas invariantes en la secciéon por el flujo forman un toro invariante. [
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Capitulo 3

Formas normales para Hamiltonianos
con dos grados de libertad

El objetivo en este Capitulo es obtener una transformacion simpléctica tal que el Hamil-
toniano H en (2.17) asuma una forma particular, con menos factores que el Hamiltoniano
original. Para ello tomaremos como base los trabajos de Markeev (ver [10]) y Sokol’skii (ver
[18, 19, 20]).

El punto de partida es, dar algoritmos para normalizar el Hamiltoniano (2.17) en tres
situaciones distintas, la primera es cuando todas las frecuencias son nulas, es decir, w; =
wy = w3 = wy = 0, la segunda es cuando tenemos dos frecuencias nulas w; = w3 = 0 y las
otras dos no nulas ws = wy # 0, finalmente cuando las frecuencias son no nulas e iguales, es

decir, w; = wy = w3 = Wy = w.
En general, al considerar el sistema Hamiltoniano lineal real definido en (2.17) y aplicar
un cambio de coordenadas via z = Ny inducida por una matriz N € Sp(n,R), obtenemos
y=N'2=9y=N"':=N"'1A2=N"'1ANy = By
con B = N"'AN. Afirmamos que la matriz B es Hamiltoniana. De hecho,
BTJ+JB=(NTTAN)TJ + J(N"1AN)
=NTA"N""J+ JNT'AN
= NTA"TN-"NTJN + NTJNN'AN
= NT(ATJ + JA)N
=0.

De esta forma probamos que un cambio de coordenadas inducida por una matriz simpléctica
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lleva el sistema (2.17) en el sistema lineal real y = By. Deseamos que la matriz B admita

una forma particularmente mas simple que A, llamada la forma normal.

Defina una relacién ~ entre A y B perteneciente al conjunto de toda las matrices Hamil-

tonianas en M?"*?"(R) de la siguiente forma
A~B&3NeSpnR)/B=N"'AN. (3.1)

Es facil verificar que la relacion definida en (3.1) es de equivalencia. Para encontrar una
forma normal de A € sp(n,R) basta encontrar un elemento B de la clase de A que tenga
una expresion mas simple, de tal forma que el nuevo Hamiltoniano Hj en (2.17) tenga menos

términos.

Para la normalizacion de la parte cuadratica del Hamiltoniano Hy en (2.17) hacemos un

anélisis de los valores propios de la matriz J.S. Para esto, considere la ecuacion caracteristica
P(X\) = det(JS — A\ay,). (3.2)

Es de nuestro interés, mostrar algunos resultados de estabilidad de soluciones de equilibrio
en sistemas Hamiltonianos degenerados con dos grados de libertad (n = 2), para esto, vamos
a describir los procesos de normalizacion de la parte cuadratica de la funciéon Hamiltoniana

H, en los tres casos mencionados anteriormente.

3.1. Analisis del caso donde todas las frecuencias son nu-
las y la matriz A no es diagonalizable

Suponga que la ecuacion caracteristica (3.2) tiene todas sus raices nulas, la matriz A =
JS no es diagonalizable y ademas, sea Hy = Hs(x,y) la funcién cuadratica dada en (2.17),

definida por

Hy = hzoooﬁ + hitooT172 + h020017§ + hiooT1y1 + Rioo1T1Y2 + hotoTeyr+ (3.3)
hor0122Y2 + h0020y% + hoo11v1Y2 + hooozyg- .

Analizaremos la normalizacion del sistema Hamiltoniano linealizado, correspondiente a la

funcion Hamiltoniana H, definida en (3.3).

Para este fin, considere el sistema Hamiltoniano linealizado (2.17) con dos grados de
libertad. El problema de normalizacién se reduce en encontrar una matriz simpléctica no

degenerada y real N, tal que la transformacion
=Ny, y" = (a1, 0, Dp1.p2), (3.4)
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reduce al sistema lineal (2.17) a la forma
y=DBy=JS"y, con B=JS" (3.5)

En los tres siguientes teoremas, de acuerdo al rango de la matriz S, que denotaremos por
rg(S), vamos a describir el algoritmo de construccion basado en Sokol’skii [20] para la nor-

malizacion de la funciéon Hamiltoniana Hs definida en (3.3).

Teorema 17 Suponga que todos los valores propios de A = JS son nulos y la matriz A no
es diagonalizable. Si rg(S) = 3, entonces existe una matriz N € Sp(2,R) tal que la forma

normal para el Hamiltoniano en (3.3) es

1
Ky = 5517% — 142,

donde 6 = £1.

Demostraciéon. Dado que rg(S) = 3 existen vectores linealmente independientes a, as, as,
as en R* tal que
ACLl = O, ACLQ = ay, ACLg = a9, Aa4 = as. (36)

A continuacion, construiremos una matriz N € Sp(2,R) que reduce a la matriz JS en la
forma JS*, esto es,

JSN = NJS* < N"LISN = JS*, (3.7)

asi, la ecuacion (3.7) existe si y solo si, JS es semejante a JS* y ademas N debe ser sim-

pléctica, es decir, debe satisfacer

NTJN = J. (3.8)

Sea G una forma normal de Jordan para las matrices JS y JS*. Claramente la matriz que
reduce a la matriz JS en su forma normal de Jordan, en general, no es simpléctica. Sin

embargo, el producto de matrices no simplécticas puede ser simpléctica, entonces la solucién

N de la ecuacion (3.7) sera buscada de la forma N = A, B;.

Aqui, A; es una matriz arbitraria que reduce a la matriz J.S a su forma normal de Jordan,
es decir, es una soluciéon no degenerada de la ecuacion JSA; = A;G, cuyas columnas estan
compuestas por los vectores propios y vectores generalizados a;, j = 1, 2, 3, 4 correspondientes

al valor propio nulo de la matriz JS.

La matriz B; = C~!, donde la matriz C reduce a la matriz JS* en su forma normal de
Jordan G, es decir,
JS*C =CG & JS* = CGC™ = By 'GB. (3.9)
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Denotemos por ¢; al vector propio y por ¢, c3, ¢4 a los vectores propios generalizados,

correspondientes al valor propio nulo de la matriz JS*, donde

0040
., |oooo
TS =1010 0
1000

Asi, la matriz C es de la forma C = col(c; ¢ ¢35 ), con ¢j, j = 1,2,3,4 linealmente

independientes. Se puede verificar que la matriz C' es de la forma

0 ciu cu e
0 0 0 5014

¢= 0 0 (5014 5024 (310>
Cla Coq4 C34  Cyq
con cyy € R\{O} Y Ca4, C34, C4q4 € R.
Por otro lado, como B; = C~! se obtiene que
by by b3 by
| by b3 b6 O
Bi=10 b5 ts 0 | (3-11)
0 b6 0 0
donde b, = _3_47 by — _6(0%4644_260144624634—"_6%4)7 by — M v by = i- Notemos que
14 14 14 1
b;, 7 =1,2,3,4 son ntmeros reales arbitrarios con by # 0, pues ci4 # 0.
Ademas, de la ecuacion (3.8) obtenemos,
J=NTJN = (A B))"JAB, = Bl (AT JA))B, = BI'FB;, (3.12)

donde F = A{J A; es una matriz antisimétrica, cuyas entradas son de la forma fi; = {ax, a; }.

De hecho, la matriz F' satisface
FT = (ATJA)T = ATJTA, = —ATJA, = —F.

También observe de (3.12) que F = (B~Y)TJB~1 = CTJC, es decir,

0 0 0 C14 0 0 10 0 Clqg Cog C34
F— C14 0 0 Co4 0 0 0 1 0 0 0 0 C14
Co4 0 (5014 C34 -1 0 0 0 0 0 5014 (5024

C34 O0Clg4 O0Co Cag 0 =100 Clg Coqa C34 Cy4

0 0 0 fu (3.13)

0 0 —fiu O
0 fiu 0  faa |’
—fiu 0 —fyu O
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con fig = =62,y faa = 6(c3, — 2c1ac34). Note que fiu # 0, dado que ¢4 # 0 y ademés
fiy = det(F) = det(AT JA,) = det?(A;) # 0.

Ademas, como A; = col(a; as as

a4), definamos la matriz A; como

a1 G21 a3 a4

A = Q12 G2 A32 (42

a3 Qa23 (33 (43

A14 Q24 A34 Q44

y dado que F' = AT JA,, obtenemos que

a1 G122 13 a4 0 0 10 a1 G21 a31 Q4
F— G21 (22 (23 (24 0 0 01 Q12 G2 A32 (42
az; Gy asz a3 -1 0 00 a13 (g3 (33 (43
(41 Qg2 (43 Qg 0 -1.00 (14 QA4 (34 (4

0  A{a,a} {a,a} {a,ai} (3.14)

{az,a,} 0 {az, a3} {az, a4}
{as, a1} {as, as} 0 {as, as}
{CL4,CL1} {CL4,CL2} {a4,a2} 0

Comparando las ecuaciones (3.13) y (3.14), se obtiene las siguientes condiciones: {ay, as} = 0,
{a1,a3} =0, fie = {a1,aa} = {as, a0} # 0, {az,a4} =0y fsa = {as, as}.

Ahora, calculando la ecuacién J = BY FB; determinamos algunas condiciones para las

constantes b;, j = 1,2, 3,4, esto es,

0 0 —b3 f140 0
0 0 f1ab3 — 20b3by f14 — b3 f3a —b] f140
B{FB = ! ! y =J,
L bif1ad b3fss — f1ab? + 20D3bs f1 0 0
0 bif145 0 0
en donde, sera suficiente considerar
1
by = ———, 6= —sgn({a1,a4}), (3.15)
[{a1, as}|
y ademas se debe verificar que
f14b§ - 2(5b3b4f14 - bif34 == O (316)

Como buscamos una forma lo més simple posible para la matriz By, sin pérdida de genera-
lidad, podemos considerar coy = ¢4y = 0, asi obtenemos que b; = by, = 0. Por lo tanto de

(3.16) se tiene que
~ 0by f34

2fia
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A partir de las restricciones by = by = 0 y de las ecuaciones obtenidas en (3.15) y (3.17),

obtenemos la expresion de la matriz N como
N = [b4CL2 b3a2 + (5b4CL4 b3a1 + (564@3 b4a1].

De manera equivalente a (3.18), la matriz N puede ser expresada como

byazi bsag + 0bsasr  bzaiy + dbsas; byap
byazy bsags + 0bsass  bzarg + 0bsasy  biais
byazs bsags + 0bsaus  bzayz + Obsass biags
byazy bsagy + 0bsasy bzaiy + Obsazy byayy

N =

Esta matriz es simpléctica con

_ 0byf34 B 1

by = D b= ——
’ 2f14 ! {a1, a4}

y 0= —sgn({ay,as}).

Ademas, sabemos que la matriz de normalizaciéon JS* esta dada por
JS* = [A(bsaz) A(bsag + 0bsay) A(bsay + 6bsas)  A(bsay)].
Usando (3.6) en esta tltima ecuacion, se sigue que
JS* = [bsa; bsay + 0bsag dbsay 0.

De donde se obtiene que la matriz JS* es de la forma

006 0 0 -1 0 0
. loooo e | -1 0 00
IS=1 0100 | = 0 0 50
1000 0 0 00

Luego, la forma normal para el Hamiltoniano Hs en (3.3) adquiere la siguiente forma

0 -1 0 0 G
Ks(q,p) = %(Q17Q2,p1,p2) _01 8 g 8 ]z?
0O 0 00 D2
= %(%,612,]7171?2)-(_(127 —q1,6p1,0)
g i-s

Esto finaliza la demostracién del teorema.
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Teorema 18 Suponga que todos los valores propios de A = JS son nulos y la matriz A no
es diagonalizable. Si rg(S) = 2, entonces existe una matriz N € Sp(2,R) tal que la forma

normal para el Hamiltoniano en (3.3) es
1 1
K2 = 551]9% + 552]93,
donde (51 = :l:l, 52 = +1.

Demostracion. Analogamente al teorema anterior, supongamos que rg(S) = 2 y sean

a1, as, as, as vectores en R* linealmente independientes, entonces
Aa1 = 0, ACLQ = ag, Aa3 = 0, ACL4 = as. (319)

Para la construccion de la matriz N € Sp(2,R), buscamos la solucion N de la ecuacion (3.7)

de la forma N = A;B;. En este caso, notemos que la matriz JS* viene dada por

00 o O
. oo o s
IS = 00 0 O
00 0 O
Asi, se verifica facilmente que la matriz C' = col(c; ¢3 ¢3 ¢4), concj, j=1,---,4 lineal-

mente independientes, es de la forma

i1 C21 0 Cq
0 ¢ 32 a2
0 5 1C11 0 0 ’
0 0 0 52 C32

C =

con ci1, €32 # 0y ca1, C22, Ca1, Ca2 € R,

Por otro lado como B; = C1, se tiene que

by 0 by b3
0 0 ob O
B, =
! 0 by by bg ’
0 0 0 d9by
donde b; = i, by = —%, by = —%, by = é, bs = —% v bg = —%. Notemos que
bj, j =1,---,6 son nimeros reales arbitrarios, con by, by # 0, puesto que cy1, 32 # 0. Por

consiguiente la matriz F' = (B; )7 JB; ' = CTJC tiene la siguiente forma

0 fi2 0 0

| —fiz O 0 fu
F= 0 0 0  fau |’ (3.20)

0 —fou —faa O
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con fig = 510%1, foa = C22C3200 — C11€4101 Y f34 = 52052))2- Notemos que fi2, f34 # 0, dado que
i1, c32 # 0y ademas f2,f2, = det(F) = det(ATJA,) = det?*(A;) # 0.

De las ecuaciones (3.14) y (3.20), se tiene las siguientes condiciones: {a1, a2} = f12 # 0,
{ar, a3} = 0, {a1, a1} =0, {az, a3} = 0, {az, as} = faa y {as, as} = f34 # 0.

Ahora, calculando la ecuacién J = BT FB; determinamos algunas condiciones para las

constantes b;, j =1,---,6, esto es,
0 0 6103 f1z 0
0 0 0 Job2 f:
BTFB — 2V4.J 34 — ,]7
! ! =103 f12 0 0 B34
0 —09b3 fas  —Paa 0

donde (34 = 5151(5452f24 - b3f12) + bybs02 f4.

Note que la matriz BT F B, debe ser J, por lo tanto, sera suficiente considerar

1 1
bl S —————— b4 =, 51 = sign({al,a2}), (52 = sign({ag,a4}), (321)
v {a1, a2} v [{as; as}|
y ademas, se debe verificar que (34 = 0, es decir,
b101(b42 fo4 — b3 f12) + babsda f34 = 0 (3.22)

Como buscamos una forma lo més simple posible para la matriz By, sin pérdida de generali-
dad podemos considerar co; = o9 = ¢41 = 0, asi, by = b5 = bg = 0. Por lo tanto de (3.22) se

obtiene que

by = bu0afa (3.23)
fiz

A partir de las restricciones by = bs = bg = 0 y de las ecuaciones obtenidas en (3.21) y

(3.23), por fin, obtenemos la expresion de la matriz N como
N = [blal b4a3 51[)1&2 bga,l + 52[)4&4]. (324)

De manera equivalente la matriz N en (3.24), puede ser escrita como

biair bsazi d1biagr  bzaiy + dabsas
biaia biazy O1biazy  bzaip + dabsay
biaiz bsazs O1biazz bsais + d2bsays
biayy bsazy O1biazs bgais + d2bsayy

N =

Esta matriz es simpléctica con
_ b40a fou

1 1
b= ———, b= ————, b3= ,
Vv H{ai, as}| Vv I{as, as}| Ji2

0 = sign({ai,as}) v 09 = sign({as,as}).
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Ademas, sabemos que la matriz de normalizaciéon JS* esta dada por
JS* =[A(biay) A(bsaz) A(d1bias) A(bsay + dabsay)].
Por lo tanto, usando (3.19) se sigue que
JS*=10 0 &bay d2bsas).

De donde se obtiene que la matriz JS* es de la forma

00 6 0 00 0 0
. oo o s e |00 0 0
I=1000 0 | =004 o
000 0 00 0 o

Luego, la forma normal para el Hamiltoniano Hs en (3.3) adquiere la siguiente forma

00 0 O Q1
1 00 0 O Q2
K2(q7p)_ §(q17q27p17p2) O O 51 O P
00 0 06/ \p (3.25)
1
= §(q17q27plap2)‘(070a61p1>62p2)
) o
= P+ —pd, 6 =1, & = £1.
2 2
Esto finaliza la demostracién del teorema. m

Teorema 19 Suponga que todos los valores propios de A = JS son nulos y la matriz A no
es diagonalizable. Si rg(S) = 1, entonces existe una matriz N € Sp(2,R) tal que la forma

normal para el Hamiltoniano en (3.3) es
1
Ky = 55]9%7

donde 6 = +1.

Demostraciéon. La demostracion de este teorema se realiza de manera analoga a los Teore-
mas (17) y (18). Supongamos que 7g(S) = 1y sean ay, as, as, a4 vectores en R* linealmente

independientes, entonces

ACLl = O, ACLQ = daq, ACLg = O, Aa4 =0. (326)
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Para la construccion de la matriz N € Sp(2,R), se precede de manera similar al caso anterior,
es decir, buscamos la solucion N de la ecuacion (3.7) de la forma N = A;B;. En este caso,

notemos que la matriz JS* viene dada por

00 90
« |1 0000
I8 = 0000
0000
Asi, se verifica facilmente que la matriz C' = col(c; ¢3 ¢35 ¢4),concy, j=1,---,4 lineal-

mente independientes, es de la forma

C11 Co1 0 0
0 Cog C32 0
0 o C11 0 0 ’
0 Coyg 0 Ca1

C:

con ¢y, €32, 41 # 0y Co1, Co2, €24 € R.

Por otro lado como B; = C~!, se tiene que

bp 0 by O
0 0 by O
B, =
! 0 by by 0 |’
0 0 b5 bg
donde b; = i, by = —062%115, by = é, by = —;fi;, bs = —% vy by = é Notemos que
bj, 7 =1,---,6son nimeros reales arbitrarios, con by, bs, bg # 0, puesto que ci1, 32, cs1 # 0.

Por consiguiente, la matriz F' = (B;")TJB;! = CTJC tiene la siguiente forma

0 J12 0 0

| —fh2 O foz faa
= 0 —fis 0 Jfu (3.27)

0 —fau —fsa O

con fig = 0cty, faz = —CaaCsa, foa = oo ¥ faa = czacar. Notemos que fig, fz4 # 0, dado
que i1, C32, ca1 # 0y ademés fL f2 = det(F) = det(AT JA;) = det*(A;) # 0.

De las ecuaciones (3.14) y (3.27), se tiene las siguientes condiciones: {a1, a2} = f12 # 0,
{ar, a3} =0, {a1, a4} = 0, {az, a3} = foz, {az, a4} = foa v {az,aa} = f31 # 0.

Ahora, calculando la ecuacion J = BT FB; determinamos algunas condiciones para las

constantes b;, j =1,---,6, esto es,
0 0 502 f1o 0
0 0 b3 (s f3a — 016 fa3) bbe f34
BIFB, = 3\% —J
e —6b2fra —bs(bsfaa — b16 fa3) 0 b6 (D10 fos + ba f3a)
0 —b3bg f34 —b6(b10 fos + bafs4) 0
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En donde, sera suficiente considerar

1 1
b= ——, bibg=———, 0O =sign({ai,as}), 3.28
1 |{a1,a2}| 306 {ag,a4} g ({ 1 2}) ( )

y ademas, se debe verificar que
b3(bsf3a — 010 f23) =0 v be(b10 foa + bafss) = 0. (3.29)

Como buscamos una forma lo més simple posible para la matriz By, sin pérdida de generali-
dad podemos considerar by = 1 y haciendo c¢15 = 0, se sigue que b, = 0, por lo tanto, de

(3.28) se obtiene que

1 1
b= b= —— v §=sign({ay, az)). 3.30
1 ar, @] 3 (s, a4} y gn({a1, az}) (3.30)
Por otro lado de (3.29), se obtiene que
b1d b1d
T Joa o f23‘ (3.31)
JEY Y

A partir de las restricciones by = 0, bg = 1 y de las ecuaciones obtenidas en (3.30) y

(3.31), obtenemos la expresion de la matriz N como
N = [blal b3a3 561&2 + b4a3 + b5a4 a4]. (332)

De manera equivalentemente, la matriz N en (3.32) puede ser escrita como

biair bsagi dbiagy + bgasy + bsas  asn
biaia bsasy Obiagy + byasy + bsass  as
biaiz bzazs Obiags + byass + bsass  au3
biaiy bsagy Obiagy + byazy + bsass  auy

N =

Esta matriz es simpléctica con

1 1

b= by —— 5= sign({ay, az}),
' el {aan) gn({ar, a2})
by = b10 foy - b6 fos
- 5 = )
f34 f34

Ademas, sabemos que la matriz de normalizaciéon JS* esta dada por
JS* = [A(biay) A(bsaz) A(dbias + byaz + bsay) Alay)].
Por lo tanto, usando (3.26) se sigue que
JS* =10 0 6&bia; 0.
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De donde se obtiene que la matriz JS* es de la forma

00900 0000
« | 0000 ) « | 0000
T =1oo0o0o0 ™ =005 0
0000 0000
Luego, la forma normal para el Hamiltoniano Hs en (3.3) adquiere la siguiente forma
0000 0
1 0000 G2
K2(q7p) - §(q17q27p17p2) 00 6 0 2
0000 D2
1
= 5((]1) q2aplap2)'(0a 07 6wp1a O)
4}
= ip%, § = +1.
Esto finaliza la demostracion del teorema. [

3.2. Analisis del caso donde una frecuencia es nula, una
no nula y la matriz A no es diagonalizable

Veremos que mediante un cambio de variable adecuado la funcién H, en (3.3) con diez
parametros se reduce a una forma mas simple. Para lograr nuestro objetivo, supongamos que
la ecuacion caracteristica (3.2) asociada a la parte cuadratica Hs en (3.3) tiene dos raices
nulas y dos raices imaginarias puras, es decir, Ay = Ay = 0y A3 = —\; = 1w, en este caso,
vamos a describir el algoritmo de construcciéon para la normalizacion de la parte cuadratica
del sistema Hamiltoniano Hs, es decir, haremos un cambio de variable por medio de una
matriz N € Sp(2,R), la cual garantice una forma particular més simple, esto se muestra en

el siguiente teorema.

Teorema 20 Si los valores propios de A son Ay = Xy =0, A3 = -\ =iw conw # 0y A

no es diagonalizable, entonces existe N € Sp(2,R),

N
(1, 02,41, ¥2) — (1, @2, P1, D2),
tal que el Hamiltoniano Hy en (3.3) es de la forma

&

5
Ks(q,p) = ww(g? +p}) + 5 P,

2
donde 6; = %1, 95 = £1.
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Demostracién. Fijemos la notacion y* = (qq, ¢z, p1, p2). Entonces veremos que la forma
normal del sistema lineal
2=Az con z=(x,y), (3.33)

puede ser escrita en la siguiente forma
y=JS"y, (3.34)

donde S* es una matriz diagonal real, cuyos elementos de la diagonal son definidos por

hi, = hi3 = 0w, hiy = 0y hj, = 0, esto es,

Siw 00 0
. [ o 0o 0o o
=1 0 0 6w 0
0 0 0 &

Proponemos un cambio de variable y determinada por medio de la matriz N via z — y
z = Ny. (3.35)
De esta forma, Z = Ny, asi, JSz = NJS*y, de donde JSNy = NJS*y. Por lo tanto,
JSN = NJS™. (3.36)
Asi mismo, la transformacion N que fijamos en (3.35), por ser simpléctica, debe satisfacer
NTJN = J. (3.37)

Notemos que la solucion de (3.36) no es unica. Con la finalidad de encontrar una transfor-
macion de normalizacion es preciso escoger, de las infinitas soluciones, aquella que satisface
también (3.37). Sea G una forma normal de Jordan para las matrices J.S y JS*. Claramente
la matriz que reduce a J.S en su forma normal de Jordan, en general, no es simpléctica. Sin
embargo, el producto de matrices no simplécticas puede ser simpléctica, entonces buscamos
la matriz de normalizaciéon de la forma N = A;B; con B; = C~!, donde la matriz C' reduce

a la matriz JS* en su forma normal de Jordan G, es decir,
JS*C =CG & JS* = CGC™ = B/'GB,.

Es facil verificar que la matriz C' es de la forma

C11 0 iCH 0

0 cn O C42
'iCll 0 C11 0

0 0 0 52022
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con Cii1, Co2 §£ 0.

Luego, como B; = C~!, obtenemos que

by 0 —iby O
0 b O bs

Be=t o, 0 5 0 |
0 0 0  daby
donde b; = Flnv by = é y by = —%. Notemos que b; (j = 1,2,3) son nimeros reales

arbitrarios con by, by # 0, puesto que cj1,co9 # 0. Sin pérdida de generalidad, podemos

considerar c;; = @, Coo = 1y cyg =0, asi, by = @, by = 1y by = 0. Por lo tanto, las
matrices C'y B; adquieren la siguiente forma
20 %20 20 =22 0
0 1 0 0 0O 1 0 0
C = B, = 3.38
20 2 o | T T 2o £ o (3:38)
0 0 0 & 0 0 0 &

Sustituyendo N = A;B; en (3.36) tenemos A;'JSA, = B JS*B;' = G, cuyos elementos

de la diagonal principal satisfacen la ecuacion
Gkk = —Gark2rk = 0w, (kK =1,2).

De donde concluimos que la matriz G es una forma canénica de Jordan de la matriz JS. De

ahi obtenemos

i51W 0 0 0
B e | 00 0 1
G=DBJS"B] = 0 0 —isw 0 (3.39)
0 O 0 0
Ademas, sustituyendo N = A;B; en (3.37) obtenemos que
J=N'JN = (AB))'JA B, = Bl AT JA,B, = B FBy, (3.40)
con F' = AT JA;, asi, de (3.40) se deduce que F = (B;")TJB;! = CTJC, es decir,
20 %2 0 0 0 10 200 2 0
r_ 0 1 0 O 0 0 01 0 1 0 O
20 2 0 -1 0 00 20 20
0 -1 00
0 0 0 0 0 0 0 o (3.41)
0 0 1 0
o 0 04
|l -1 0 00
0 —d 0 0
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De donde, notamos que det(F') = det*(A;) = 62 =1 # 0.

Por otro lado, de acuerdo a (3.39), podemos construir la matriz A; de la siguiente manera:
sus columnas deben ser los vectores propios y el vector generalizado de la matriz JS. La
primera y la tercera columna son los vectores propios, aj y aj, correspondientes a los vectores
propios 10w y —idjw. La segunda y la cuarta columna son el vector propio aj y el vector

propio generalizado aj correspondientes al valor propio nulo.

Sean a; = r; + 151 un vector propio arbitrario de la matriz A = J.S correspondiente al
valor propio iw y as, a4 €l vector propio y el vector propio generalizado, respectivamente,
correspondientes al vector propio nulo. Entonces,

Aa1 = iwal, ACLQ = O, Aa4 = a2

(3.42)
<:>A7’1 = —Ww§sy, ASl = wry, ACLQ = —0, ACL4 = O,

con
CLT =1 ((517"1 + iSl), CL; = 1/2526L2, CL;; = iVl((Sl’f’l — iSl), CLZ = (52V2(L4 (343)

donde vy y 5 son nimeros reales no nulos. De acuerdo con las ecuaciones (3.42) y (3.43)
podemos construir la matriz A; la cual garantiza que la matriz N es real. Segun (3.43),

podemos definir la matriz A; como

(0111 +1s11) adeas i1 (617111 —iS11)  OalnGy
A = n (517”12 + Z:312) V902022 Z:Vl (517"12 - Z:312) 02042
n (517”13 + 1813) V02023 11 (517"13 - Z<‘313) 02043
V(01714 + 1514)  02a04 i1 (01714 — iS14)  OaloGas

Multiplicando A; y B; obtenemos

\/57/1517’11 V902091 \/51/1811 VoG
\/§V1517"12 V902099 \/§V1812 VoQy2

N = 3.44
\/§V1517"12 V02023 \/§V1813 VaQy3 ( )
\/§V1517’12 V02024 \/51/1814 Valyq
De manera equivalente a (3.44), las columnas de la matriz N vienen dadas por
ny = \/51/1(517"1, No = 1/2526L2, ng = \/§V181, ng = Vaay4. (345)

Las constantes v;, 6; (i = 1,2) son definidas de la ecuacion N7.JN = J. De hecho, usando

v o [ 0 D
NJN_<_DO,

(3.45) podemos mostrar que
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donde D es una matriz diagonal de segundo orden, cuyas entradas son
d11 = 21/%51{7"1, Sl} y d22 = 21/3(52{&2, a4}. (346)

En efecto, notemos que

0 0 10
T orme | 0 0 01

NTIN=B{FBi=| " | o, (3.47)
0 -1 00

Esto muestra que D es diagonal y ademéas que las cantidades en (3.46) son no nulas, esto
implica que los determinantes de las matrices A; y B; son diferente de cero, en consecuencia

la matriz N es no singular.

Por otro lado, de acuerdo a la definicion de la matriz N en (3.44), obtenemos

O \/§V1V251(52{7‘1,a2} 2V%51{7’1781} \/§V1V2(51{7‘1,a4}
NTIN — —V2u1196100{r1, a2} 0 V2uiada{as, s1}  vida{as,as}
—2V%(51{7‘1,81} —\/§V11/252{a2,81} 0 \/§V11/2{81,CL4}
—\/51/11/251{7‘1,(14} —1/2252{612,&4} \/51/11/2{&4,81} 0
(3.48)

Luego, de las ecuaciones (3.47) y (3.48), se tiene las siguientes condiciones: {as, 7} = 0,
{ag,s1} =0, {as, 1} =0, {a4,s1} = 0. Ademas,

21/%(51{7"1, 81} =1 y V2252{CL2, CL4} =1. (349)
Para verificar (3.49), sera suficiente considerar

0 = sign{ry,s1}; 9o = signfas, as}, (3.50)

S

y las constantes v; = X2k v 1 = kg, CON

2
1 1

Kl = ————, hy=—F—=——.
{r1, s1} v {az, as}]

A partir de las ecuaciones (3.50) y (3.51) tenemos la expresion para las entradas de la matriz

(3.51)

N como

N = [(51%17’1 52/'{2@2 K151 HQCL4].
De manera equivalente, la matriz N puede ser escrita como

01K1T11 O2kol1  K1S11  Kol4l
01K1T12  O2kaly  K1S12 Kolao
01K1T13  O2kola3 K1S13 Kal4s
01K1T14 O2kols K1S14 HKolay

(3.52)
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Esta matriz es simpléctica con

1 1 . )
Ko = ———, 01 = sign{ry,s1} vy 02 = sign{as,as}.

VIl {2 as}]

Ademés, sabemos que la matriz de normalizaciéon JS* esta dada por
JS* = [A(d1k17r1)  A(d2keas) A(kis1) A(keay)]
= [01k1A(r1)  daroA(az) K1A(s1) KoA(ag)].
Por lo tanto, usando (3.42) se sigue que
JS* = [=01Kws1  02ko(0)  RKiwry  Keas)
= [—0w(k1s1) 0 Ow(d1k1r1)  O2(dakas)].

De donde se obtiene que la matriz JS* es de la forma

0 0 dw O ow 0 0 O
. 0 0 0 o . . 0o 0 0 0
TS=1 w0 0 o "™ = 0 05w 0
0 0 0 O 0 0 0 o
Luego, la forma normal para el Hamiltoniano en (3.3) adquiere la siguiente forma
51&) 0 0 0 q1
1 0 0 0 O g2
K2(a,p) = 5(q, 02,0002 [ g o 5. 0 n
0 0 0 52 D2
1
= -(q1, 2, p1,P2)-(01wq1, 0, dowp1, Gap2) (3.53)

2
1
= 5(510061% + dywpi + Gap3)

1 1
= 5(51&)((]? —|—p§) + 552])%, 51 = :l:l, (52 = +1.

Esto finaliza la demostraciéon del teorema. m

3.3. Analisis del caso donde las frecuencias son no nulas,
iguales y la matriz A no es diagonalizable

Supongamos que la ecuacion caracteristica (3.2) tiene raices imaginarias puras con multi-
plicidad doble \; = =Xy = A3 = —\; = iw y la matriz A no es diagonalizable. Describiremos
el algoritmo para la normalizacion de la funcion cuadratica Hy definida en la ecuacion (3.3),

segun el siguiente teorema que fue extraido del articulo [18].
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Teorema 21 Si los valores propios de A son imaginarios puros con multiplicidad doble, es
decir, \ = —Xo = A3 = —\y = iw, w # 0 y A no es diagonalizable, entonces existe una
matriz N € Sp(2,R) tal que la forma normal del Hamiltoniano (3.3) es

1)
Ky(q,p) = 5(19? +p3) +w(@p2 — 1),

donde § = £1.

Demostraciéon. Demostraremos este teorema, siguiendo las mismas ideas de la demostracion
en el Teorema 20, es decir, buscamos la solucion de la ecuacion (3.7) de la forma N = A, By
con B; = C~!, donde la matriz C reduce a la matriz JS* en su forma normal de Jordan G,

es decir,

JS*C =C0G < JS* = CGC™ = B{'GB,.
Se puede verificar facilmente que la matriz C' es de la forma

C11 —icyy 1C31 —C31
—iC11 C11 C31 —ic3)

0 0 5011 —i(SCll ’

0 0 —26011 5011

C:

con ¢y, c31 # 0.

Luego, como B; = C~!, obtenemos que

by by —dby  —idby
by by —idby  —dby

Bi=1t"9 o ot b |
0 0 @b by
donde b, = 20111 y by = 2003%11. Notemos que b; (7 = 1,2) son nimeros reales arbitrarios con

by, by # 0, puesto que cy1,c3 # 0. Sustituyendo N = A, By en (3.9) tenemos A;'JSA, =

B, JS*B;' = G, cuyos elementos de la diagonal principal satisfacen la ecuacion

Gkk = —92+k2+k = W,
para k = 1, 2, respectivamente.

De donde concluimos que la matriz G es una forma canénica de Jordan de la matriz JS.
De ahi obtenemos
w0 1 0
0 —w 0 1
0 0 w 0
0 0 0 —w

G=DBJS*B;' = (3.54)
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Ahora, sustituyendo N = A;B; en (3.37) obtenemos que
J=NTJN = (A B)"JAB, = BTATJA\B, = B'FB;, (3.55)

con F' = AT JA;, asi, de (3.55) se deduce que F = (B;")TJB;! = CTJC, es decir,

C11 —iCll 0 0 0 0 10 C11 —iCll iCQl —C921

F = _7:011 C11 0 0 0 0 01 —z'CH C11 Co1 —i021
7;021 Co1 5011 —i5011 -1 0 00 0 0 5011 —i5011

—C921 —i021 —i5011 5011 0 -1 0 0 0 0 —i5011 5011

0 0 0 ifu

0 0 i f1a 0

0  —ifiy 0 fi |’
—ifiy 0 —f O

(3.56)

con fiy = =203, v fss = 4dciics31. Notemos que fig, f36 # 0, dado que cy1, c31 # 0y ademas
fiy = det(F) = det(AT JA,) = det?(A;) # 0.

Por otro lado, de acuerdo a (3.54), podemos construir la matriz A; de la siguiente manera:
sus columnas deben ser los vectores propios y los vectores generalizados de la matriz JS.
La primera y la tercera columna son el vector propio a; y el vector propio generalizado ag,
correspondientes al valor propio iw, respectivamente. La segunda y la cuarta columna son el

vector propio as y el vector propio generalizado a4 correspondientes al valor propio —iw.

Sean a; = r; + 457 un vector propio arbitrario de la matriz JS correspondiente al valor
propio 1w y az = ry + 1S9 el vector propio generalizado. Estos vectores satisfacen el sistema

de ecuaciones
Aa; = iway, Aasz=iwaz+ aq
(3.57)
SAry = —wsy, Asy = wry, Arg = —wsy + 11, Arg = wsy + s1,

con
ar =11 +181, ay = —i(ry —is1), agz=7ro+1iS2, a4 = —i(ry—1isy), (3.58)

De acuerdo con las ecuaciones (3.57) y (3.58) podemos construir la matriz A; la cual garantiza

que la matriz N es real. Segun (3.58), podemos definir la matriz A; como

T+ is —i(ry —is11) ror +isa —i(rar — 1591)
A= | e + 1:312 _Z:(Tl2 - 1:312) rog + Z:S2z —Z:(T’22 - Z:S2z)
713+ @513 —i(r13 —i513) Tog + 1S3 —i(ra3 — iS23)
14 + i814 —i(T14 — i814) Toy4 + i824 —i(T24 — i824)
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Asi, de la ecuacion F = AT JA;, obtenemos que

oy O )
b= {&3: &1} {03, &2} 6 {a3: a4} ' (3.59)
{&4,&1} {a4,a2} {a4,a3} O

De (3.59) y de la definicion de a;, j = 1,2, obtenemos que
{ag, a1} = 2{r, $1},
{ag, a1} = {ro, 71} + i{re, s1} + {51, 52} + i{s2, 71},
{ag, a1} = {as, ao} = i{r1,ro} + {ro, s1} + {r1, so} + i{s1, 52},
{ag, a0} = {r1,ma} +i{ra, s1} + {s2, 51} + i{s2,71},
{ag, a3} = 2{rq, 52}

De las ecuaciones (3.56) y (3.59), obtenemos las siguientes condiciones:
l) {7“1, 81} = O

i) {ro,r1}+ {s1,s2} +i({re,s1} + {s2,71}) = 0.
<:>{7"2,7’1}—|—{81782} =0 y {T2,81}+{82,T1} = 0.
<:>{7"2,7’1} = {82, 81} y {7"2, Sl} = {7’1, 82}.

111) if14 = i{Tl, 7"2} + {7’2, 81} + {7’1, 82} + i{Sl, 82}.

Usando i), obtenemos que
fra={ri,ro} + {s1, 50} = 2{r1, 72} # 0.
iV) f36 = 2{7’2, 82} 7é 0.

Ahora, calculando la ecuacion J = BT F By determinamos algunas condiciones para las cons-

tantes b;, j = 1,2,

0 0 2001 f1a 0
T B 0 0 0 2663 f14
Bl FBl — _25b%f14 0 0 2b1 (b1f36 — 2b2f14)
0 —2007 fia —2b1 (b1 fag — 202.f14) 0

en donde, sera suficiente considerar
1

by = ——=, 0 =sgn({ay,a4}), 3.60
s 9= son({ow i) (3.60)
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y ademas se debe verificar que

2b1(blf36 - 2b2f14) - 0 (361)

en esta ultima ecuacion, basta considerar
bg = 5[)?{&3, 0,6}, (362)

asi, se satisface (3.61). Luego, multiplicando A; y B; obtenemos la expresion para la matriz
N como

261’/“11 —261811 5(2[)2811 + 2617’21) 5(262’/“11 — 261821)
261’/“12 —261812 5(2[)2812 + 2617’22) 5(262’/“12 — 261822)
2b17"13 —2b1 S13 (5(2()2813 —+ 2b17’23) 5(2[?27"13 — 2b1823)
2b17"14 —2b1 S14 (5(2()2814 —+ 2b17’24) 5(2[?27"14 — 2b1824)

(3.63)

De manera equivalente a (3.63), las columnas de la matriz N vienen dadas por
ny = 2617’1, Ng = —26181, ng = 5(26281 + le’f’g), nygy = 5(2627’1 — 26182). (364)

A partir de (3.64), hacemos k1 = 2b; y ke = 2by y tenemos otra expresion para las entradas

de la matriz N como
N = [/{1’/“1 — K181 5(,‘{281 + K,l’f’g) 5(/‘62’/“1 — K,lSQ)]. (365)

Las constantes ;, 0 (i = 1,2) son definidas a partir de las ecuaciones (3.60) y (3.62). Por lo

tanto, la matriz NV es simpléctica.

Donde ) .
§=sgn{r,ro}, K1 = ————m., Ky = —K{5y, T3} (3.66)
[{r1,r2} 2

Ademas, la matriz de normalizacion JS* esta dada por
JS* =[A(kir1)  A(—=ris1) A(6(k2s1+ kira))  A(6(Kort — K1s2))]
= [k1A(r1) —Kr1A(s1) O(koA(s1) + K1 A(r2)) O(KA(r1) — K1A(s2))].
Por lo tanto, usando (3.57) se sigue que
JS* = [—Kkwsy  — Kwry  O(Kowry — Kiwse + K111)  O(—Kowsy — Ky(wrg + 1))
= [w(—k151) —w(kir) wi(kary — K1Sa) +0(K1r1)  — wd(Kesy + Kire) + 0(—K151)].

De donde se obtiene que la matriz JS* es de la forma

0 —w ¢ 0 0 0 0 w

. |lw 0 0 s w00 —w oo
IS=1 0 o0 o0 —w '™ =10 & 5 o0
0 0 w 0 w 0 0 o
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Luego, la forma normal para el Hamiltoniano Hs en (3.3) adquiere la siguiente forma

0 0 0 w 1
1 0 0 —w O G2
Ka(q,p) = 5(6117612,291,292) 0 —w & 0 ”
1
= 5(?117 @2, P1, P2)-(Wpa, —wp1, —wWGa + Op1, W1 + Op2) (3.67)
1 2 2
- §(wap2 — WP — WGP + Op; + wips + 0p3)
0, 5 2
= 5(271 +p3) +w(@ipe — @p1), 6 = %1
Esto finaliza la demostraciéon del teorema. m

3.4. Analisis del caso donde las frecuencias son no nulas,
iguales y la matriz A no es diagonalizable debido
a N. Burgoyne y R. Cushman para dos grados de
libertad

A continuacion, describiremos con detalle el algoritmo general de N. Burgoyne y R.
Cushman en el caso n = 2, es decir, presentaremos una demostracion alternativa del Teorema
21 para un Hamiltoniano con dos grados de libertad cuando los valores propios de A son

A ==X = A3 =—)\; =iw con w # 0, y la matriz A no es diagonalizable.

Teorema 22 Si los valores propios de A son imaginarios puros Ay = —Ay = A\3 = —\y = 1w,
w # 0 y A no es diagonalizable, entonces existe una matriz N € Sp(2,R) tal que la forma

normal del Hamiltoniano (3.3) es

1)
Ks(q,p) = 5((1% +q3) + w(qp2 — @p1),

donde 6 = +1.

Demostracion. Supongamos que los valores propios de A son todos imaginarios puros y
que la matriz A no es diagonalizable, entonces el polinomio caracteristico de A es de la forma

p(A) = (A2 +w?)?, donde w € R™. De esta forma tenemos que el polinomio minimal de A es
Pmin(A) = (A2 + w?)?.
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Vamos a iniciar nuestro algoritmo haciendo una descomposicion de A como la suma de una

matriz ¥ semi-simple y una matriz M nilpotente. Note que la siguiente matriz

(A? + w?I)
Y=A(l+—7-7-F .
( + 77 , (3.68)
es una matriz semi-simple. También observe que la matriz
A2 2]
M = _Aw (3.69)

20?2 ’

satisface M? = 0, por lo que tenemos que M es nilpotente, y como A = ¥ + M tenemos
la descomposicion deseada. Notemos que las matrices > y M son ambas Hamiltonianas, la
demostracion se realizard mas adelante, ver Lema 8.

Por otro lado, sean K; = {z € R*/M‘x = 0}, i = 0,1,2. Note que Ky, = {0}, K; =
{r eR': Mz =0}y Ky = {x € R* : M?x = 0} = R*. Defina el corchete de Poisson
{z,y} = (z,Jy) = 27 Jy, para todo z,y € R% Nuestro préximo paso es construir ciertos
subespacios convenientes de R*. La construccién es recursiva, asi, supongamos que en el
(j — 1)—ésimo paso hemos encontrado un subespacio W,_, para j = 1 hacemos Wy = {0}
y construyamos subespacios W, de R* mediante un proceso recursivo que describiremos a

continuacion.

Obtenga un entero t =t;, 0 <t < 2, tal que
Wit N Ky = Wiy, pero Wi N K, # Wik, (3.70)

donde Wi, = {z € R*/{z,w} = 0,Yw € W;_;}. Note que si M = 0 (ésto es, m = 1),
entonces t = 0 (caso diagonalizable).

Ahora, de acuerdo a (3.70) y dado que 7 = 1 se tiene que

» Sity =t = 0,entonces Wg- N K; = K; # W3, pero Wi N Ky = {0} # Wy.

Observe que la condicion (3.70) no se satisface para este valor de ¢, por tanto pasamos

al siguiente paso.

» Sity=t=1= W;-NKy, =W, pero Wit N K, = K; # Wi, asi, vale la condicion

(3.70), por lo tanto, se tiene que para nuestro caso t = 1.

Ahora, vamos a construir una base para el subespacio Z;, de acuerdo a la seccion (2.6), como
t = 1 es impar, escoja z € Wy tal que z ¢ K, es decir, Mz # 0y § = {z, Mz}, donde
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0% = 1. Defina Z; como el espacio generado por z, YNz, Mz, MYz y escaja W, = Z; + W, =
[z, %2, Mz, MYz]. Ademés, notemos que W; = R*, es decir,

W, = [z,%2, Mz, M¥z] = R%.

El conjunto de vectores

B={z%z, Mz, M¥z}, (3.71)
son linealmente independientes, ver Lema 10.

Sea z el vector encontrado anteriormente, con § = {z, Mz} y r = (¢t + 1) = 1, forme

. J
2=z + 2—w2(z, Yz)MYz. (3.72)

Entonces la base deseada para Z;, es la base By, = {v1, v, v3,v4} cuyos elementos son
vy = 2%, vy =Xz, wvy3=0Mz", wvy=-—-XMz". (3.73)
w w
Por lo tanto, obtenemos la expresion de la matriz N como
N = [Ul (%) (R} ’04]. (374)

De hecho, tenemos que {v;,v;} = Jij, 4,5 = 1,...,4, luego esta es una base simpléctica
de Z;, ver Lemas (11)-(17). Ademas, con la finalidad de simplificar la notacion hacemos

a = 525{20, Xz} en (3.72), asi, obtenemos que
2 =z+aMXz. (3.75)

Por lo tanto, la ecuacion (3.73) se convierte en

1 )
v =24+ aXMz, vy = —(Xz+aMX?2), v3=06Mz, vy=—XMz. (3.76)
w w

En esta base, la matriz de la restriccion de A al subespacio Z; es la matriz JS*, que se

obtiene mediante

JS* =[A(v) A(v2) Alvs)  Alva)],
con
» Av) = (S + M)(z+aXMz) =3z + Mz + aM¥?z = wvy + dvs.

n Avy) = L(E+ M)E(z + aXMz) = L[¥%2 + MYz + aM¥?z] = 15%(2 4+ aM¥z) +
%MZZ = —wv + 0vy.
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w Avy) =62+ M)EMz =05 Mz = wuy.

s A(vg) = (4 M)EMz = 2(22M2) = —SwMz = —wu;.

w

De donde se obtiene que la matriz JS* es de la forma

0 —w 0 0 -0 0 0 w
« | w 0 0 0 ) . 0 =60 —w 0
JS* = 50 0 —uw |30 S* = 0 —w 0 0 (3.77)
0 0 w 0 w 0 0 O
Por lo tanto, la forma normal para el Hamiltoniano H, definido en (3.3) adquiere la siguiente
forma.
-0 0 0 w 1
1 0 -0 —w O Qo
K2(qap) - §(Q1,Q2>P1>P2) 0 —w 0 0 12
w 0 0 0 D2 (3.78)

1
= —(q1,q2,p1,p2).(—0q1 + wp2, —0q2 — wWp1, —wWGa, W1 )

[\

1)
= _5((1% +¢3) +w(qpa — gap1).

Luego, haciendo el siguiente cambio de coordenadas simpléctico

G =1q1, Q2 =1¢2, pP1 = —ip1, P2 = —ipa,

se tiene que el Hamiltoniano Hj en (3.78) queda expresado como

)
Ky = 5(61% + q%) +w(q@ipe — @2p1), 0=+l

Esto finaliza la demostraciéon del teorema. m

A continuaciéon, demostraremos algunas propiedades importantes que satisfacen las ma-
trices X y M definidas segun las ecuaciones (3.68) y (3.69), respectivamente, en el Teorema

22. Estas propiedades se muestran en los dos lemas siguientes.

Lema 8 Las matrices ¥ y M definidas segun (3.68) y (3.69), respectivamente, son Hamil-

tonianas.

Demostracion. Sabemos que una combinaciéon lineal de matrices Hamiltonianas es una
matriz Hamiltoniana, asi, sera suficiente demostrar que la matriz A® es Hamiltoniana. En
efecto, notemos que

(AT T 4 JA3 = ATATAT ] + JAAA = —ATATJA — ATJAA

3.79
= -AT(ATJ + JA)A = 0. (379)
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Por tanto, de la ecuacién (3.79) concluimos que A® es una matriz Hamiltoniana. Esto finaliza

la demostracion del lema. n

Lema 9 La matriz ¥ definida en (3.68) satisface la siguiente propiedad 3? + w*I = 0

Demostraciéon. De acuerdo a (3.68), la matriz ¥ esta dada por

1 1
Y=A+_——A3+-A
* 2u2 + 27
de donde se obtiene que
1 1
~M=Y—-A= A"+ _A :
52 + 5 (3.80)

De (3.80) se tiene —2w?M = A% + w?A, multiplicando por A en ésta tltima, se obtiene
—2WEMA = A* + w2 A% (3.81)
Por otro lado, observe que 0 = (A2 4+ w?1)? = A* + 2w?A?% + w'I, es decir,
At = —20% A% — W' (3.82)

Luego reemplazando (3.82) en (3.81) se tiene —2w*M A = —w? A% —w*I, de donde obtenemos
que —2MA = —2M (X + M) = —(3X + M)? — w?I, por lo tanto 2MY = X2 + 2M3 + w?1,
esta ultima igualdad implica que

2 4+ w?l = 0.

Por lo tanto el lema queda demostrado. [

En el siguiente lema demostraremos que el conjunto B segin la ecuacion (3.71) del

Teorema 22, es una base de R*.
Lema 10 FEl conjunto B = {z,%2, Mz, M¥z} es una base de R*.

Demostracién. Notemos que ¥ es diagonalizable y M es nilpotente tal que M? = 0.
Ademas, observe que Av =iwv con A=Y+ M, XM =My Mz #0.

i) Primeramente veamos que z y Xz son linealmente independientes. Suponga que

az+bXz=0 a,beR. (3.83)
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Demostraremos que a = b = 0, esto es, aplicando M en la ecuacion (3.83) se tiene que
aMz+bM¥z =0,
y como MY = M(A— M) =AM — M? = AM obtenemos
aMz +bAMz =0< bAMz = —aM z.

En esta tdltima ecuaciéon tome v = Mz, entonces bAv = —av. Si b # 0, entonces
Av = —3v, esto contradice el hecho de que Av = iwv, a menos que a = b = 0. Por lo

tanto, z y Xz son linealmente independientes.

ii) Anélogamente, se prueba que Mz y MYz son linealmente independientes.

Ahora suponga que
a1z + oMz +as¥z+ o M¥z=0, o €R, j=1,--- 4. (3.84)
Aplicando M en la ecuacion (3.84), resulta que
arMz+ asM¥z = 0.
Luego de acuerdo a i7) se sigue que oy = ap = 0, asi, de (3.84) se obtiene que
asMz 4+ ayM>z = 0.

Nuevamente por i) se sigue ap = g = 0.

Por lo tanto, de lo anterior a; = ay = a3 = a4 = 0, por consiguiente el conjunto

{2,%z, Mz, Mz} es linealmente independiente. n

Finalmente, demostraremos que la base Bz, = {b1, by, b3, by} definida en el Teorema 22,
cuyos elementos estan definidos en (3.76) es simpléctica. Los siguientes lemas muestran que

efectivamente By, es una base simpléctica.
Lema 11 Sib; € By,, entonces {b;,b;} =0, j =1,2,3,4.
Demostracion. Sabemos que {b;,b;} = 0, Vb; € R*", dado que b] L Jb;, por lo tanto, el

lema queda demostrado. [

89



Comentario 1 Veamos una caso particular del Lema 11. Por ejemplo, de acuerdo al Lema
11 sabemos que se verifica la siguiente igualdad {by,b1} = 0. Recuerde que z* = z + aM¥z

con a = 2%2{20, Yz0}. Luego, notemos que

0={b,b;}
= (z+aM¥2)' J(z +aMXz)
= (' +a"' ST M) (J2 4+ aMSz)
=TIz 4+ 2a2" MY I M 2
=0+2az" JTMYz
=T IMY
={z, M3z}.

Por lo tanto, {z, M¥z} = 0.
Lema 12 Si by, by € By,, entonces {by, by} = 0.

Demostraciéon. Para la demostracion del lema, recordemos que las matrices > y M son

Hamiltonianas, ademas, usaremos la definicion de a y recordemos también que § = {z, Mz}.
{b1,b2} = Z*Jézz*
= —(z+aM2)"JS(z + aMXz)
(zF + a2 ST MY ISz + aT MY22)
(T ISz + azt TMY?2 + a2" ST MTIY2)
(20w?a + 2az" TMY22)
(20w?a + 2az" TM (—w?I)z)
(20w?a — 2w?az" JM z)

(20w?a — 20w?a)

CEIREI—E|RE|—E|—E|RE R

Por lo tanto, {b1, b2} = 0. Asi, el lema queda demostrado. n

Lema 13 Si by, by € B,, entonces {by,bs} = 0.
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Demostraciéon. Para la demostracion del lema, debemos recordar que {z, MYz} = 0 segtin

el Comentario 1. Asi,
10
{bl, b4} =" J—YXMz*
w
)
= — (" +a"STMOT IS M (2 4+ aMX2)

(27 +a" ST MTYJEM 2

(zTJEMz) = 0.

El>E€|>E

Por lo tanto, {b1, b4} = 0. Asi, el lema queda demostrado. n

Lema 14 Si by, by € By,, entonces {bs, b3} = 0.

Demostraciéon. La demostracion es similar al lema anterior, usaremos el hecho que {z, M¥z} =

0 de acuerdo al Comentario 1.

{bg, bg} = lZ*J(SJ\4Z*

SYRS

= (" +az"STMOYTST TM (2 4+ aMX2)
(27 +a" ST MY M 2
(z"STTMz)

= —é(zTJEMz) =0.

w

ElE€|>E |

Por lo tanto, {b2, b3} = 0. Asi, el lema queda demostrado. n

Lema 15 Sibs, by € B,, entonces {bs, by} = 0.

Demostracién. Para demostrar este lema, recordemos que la matriz M es tal que M? = 0.
{b3,b,} = (6Mz*)TJgEMz*
_ %(ZT +azTSTMTYT MTJSM (2 + aM3z)
_ _E(ZT +azTSTMT)IM?S(2 + aMSz) = 0.

Por lo tanto, {b3,bs} = 0. Asi, el lema queda demostrado. n
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Lema 16 Si by, by € Bz,, entonces {by,b3} = 1.

Demostraciéon. Para la demostracion del lema, recordar que § = {z, M z}.

{b1,b3} = (2 + aM )T JSM (2 + aM¥2)
= (zF +a" ST MT) IS (M2 4 aM?*%2)

=TI +aX"MT)J6M 2
= 027 (JM + X" MY JM)z
=020 (JM — aXT TM?)z
=827 IMz
= §?
=1.
Por lo tanto, {b1,b3} = 1. Asi, el lema queda demostrado. n

Lema 17 Si by, by € Bz, , entonces {bs, by} = 1.
Demostraciéon. La demostracion de este lema es similar al lema anterior, es decir, usaremos

la definicién de 4.

{by, by} = —[S(2 + aMZz)]TJgEM(z + aMYz)

gl

| =

= — (" +a2" ST MT)STTS(Mz 4+ aM?Yz)

o €

= =2 (I+aX"M")STJEM>
w
= %ZT(ETJEM +aX"MTYT JE M)z

= —2" (—=JX°M + aS"E"TMTIMY)2

Por lo tanto, {bg, b4} = 1. Asi, el lema queda demostrado. n

Luego, de acuerdo a los Lemas 11-17, concluimos que By, es una base simpléctica.
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3.5. Aplicaciones

En esta Secciéon, presentamos algunas aplicaciones en las que haremos uso de los resulta-
dos obtenidos en las secciones anteriores, referente a formas normales de la parte cuadratica
de un sistema Hamiltoniano cuando la matriz asociada al sistema linealizado no es diago-

nalizable.

3.5.1. Aplicacién para el caso donde las frecuencias son todas nulas
y rg(5) =2

Dado que en la literatura no existen problemas comunes con algtn significado astronémi-
co que presenten frecuencias todas nulas, presentamos un ejemplo puramente académico, el
cual surgi6 del problema del satélite caso espacial (ver [10]) como producto de anular uno

de sus angulos, esta funciéon viene dada por

1 1 -1 2
H=-02 ﬂ—&- cot? p(vy cos? O+ sin? @) | — = (1 — v1)PO cot ¢ sin(26) + 31 ) cos” 0
2 125) 2 2V1

1
+ 5@2(1/1 sin® @ + cos® 0),
(3.85)
donde v, 5 son constantes reales positivas.

Usando el algoritmo descrito en el Teorema 18, vamos a obtener la forma normal de la

parte cuadratica de la funcion (3.85).

Notemos que el sistema asociado a la funcién H en (3.85) viene dado por
Hy = (11 — 1)© cot ¢ sinf cos § + v, P sin? @ + ® cos? 0,
He = (9[ﬂ + cot? ¢(vy cos® 0 + sin? )] + (v, — 1)® cot ¢ sin f cos 6,
Vo

1 .
H, = 5@ csc? ¢[20 cot ¢(vy cos? § + sin® ) + (v — 1)@ sin(26)], (3.86)

o (1 — 1)[sin 0 cos O(—11 0% cot? ¢ + 11 P? — 3) + 1, PO cot ¢ cos(26)]
o= — '
41

Considerando el dominio de los angulos de Euler como 0 < ¢ < 27, 0 < 6 < 27, el

sistema (3.86) tiene como equilibrios (¢, 0o, Po, Op) a

€1 = (E>O’O>0)a €2 = (za _7T>0a0)> €3 = (Ea —g,0,0),

E. S 2 (3.87)
64:(5757070) y 65:(5,71',0,0)-
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Es de nuestro interés obtener un caso degenerado para algunos valores de los pardmetros
V1 Y vy, consideramos por ejemplo la solucion de quilibrio es = (7, ,0,0), los otros casos

generan resultados equivalentes.

Después de realizar una traslacion al origen y una expansion en serie de Taylor, la funcion

H en (3.85) admite la siguiente forma

H=Hy+Hy+Hy+---. (3.88)
donde
HO _ 3(V1 - 1)’
2V1
2 2 2 2
g, = 161 307 T 30 (3.89)
21/2 21/1 2 2
1 1 64 20?2 91
H4 = 51/1@52@% — l/1¢(1>9@ + 51/1@292 - 2—1/1 + QS‘DQ@ - 9 + 5

De donde se tiene que la parte cuadrética de la funcion H en (3.88) esta dado por

2 92 (I)2 92
mo (W, ¥ 3% (3.90)

Hy = -
21/2 21/1 2 2

La matriz asociada al sistema de ecuaciones correspondiente a Hy en (3.90) viene dada por

JS =

o O O O
o O O

S O O
)

33

1%

[y

Sivy =1y >0, los valores propios de la matriz JS del sistema linealizado son todos
nulos. En este caso r¢(S) = 2 y la matriz JS tiene como vectores propios asociados a los
valores propios nulos a a; = (1,0,0,0) y ag = (0,1,0,0). Se puede verificar que los vectores
as = (as1,as,1,0) y ay = (a41, ag9,0,12) son vectores propios generalizados de los vectores
aj y ag, respectivamente, el conjunto de vectores {ay, as, as, as} satisface la ecuacion (3.19).
Por lo tanto, de acuerdo a la notaciéon del Teorema 18 se sigue que fio = {ai,as} = 1,

faa = {az, a4} = wage — a1, fsa = {as,as} = vy, por lo tanto, 6y = 1, 6 = 1, by = 1,

by = L=t y by = \/% De acuerdo a la ecuacion (3.24) se sigue que la matriz N viene
dada por
10 ax /reax
0 L ay G423
N — v Vs
0 O 1 0
00 0 &
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Esta matriz es simpléctica, pues

1 0 0 0 0 0 10 I 0 axn +/1ra
NTIN — 0 5 0 0 0 0 01 0 = ax 22
a921 929 1 0 -1 0 0 0 0 0 1 0
V2022 % 0 1o 0 -1 0 0 0 0 0 V2
0O 0 10
. 0O 0 01
N -1 0 00
0 -1 00

Finalmente, usando la ecuacion (3.25) en el Teorema 18, concluimos que la forma normal
K, para Hy en (3.90) es dada por
1 1

Ks(q,p) = 519? + 51?3-

3.5.2. Aplicacién al problema lunar de Hill en R?

En esta subseccion, vamos a obtener la forma normal de la parte cuadratica de la funcion
Hamiltoniana correspondiente al problema lunar de Hill en el caso planar, para este fin,

utilizaremos el algoritmo descrito en el Teorema 20.

Consideremos el problema lunar de Hill en R? definido por el Hamiltoniano (ver detalles
en [13])
1 1
H=S|lpll* —a" Kp - T 3 — [lall?];

0 1 .
con K = ( 10 ), es decir,
H

1 1
=3 (P% +p§) +P1ga — P2t =~ + 2¢; — G- (3.91)
7+ G
Notemos que el sistema Hamiltoniano asociado a la ecuacion (3.91) es
q‘—ﬁH—p +q b1 = aH—p — 4y
Ops g1 (@ +a3)” (3.92)
d—ﬁH—p q P2 = o _ p £ +2q |
2= 5 = P2 — 41, 2= 5 - =P~ 3 2-
Op2 02 (@ +a3)*"*

Luego de algunos calculos, obtenemos que las soluciones de equilibrio para el sistema (3.92)

viene dado en el siguiente conjunto: E, = {e1, ez, e3, €4}, donde

1 1 1 1
€1 = 07—7_—70 ) €2 = 07_—7—70 )
-0mwe) e -mw)
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Después de realizar una traslacion al origen y una expansion en serie de Taylor, en cada uno
de los puntos del conjunto E,, supongamos que el Hamiltoniano (3.92), admite la siguiente
forma

H=Hy+H +Hy+Hs+Hy+ Hs+ Hg+---. (3.93)

Se puede verificar que los puntos de equilibrio e; y e5 generan el mismo Hamiltoniano Hs en
(3.93) y ademas, la matriz asociada al sistema Hamiltoniano correspondiente a Hs en (3.93),
tiene un valor propio imaginario puro y un valor propio real. Y los puntos de equilibrio eg
y e4 también generan el mismo Hamiltoniano Hs en (3.93) y ademads, dicha matriz tiene
un valor propio nulo y un valor propio imaginario puro. Dado que es de nuestro interés este
iltimo caso, consideramos el punto de equilibrio e; = < 75 0,0, V) haciendo una traslacion

al origen y una expansion en serie de Taylor, vemos que

H=Hy+H +Hy+Hs+ H,+ Hs+ Hg+ -, (3.94)
con
Hy = _%\/ﬁ’ o, = —2V9q, Hy = %(P% +2p1go + Py — 2pon — 243 + G5),
Hy = —3V3(q} — —q1q2) Hy = 3V9(—q} +3qiq5 — gq;*),
Hs = —9(q; — 54745 + 15(;1%1), Hg = 91\6f(16q1 —120q7¢5 + 90¢7q> — 5g5)-

De donde se tiene que la parte cuadratica del Hamiltoniano H en (3.94) esta dado por

1
Hy = 5 (P% + 2p1G2 + 3 — 2po1 — 2G5 + q%) ) (3.95)
cuya matriz asociada es
0 1 1 0
-1 0 0 1
A= 2 0 0 1
0 -1 -1 0

La matriz A tiene como valores propios a {i, —i, 0,0} y como vectores propios a (—1, —2i, 1, 1)
y (0,—1,1,0) correspondientes a los valores propios i y 0, respectivamente. Asi, de acuerdo
a la notacion en el Teorema 20 se obtiene que r; = (—1,0,0,1), s = (0,—2,1,0), ay =
(0,-1,1,0) vy ay4 = (%,0,0, —%) es el vector propio generalizado correspondiente al valor

propio nulo. Ahora notemos que {ri,s1} = 1y {as,a4} = —%. Por lo tanto, k1 = 1, kg =
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V3, 01 =1y 6, = —1. Asi, la matriz N en (3.52) viene dada como

2
-1 0 0 Z
N_| 0 V3 -2 0
0 =3 1 0 ’
1
10 0 -
Esta es simpléctica, pues
-1 0 0 1 0 0 10 -1 0 0
T 0 V3 —V3 0 0 0 01 0 V3 -2 0
NTJN =
0o -2 1 0 -1 0 00 0 —v3 1 0
2 _ 1 _ 1
2 0 0 v 0 -1 00 1 0 i
-1 0 0 1 0 —v/3 1 0
| o V3 V3 0 1 0 0 —%
0 —2 1 0 1 0 0 —=%
2 9 0 _1 v
3 3 0 —v3 2 0
0 0 10
o 0o 01
| -1 0 00
0 -1 00

Finalmente, usando la ecuacion (3.53) en el Teorema 20, concluimos que la forma normal
K, para el Hamiltoniano Hs en (3.95) es dada por

1 1
m@m=§@+ﬁ%5@

3.5.3. Aplicacién al problema planar restringido circular de tres
cuerpos

En esta subseccion, utilizando los métodos descritos en los Teoremas 20-22, vamos a
obtener la forma normal de la parte cuadratica de la funcién Hamiltoniana correspondiente
al problema restringido circular de los tres cuerpos en el caso planar en una vecindad de los

puntos de libraciéon Lagrangianos.

Consideremos el problema restringido circular de los tres cuerpos en el caso planar, en el
consideramos dos cuerpos de masa m; y mo (1 € (0,1/2)) que se mueve a lo largo de 6rbitas

circulares y con la misma velocidad angular
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La funcién Hamiltoniano que modela este problema (ver detalles en [13|) viene dada por

@ _ L —p
(n+aq —1)*+4; (n+a)?+q

1
H = B (P% +p§) + @p1 — @1p2 — v, (3.96)

Inicialmente escribiremos el Hamiltoniano de este problema dado en (3.96) en serie de Taylor

al rededor del equilibrio Ly, es decir, en el punto (¢; = 5 —p, g2 = \é_, P = —%, Py = l —1).
Estas son dadas por
H=Hy+H +Hy+Hs+Hys+ -, (3.97)
con
Hy=—1,

1
H, = 5 <\/§p1 + 2up2 — p2 — 2puq1 + q1 + \/§Q2) ’

1 5 1 1
Hy = gqf — kq1g2 — q1pa2 — gqg + gop1 + 519? + 5293,
V3 . 33 2 113 3V3 2
H; = —ﬁkﬁh + g 1% + 15 —kqqs + —— 16 ¢
o 3T 4 2 123 15, 3
4 128(]1 24 Q1Q2 64 Q1QQ 3 QIQQ 128(127

donde £k = %(1 —2p) es el valor critico de Routh.

Por lo tanto, se tiene que la parte cuadréatica del Hamiltoniano H en (3.97) esta dado

por
1 ) 1 1
Hy = gCJ% —kqig2 — qip2 — gqg + q2p1 + §pf + ipg’ (3.98)

La matriz asociada a las ecuaciones Hamiltonianas correspondiente a Hy viene dada por

O VR = O



Aplicacion 1 Aplicacion al caso donde una frecuencia es nula, una no nula y la matriz A

no diagonalizable.

Si = 0, los valores propios de la matriz A del sistema linealizado son
>\1 - :l:’L, )\2 - O, (399)

Se verifica que el vector a; = (i(5 + 3iv/3), i(—B\/§+ i),1, 1) es el vector propio corres-

pondiente al valor propio 7 de la matriz A, el vector propio asociado al valor propio nulo es
as = (1, —%, %, 1) y el correspondiente vector propio generalizado es ay, = (3%/5’ 0,1, 3—\5/3 .

Asi, de acuerdo a la notacion en el Teorema 20 se obtiene que r; = (%, —iB\/g,O, 1) y
3v3 1
4 01
k1 =1, kg =3/2, 0 =1y ds = —1. Asi, la matriz N en (3.52) viene dada como

s1 = ( 1,0). De donde, se sigue que {ri,s1} = 1y {az, a4} = —%, por lo tanto,

5 _3 33 4
4 \/g £ 3
1 3 1
No| —iGBvE) % 10
0 ¥ 1 3 ’
1 3y 2
2 2v/3
Esta es simpléctica, pues
-0 0 0 10 i B Sl
_3 3 V3 3 0O 0 0 1 _33 V31 0
NTJN = 2 2 2 2 r 2_ 1
N | RN | B
4 3 5 — 3 5
a0 5 s 0 —1 00 L = 0 35
0 0 10
B 0 0 01
| -1 0 00
0 -1 0 0

Finalmente, usando la ecuacion (3.53) en el Teorema 20, concluimos que la forma normal
K, para Hy en (3.98) es dada por

1 1
Ks(q,p) = 5(61% +p}) — 5293-

Aplicacion 2 Aplicacion al caso donde las frecuencias son no nulas, iguales y la matriz A

no diagonalizable debido a Markeev.

Sip= %(1 — @), los valores propios de la matriz A del sistema linealizado son
2i 21
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cada uno con multiplicidad dos. La matriz A tiene como vector propio asociado al valor

propio iw a a; = (v/2, —i(v/2 — 2),i(v/2 — 1),1) y el correspondiente vector generalizado es

as = (0,2 —+/2,2(v/2—1),4). Asi, de acuerdo a la notacion en el Teorema 21 se obtiene que
ri = (v2,0,0,1), re = (0,2 —v2,2(v2 - 1),0),
s1=1(0,2—v2,v2-1,0), sy =(0,0,0,1).

1

Ahora notemos que {r,m} =2—v2y {s2, 72} = =2+ /2. Por lo tanto, x; = — Ko =
3
3 ( 21_\/5) (V2—2) y 6 = 1. Asi, la matriz N en (3.65) viene dada como
1
2+12 0 0 ——
N 0 V22 V2 0
- 0 1-2 3 —1+\/§) 0 )
V22 2¢/2-2
1 0 0 _ 3
2—/2 2¢/2—V2
Esta es simpléctica, pues
1
e ’ " 2oV 0 0 10
0 V2 -2 A2 0
NTIN — N 0 0 01
- 0 232 3(—14+v?2) 0 -1 0 00
2 2¢/2-v2 0 -1.00
- 1 0 0 o 3

4-2v/2
0 —V2—2 V22 0
0 1—v2 3—1+\/§) 0
V22 2¢/2-/2
1 0 0 3
2—/2 24/2—V2
0O 0 10
B 0 0 01
| -1 0 00
0 -1 0 0

Finalmente, usando la ecuacion (3.67) en el Teorema 21, concluimos que la forma normal

K, para Hy en (3.98) es dada por

V2

1
Ks(q,p) = 5(13% +p3) + 7@1192 — ¢op1)-
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Aplicacion 3 Aplicacion al caso donde las frecuencias son no nulas, iguales y la matriz A

no diagonalizable debido a N. Burgoyne y R. Cushman.

Recordemos que la matriz asociada a las ecuaciones Hamiltonianas correspondiente a H,

viene dada por

0 1 1 0

~1 0 0 1

A= _1 3V3 3B g
3v3 43\/3u ! 5 ?

0T 1 —1 0

Sip= %(1 — @), los valores propios de la matriz A del sistema linealizado son

V2 V2i
27 2’

cada uno con multiplicidad dos. De aqui tenemos que el polinomio caracteristico tiene la

A A = (3.101)

forma

P(\) = <A2 + %)2 : (3.102)

Calculos simples muestran que el polinomio minimal p,,;,(\) es igual al polinomio carac-

teristico.

Para la descomposicion de la matriz del sistema linealizado A como suma de una matriz

simple Y con una matriz nilpotente M, siguiendo el algoritmo dado en el Teorema 22, tenemos

o 0 242 —1-42 0
242 0 0 —1-v2
» = 224 v2) 0 0 N (3.103)
0 5(=2-V2) 1+V2 0
' 0 —1—-vV2 242 0
M = 1-v2 0 0 2-v2 (3.104)

H=2+V2) 0 0  —-1++2
0 H(=2-v2) 1+V2 0.
Como M # 0y M? = 0 tenemos que t = 1. Ahora vamos a obtener z € W3- = R* tal que
Mz#0y {2, Mz} =4, donde 6> =1. Si z = (0,0,0,0) para tener {z, Mz} = —1, podemos

escoger 0 = (1 — g)_l/z. Luego, la forma normal de A es

[y

o o

JS* = (3.105)

o Ly e

|
—_
S oo
Syl o o
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La funcion Hamiltoniana cuadrética asociada a la matriz JS* esta dada por

Ko(q1, 92, p1,02) =

1
§(qf +43) +

V2
7(611]?2 - C_I2P1)-

(3.106)

Usando la ecuacion (3.76) tenemos que la matriz N es dada como JS* = N7'AN es dada

por

0 o 1
—\/25" V25 0
—37” o 0 ’
0 0o 2
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Capitulo 4

Formas normales para sistema
Hamiltonianos no lineales

En este Capitulo estudiamos formas normales para sistemas Hamiltonianos no lineales.
En particular, estudiaremos la forma normal para un Hamiltoniano con dos grados de libertad
hasta términos de quinto orden cuando la parte cuadrética es nula, y la forma normal hasta
cuarto orden para un Hamiltoniano con dos grados de libertad cuando la parte cuadratica
no es diagonalizable. Para este fin, centramos nuestro anéalisis en los tres casos estudiados
en el Capitulo 2, pues es de nuestro interés normalizar los términos de orden mayor o igual
a tres, ya que en muchos casos la parte lineal de un sistema Hamiltoniano no nos brinda
informacién sobre la estabilidad no lineal del sistema. Por esta razén necesitamos analizar
términos de mayor orden en el Hamiltoniano, lo cual puede resultar complicado por la can-
tidad de términos que pueden aparecer. Los métodos que utilizamos son la forma normal de
Gustavson, la forma normal de Birkhoff (segun [15]) y el método de Lie o Deprit-Hori (de

acuerdo a [13]) para calcular la forma normal de sistemas Hamiltonianos no lineales.

4.1. Forma normal para un Hamiltoniano con dos grados
de libertad hasta términos de quinto orden cuando
la parte cuadratica es nula

En esta seccion generalizaremos la forma normal de Gustavson para sistemas Hamilto-
nianos no lineales con dos grados de libertad expuesta en la subsecciéon 2.7. Este resultado

es completamente original, debido a que en la literatura atn no ha sido estudiado por otros
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autores.

El anélisis de este caso es cuando el Hamiltoniano

H(q1,q2,p1,p2) = Z H,(q1, g2, p1,p2) + H(q1, g2, p1, p2),
s=m (4.1)

_ T k1 ko 11 l2
Hs(Ch, Q2,P1,p2) = g hklkglllz% 42" P1 Py,
ki+ko+li+la=s

comienza con términos de grado tres o mas, mediante la construcciéon de un cambio de coor-

denadas simpléctico (g1, g, p1,p2) — (Q1, Q2, P1, Py) que simplifica el Hamiltoniano (4.1).

Es importante senalar que la transformaciéon simpléctica que introduce las nuevas varia-
bles Q@ = (Q1,Q2) y P = (P, P») esta asociada a la funcion generadora S = S(q1, q2, P1, P»)

de la forma

n—m-+2
S=aP+ g+ Z Ss(q1, @2, Pr, ),
= (4.2)
SS - Z Sk1k2l112qf1q§2plllp212a m 2 37 n 2 47

k1+ko+l1+l2=s
donde Sk, k1,1, son coeficientes constantes. Estos valores seran determinados mediante el
proceso de simplificacion de la funcion H. Adicionalmente, al caso un grado de libertad
descrito en la seccion 2.7, adaptado a la actual situacion, es decir, para Hamiltonianos con

dos grados de libertad, se obtiene que la relaciéon entre las antiguas y nuevas variables es

dada por
oS oS
i = A, P = =, :172 43
Qi=g5p P 9 (4.3)
A vpartir de estas relaciones, encontramos las expresiones ¢; = ¢;(Q1,Q2, P1, P2), p; =

pi(Pr, Po,Q1,Q2) i = 1,2, para las antiguas variables en términos de las nuevas variables

como expansiones inclusive hasta términos de grado n — m + 1 con respecto a ); y P; por

. 853(Q17Q27P17P2>

¢ = ¢:(Q1, Q2, P1, P») = Q; L
s (4.4)
05 .Qs, Py, P. )
pi = pi(Q1,Q2, P, P) = P + 3(Qla%2' 1, ) n

t = 1,2. Aqui los puntos suspensivos denotan los términos de grado mayor a dos con respecto

a @; v P; (inclusive hasta términos de grado n — m + 1).

Sustituyendo las expresiones (4.4) en (4.1), se produce la expansion en series de la funcion

Hamiltoniana I' definida por
l

I'= ZFS(Q17Q27P17P2)+f(Q17Q27P17P2)7 I's = Z Vrrkatnt, Q1 Q52 Py Py,

s=m ki+ko+l1+la=s
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donde f(Ql, Q2, P1, P2) es una funciéon que contiene términos de grado mayor que n con

respecto a (); vy P;. Siguiendo el enfoque que brinda el algoritmo de la forma normal de

Gustavson como en [22|, se obtiene que las funciones I'y(Q1,Q2, Pi, P») son encontradas

utilizando las formulas o relaciones:

1—Wm = Hm(Q17Q27P17P2>7
Fm—i—l = {537Hm}+Hm+1(Q17Q27P17P2)7

Iy = {S—mio, Hn} + Ho(Q1,Q2, P, ) + Fr.(Q1,Q2, P, Po) (r=m+2,...,

n), (4.7)

de manera secuencial. En efecto, usando las mismas ideas que en el caso de un grado de

libertad, obtenemos que la relaciéon entre el Hamiltoniano inicial H y el nuevo Hamiltoniano

I', es
I o8 08 r 0s 0S PP
q1, 42 = 1, 12
T 8 0qQ 0P1 8P2 ’ ’
es decir,
as as a8S: as
Hm(ql,qz,P1+—3+ P 22 4 )+Hm+1 (ql,qz,P1+—3+ Py 2 4 )+
o dq2 0 Oq2
oS3 oS3 oS3 oS3
. e R i P, Py) 4T, e R i PPy ) 4
(q1+8P+ 2+8P+ 1 2)+ n+1(f11+ap+ 2+8P+ 1 2)+
donde, H, = h k2 pli T, k1 ke
onde, s — k1k21112q1 75 1 y Ve1kalrl291 92
ki+ko+l1+l2=s k1+ko+l1+l2=s
lo tanto:

1. Los términos de grado m deben satisfacer la relacion:
Hy(qu, @2, Pr, P2) = Ui(q1, @2, Py Po).

2. Los términos de grado m + 1 deben satisfacer la relacion:

/ ~1p 95 95
> Mk h @ EP PR 4 Y Dk lagt @R PP laj

oq

K|+ [l]=m K|+ [l]=m

0S3 9S4
Z 7k1k2l1l2k1q11 IQ§2PI1PZ28T+ Z 7k1k21112k2q1 qkz IPhP?lQ@—Pg

1

k[ +[l|=m k[ +|l|=m

Como hy,ykyinty = Veikolyt, cuando |k| + |I| = m, entonces

0S5
Tmer = >, hwonty (llql g5* P1 T Py o 90 + Ly g5 P{ Py
K|+l =m @

m+1 {53, m} +Hm+1~
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3. Los términos de grado m + 2 deben satisfacer la relacion:

_ 854 — 854
Z hk1k2lllzl1q1 q22Pl1 1Pl2 + Z hk1k2lll2l2q1 ]2€2P{1P2lz 18_+
|K|]l]=m Tk li=m a
- Iy _ 853\ 2 - Iy 853\ 2
Z hk1k2l112(2)‘hl k2Pl1 Pl2 (78 ) + Z hk1k2l1l2(2)qIfIQ22Pl1P2l2 2 9 +
||+ =m a ||+l =m 4
_ oS _108
1i—1 pls 953 1y pla—1953
Z hk1k2lll2l1q1 ‘122P1 Py — on Z hk1k2lll2l2q1 ‘122P1P2 s +Hpgo =
|k|+]l|=m+1 |k|+]l|=m+1
~ 8S4 — 8S4
Z hkl/’vzlllzquiCl QPIIPQIZ oP, + Z hklkzlllzkqu q22 1PIIPQI2 P,
[k|+[l|=m [k|+t|=
K1\ ky—2 ko s pls {0537 k2 ko2 oly pls (0537
Z 7k1k2lll2(2)q11 q5° Pyt Py? <9_P1 + Z 7k1k21112<2)q11q 2TOP Py a_P2 +
[k|+[l]=m [k|+[l]=m
853 — 653
Z 'Yklkzlllzqul ! kzPllPQZZ 9P, Z 7k1k2l1lzk2qlflq§2 1P111Pl287 + T
k| +l=m+1 L k|l =mat1
Entonces,
. 7 11—1 854 ko lo—1 854
Lo = E Pkkatats | 1107 G52 Py + lg) ¢b* P P} -
8 3Q2
|k[+]l|=m
k‘l—l 11 plo 85 k1 ko—1 pli plo 853
k1qy P Py ap, — koqiqy> PR op, + Foge + Hpyo
1—‘m—|—2 - {547 Hm} + Fm+2 + Hm+2-
donde
- Iy _ 053\ 2 - Iy _
Frq2 = Z hk1k2l1l2< )‘ITIQ?PP 2P212 (7) + Z hk1k21112< )‘Iflqlzwplllpzl2 2
2 oq1 2
[k|+|l]=m [k|+[l]=m
_ 853 853
Z hk1k2l1l2l1ql q22Pl1 1Plz Z hk1k2l1l2l2ql q22Pl1Pl2 18__
|kl +[l=m-+1 « \k\+\l\:m+1 a2
K1\ k-2 ks i pla {0537 ka\ gy ko— 1, (0S3
Z 7k1k21112<2>q11 q5° Pyt Py? 67131 - Z 7k1k2l112<2>q11 2 Plle2 87]32
[k|+[l]=m [k|+[l|=m
853 a53
Z “/klk21112k1q1 -t kzPlngl2—— Z 7k1k2l1l2k2q1 2 1P111P2lz
oP, 8P
||+l =m+1 ||+l =m+1

Considerando la forma polinomial de S3,

853\ 2
73) n
9q2

)2_

Ss(q1,q2, Pr, P) = S3oooQi}’ + 50300613 + 50030P13 + 50003P23 + 5210061%% + 52010(]%P1

+ 52002Q%P2 + 51200Q1qg + 50210Q§P1 + 50201Q§P2 + 51020Q1P12
+ 50120(121312 + 50021P12P2 + 810026111322 + 80102Q2P22 + 500121311322

+ 51110012 P + 5110012 P2 + s10011 PL P + 5011142 P1L P,

se obtiene que
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~ l - l
2 1\ k1 ke pli—2 pl 2 2\ k1 ko pli pla—2
Fpp2 = g Z hk1k211l2<2)‘111‘122pll Py? + aj Z hk1k2l1l2(2)‘111‘122P11P22 +
[k|+[l|=m k| +]l[=m

5 k1 ko pli—1pl 5 k1 ko pli pla—1
a1 E : Prykatyi 1101t @5° Pt P? + a E : Py kgty 1y 027" @5 Pt Py~ —
|k|+|l[=m+1 [k|+|l|=m+1

K1\ k1—2 ko pli pl k2\ ki ko—2 5y pl
G Z 7k1k211l2<2)‘111 ‘122P11P22_5§ Z 7k1k21112<2)‘111‘122 PitPy?—
[k|+[l=m [k|+[l]=m

B1—1 ko ol pl k1 ka—1 ply pl
B1 Z Vi kolila k101" @o> Pyt Py? — o Z Vi kalyla k207" a5 Pyt Py2.
|+l =1 |+l =m—+1

Donde
a1 = PiPysionn + 2Piqisa010 + Prgasiiio + Pisiozo + Pysiooe + 2Paqusaoor + Pagasiion+
3¢i s3000 + 2014252100 + @5 512005
ay = ho11 PLP2 + Pigisino + 2Pigasozio + Prsorz0 + P3soro2 + Paqisiior + 2Pagasozor+
& 52100 + 2914251200 + 35 503005
Br = ho111Paga + 3PP so0s0 + 2P Pasonar + P3soor2 + Paqisio11 + 1 S2010 + q14251110+
2P1q151020 + @3 50210 + 2P1¢250120,4
Br = hoi1Prga + Plsoozt + 2Py Pasoora + Prgision + 3P soo0s + 2Paq1 51002 + 2P2g250102+
G s2001 + Q14251101 + G5 So201-
Es importante senalar que las relaciones (4.5)-(4.7) son la esencia del algoritmo, donde las
funciones F) en (4.7) dependen de H,,, ..., H._; obtenidas por la expansién del Hamiltoniano

original (4.4), como también de S encontradas para s = 3,4,...,r —m + 1, que definen la

funcion generadora (4.7).

4.2. Forma normal hasta cuarto orden para un Hamil-
toniano con dos grados de libertad cuando la parte
cuadratica no es diagonalizable

A continuacién determinamos la forma normal hasta términos de cuarto orden para los
Hamiltonianos con parte cuadratica obtenidos en los Teoremas 19 y 20, respectivamente.
Para la normalizacion, hacemos uso del algoritmo de Gustavson descrito anteriormente en la
seccion 4.1, siendo en algunas situaciones un requisito en nuestro tipo de argumentos para el
estudio de la estabilidad o inestabilidad en el sentido de Liapunov de la solucién de equilibrio
(0,0,0,0).
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Comenzamos la normalizaciéon de los términos de orden tres de un Hamiltoniano cuando
los valores propios de la parte lineal son todos nulos en el caso de rg(S) = 1, esto se muestra

en el teorema que presentamos a continuacion.

Teorema 23 Euxiste una transformacion simpléctica (q1, g2, p1, p2) — (Q1, Q2, P1, P») asocia-

da a la funcion generadora

S = Q1P1 + Q2P2 + Z Ss> Ss = Z sk1k2l1l2£]flqg2p1l1p2b>
s=3 |k|+|l|=s

donde |k| + |l| = k1 + ko + 1 + I y satisfaciendo
S S S S

plzﬁ—ql’ Pzza—qz, Ql:a—Pl’ Q2:8—P2’
que transforma el Hamiltoniano
o
H = H(q1, 92, p1,p2) =§p§+Hg+H4+--- (4.8)

en el Hamiltoniano

)
K = §P12 + k3000Q:1)’ + ]f0300Q§ + ]f0003P23 + 7472100@%@2 + kzom@%% + klzoleQg + k0201Q§P2

+ k1002Q1P22 + k0102Q2P22 + k11001 Q2P + Ky + - - -
(4.9)

donde k3000 = h3000; k0300 = h03007 k0003 = k00037 k2100 = h2100; k2001 = h20017 k1200 = h1200;

k0201 = k02017 k1002 = h1002; k0102 = h0102 ) kllOl = kllOl-

Demostraciéon. Sabemos que la relacion entre el Hamiltoniano inicial H y el nuevo Hamil-

toniano K (o normalizado) es

0s 0S8 o8 0S
H — — | =K |(—,—. P . P.
<Q1,Q2, aqla aq2) <8P17 0P2> 1, 2) )
si y solamente si,

5 [0S\ dS dS
<—> +H3<Q17Q1,P1+—3+"',P2+ 3)+"'=

2 oq oq 8—Q2
o 0S3 0S3
P21 K =2 ... = 4... P P
i1t 3<Q1+0P1+ ’q2+8P2+ P, 2)+
Entonces, los términos de grado tres deben satisfacer la relacion
08,
Ky = Hy+0P——,
Oq
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si y solamente si,

Ky=Hs+ Y 0(ki+1)sk, 41 k001001 05 P PR,

k| +]l]=3
11>1

para todo |k| + |l| = 3. De esta tultima igualdad polinomial, tenemos la siguiente relacion
entre los coeficientes de las formas cibicas de los Hamiltonianos H y K, y de la funcién

generadora S,
kklk2lll2 = hk1k2lll2 + 5(k1 + 1>Sk1+1,k2711—1,l27 (41())

para todo |k| + |I| = 3. A continuacion, procedemos a normalizar los términos cibicos del
Hamiltoniano (4.8). Entonces, considerando las posibilidades para |k| +|l| =3 con k; > 0y

[; >0 (j =1,2), dadas por el siguiente Cuadro 4.1.

kv |3101010(212(2]1/0(0}1]{0]0112(0j0]1]1|1/0
ka1O(31010]12]0(0(2]2]2[0(1(0j0]1]0]1]|1]0]1
L{0f0|13]0]0]1]0}j0(1|0122|2]0]0]1]1]0|1]|1
lb {OJ0|10]3]0]0[2]j0(0|1|010|1]|2]2]2]0]1|1]|1

Cuadro 4.1: Relaciones para |k|+ |[| =3 con k; >0y ; >0 (j =1,2).

A partir de la ecuacion (4.10) tenemos las siguientes relaciones entre coeficientes:

k3000 = 3000, 1200 = h1200, Koto2 = hoto2,

o300 = ho3oo, Ko210 = ho210 + 51200, Kooi2 = hoo12 + 051002,
kooso = hooso + 051020, Ko201 = hozo1, F1110 = hi110 + 2052100,
Fooo3 = hooos, 1020 = h1o20 + 2052010, F1101 = hiio1,

k2100 = h2100, Ko120 = hoi20 + 951110, Fio11 = hio11 + 2052001,
Fa2010 = hao1o + 3053000, Koo21 = hoo21 + 951011, Ko = hoii1 + 01101,
k2001 = haoot, k1002 = h1oo2-

Con el objetivo de obtener un Hamiltoniano K con la menor cantidad de coeficientes en
su forma ciibica, elegimos convenientemente los coeficientes de S5 de la funcién generadora

S, via las relaciones

) )
53000 = —ghzolo, 2010 = — 351020, 1200 = —0ho210, Soo12 = 0,
Soz00 = 0, S2001 = —§h10117 So210 = 0, s1110 = —0ho120,
So030 = 0, So201 = 0, Soo21 = 0, s11010 = —0ho111,
So003 = 0, 51020 = —0Ngo30, 51002 = —0hoo12, s1011 = —0hooa1,
_ _9 _ _ _
2100 = —5N1110, So120 = 0, So102 = 0, so111 = 0.

En virtud de la eleccién realizada, se tiene que: ]{30030 = ]{32010 = ]{70210 = ]{71020 = ]{30120 =

k0021 = k0012 = klllO = klOll = kOlll = 07 k3000 = h3000a k0300 = h0300ak0003 = h’00037
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k2100 = h21007 k2001 = h20017 k1200 = h12007 k0201 = h02017 k1002 = h10027 k0102 = h0102 y
kllOl = hllOl-

De este modo, hemos normalizado los términos ctibicos del Hamiltoniano (4.8) y por lo

tanto, su forma normal de términos ctbicos viene dada por

K; = ksooo@‘z) + kosoo@% + ]f0003P23 + 7472100@%@2 + kzoolepz + klzoleQg + k0201Q§P2
+ k‘1002Q1P22 + k0102Q2P22 + k1101 Q1 Q2 Fs.

Por lo tanto la forma normal del Hamiltoniano (4.8) en como en (4.9). =

A continuacién, vamos a normalizar los términos de orden cuatro del Hamiltoniano

definido en la ecuacion (4.8) del Teorema 23.

Teorema 24 FEuxiste transformacion simpléctica (q1, g2, p1,p2) — (Q1, Q2, P1, P2) asociada a

la funcion generadora

S=qPi+@aP+> S, Se= Y Sumundt e PP,
s=3 |k|+|l|=s

donde |k| + |l| = k1 + ko + 1 + I y satisfaciendo

oS oS oS oS

plzﬁ—ql’ Pzza—qz, leﬁ—Pl’ Q2:8—P2’

que transforma el Hamiltoniano (4.8) en el Hamiltoniano

)
K = B 12 + k‘3000Qi’ + k0300Q§ + k0003P23 + k2100Q%Q2 + k2001Q%P2 + k‘1200Q1Q§ + k«‘0201Q§P2

+ k1002Q1P22 + k0102Q2P22 + k1101Q1 Q2 + k4000¢1f‘ + ko400¢1§ + k«‘0004P24 + k‘smoQ%QzﬂL
k3001Q%P2 + k‘1300Q1Q§ + k0301qu2 + k‘1003Q1P§’ + k0103Q2P§’ + k2200¢1%qg + k2002Q%P22+

kO2O2Q§P22 + k2101Q%Q2P2 + k1201Q1q§P2 + k‘1102Q1Q2P22 + -
(4.11)

Demostraciéon. Debido al Teorema 23, los términos ctubicos del Hamiltoniano (4.8) ya han
sido normalizados. Por lo tanto, debemos normalizar los términos de grado cuatro, los cuales

deben satisfacer la relacion Y
K4 :H4+5P1—4—|—F4, (412)
oq
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donde

5 (085)° I S5
> frkannat g PP = 5 <8—q1> + D hk1k2l1l2<1 'g5? P/ IPéQa 1+

|k|+t[=4 |k|+1]=3
l 0S. 05,
Z hk1k2l1l2<12)qi€1quplllpzlg 1923 Z kk1k2l1l2( ) k1—1 kzPl1P2lzaP3
|k|+1]=3 |k|+1[=3
k oS
Z kk1k211l2< 2) kz 1P P2 8P3
Jkl+111=3 2

y como por el teorema anterior se conoce explicitamente S3, la cual esta definida por:

Ss(q1, q2, P1, ) = 8300061;’ + 82100Q% + 82010(1%131 + 82001Q%P2 + 81200Q1qg + 81020Q1P12+
810026111322 + 511100192 P1 + s1101q192 P2 + s10111 P Po.

Por tanto, se tiene que

o L
Y. Fuknnd' PPy = SA AL Y hklkzzlzg(l)ql 6 Py Pt
k[ +]=4 |kl +1]=3
b
5 e (2 =3 ()t
k[ +1[=3 k[ +[1]=3
A
Z Kk oty (qu“qé” ‘P PR,
|k|+1]=3

donde

Ay = Py Pasion + 2Piqis2010 + Prgasiine + @1 Pisioz0 + P3si002 + 2Paq1 52001 + Pagas1101
+ 34753000 + 2014252100 + G5 51200,

Ay = 2821000142 + 5120005 + 111002 P1 + 1101022,

By = s3010¢; + 2510201 P1 + s1110¢12 + S1011 P1 P,

By = s3001¢; + 25100261 P2 + S1001012 + 101141 Py

Considerando la igualdad polinomial (4.12), tenemos la siguiente relacion entre los coefi-

cientes de las formas cuarticas de los Hamiltonianos H y K, y de la funcién generadora
S,

kklkzlllQ = hk1k21112 + 5(k1 + 1>Sk1+1,k2711—1,12 + fk1k211l2 (413>
para todo |k| + |{| = 4. A continuacion, procedemos a normalizar los términos cuérticos del

Hamiltoniano (4.8). Entonces, considerando las posibilidades para |k| + |[| =4 con k; > 0y
[; >0 (7 =1,2), de acuerdo a los siguientes Cuadros 4.2 y 4.3.

111



ky 410101013 (3(3(1(0(01/0(0|1]0]0]2]2]2]0[|0|0
ka |0O(4/0|0]1]0]0|3}3]3[011(010]1]0]2]0]0]2[|2]|0
L 10|014]0{0[2]0]0[2(0}3|3|3|0]0]|1]0]2]0[2|0/|2
Il |OJ010]4]0(0]2]0]0(2|0|0|12]|3]|3[3]0]0]2[0|2|2

kv 2121211101110 (1}1]0]1
ko | 1]11012(2]2]1|011(1]0]1]1
Lj1rjoj1j1y0f1}j2(2|2|0(1(1]1
lb(OJ1]1|j0f1|1j0(1]1|22|2]|1

F4000 = haooo + fa000,

Koa00 = hoaoo + foaoo,

kooso = hooao + 051030 + fooao,
Koooa = hooos + fooo

k3100 = hs100 + f3100,

k3010 = hso10 + 4954000 + f3010,
k3001 = haoo1 + f3001,

k1300 = h13oo + f1300,

kos10 = hosi0 + 051300 + fo310,
Kozo1 = hozor + fozo1,

1030 = h1o30 + 2052020 + f1030,
ko130 = ho1so + 051120 + fo130,
koos1 = hoos1 + 051021 + foos1,
k1003 = h1oo3 + f1003;

ko103 = ho1o3 + fo103,

ko013 = hoois + 051003 + foois,

k2200 = ha2200 + f2200,
o020 = hao2o + 3053010 + f2020-

2002 = haoo2 + f2002,

koa20 = hogao + 051210 + fo220,
Fo202 = ho202 + fo202,

koo22 = hoo2z + 051012 + fooze,
k2110 = ho11o + 3083100 + f2110s
k2101 = haio1 + fa101,

k2011 = hoo11 + 3083001 + f2011,
k1210 = hi210 + 2052200 + fi210,
k1201 = hi2o1 + fi201,

koo11 = hog11 + 051201 + fo211,
k1120 = hi120 + 2052110 + f1120,
k1021 = hio21 + 2082011 + f1o021,
ko121 = hoi21 + 051111 + fora1,
Fi102 = hi1o2 + fii02,

k1012 = hio12 + 2052002 + fio12,
ko112 = honiz + 051102 + fori2,
k1111 = hii11 + 2082101 + fi111s

Cuadro 4.2: Relaciones para |k| +|l| =4 con k; >0y ; >0 (j =1,2).

Cuadro 4.3: Continuacion relaciones para |k| + |l| =4 con k; >0y ; >0 (j = 1,2).

A partir de la ecuacion (4.13) tenemos las siguientes relaciones entre coeficientes:

Con el objetivo de obtener un Hamiltoniano K con la menor cantidad de coeficientes en su
forma cuértica, elegimos convenientemente los coeficientes de Sy de la funcién generadora .S,

via las relaciones

S4000 = _%(hi’)OlO + f3010), So031 = 0, S2011 = —g(hlom + f1021),
So400 = 0, 51003 = —5(h0013 + f0013), 51210 = —5(h0220 + f0220)7
S0040 = 0, So103 = 0, s1201 = —6(ho211 + fo211),
So004 = 0, So013 = 0, So211 = 0,

53100 = —é(hzno + fa110), 52200 = —é(hmo + fi210), s1120 = —6(ho130 + fo130),
83010 = —g(h2020 + f2020); 52020 = —§(h1030 + f1030); s1021 = —06(hoos1 + foost),
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83001 = —%(hzon + fo011), 52002 = —g(hlolz + fio12), So121 = 0,

51300 = —5(h0310 + f0310), S0220 = 0, S1102 = —5(h0112 + f0112),
So310 = 0, So202 = 0, S1012 = —5(h0022 + f0022),
S0301 = 0, So022 = 0, So112 = 0,

51030 = —06(hooao + fooso), S2110 = —g(hlmo + fi120), s111 = —6(ho21 + foi21),
S0130 = 0, 52101 = —5(h1111 + f1111)-

En virtud de la eleccién realizada, se tiene que ]{70040 = ]{73010 = ]{30310 = ]{31030 = ]{70130 =
k0031 = k0013 = k2020 = k0220 = k0022 = k2110 = k2011 = k1210 = k0211 = k1120 = k1021
k0121 = k1012 = k0112 = kllll =0 y

Shionh 36hiosohanon  Shinohsoor | Oh3
k0004 — h0004—|— 1011742100 + 1020743000 1110742001 + 2010 —(5}1,2

Sh?
k0400 = h0400 - 3210 .
Sh?
k0004 = h0004 - 3012 .
k3100 = h3100 + 6h0111h2100 + 35h0120h’3000 - 25h0210h2001 + 5h1011h’1200 + 5h1020h’2100_
5h'1101h'1110

5 + 0h1110h2010 — 20h1110h2010-

0hip11h
ksoor = hsoor + 20hoo12ha100 + 360021 Psooo — Ohori haoor — Ohageahiiie + — 4

2
6}7'1011 h2010 - 25}11011}7'2010 + 5h1020h’2001-

k1300 = P00 + 30ho111h0300 + 0ho120R1200 — 200201 ho210 + 0ho210h1110 — 20h0210P1110-
kozo1 = hosor + 6°ho111ho210 — 26ho111hoz10-
k1003 = h100s + —30hooosho111 + 20hoo12ho102 + dhoo12hi1011 — 20hoo12h1011 + Ohoo21 P1ooz-

k0103 = h0103 + 53h0012h0111 - 26h0012hOlll-
5h0201h1110

k2200 = ha2o0 + 20ho111h1200 + 20h0120h2100 — — 5 26ho210h1101 + dho210h2010—
30hg300h Ohioa0h Sh?
96 hoa1ohaoto + 03(;0 ou 102; 1200 ;110 _ 5h%110-
kaoos = h 30hoooshurto | o g Shoorah
2002 = Paooz — ————— + 0012P1101 + 0hoo12h2010 — 20hoo12h2010 + 20ho021 2001 +
Ohoroah Ohi002h Sh?
010; 011 98 hor11hion + 100; 1020 5011 _ 5h%o11-
Sh?
ko202 = hozoz + 6hoo12ho210 — 26hoo12hozio + —a L — 5h3111
k2101 = ho1o1 + 40hoo12h1200 + 200021 h2100 — 0hot02h1110 + 0ho111h2010 — 20ho111hao10+
dhio20h1101

20hg120h2001 — 40ho210N1002 + Oh1011 1110 — 20h1011 1110 + 5

k1201 = hi2o1 + 60hoo12h0300 + 0hoo21P1200 — 40h0102R0210 — 0ho111R0201 + Oh0111R1110—
20ho111h1110 + Ohor20h1101 + hooiohiorr — 20hg210h1011-
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k1102 = hiio2 — 60ho003ho210 + 0hoo12h1110 — 20ho012h1110 + 0hoo21hitor — dhotozhorin+
dho111hio11 — 20ho111h1011 + dhor120h1002-
De este modo, hemos normalizado los términos cuarticos del Hamiltoniano (4.8) y por lo
tanto, su forma normal de los términos cuarticos esta dado por:
Ky = k100041 + Koo + koooa Py + k31000762 + ksoo1@; Po + k13000145 + kosor @ Pot
k100301 P + Ko103G2Ps + kaz00a5 @5 + k00205 Py + ko20245 Py + k21014742 Pa+
k12010103 P2 + k1102102 P5.

Pot lo tanto la forma normal hasta términos de orden cuatro del Hamiltoniano (4.8) es

como en 4.11. n

A continuacion normalizaremos los términos de orden tres de un Hamiltoniano cuando
una de las frecuencias de la parte lineal es nula, esto se muestra en el teorema que presentamos

a continuacion.

Teorema 25 FEuziste transformacion simpléctica (qi, g2, p1,p2) — (Q1, Q2, P1, P») asociada a

la funcion generadora

n—1

S=qPi+¢@h+ ZSS(Q1,Q2,P1,P2)7
s=3

oS oS :
Ss - Z Sk1k21112q]f1q§2 1l1P2l27 Ql = 8—P7;’ Pi = a—qiu n Z 471 = 172
ki+ko+l1+la=s
que transforma el Hamiltoniano
1 1 -
H(q,p) = 551(1% + 55200(93 +p3) + Hs + Hy + Hs + H(q1, g2, p1, p2) (4.14)

en el Hamiltoniano
1 1
K(Q1,Qq, P, P) = 55162%4—552(Q§+P22)+k:0030P13+k0210P1(q§+P22)+K4+K5+- -+ (4.15)

donde koozo = hooso Y ko210 = koor2 = %(homo + h0012)-

Demostracién. La demostracion lo realizaremos usando el algoritmo de Gustavson descrito
anteriormente en la seccion 4.1. Sabemos que la relacion entre el Hamiltoniano inicial H y
el nuevo Hamiltoniano K (o normalizado) es

oS 0S8 oS 0S8
H —— | =K | =—,—, P, P.
<q17q27 aqlv aq2) <aP17 0P27 1, 2) )
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si y solamente si,

0 5 0 |, [0S dSs 95s
i 22 - H P+ = 4... P4+ =2 R
2Q1+2w 4 + 90, + 3| q1, q2, 1+8q1+ ) 2+8q2 +
& (9S\® 0, s\ 95 955
R e z2 = P K T = ... PP
2 (apl) +2w aP2 + 2 + 3 ql_'_apl_'_ 7(]2"‘8P2+ y 41,42 +
si y solo si
& 5 O | 8S;s 08, ? S5 S5
22p2 P, 223 2P H P+ == Py =
g litowW |6 2+8q2+8q2+ +13 { q1, G2, 1+8q1+ ) 2+8q2 +
5 dS; 98, 25, I S
L s Tt ST = et A It ST P Ko+ -
2<q1+apl+apl+ Y\ 2T ar, TR T M)
Entonces, los términos de grado tres deben satisfacer la relacion
0S; 0S5 0S5
Ks = Hs+ bwPy—— — (i o — Oow@a—=—-
3 3+ 02wl 9 141 oP; 2WQ28P27
si y solamente si,
K3 = H3 + Z Gow(ka + 1) sk kys1na1 01 g5 P Py —
|k|+1]=3
12>1
D ol A Usp ko 110 2 PR = Y Sow(ls + sk 14141 452 P Py,
|k|+1]=3 |k|+|1]=3
k121 ko>1
para todo |k| + |[| = 3. De esta tltima igualdad polinomial, tenemos la siguiente relacion

entre los coeficientes de las formas cibicas de los Hamiltonianos H y K, y de la funcién

generadora S,

Kivkotits = Pkykotnty + 02w (k2 + 1) Sk kot1111—1 — 01 (1 + 1) Sky—1koty +12 — 02w ({2 + 1) Skiko—11115+1,

(4.16)
para todo |k| + |I| = 3. A continuacion, procedemos a normalizar los términos cibicos del
Hamiltoniano (4.14). Entonces, considerando las posibilidades para |k| + |[| = 3 con k; > 0
y l; >0 (j =1,2), dadas por el siguiente Cuadro 4.4.
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By 13101010122 (2(1(0(0f1(0f0|1]0]0]1]1]1]0
ka1O(31010]1]0(0(2]2}2(0(1(0j0|1]0]1]|1]0]1
L{0(0|13]0]0]1]|0j0(1|0122|2|0]0]1]1]0|1]|1
lLb {0010 ]3]0]0[2]j0(0|1|010|1]|2]|2]2]0]1|1]|1

Cuadro 4.4: Relaciones para |k| + || =3 con k; >0y ; >0 (j =1,2).

A partir de la ecuacion (4.16) tenemos las siguientes relaciones entre coeficientes.

K3000 = h3000 — 9152010, 1020 = h1o20 — 30150030+

o300 = hosoo — 02wS0201, Fo120 = ho120 — d2wsgo21

Koo3o = hoosos Foo21 = hoo21 + dawsoi20,

Kooos = hooos + d2wso102, k1002 = hioo2 + 02ws1101 — 0150012,

k2100 = ha100 — 9181110 — d2wS2001, ko102 = howo2 + 202wS0201 — 302w S0003,

2010 = hao10 — 20151020, Koo12 = hooi2 + dawsor11,

ko001 = haoo1 + 02wsai00 — 0151011, k1110 = hi1io — 20180120 — d2wS10115

k1200 = h1200 — 9150210 — d2ws1101, k1101 = h1101 + 202wS1200 — 0150111 — 202WS1002,
ko210 = ho210 — d2wso111, k1011 = hio11 + dawsi110 — 20150021,

ko201 = ho2o1 + 302wSp300 — 202w S0102, ko111 = hoi11 + 202wSp210 — 202w S0012-

Con el objetivo de obtener un Hamiltoniano K con la menor cantidad de coeficientes en
su forma ciibica, elegimos convenientemente los coeficientes de S3 de la funcién generadora

S, via las relaciones

5
s3000 = 0, 1020 = % h2010,
_ s _ s
50300 = — 55 (2hooo3 + hozo1), So0120 = —2hgo21,
) _ 4
50030 = 3 N10205 o021 = =ho120,
$0003 = 3—1(}10102 + 2ho300), s1002 = 0,
_ 1 2 _ 5
52100 = o3 (01whi110 + 202h0021 — G2w?h2001),  So102 = —Zhooos,
_ _ 1
$2010 = 0173000, 50012 = @(52%111 + 201whig02 + 201whi200),
_ 1 2 _
S2001 = 3(5%0 hatoo — 202ho120 + 01whio11),  Si110 = p(251h0120 — Gawhion1),
_ _ A
S1200 = m@lhozlo — d1hoo12 — 252Wh1101), S1101 = m@lhmn — 20owhigo2 + 25200}11200)7
_ _ 1
50210 = 75 (201wWh1200 + 201wh1002 — 02ho111), S1011 = ?(5%)}11110 + 201 hooo1 ),
So201 = 2ho300, so111 = 5= (o210 — hoo12)-

En virtud de la eleccion realizada, se tiene que k3000 = ko300 = Kooz = k2100 = k2010 = k201 =
k1200 = ko201 = k1020 = ko120 = koor = K002 = koto2 = k1110 = Frior = Ko = kour = 0,
]{70030 = h0030 y ]{30210 = ]{70012 = %(hogm-'-hoom). De este IIlOdO, hemos normalizado los términos
cibicos del Hamiltoniano (4.14) y por lo tanto, su forma normal hasta términos ctibicos esta

dado como en 4.15. n

En el siguiente teorema, vamos a normalizar los términos de grado cuatro del Hamilto-

niano definido en la ecuacion (4.14) del Teorema 26.
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Teorema 26 FEuziste transformacion simpléctica (qi, g2, p1,p2) — (Q1, Q2, P1, P2) asociada a

la funcion generadora

n—1
S=qP+q@hkh+ ZSS(Q1,Q2,P1,P2)7
s=3
oS oS ,
Ss - Z Sk1k21112q]1€1q§2P1l1P2l27 Ql = 8—P7;’ Di = a—qiu n Z 471 = 172

ki+ko+l1+la=s
que transforma el Hamiltoniano

1 1 -
H(q,p) = 551Q%+552w(qg+17§)+k0030p§+k0210p1(qg+p3)+H4+H5+H(Q1aQ27P1,p2) (4.17)
en el Hamailtoniano

1 1
K(Q1,Q2, P, P) = 55162% + 552(623 + P2) + koozo PP + koa1oPr (g5 + Py)+
k0040P14 + k0220P12(Q§ + P22) + k‘o4oo(Q§ + P22)2 + K5 +---

(4.18)

donde ]{70030 = hoogo Yy ]{70210, ]{30040, ]{30220, ]{70400 son constantes que determinaremos.

Demostraciéon. Debido al Teorema 25, los términos ctbicos del Hamiltoniano (4.17) ya
han sido normalizados. Por lo tanto, debemos normalizar los términos de grado cuatro, los

cuales en virtud de la seccién 4.1 deben satisfacer la relacién

054 0S4 054
K H4 +52WP28 o 51 18P 62wq28P + F4, (419)
donde
5, (98 & (0S5\° 6, [9S5)\°
ki k2 ph plz o2 3 91 3 _ 02 3
k|+zz:4 ot A = 5 (8612) (8131) e (8132) i
Z hk1k2l1l2 (ll)(ﬁl(ﬁzp{l_lpf% + Z hk1k2l1l2 <l2) qflquplllPéQ_l%_
_ 1 aQ1 . 1 aq2
[kl+{l=3 |k|+]1|=3
ks k 1 pl pl 053
Z kk1k21112< ) PP
K+ TH=3 ! or,

Luego, de acuerdo al Hamiltoniano definido en (4.17), se tiene que

) 0S5 01 [0S ) 08,
ke pli pla _ 02 3 01 3 02 3
Z fk1k2l1l2ql 4o Pl P2 - _w (8—%) (8P1) (8P2) *

|k +]1]=4
05; 0S; | 508 , 1,05 ] -

3hooso P2 =— — 3/2(h h 2P, P.
0030 8 / ( 0210‘|‘ 0012){ 1 282 + 28(]1 28(]1

05,
oP,’

q1

(ho210 + hoo12) 2Py
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Ademas, de acuerdo con el Teorema 25 anterior se conoce explicitamente S3, la cual esta
definida por
S5(q1, G2, Pr, Po) = PPsooso + P Pasooar + PLqis1020 + PLgesorzo + PiPysoora+
P Pagisio11 + PiPagasoins + Piaisaoio + Pigigesiiio + Pigssozo+
P3so003 + P3 250102 + Pagi 52001 + Paqigsiio1 + Pags o201+
@ q252100 + 1G5 51200 + 43 50300-

Por tanto, se tiene que

02 01 02
by = Z fkl’@lllzqflq;@Pllle - §MA% - _Ag - §MA§+

2
|| +[1]=4

! -
A Z Pkt koo (f)Qflquplll 1P2l2 + 3h0030P12A+
|k|+]1|=3

1/2(hozio + hoor2)[2P1 PoAr + @5 A + Py Al — (hozio + hooi2) g2 P As.

donde
A= g—jf = Pls1020 + PiP2sio11 + 2P1qis2010 + Pigesinie + 2Paqis2001 + Pagasiion+

2q1252100 + G5 51200-

A= g—jj = P1280120 + PiPysoin + Pigisiiio + 2P1g2s0210 + P2250102 + Poqisiion+
2P3q250201 + q7 52100 + 21251200 + 365 S0300-

Ay = g—f)j = 3P?50030 + 2P1 Pasooa1 + 2P1q151020 + 2P1g250120 + Pysoo12 + PaqiS1011+
Pagasorn1 + 43 s2010 + 414251110 + @5 So210-

Az = g—}g;; = P1250021 + 2P Pysooi2 + Piqision + Pigasoin + 3P2280003 + 22250102+

2 2
4152001 + 19251101 + G3S0201-

Considerando la igualdad polinomial (4.19), tenemos la siguiente relacion entre los coefi-

cientes de las formas cuarticas de los Hamiltonianos H y K, y de la funcién generadora

S,

Kkikatats = Prakotits + 02w (k2 + 1)Sky byt 1,,00-1 — 01 (I + 1) Sk 1 ko 1y 11,0 — (4.20)

62(&)([2 + 1)Sk1,k2—1,l1,l2+1 + fklk‘zlllza
para todo |k| + |{| = 4. A continuacion, procedemos a normalizar los términos cuérticos del
Hamiltoniano (4.17). Entonces, considerando las posibilidades para |k| + |I] = 4 con k; > 0

y1l; >0 (j=1,2), de acuerdo a los Cuadros 4.5 y 4.6.
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ky 410101013 (3(3(1(0(01/0(0|1]0]0]2]2]2]0[|0|0
ka |0O(4/0|0]1]0]0|3}3]3[011(010]1]0]2]0]0]2[|2]|0
L 10|014]0{0[2]0]0[2(0}3|3|3|0]0]|1]0]2]0[2|0/|2
Il |OJ010]4]0(0]2]0]0(2|0|0|12]|3]|3[3]0]0]2[0|2|2

Cuadro 4.5: Relaciones para |k| + || =4 con k; >0y ; >0 (j =1,2).

kv 2121211 (1]0]1|110(1}1]0]1
ko | 1]11012(212]1|011(1]0]1]1
Li1joj1)j1y0f(1}(2(2]2|0111]1
lb(OJ1]1|0f1|1j0(1]1|22|2]|1

Cuadro 4.6: Continuacion relaciones para |k| + |l[| =4 con k; >0y ; >0 (j =1,2).

A partir de la ecuacion (4.20) tenemos las siguientes relaciones entre los coeficientes:

F1000 = haooo — 9153010 + fa000,

o100 = hoaoo — dawsoz01 + f04007

Kooso = hooao + fooso,

Kooos = hooos + 02wso103 + fooos,

k3010 = h3o10 — 20152020 + f3010,

k3001 = haoo1 + 02ws3100 — 0152011 + f3001,
K1300 = h1300 — 0150310 — d2ws1201 + f1300,
o220 = hoz20 — d2wso121 + fo220,

1030 = h1oso — 40150040 + f1030,

Koo = ho13o — 02wso031 + fo130,

Foos1 = hoos1 + dawsoiso + f00317

1003 = hioo3 + 02ws1102 — 0150013 + f10037
Fooz2 = hoo2a + 02wsoi21 + fooze,

Koo1s = hoo13 + 02wso112 + foois,

K200 = hazoo — 9181210 — d2ws2101 + f2200,

K002 = haoo2 + 02wsai01 — 0151012 + f20027
Foso1 = hoso1 + 402wspa00 — 202wS0202 + foson,
o202 = ho202 + 302wS0301 — 302wS0103 + fo202,
Kor03 = ho1o3 + 202ws0202 — 402w 80004 + fo1035
3100 = h3100 — 0182110 — d2ws3001 + f3100,
Fao11 = hoo11 + dawsai10 — 20151021 + f20117
Fi210 = hi210 — 20150220 — dows 1111 + f12107
Ko211 = ho211 + 302ws0310 — 202wS0112 + fo211,
F1120 = hi120 — 30150130 — d2ws1021 + f1120,
F1021 = hio21 + 02ws1120 — 30150031 + f1021,
Foi21 = hoi21 + 202ws0220 — 202wS0022 + foi21,
Kosio = hosio + 02wso211 + fosio,

Fio12 = hio12 + dawsi111 — 20150022 + f10127
Kotz = ho112 + 202ws0211 — 302wS0013 + for12,
K020 = hao20 — 30151030 + f2020,

k2110 = hai10 — 20181120 — d2wS2011 + 3083100 + f2110,

k2101 = ha2101 + 202wS2200 — 0151111 — 202WS2002 + f2101,

k1201 = hi201 + 302ws1300 — 0150211 — 202WS1102 + f1201,

k1102 = hi1o2 + 200wS1201 —

0150112 — 302wS1003 + f1102,

k1111 = hi111 + 200wS1210 — 20150121 — 202wS1012 + f1111-

Con el objetivo de obtener un Hamiltoniano K con la menor cantidad de coeficientes en

su forma cuartica, elegimos convenientemente los coeficientes de Sy de la funcion generadora

S, via las relaciones

84000 = 0,
0152110 + 02ws3001 = h3100 + f3100>

0151012 — 02wS2101 = Nago2 + f2002,
20181120 + 02ws2011 = ho110 + f2110>
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5
52020 = 5 (h3o10 + f3010), 0181111 + 200wWS2002 — 202W2200 = N2101 + fa101,

0182011 — 02wS3100 = N3001 + f3001, 20181020 — 02wS2110 = haoo11 + foo11,
0180310 + 02ws1201 = h1300 + f1300, 20180220 + 02ws1111 = hi210 + fi210,
So211 = %(homo + fo310); s3010 = 0,
202w80202 — 402wS0400 = hozor + foso1, 0150211 + 200ws1102 — 302wWS1300 = Ni201 + fi2015
s0040 = 2 (h1oso + f1030), 20owsg112 — 302wS0310 = ho211 + fo211,
S0031 = %(homo + f0130), 30150130 + 02ws1021 = h1120 + f1120,
S0130 = —%(hoozn + f0031), 30150031 — 02wsS1120 = N1o21 + fi021,
0180013 — 02wS1102 = M1003 + f1003, 209w5S0022 — 202wWS0220 = ho121 + for21,
409ws0004 — 202wWS0202 = ho103 + fo103, 0150112 + 302ws1003 — 202wWS1201 = h1102 + fi102,
So112 = —%(hloos + f1003); 20180022 — daws1111 = Moz + fio12,
0181210 + 02ws2101 = hazo0 + f2200, 302ws00013 — 202wS0211 = ho112 + for12,
51030 = %(hzozo + f2020); 20150121 + 200ws1012 — 200wWS1210 = h1111 + fri11-
Ademas, considerando
02
50121 = % —(ho220 + fo220 — hoo22 — foo22),
02

50301 = 8w (5h0400 - h0022 - 3}10004 + 5.]00400 - 3f0004 - f0202>

09
80103 = 8_w(3h0400 + hoo22 — 5hoooa + 3 foaoo — 5 fooos + fo2o2)-

En virtud de la eleccion realizada, se tiene que kio00 = k3100 = k3010 = k3001 = k1300 =
kosio = kozor = k1030 = ko1zo = Koozt = k1003 = Kooz = k2200 = koo20 = k2002 = ko110 =
k2101 = kooi1 = k1210 = k1201 = ko2t = k2o = ko1t = ko2t = ko2 = Koz = Koz
ki =0y

kooao = hooao + f 0040 5

kog20 = kooze = §(h0220 + hoo22 + foo2o0 + fooz),

1
Koaoo = 5160202 = Koooa,
1
Koaoo = §(3h0400 + ho202 + 3hooos + 3 foaoo + 3 fooos + foz02),
donde
dohdoer  301hoosohooto 02hdiae 1. o
= — — —01h
fooao % + 9 % 510205
)
fo220 = 21 (—2ho111h1002 — 2ho111 1200 + ho210R2010 — 210021020 — 2h1020R1200 + Roo12h2010)+
dow o
22 (h1oo2 + hmoo) f(2h0003h0021 + hoo21ho201 — ho120ho300)+
1) 09
4f)(hoomhozlo + ho11hi020) + % — (3012 + hiy11 — Bhigio)+
1)
o 12 (3hoosoho210 — 3hoo12ho0s0 — 8h0021)
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)
f0022 = Zl(h0012h2010 + h0210h2010 - 2}10111}7'1002 - 2h'0111hl200 - 2h1002h1020 - 2}11020}7'1200>_

26, P

Ehém - 8_w(2h0012h0210 — 8hooozhoo21 — 3h§012 + 8hoi02h0120 + hém + 2ho111h1020+
16h0120hos00 — 5hiarg) — %(hlooz + h1200)?,

foao0 = g—i(l(ih%oog + 16ho003h0201 + ho111hi002 + hoti1hizeo + 4h(2)201 — 2hgo12h1101—
2hozohiior — 4higsa0) — %(4}%012 + hgin — 4hga10) — %(hlooz + hiao)?,

Jooos = —%(hlooz + hi200)? + g—Z(ﬁlhﬁoog — 4hd165 — 16ho102h0300 — hor11hiooz + Rori hizeo—
16h2500) — 55

Jo2o2 = —%(hlooz + hi200)? + %(—4@2)012 + hg11y + 4hoor2hoio)+

0
ﬁ(4h0003h0201 - 4h0102h0300 - h0012h1101 - h0012h0210)-

De este modo, hemos normalizado los términos cuarticos del Hamiltoniano (4.17) y por

lo tanto, su forma normal hasta términos cuarticos es como en (4.18). =

4.3. Forma normal de un sistema Hamiltoniano con dos
grados de libertad con parte lineal no diagonalizable
via el método de Lie

En esta seccion, usaremos el método de Lie o Deprit- Hori para encontrar ciertas restric-

ciones a cerca de los coeficientes del Hamiltoniano original con dos grados de libertad.

Para esto, considere la funcién Hamiltoniana (2.15) vista en el capitulo 2, definida como
H = Hy(q,p) + H3(q,p) + Hi(q,p) + -+ + Hs(q.p) + -, (4.21)

donde H; es un polinomio homogéneo de grado s, cuya expresion en las coordenadas ¢ =

(¢1,92) ¥ p = (p1,p2) es dado por (2.16).
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4.3.1. Normalizacioén de los términos de orden tres en caso donde
todas las frecuencias son nulas y rg(S)=1

Consideremos un Hamiltoniano auténomo con dos grados de libertad y supongamos que
todos sus valores propios son nulos. Estudiaremos el caso donde la matriz de la parte lineal

tiene rango 1, asi, de acuerdo al Teorema 19 la parte cuadratica tiene la forma

)
Hy, = §p§, (4.22)
donde 6 = %1.
Teorema 27 FEziste una transformacion simpléctica x = FE(X) + -+, que transforma el
Hamiltoniano 5
H=_p?+Hs+Hy+---, (4.23)

2
en el Hamiltoniano

K = hsooo@? + hosoo@% + h0003P23 + hmoo@%@b + h2001Q%P2 + h1200Q1Q§ + h0201Q§P2
+ h1002Q1P22 + ho102@2P22 + hi101Q1 Q2P + Ky + -+ - .

(4.24)
Demostracién. Sabemos que la forma polinomial de H3 es dado por
Hs(q1, 42,01, p2) = h3o00q? + hosoods + hoosoP; + hooosps + o100 @2 + hao10G p1
+ haoo1 @i P2 + h1200@1@5 + ho2104501 + ho201G3p2 + hio2o@p? (4.25)
+ ho120@2DT + hoo21Pip2 + hioo2 @103 + ho10262p3 + hoor2p1p .
+ h111091G2p1 + h101q192p2 + hion1qip1p2 + ho111g2p1p2-
Luego, considerando Hy = gp%, tenemos que
00460
0000
A=
0000
0000
Por lo tanto, se tiene que HY = —§;q}. Por otro lado, considerando la ecuaciéon de Lie
{HI H3} =0, entonces los términos ctibicos deben satisfacer la siguiente relacion
OHj3
—5(]1— = 0. 4.26
Ip1 ( )
De donde, se debe verificar la siguiente ecuacion
—5(l1 + l)hk1—1k2l1+1l2 =0, (427)
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para todo |k| + |I|] = 3, a continuacion procedemos a normalizar los términos cibicos del
Hamiltoniano (4.23). Entonces considerando las posibilidades para |k| +|l| =3 con k; >0y

ko, 11,15 < 0, dadas en el siguiente cuadro

kv 13101010122 (2(1]0(0(1(0f0|2]0]0]1]1]1]0
ka1O(31010]1]0(0(2]2}2[0(1|0j0|1]0]1]|1]0]1
L{0f0|13]0]0]1]0}j0(1|0122|2]0]0]1]1]0|1]|1
lob]0Oj0O]0O310(0]1]0j0O 1001 ]2|2|2]0|1]|1]1

Cuadro 4.7: Relaciones para |k|+ |[| =3 con k; >0y ; >0 (j =1,2).

Y a partir de las ecuaciones (4.25) y (4.27) tenemos las siguientes restricciones sobre los
coeficientes
hooso = haoto = ho210 = h1o20 = ho120 = hoo21 = hoo12 = hi110 = hio11 = hoin = 0.

De modo que, hemos normalizado los términos cubicos del Hamiltoniano (4.23) y por lo

tanto, el nuevo Hamiltoniano es como en (4.24). =

4.3.2. Normalizacion del caso donde una frecuencia es nula

Sea la funcién Hamiltoniana

) Oow
= 21 qi + 7((12 +13) + Hs(q,p) + Ha(g,p) + - (4.28)

Suponga también que dos de sus valores propios de la matriz del sistema linealizado asociado

a H en (4.28) son nulos y los demés imaginarios puros.
Por el Teorema 10, existe un cambio de coordenadas simpléctica tal que
{HY H,} =0, s>3, (4.29)

de donde obtenemos que la ecuaciéon de Lie es dada por

OH] OH,  OH]0H, OHJOH, 0H] OH,

dq1 Oy Oq2 Op2 - Opr Oqu - Opa Oqa =0 (4.30)
Teorema 28 FEuxiste una transformacion simpléctica x = E(X) + -+, que transforma el
Hamiltoniano (4.28) en el Hamiltoniano
01 o 0w SN s-2i 9\i L M1
K=Zai+ - +;j§;as 2 PE T (g2 + P2Y 4 KMAL 4 (4.31)
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donde as_o; son constantes reales. La normalizacion debe ser hasta orden M tal que anro €s

distinto de cero.

Demostraciéon. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que Hs en (4.31) es dado por

con 0; = £1 y 4o = £1. Con el objetivo de simplificar los términos, hacemos un cambio de

coordenadas simpléctica.

- 1.
P= Vit o, Q@ = E(wﬂz +12)
1 (4.32)
=/ —10171, = —(x2 + 10
q1 121 b2 \/5( 2 2y2)
Luego se tiene
H 0, Ow : 2 2 - 2
2(21, T2, Y1, Y2) = —5151% + T(% + 2i0922Y2 — Y5 — T3 + 2i02T2Ya + Y3)
(4.33)

.5
= —521'1 + wwx2yYo,

de donde, es facil ver que

0 0 0 O

_ g _ |0 0 0w
R=-JA" = 0 0 ¢ O
0 w 0 O

Por lo tanto, obtenemos que

1
H2T = ixTRx = §Zy% + iwl’gyg.

Asi, de (4.29) tenemos VHI JVH, = 0, con s > 3. Por lo tanto, la ecuacion de Lie (4.30) se

reduce a
) OoH, . O0H, . OH, 0
WYg—— — 1§ — W =

o equivalentemente,

OH, 0H, OH,
— — = = 0. 4.34
(1 9z, +w {582 02y Y2 8y2] ( )
Ademas, dado que
H, = Z hklkzllbxllﬂx;@yily?' (435>

ki+ko+l1+la=s
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Entonces de (4.34) y (4.35) se tiene que

ki—1 ko 17 1 k1—1 ko 17 1
klyl E hk1k2l1l2x11 $22y11y22 + (k2 + l2)wxl E hk1k2l1l21’11 $22y11y22 =0
ki+ko+li+la=s k1+ko+l1+la=s

& [t (ke —bwn] Yl 25y E =0
ki+ko+l1+l2=s
p=— k:lyl + (k’g — lg)wxl = k‘l =0 y k’g = lg

Por lo tanto, haciendo ky =l = k y [y = [, obtenemos la siguiente expresion para H
Hy= )" howahvhvh = > howwyh (z202)". (4.36)
2k-+Hi=s 2k+l=s
Luego, haciendo k = j en (4.36) se sigue que [ = s — 27, ademés, s —2j > 0, asi, j < s/2.
En consecuencia H; en (4.36) se transforma en
Hy= > hownPl(g3+ P = hojsoiiPi (g3 + P5), s>3.
2k+l=s j=0

Por lo tanto, se tiene que la forma normal del Hamiltoniano (4.28) adquiere la siguiente

forma
51 (52&] M [5/2 9 .
K= qu + T(qg +P3) DY ey P (g + P 4 KM 4
s=3 j=0

donde a,_g; son constantes reales. La normalizacion debe ser hasta orden M tal que aprp es

distinto de cero. Asi, el teorema queda demostrado. [

Observacion 2 Los coeficientes de la forma normal son expresados facilmente en términos
de los coeficientes de la funcion Hamiltoniana original (4.28). Por ejemplo, mediante cdlculos
simples se verifica que

a3, = hoo30,

1 (4.37)

Q40 = h0040 - 551}1%020 + §5lh2010h0030 - ;52}10120}10021-

4.3.3. Normalizacion del caso donde las frecuencias son no nulas e
iguales

En esta subseccion vamos a normalizar hasta términos de orden cuatro el Hamiltoniano
obtenido en la ecuacion (3.78) Teorema 22. Para lograr nuestro objetivo, hacemos uso de la
teoria descrita en la seccion 2.6 que se encuentra inmediatamente después del algoritmo de

N. Burgoyne y R. Cushman.
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Teorema 29 Fziste una transformacion simpléctica x = E(X) + -+, que transforma el

Hamiltoniano
1
H(q,p) = 50(ai + @3) + w(@ps = qop1) + Hy + Hy+ Hs + -+, (4.38)
en el Hamailtoniano

1
K(q,p) = 55@% +¢3) + w(qips — Gp1)+
(p} +p§)[k‘0202(pf + p3) + koari (qup2 — qap1) + ki (i + q%)] + K5+

(4.39)

Demostracién. Considere la funcién Hamiltoniana H = Hy+ Hs + Hy+ - - - en R* comen-

zando con el polinomio cuadratico Hs, que segun la ecuacion (3.78) viene definido como

1
Hy = =20} + ¢3) + w(@ps — @opr); w >0, 6 =+1. (4.40)

De acuerdo al Teorema 22, sabemos que la funcion Hamiltoniana (4.40) es equivalente
a la parte cuadratica del Hamiltoniano definido en (4.38) via un cambio de coordenadas
simpléctico, ademés, recordemos que la matriz A = JS asociada al sistema Hamiltoniano
correspondiente a la funcion Hamiltoniana (4.40), segtn la ecuacion (3.77) Teorema 22 tiene

la siguiente forma

0 —w 0 0
. [ w 0 0 O B
IS= 5 o o o | d==£L (4.41)
0 ¢ w 0

Por lo tanto, podemos hacer una descomposiciéon de la matriz A como A =X + M con

0 —w 0 0 0000
w 0 0 0 0000
= 0 0 0 —w |’ M= o 000
0 0 w 0 00 00

Luego, calculamos la derivada de Lie

_0Hy, 0 0Hy, 0 0Hy, 0 OHy 0O

" Op O Opa Oa  Oq1 Op1 Dqy Ops

0 0 0 0
- _w%@—ql +WQ1a—q2 — (—daq +wP2)a—pl — (—0q2 — wPl)ﬁ—pg
0 0 0 0 0 0
= <—WQ2a—ql + waa—qg - Wp2a—pl +Wp18—pz) + (56118—]91 + 5([28—])2)
=74+ N.
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Asi, obtenemos que

0 0 0 0
S = —Wp— + W — — wpr— + wp—, 4.42
q2 ) q1 Y D2 O P1 s ( )
0 0
= 0q— + 0qgo—. 4.4
N ¢ op + 0g2 P (4.43)

Ahora con la finalidad de simplificar las ecuaciones (4.42) y (4.43), introducimos las coorde-

nadas complejas (2, 2) = (21, 22, Z1, 22) dadas por
21 =q T 1iq2, 22 =p1+1ip2, Z1 = @1 — g2, Z2 = P1 — P2 (4.44)

Esto define un isomorfismo lineal complejo (g, p) — (2, %) de C* con sigo mismo, que trans-
forma, cualquier polinomio H, en (g,p) a un polinomio H, en (z, z). En estas coordenadas

(z, Z) se verifica que . y 4 se transforma en

> : o _ 0 o _ 0
S = w <Zla—21 - 210—21 + 220—22 — 220—22) s (445)
- o _ 0

Usando la notacion (k, 1) = (kq, ks, 11,1 ara el monomio 22827172 cada polinomio real
) 1, hv2, 01,02 1 ~2 ~1 ~2

homogéneo de grado m sobre R* en las coordenadas complejas conjugadas (z, z) puede ser

escrito como

chl(k‘,l) con Cp = Ci.

Aqui, > = denota la sumatoria sobre toda las posibles combinaciones &y, k2, {1, > con k; > 0,

[; >0donde 1 =1,2y ki + ko + l; + [ = m. Por consiguiente, tenemos

Pk, 1) = iw(ky + ko 41y 4 1) (K, ). (4.47)
Por lo tanto, el kernel de 57 que actia sobre el espacio de polinomios reales homegéneos de
grado n en las coordenadas complejas conjugadas, es generado por los monomios (k,[) con
ki4+ko+1li+1ls =ny ki + ks =11+ 1[5, dado que en este caso tenemos resonancia 1 : 1, pues
w; = wy. En consecuencia, se tiene que 2(ky + ko) = 2(l; + lz) = n. En particular, notemos
que cuando n es impar se tiene que ker(jn) = {0}. Por lo tanto, el subespacio digamos Y3
generado por 7 para n impar es Y3 = {0}, es decir, la forma normal de H es nula para
téminos de orden tres. Para n = 4 de acuerdo con [22] el nicleo de 7, es generado por los

siguientes monomios
(2’ O? 2’ 0)7 (0’ 27 0’ 2)7 (1’ ]‘7 1’ ]')7 (2’ O? 1’ ]')7 (]'7 1’ O? 2)’ (27 0’ O? 2)’
(1,1,2,0),(0,2,1,1), (0,2,2,0).
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Esto implica que el kernel de .} es generado por los siguientes polinomios reales de grado

cuatro
=1(2,0,2,0) = (¢} + ¢3)*, es = Re(1,1,2,0) = (¢f + ¢3) (@101 + @2p2),
es = (0,2,0,2) = (p7 +p3)%, e5 = Im(1,1,2,0) = (¢7 + ¢3)(@1p2 — 1),
= (1L,1,1,1) = (¢ + &) (0} + 13), es = Re(0,2,1,1) = (pT + p3) (1P + @2p2),

€r = Im(oa 27 1a ]-) = (p% +p§)(le2 - q2p1)a

es = Re(0,2,2,0) = (i1 + @2p2)” — (192 — @2p1)?,

eg = Im(0,2,2,0) = 2(q1p1 + q2p2)(q1p2 — q2p1)-
Ahora, usando (4.46) encontramos la imagen de | ker(7y): €StO €s,
AN (2,0,2,0) = AN (1,1,1,1) = 6(2,0,1,1) +6(1,1,2,0),
A(0,2,0,2) = 25(1, 1,0,2) 4+ 26(0,2,1,1), A (1,1,2,0) = 6(2,0,2,0) = A(2,0,1,1),
A(0,2,2,0) = 26(1,1,2,0) = A(2,0,0,2),
AN(0,2,1,1) = 26(1,1,1,1) 4+ 6(0,2,2,0) = .4(1,1,0,2).

Por lo tanto la accion de .4 sobre la base {eq, - ,eq} de ker(#) en Py(R* R) es

!/V€1:07 ,/V€4:(5€1, JV€7:569,
,/Ve2 = 4(566, JV€5 = O, ,/Veg = 2(564,
N ez = 20ey, N eg = deg + 20e3, N eg = 20es,

esto implica que la imagen de A |ger(7,) en Pi(R*R) es generado por {ey, ey, €5, €6, €5 +
2e3,e9}. Por lo tanto una eleccion del subespacio digamos Y; de R* es el generado por
{es, €3, e7}. Notemos que Y, no es tnico, por lo tanto, la forma normal de H para términos
de orden cuatro no es tinica. Debido a la eleccion que hemos considerado tenemos los términos

de cuarto orden en nuestro Hamiltoniano normalizado dado como

Hy = kosoa (i + p3)* + ko211 (07 + 13) (@192 — @2p1) + k(6 + 63) (07 + 13)

2 2 2 2 2, 2 (4.48)
= (p1 + p3)[ko202(py + p3) + ko211 (q1p2 — qap1) + ki (47 + @3-

Por lo tanto, la forma normal para el Hamiltoniano (4.38) es como en (4.39) "

Nuestro proximo paso es calcular el valor del coeficiente kgggo en (4.48) correspondiente
al monomio (0, 2,0, 2) que en coordenadas reales es (p?+p3)%. Antes de comenzar con nuestro
objetivo, con el afan de reducir nuestros célculos veamos algunas nociones importantes que

nos permiten obtener el valor de kgggs.
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Primeramente calcularemos la funcion F € P3(R* R) que genera la transformacion ¢p
cuando normalizamos el Hamiltoniano 4.38 hasta orden tres (ver Corolario 2). Esta trans-
formacion es determinada tnica, pues en el Teorema 29 encontramos que ker.#s = {0}. Por
lo tanto, por el Lema 4 %! existe en P,(R* R) y asi F' = £~ H;. Ademss, el efecto de
la transformacion H por ¢ es que agrega un término de cuarto orden a H. La coleccion de

términos de la forma deseada conduce a kgag2.

Teorema 30 La transformacion simpléctica ¢r definida por (2.32) con generador F €
P3(RY,R) tal que LF = Hj implica

i) (H o ¢r)s(q,p) =0,

it) (H o ¢p)i(q,p) = Hi(q,p) + 1 ZLrHs(q, p).

Demostracion. La demostracion de i) se sigue inmediatamente del Corolario 2 y el hecho

que Y3 = {0}. Usando (2.33) tenemos

(H o ¢p)a(q, p) = Halq, p) + LrHs(q,p) + %fﬁhxq,p)-

Ademas, tenemos

1 1 1 1
§$§Hz(q,P) = igF(gF(%p)) = —iiﬂF(iﬂF(q,P)) = —§$FH3(Q>P)

usando el hecho de que hemos elegido F' de modo que ZF = Hj. Recuerde que .Z es la

derivada de Lie generada por Hs. Esto prueba ii). [

De acuerdo a las coordenadas complejas conjugadas definidas en (4.44) Teorema 29.
Denote por H (z,2) ala funcién Hamiltoniana H(q, p) en coordenadas complejas conjugadas.

Entonces las ecuaciones Hamiltonianas en estas coordenadas son

d, _ _
%(27 Z) IXg(Z,Z),
donde
0 0 0 1
N 0 0 -1 0 S
Xp(z,2) =2 001 0 0 dH(z,z).
-1 0 0 O

Note que el factor 2 aparece porque nuestras coordenadas complejas conjugadas no son
complejas simplécticas. De hecho, se puede introducir coordenadas complejas que sean sim-
plécticas, por ejemplo

1 1
ﬁz% Uy =

1

1
Uy = = Eél, Vo = —222.
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Sin embargo, trabajar con estas coordenadas en este caso muy especial no es conveniente.
Ahora, defina la derivada de Lie de f(z, Z) con respecto a X;(z, ) por
Lf{f(z7 2) = df(Z, Z)Xﬁ(zv 2)
0H(z,2) 0f(2,2) 0H(z,%2) 0f(2,2) N 0H(z,2) 0f(z,2) 0H(z,2) 0f(2,2)
0%y 0z 071 0z9 0z9 071 021 0%y
(4.49)

=2

Ademas, sea P,((z,Zz),C) el espacio de polinomios homogéneos en las coordenadas (z, )

con coeficientes complejos. Una base compleja de P,((z, 2),C) es
Mn:{(k’,l); k1+k52+l1+l2:n, kz 20, ZZ 20, 1= 1,2}.
De donde se verifican las siguientes propiedades.
Propiedad 1 Sea Hy(z, %) el polinomio real homogéneo H(q,p) en coordenadas complejas

conjugadas. Si (k,1) es un monomio de Hy entonces (I,k) es tambien un monomio de Hj, y

Crt = Cr-

Propiedad 2 Si G(z,2) € P,((z,2),C) entonces [0G(z,2)|/0z; = [0G(z, 2)]/0Z;. Ademds,
st G(z,Z) es algun polinomio real homogéneo en coordenadas complejas conjugadas entonces

[0G(z,2)]/0z; = [0G(z, 2]/ 0Z;.

Propiedad 3 .%; = .Zy.
Propiedad 4 %y, ,,G(2.2) = (ZuG)(2. %) = LG (q,p).-

Usando las Propiedades 3 y 4 se sigue que

F(z,2) = £ 'Hy(z, %), (4.50)
bp = exp(jp):exp(iﬂp):gbp, (4.51)
(Hobp)u(z2) = Hilz2)+ 325327, (4.52)

De la Propiedad 2 se deduce directamente que en M, los operadores con conjugacion compleja

572 y N y por lo tanto Z y £~! conmutan, es decir,

Lk ) = L7 k) = L7 k).
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Entonces para encontrar F € P3((z,%),C) solo tenemos que determinar la imagen del con-
jUHtO Mg = {(k‘,l)7 k'l + kfz +ll + l2 = 3; k‘z > O; l, > O, ]{51 + k‘g > ll +lg} bajo j_l. Esto lo

hacemos de la siguiente manera. Usando (4.45) y (4.46) tenemos
‘5’7(1{;7 l) = iWﬂkl(ka l) donde PEl = (kl + k2 - ll - l2)7 (453>
e/V(]{Z, l) - 5]{72(]{71 + 1, ]{72 - 1, ll, lg) + (5[2(]{71, ]{72, ll —+ 1, l2 - 1) (454)
Considerando la descomposicion £ =+ .. Dado que SN = NS tenemos

P = (T+ 7N LT

T o (4.55)
= [I_y_lf/V—l—(y_l,/V)z— (y—l(/j/)s]—ly—l’

usando el hecho que A4 = 0 en Py((z, %), C).

Usamos la expresion (4.55) juntos con las formulas (4.54) y (4.54) para encontrar la
imagen del conjunto M3 bajo £1. Asi, también conocemos la imagen de M3 bajo L1
esto es, la imagen de elementos basicos de Ps((z,%),C). Podemos expresar .Z~! como la

matriz dada en el siguiente cuadro.

Cuadro 4.8: Matriz de transformacion para £~

3000 2100 1200 0300 0030 0021 0012 0003 - - -
3000 | —o-

2100 | 3% —% |
1200 | 2 2 L |
0300 | —52, &2 L L |
0030 L ‘
0021 S L |
0012 I I |
0003 S o D ‘
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Cuadro 4.9: Continuacién de la matriz de transformacion para 7

2010 2001 1110 1101 0210 0201 1020 0120 1011 0111 1002 0102
2010 | —<
2001 | &% -1 |
1110 | % ~< |
UN T |
0210 | X 2 —1 |
CUN - A A |
1020 i
0120 9 i |
1011 o i |
o -5 & & |
1002 _% Z_g ﬁ ‘
oz AR - A N

Uno puede encontrar la imagen del :—ésimo monomio en la columna delantera agregando
los monomios en la fila superior, dando a cada monomio el coeficiente que se encuentra en

el +—ésimo lugar de la columna correspondiente.

Sea

Hy(z,2) =Y ha(k,1),  F(z,2)=>_ fu(k,)

el polinomio Hs(q,p) v F(q,p) en coordenadas complejas conjugadas. Dado que SHy=F
podemos usar los Cuadros 4.8 y 4.9 para expresar los coeficientes de F en funciéon de los
coeficientes de Hs. Sea (k,1) el monomio en el j—ésimo lugar en la fila superior. Entonces el
correspondiente coeficiente fy; es la suma de los correspondientes hy; de los monomios en la

columna delantera, con los coeficientes encontrados en la j—ésima columna.
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Ahora, estamos en condiciones de calcular el coeficiente kgype del monomio (0,2,0,2),

que en coordenadas reales es (p? + p3)?, en la expresion dada por (4.48).

Lema 18 El coeficiente koso de (p? + p3)? en (4.48) viene dado por kosge = ho2o2 + Co202,
donde

4 4
Co202 = ;[Re(hlooz)fm(hozm) + Im(hlooz)Ré’(hozol)] - ;Re(hl200)]m(h0003)_
4 8
a[m(huoo)Re(hooos) - E[Re(hnm)fm(homz) + Im(hnm)Re(homz)]—

) ) ) )
10E[R6(h0201)]2 — 10@[[7”(}1,0201)]2 — QE[Re(hO3OO)]2 — 2@[[7”(%10300)]2.

Demostraciéon. Usando la Propiedad 2 y la ecuacion (4.49) obtenemos que

Lo, = OH;(z,%) OF (2, %) OH;(z,%) OF (2, %)
§$FH3(Z, Z) = 2Re ( 9 2% — 2Re 9% 95, , (4.56)

donde

OHy(z, z
% = 3hs3000(2,0,0,0) 4+ 2h2100(1,1,0,0) + 2h9010(1, 0,1, 0) + h1920(0, 0, 2, 0)+
1
2h2001(1, O, 0, 1) + h1110(0, 1, 1, O) + h1011(0, 0, 1, 1) + h1200(0, 2, O, 0)"‘
h'1002 (07 07 07 2) + hllOl (07 17 07 1)

2

OH (z,2) . o

gizg B ;(J + Dhigrym(i, J, k. 1),

OFy(2,2)  OF(z,2) o N
05 0m XQ:(Z + D frvgu(k, 1, 5),

0F3(272) m : £ ) 9
0z, 0z +22:(J+1)fi(j+1)kl(k’l’l>3)'

Dado que (0,2,0,2) es el producto de los monomios (0,2,0,0) y (0,0,0,2), (0,0,0,2) y
(0,2,0,0), (0,1,0,1) y (0,1,0, 1), los coeficientes de (0,2,0,2) en (4.56) es

C0202 = 2R6(3h1200f0300 + h1002f0102 + 2}11101./‘:0201 - 3h0300f1200 - h0102f1002 - 2h0201f1101)
' 0

l { { {
= 2R6(_;h1002h0201 + ;h1200h0300 + 2;h1101h0102 + ;h0102h0210 - Ehomzhoml—

o o

7 7
;hogoohomz — Ehogoohooog — 2;h0201h0111 — 4;%201%102)
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4 4
= ;[Re(hlooz)]m(homl) + Im(hmoz)Ré’(hozol)] - ;Rﬁ’(hmoo)]m(hoooza)—

4 8
;]m(huoo)R@(hooo:a) - ;[Re(hnm)fm(homz) + Im(h11o1)R€(h0102)]—

) ) ) )
10@[1’:{6(}10201)]2 — 10@[[7”(%10201)]2 — 2E[R€(h0300>]2 — Qﬁ[lm(hog()o)]%

Asi, el coeficiente kgago de (0,2,0,2) es (4.47) es

ko202 = ho2o2 + Co202- (4.57)

De este modo hemos demostrado dicho lema. m
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Capitulo 5

Estabilidad de soluciones de equilibrio de
un sistema Hamiltoniano con dos grados
de libertad con parte lineal no
diagonalizable

En este capitulo, nuestro objetivo es el estudio de la estabilidad de una solucién de
equilibrio en el sentido de Lyapunov para un sistema Hamiltoniano con dos grados de libertad
cuando la parte lineal es no diagonalizable, en los siguientes casos: cuando una frecuencia
de las ecuaciones Hamiltonianas del sistema linealizado es nula y cuando las frecuencias
son no nulas e imaginarias puras. La estabilidad de equilibrio sera estudiada a partir de los
coeficientes de la funciéon Hamiltoniana. Para esto, tenemos como principal referencia las
trabajos realizados por Sokol’skii ([18, 19]).

Sea H una funciéon Hamiltoniana analitica en una vecindad del origen, la cual corresponde

al equilibrio del sistema Hamiltoniano asociado a la funcion H,

H = Hy(q,p) + Hs(q,p) + Hi(q,p) + - -+ Hs(q,p) + - - -, (5.1)

donde Hg es un polinomio homogéneo de grado s € N cuya expresion en las coordenadas
¢=(q1,32) y p= (p1,p2) es
Hog.p)= Y hiknnd ®piph. (5:2)
ki+ko+l1+la=s

Sin pérdida de generalidad, supondremos que la solucion de equilibrio es el origen (0, 0,0, 0).
Vamos a exibir algunos resultados importantes en la literatura, tomando como referencia los
trabajos de Sokol’skii (|18, 19]).
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5.1. Analisis del caso donde una frecuencia es nula

Sea la funcién Hamiltoniana
51 2 (52w vy V3 v
H = Sh T 5 )+ Z Poyopusea @i €2°PY DS (5.3)

Segun el Teorema 28, la forma normal de (5.3) esta dada por

[s/2]

o 5 -

i = 2 1y (@) +Zzas 2J,JP1 Q2 +p3) + +HY (5.4)
s=3 j=0

donde a,_g; son constantes reales. La normalizacion debe ser hasta orden M tal que aprp es

distinto de cero.

Teorema 31 (A.G. Sokol’skii, 1977) Si M es impar, entonces el origen es una solucion de
equilibrio inestable para el sistema asociado a H. Si M es par, tenemos que el equilibrio es

estable st 01aprro > 0 e inestable si d1apro < 0.

Demostraciéon. Considere la ecuacion (5.4), introducimos el cambio de coordenadas sim-

pléctico accidon-angulo en las variables ro v @9 dadas por

q1 = 41, b1 =P1,
G2 = V/2rysin(py), P2 = V213 cos(p2),

y asi obtenemos que (5.4) se transforma en (por simplicidad usamos la misma notacion)

[s/2]
01
H(Q1>P1>7’2)_—Q1 +52W7“2+ZZ&S 2Py (2ra) - (5.5)
s=3 j=0
Notemos que (5.5) no depende de ¢y y por lo tanto 75 = 0. Osea, r5 es una integral primera
del sistema asociado a H. Podemos reducir el sistema asociado a H a un sistema con un
grado de libertad, tomando ¢s como la nueva variable independiente. Para la nueva funcién

Hamiltoniana K se obtiene la expresion

K(q1,p1) 5ot {561% + apopy’ + KM + KM (5.6)
2W2
donde
M [m/2]
KM = KM(q1,p1) Z Z (ot kq%kpgn 2 (5.7)
m=3 k=1
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M+1

KM (1,102, HY) = O(( +p1) 7).
En (5.7) las cantidades reales ay, o, son obtenidas mediante cdlculos simples a partir de

las cantidades a; ; (1,7 =1,2,---,m).

Por ejemplo, para M = 3 en (5.6) afirmamos que K viene dada por

1 [

Somy | 24+ @sopt - aiipai + Ollaf +pD)7]) (5.8)

K(prl) =

En efecto, notemos que en la ecuacion Hamiltoniana (5.5) una primera aproximacion para

9 €S
Tg = ———(. 5.9
2 A 0 (5.9)
Luego, haciendo —52‘5—;2 = v se sigue que ry = vq?, ademas, para M = 3 la ecuacién (5.5)

tiene la siguiente forma

)
i = EIQ% + Gowary + azopt + avapi(2rg) + H 4 -+, (5.10)

donde H4 = CL47(]]941l + a271p%(2r2) + a072(2r2)2.

Por lo tanto, de (5.10) se tiene una segunda aproximacion para ro dada por
1 |6

I

q% —|— 0,370])? —|— a1,1p1(27‘2) —|— H4:| . (511)
Luego, reemplazando (5.10) en (5.23) obtenemos que

1 190

= S [Equ + ag,opi’ + a1,1p1(276ﬁ) + CL4,0P§1 + az,lpf(%qf) + a072(27qf)2} ) (5.12)
2W2

De donde, se obtiene que

1

5
K =5 Bq% + azop? + 20117163 + asopt + 2vas1p3qt + 272a072qﬂ . (5.13)
2W2

Ahora, haciendo 2a; 17y = ajq, aso =1, a1 = vy apo = %7_2 se sigue que

1 [6 )
= —— | =} + asop} + af ;dt + (af + D)2 (5.14)
52(,02 2
es decir,
1 [6 .
= —— | =i + asopt + alpidi + Ol(a} +p3)Y| - (5.15)
52&]2 2

A continuacién, demostraremos la primera afirmaciéon del teorema, usando el Teorema de

inestabilidad de Lyapunov. Como funcién de Lyapunov tomamos la funcién de signo variable
V= 52w2(Q1 - M51aM,OQ1p1)-
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La derivada de la funcién V tomada en relacién con las ecuaciones de movimiento con la

funcion Hamiltoniana (5.6) es

av _ .
Ton = Mapso(qi +p)=1) + V™. (5.16)
P2
donde V* denota términos de orden superior en ¢; y p; o términos de la forma ¢p%, donde
3<m+k<M-—1, perom#0.

Por ejemplo, para M = 3 se tiene que si V = dows(q1 — 302a30q1p1), entonces 52 =

3aso(q; + p}) + V*. En efecto, derivando V respecto a s obtenemos que

V' = dows|g1 — 301a30(¢1p1 + 191)]- (5.17)

Por otro lado, considerando la ecuacion (5.15) se sigue que las ecuaciones de movimiento del

sistema Hamiltoniano asociado a K estan dadas por

. 1 2 * 2
q1 = N [30370]91 +ay .97+ }
22 (5.18)

: 1 .
= _@ [51(11 + 2ay 1,911 + - }

Ahora, reemplazando (5.18) en (5.17) obtenemos que
V =3asop} + af 1@ + -+ — 361as0[(3as0pt + af 17 + - )pr — @ (1q1 + 203 1pr1gn + )]

= 3azop? + a’{vlq% — 961a§70pi’ — 361a370a’1‘71q%p1 + 3az0q; + 651a370a’1‘71p1q% + -

= 3a370(q% +p) + ailQ% - 951@%,019% - 351a370a’1‘71q%p1 + 65@3,0@,1171(1% +

= 3azo(qi + i) + V"
Continuando con la demostracion del teorema, note que en una vecindad pequena del origen
la funcion (5.16) es de signo definido. Esto es claro, dado que si cambiamos q; — ¢ ~1q y
p1 — €2p, donde € es un numero suficientemente pequeiio. Entonces todo los términos de
orden superior en € y el signo de la funcion (5.16) coincide con el signo de ayso. Por lo tanto,
el origen es inestable en el sentido de Lyapunov. Asi, la primera afirmacién del teorema esta

demostrada.

Para probar las dos tltimas afirmaciones del teorema hacemos el cambio de variable

canodnica.

M2
2v/2

donde ¢ y r son las nuevas coordenadas y momento, respectivamente, mientras que Sn(y)

¢ = V2rieSn(e), p rie Cs(ip), (5.19)

y C's(p) son funciones de Lyapunov definidas por las formulas

dC's(p) dSn(p)

dgp d(p = CSM_l(SO% CS(O) =1, Sn(()) =0. (520)

= —Sn(p),
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CsM () + 2 MSn () = 1. (5.21)

2
El cambio de coordenadas en (5.19) es simpléctico, debido a que
MM2 — ( === ﬁ % f - ]\/12 2
S ( f\]/;r + Cs(so) (?j{)é+ Sn(p) ) ( —01 é ) ( f; +i@) (szxngM 2 9n(p) >
(N ) r M+2 Sn(¢) ﬁr M+2 Cs(cp) — (ﬁ) rM+2 Sn(¢) ﬁr M+2 Cs(cp)
( (22 rSn(p)CsM 1 () + g%) rSn(p)CsM=1(p) CsM () + M 5n2 () )
—CsM(p) — M 5n2(p) — M =18n(0)Cs() + Lr=15n()Cs()

0 1
- ( -1 0 )
Ahora, note que cuando M = 4 tenemos Cs(p) = cs(p) y Sn(p) = sn(p)dn(y), donde
cs(g), sn(p) y dn(yp) son funciones elipticas con médulo 1/4/2 definidas en la Seccion (2.1).

Las funciones Sn(p) y Cs(p) son periddicas con un periodo comtn expresado en términos

de la funcién I' como sigue

M

M+2
2M

2,/ 2T (%)
T, — Yo )

La funcion Hamiltoniana (5.6), escrita en variables r y ¢, viene dada por

2M M
§yri+2 M +2 2M 2
K, = Sn? 5 Cs? O(r*™™); a = , Q1=
" [n(¢)+1aM,o<2ﬂ) (@)| +O0*™): a M+2 T M2
= rlvzfA#@(gp) +O(r*“ ™), a>1, a; >0,
(5.22)

donde, ®(p) = 5L o [Sn (p) + d1amp (]2\/[_;52>M032(S0)].

Por lo tanto, la funciéon Hamiltoniana K, adquiere la siguiente forma

K =7r°®(p) + K*(r,0,t, H), a > 1, K* = O(r*"), (a; > 0).

donde 511 )
= m, o] = M—|_2’ T:TM, (523)
51 M+ 2\
P Sn?(p) + ACs*(p)], A=9 ( ) 5.24
(¢) = 5 [80°(9) + ACs (@), A= dhawo (5 (5.24)

Si se compara la expresion (5.10) con la expresion entre paréntesis en (5.24) vemos que
la funcion ®(¢) no tiene ceros cuando dyapo > 0. Para diap0 < 0 obtenemos ®(p*) = 0,

cuando

Jun

AM

Sn(p*) = 616, [ (1— _)/A] ?7 Cs(p™) = (1 — AM

2

_ 1
)M
)
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Ahora haciendo uso del Teorema 14, obtenemos de inmediato las dos ultimas afirmaciones

del teorema. n

5.2. Cuando las frecuencias del sistema lineal son no nu-
las e iguales

Sea la funcién Hamiltoniana

6 - v ( Ve V.
H = (0} +63) + w(@p2 = @ap1) + 3 Doy 01" 6579175 (5.25)
v=3

La forma Hj en (5.25) se anula completamente y la forma H, segun el Teorema 29 (que
denotaremos por H) se reduce a

)
H= 5((13 +¢3) + w(@p2 — @p1)+

(P% + Pg)[k‘mm(lﬁ + p%) + koa11(q1p2 — q2p1) + kllll(Q% + q%)] +Hs+---

(5.26)

Teorema 32 (A. G. Sokol’skii, 1974) Si kosoa > 0, la posicion de equilibrio es formalmente

estable. St koago < 0, la posicion de equilibrio es inestable en el sentido de Liapunov.

Demostracion. Para probar la estabilidad formal notamos que por medio de un nimero
infinito de etapas de la transformacion de Birkhoff (posiblemente divergente) se puede reducir
la funciéon de Hamilton a

1
H= i(qf +¢}) + w(@p: — @p1)+

(PT + P3) ko202 (PT + P3) + Koan (@12 — gap1) + Fran (6F + ¢3)]+ (5.27)
Z howasas (@7 + @)™ (DT + p2)*2 (P2 — g2p1)™

a1+og+az=3

Un sistema canoénico con Hamiltoniano (5.27) tiene dos integrales formales H = cte 'y qi1ps —
g2p1 = cte. Consecuentemente la expresion G = H —w(q1ps — g2p1) también serd una integral

formal del sistema Hamiltoniano. Pero desde que la funciéon
1
Gy + Gy = 5(61% +qi) + (pi +p3) [kozoz(p% + p3) + koo11(q1p2 — @ep1) + ki (gf + q%)} )
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en la expansion
G=Gs+Gy+Gs+ - +Gop+ -+,
es una funciéon definida positiva en las variables ¢y, g2, p1, p2 cuando kgyge > 0 ver Lema 19,

por lo tanto, se sigue la estabilidad formal de la posicién de equilibrio.

Para probar la inestabilidad hacemos uso teorema de inestabilidad de Liapunov. Como

la funcién Liapunov tomamos la funcién signo variable

V = qp1 + @po,

la cual verifica
V = Vi + Vigdo + VD1 + Vpyiio
=p1Hp, +poHpy — qHq + 2 Hqo
= —(Q% + q%) + 47470202(]9% +p§)2 + 2ko211(q1p2 — CDPl)(P% +p§) + O(Q% + q% —i—pf +p§)5/2.

Asi, la derivada de la funcién V, tomado con relacién a las ecuaciones de movimiento con

Hamiltoniano (5.26) estd dada mediante la siguiente ecuacion.

av.

o= —(q} + @3) + 4ko202 (P} + P3) + ko211 (q1p2 — qop1) (P} + P3) + Olqi + ¢ + pi + p3)*?,

es una funciéon definida negativa en estas variables cuando kgopo < 0, ver Lema 19. La funcién
V satisface toda la hipotesis del teorema de inestabilidad de Liapunov. Asi el teorema queda

demostrado. n

Lema 19 En el Teorema 32, se verifica

1. Si koo > 0, entonces la funcion

1

V= 5@% +qi) + (pi +p3) [%202(29% + p3) + koou1 (@1p2 — @op1) + kunna (qf + q%)} )

es definida positiva en una vecindad del origen.

2. S kgogo < 0, entonces la funcion

av

T —(q} + @) + 4kooo2 (P} + p3)* + 2koa1s (07 + P3)(qup2 — Gepr) + -+ -

es definida negativa en una vecindad del origen.
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Demostracién. Comenzamos por el item (1). Para una demostracion de este hecho, con-
sidere los vectores u = (q1,¢2) vy v = (p2, —p1). Con esta notacion la expresion %(q% +

qt) + (P +3) (ko202 (pT + p3) + ko211 (qip2 — gop1) + k1111 (65 + ¢3) , asume la forma _%||u||2+

Kosoz||v][* + koo11||[v]|?uw.v + Eia1||ul)?||v]|?. Sabemos que —||ul|||v|] < w.v < ||ul|||v]|. Tam-

bién notemos que (%||u|| — Vko2o2||v][?)? > 0. De esta tltima desigualdad se sigue que
Hull* + kozoa|v]|[* > v2koz02||ul|||v]|?. Para el caso kgoi1 > 0, k1111 < 0 (caso contrario es

trivial), tenemos de estas desigualdades que:

1
V= §||u||2 + kozoz|[v]|* + kozu1 | [v]|Pw.v + Kypa [|ul ][]

> /2ko0a||ul[|[0]]* = Kozua|[ul|[]v]® + kraa|[ul?[v]]?
= [|ul[|[v]]*(v/2ko202 — koau||v]| + K1111][ul])

> 0.
en una vecindad del origen.

Para una demostracion del item (2), considere los vectores u = (q1,¢2) y v = (p2, —p1)-
Con esta notacion la expresion —(¢? + q3) + 4kooo2(p? + p3)? + 2ko211 (p? + p2)(q1p2 — ¢2p1)
asume la forma — ||u||>+4ko202||v||*+2ko211 | |v||*u.v. Sabemos que —||ull||v|] < w.v < ||ul|||v]].
También notemos que (||u]| — v/—4ko202||v][?)? > 0. De esta ultima desigualdad se sigue que
[|u||? = dkgoz||v||* > 2¢/—4koooz|u||||v]|?. Para el caso kgo1y > 0 (caso kg1 < 0 es analogo),

tenemos de estas desigualdades que:

—||u||2 + 4]{30202”1)”4 + 2]{30211||U||2U.U = —||U||2 + 4]{30202”1)”4 + 2]{30211||’U||2U.’U

< —|Jul | + 4kozo2||[v][* + 2koz11|[ul|[]v]®

< =2|[u|[|[v|[*(v/ —4ko2o2 — koz11|[v]])

< 0.

en una vecindad del origen.

5.3. Estabilidad de un sistema Hamiltoniano caso limite

Debemos precisar que en el Teorema 32, se muestra solo la estabilidad formal para una
solucion de equilibrio de un sistema Hamiltoniano con dos grados de libertad. En esta seccion
de acuerdo a [16]| presentamos una version mejorada del Teorema 32 para la estabilidad de

una soluciéon de equilibrio en el sentido de Lyapunov.

Para este fin, introducimos los cuatro invariantes usuales (ver [13]) asociados con este
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Hamiltoniano H, estos son:

1

1
I''=@pi — qip2, Ta= §(Q% +q3), I3= 5(17% +p3), Tu=aqpi+ @p. (5.28)

Luego, considere que el sistema Hamiltoniano no lineal tiene Hs como parte cuadratica y
segtn el Teorema 29 ha sido normalizado hasta términos de cuarto orden. Por lo tanto, de

acuerdo a (5.28) el Hamiltoniano (5.26) se reduce a
1
H =wl) + 6Ty + 5(arlr2 + 20 Ty + c3) + -+ -, (5.29)

donde a = 2kgo11, b = 2k1111, ¢ = 4kgooe y los puntos suspensivos representan términos que
son al menos de quinto orden. Con el objetivo de reducir atin més el Hamiltoniano (5.29),

use el cambio de coordenadas simpléctico con multiplicador €73, introducido por Meyer y
Schmidt en [14].

q1 — 62Q1, g2 — 62612,
(5.30)

p1 — €p1, P2 —7 €P2,

asi, el Hamiltoniano (5.29) resulta

1
H = wly + €0y + chg) + O(€%). (5.31)

Debemos tener en cuenta que nuestro problema es una pequena perturbacion del Hamil-
toniano I'; que el lector reconocerd como el momento angular, donde ¢ € R? representa las
coordenadas y p € R? representa su momento conjugado. En lo que sigue se denotara por T,

es decir,
I'=T4 = gap1 — qupo. (5.32)

No obstante, como estamos considerando una perturbacion de I'; introducimos el sigu-

iente cambio lineal simpléctico de coordenadas

(= v2) =2+ )

¢ = —zu1r —v2), pP1= —z\Uz27T V1),
V2 V2

1 1 (5.33)

Q2:%(U2_Ul)> p2:%(ul+v2)>
de modo que el Hamiltoniano (5.32) resulta
1

I'=T(u,v) = 5(—1@ +uj — v7 4+ v3), (5.34)

asi, obtenemos que el Hamiltoniano (5.32) es equivalente a la parte cuadratica de un Hamil-

toniano con resonancia semisimple 1 : —1.
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Notemos que las ecuaciones de movimiento del Hamiltoniano (5.34) en el espacio uv

vienen dadas por:
Uy = —, Ug = V2,
U1 = Uz, Vo = —U2,
que representa las ecuaciones de dos osciladores armoénicos de periodo 27.

En nuestro afan de analizar la estabilidad del Hamiltoniano en estudio, vamos a construir
una aplicacion seccion de Poincaré para el flujo. Comenzamos por transformar el Hamilto-
niano (5.31) usando el cambio de coordenada definidas en la ecuacion (5.33) con la finalidad
de enfatizar la resonancia subyacente 1 : —1. Después de algunos célculos, obtenemos como
resultado el siguiente Hamiltoniano

H= g(—uf +uj — v} +v3)
€

32

(5.35)

+ (85(’&2 — Ul)2 + (Ul — 122)2 + C((UQ + ’111)2 + (Ul + ’112)2)2) + 0(62).

Luego se introduce las coordenadas estandar de accion-angulo dadas por

Uy = \/ﬂcosél, v = \/2—msin§1,
Uy = /275 COS 6’~2, Vg = \/%sinég,
(note que duy A dvy + dug A dvy = dry A dO, + dry A d§2) para llegar a
H=w(ry —r)
+ 5(45(7"1 +19) + (r? 4 4dryry + 12) — 2er1r5 cos(2(0; + 6)) (5.36)
+ 4y/T172(—26 + c(ry +73)) sin(B; + 65)) + O().
Luego hacemos el siguiente cambio de coordenadas simplécticas:

1 1
T1:§(]1—|—12), T2:§(—Il+[2),
0, =01+ 0y, 0Oy =—0, +0,,

de modo que obtenemos el siguiente Hamiltoniano
H=—wl + 1—€6H1 +0(), (5.37)
donde
Hy = —cl} + 861y + 3¢l + (I — 13) cos 40, + 4(cly — 20)1/ I3 — I3 sin 20,. (5.38)
Note que 1 = —-I"y I, > 0.
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Asi, las ecuaciones de movimiento son:

H
Il = 0(62), 12 = ib + 0(62)7
16 06, (5.39)
91—0) 16 0[1 ‘l‘O(E ), 92— 16 012 ‘l‘O(E )

Y por fin, ahora calculemos la aplicacién seccion de Poincaré en el nivel de energia

H = —wg donde g es un parametro. En este nivel I} = g + O(€?).

——— \
“ \
1

\

“\\ JT= 271 /w + O(e)l ; S
\ X 4 | B

Tome la seccion transversal para ¢ = 0 y use I, 6 como coordenadas en esta seccion.
Por razones éticas dejamos el subindice 2 en lo que sigue. El tiempo de primer retorno es

T =27 /w+ O(e), por lo tanto, la aplicaciéon seccion es P : (I,0) — (I*,0%) con

Ir'= [—l—l/a—L + O,

gz (5.40)
*x _pn_ .0 2
0" =10 VT + O(v?),
donde v = en/(8w) ¥
L =881 +3cI? + c(g* — I?) cos 40 + 4(cl — 26)+/ 12 — g2sin 26. (5.41)

En este contexto, trataremos a L como una funcién generadora para P. Note que L es

m—periddica en 6. Tratamos a ¥ muy pequeno es equivalente a tratar a e pequeno.

La aplicacion P es un difeomorfismo simpléctico (simplectomorfismo) de una forma es-
pecial, ver [16] Apéndice A. Hemos escrito este difeomorfismo en esta forma para ilustrar su

conexion con la siguiente ecuaciéon diferencial Hamiltoniana

dl oL d9 0L

E — %’ E — _W. (5.42)
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Para v fija las soluciones de estas ecuaciones tienen la forma (5.40) con posibles términos
O(v?) diferentes. Dado que, en general, es més facil cambiar variables en una ecuacion

diferencial que en un difeomorfismo, explotaremos esta forma de ecuaciones.
En el siguiente teorema, por fin presentamos el resultado principal de esta secciéon para

la estabilidad.

Teorema 33 Sidc > 0 el origene es estable en el sentido de Lyapunov para el sistema cuyo
Hamiltoniano es (5.29).

Demostracién. La demostracion del teorema tiene dos etapas, comenzamos el analisis de
la estabilidad en el nivel de energia H = 0. Considerando el flujo sobre el nivel de energia

H =0y haciendo g = 0 se tiene que L en (5.41) se reduce a
Lo = 861(1 — sin26) + cI*(3 — cos 46 + 4 sin 26). (5.43)

En este caso I = 0 es un punto fijo del difeomorfismo P en (5.40) y un punto de equilibrio
para (5.41).

Se verifica que Ly en (5.43) puede ser escrito como
Lo = 1651 sin*(0 — 7 /4) + 8cI? sin*(0 + 7 /4), (5.44)
entonces introducimos coordenadas ¢ y p de modo que
1661 sin?(0 — 7/4) = Ag?, 8cI*sin*(0 + w/4) = Bp*,

donde A =80 y B = 2c¢. Es decir, definamos el cambio de coordenadas simpléctico:

1
I=<(@+p), 0=tan (E1T),
2 P—q

cuya inversa es

q = +V1(cos# —sin ), p=+V1(cosf + sinb).
Aplicando este cambio a L resulta que
Lo = 85¢* + 2cp*. (5.45)

Los términos dentro de O(v?) de (5.40) son funciones analiticas en ¢ y p; de hecho, son

polinomios en las dos coordenadas.

Ademas, para dc positivo aparece un centro no lineal y la grafica para dc negativo parece

una silla de montar no lineal ver la siguiente figura.
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; 10 05 70 05
q q

Nos concentramos en el caso dc > 0 para demostrar la estabilidad del punto fijo en el

origen en R? cuando Lg es (5.43). Escalamos ¢ y p de la siguiente manera:

q p
- ——, — :
T ssvee U aee

que es un cambio sinpléctico con multiplicador (128¢)~! asi que

Lo = ¢ +p*. (5.46)
Introduzca un tipo de coordenadas polares (p, a) como en [12|. En particular, define

q= :027](05)7 p= pg(Oé), (547)
donde () es la funcion lemniscata sinusoidal y n = d¢/(da) ver [16] Apéndice B.

Como p y « no son canénicamente conjugados cambiamos las variables usando las ideas

en [16] Apéndice A, es decir, considerando la ecuacion diferencial asociada. Comienza con

dq 3 dp 3 dn 3
Yy, Lo gy S YT 9
dv P dv 2 da & da ¢

Sustituyendo el cambio (5.47) en las ecuaciones por las derivadas de ¢ y p anteriores se

obtiene: y y J y
P 2.3 0C 3¢3 P o 2
2p—n — 2 — =4 — — = —2p°n.
poon =2 =Ap e PN
Multiplicando la primera ecuacion por 7 y la segunda por 2p£? vy sumando las ecuaciones
resultantes dp/(dv) = 0. Esto implica da/(dv) = —2p. Al integrar estas ecuaciones, se

obtiene que la aplicacion seccion P : (p, o) — (p*, o) es:

pr=p+ 00,

(5.48)
o =a—2vp+ OW?).
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Esta aplicacion periddica en « con el periodo 2k (ya que L era periddica en € con periodo
7). Ademaés, esta definido en {(p,a)|p > 0, a € [0,2k)} y es analitica en este dominio. La
aplicaciéon es una aplicacion twist ya que el coeficiente de p en o* no se anula. Como este
aplicacion proviene de una aplicacién que preserva area, también satisface la hipotesis de
interseccion del circulo, por lo que se aplica el Teorema 11, correspondiente al teorema de la

curva invariante de Moser. Para fijar ideas, veamos la siguiente figura.

S

AN

En particular, existe vy > 0 tal que cuando v = 1 para cualquier 5 > 0 la aplicacion P
tiene una curva invariante de la forma p = p(a) = p(a + 2k) > 0 con p(a) < 8. (De hecho,
hay infinitas curvas invariantes). Esto muestra que el punto fijo en el origen de R? para P es
estable cuando v = vy. Sea €y corresponde a vy, es decir, vy = egm/(8w). La estabilidad para
P a su vez implica que el origen de R?* es estable para las ecuaciones de movimiento (5.39),
cuando € = ¢g y H = 0 0 g = 0. Para ¢ fijo la escala (5.30) es invertible. Entonces todas
las transformaciones hasta este punto son invertibles y asi el origen de R* es estable para
(5.29) en el nivel de energia H = 0 y ademas estéa rodeado por 2—toros invariantes que se

reconstruyen a partir de las curvas invariantes de la aplicacion de Poincaré dado en (5.40).

Finalmente, en la segunda etapa demostraremos la estabilidad cuando H # 0, en este caso
(5.29) tienen dos familias de soluciones periddicas elipticas, una para H positivo y una para
H negativo, que estan cerca del origen para v pequena. Estas son las soluciones Buchanan [1]
que aparecen como puntos fijos de la aplicacion P periddica dado en (5.40). En [16] Apéndice
C incluye una prueba de su existencia que ha sido adaptada de la prueba de la bifurcacion

Hamiltoniana-Hopf que se encuentra en [13, 14]. Eso significa que la aplicacién que cambia
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el origen de nuestro sistema de coordenadas al punto fijo analitico. Por lo tanto, la aplicacion
periodica sera analitica en coordenadas rectangulares o tiene el caracter d’Alembert [13] en

variables accion-dngulo.

Para todo g, la aplicacion seccion de Poincaré P tiene la forma (5.40) donde

g—g = —4c(I? — ¢?) sin(46) + 8(20 — cI)(I* — ¢*)'1/2) cos(26),
oL 2 2\ ( 2 27 ( :
51 = 85 + 2¢1 (3 — cos(40)) + 4(c(I* — ¢°)'1/2) + I(cI — 25)(I* — ¢g°)' — 1/2)) sin(26),
(5.49)
de donde se deduce que P tiene un punto fijo, (o, 6p), de la forma
((20])*2 + 1gcl2/3))[g|** ™
Iy = 2173(5c)1/3 + O(v), Oy = 1 + O(v), (5.50)

siempre que dc > 0y 0 < |g| < 2(6/¢). Como g — 0, el punto (Iy,8y) tiende al origen de
R2. Segtin [16] Proposicion 1 Apéndice C, este punto fijo es linealmente estable y mostramos
aqui que hay curvas invariantes que lo rodean, al menos para g muy pequeno. Para ese fin,
g = v3%d entonces L = Ly e Iy = O(v) cuando |d| < 1. Esto nos coloca en el caso H =0y
uno repite la prueba realizada en la primera etapa. De ahi, para todo |d| < 1y un v fijo, el
punto (/y, #0) esta rodeado por curvas invariables, por lo que es un punto fijo estable para la
aplicacion seccion. Tenga en cuenta que el caso g = 0 o H = 0 esté incluido. Reconstruyendo
el flujo de la ecuacion (5.39) y fijandose € = ¢, las soluciones periddicas Buchanan [1] estan
rodeadas por 2— toros invariantes para €; pequeno, por lo tanto son soluciones periddicas
estables orbitalmente para (5.29) en el nivel de energia H = —wg, con g pequeno. Como estas
soluciones periddicas rodean el origen de R*, esto proporciona una vecindad completa del
origen llena de 2— toros invariables, por lo que este es un punto estable para el Hamiltoniano

(5.29). Esto completa la demostracion del teorema. ]

5.4. Aplicaciones

A continuacién presentamos algunas aplicaciones a nuestros resultados obtenidos con
respecto a la estabilidad de soluciones de equilibrio de un sistema Hamiltoniano con dos

grados de libertad.
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5.4.1. Aplicacién al problema restringido circular de los tres cuer-
pos

En esta secciéon, damos condiciones de estabilidad para el equilibrio L, de la funcién
Hamiltoniana correspondiente al problema restringido circular de los tres cuerpos, caso pla-
nar.

Aplicaciéon 4 Caso donde una frecuencia es nula y una no nula.

De acuerdo a la observacion 2 se obtiene que

azo = hooso,
1. .5 3 1
aq,0 = hooso — 551h1020 + 551h2010h0030 - ;52h0120h0021 (5_51)
81
= —(13-4v3) > 0.
104( v3)
Ademas, de acuerdo a la aplicacion 1 tenemos que 9, = 1y 93 = —1. Asi, se obtiene que

d1as0 < 0. Por lo tanto, segiin el Teorema 31 se sigue que la solucién de equilibrio L4 es

inestable cuando p = 0.
Aplicaciéon 5 Caso donde las frecuencias son no nulas e iguales.

De acuerdo al Lema 18 se verifica kg = % y ademés, segin el Teorema 21 tenemos que
0 = 1. De donde se sigue que kgogo > 0y dc = 40kga02 > 0. Entonces se tiene las condiciones

de estabilidad para la soluciéon de equilibrio L4, cuando pu = % (1 — @).

1. Segin Sokol’skii, como kg2 > 0, se sigue que la solucion de equilibrio L, es formal-

mente estable.

2. Segin Meyer - Palacian - Yanguas, como dc = 40k > 0, se sigue que la soluciéon de

equilibrio L, es estable en el sentido de Lyapunov.
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Capitulo 6

Formas normales para sistemas
Hamiltonianos con tres grados de
libertad cuando la parte lineal es no
diagonalizable

En este capitulo, el objetivo es extender los resultados obtenidos en el Capitulo 2 al
caso n = 3 en algunas situaciones. Debido a que en la literatura no hay evidencias de
formas normales para sistemas Hamiltonianos con tres grados de libertad, cuando la matriz
asociada al sistema linealizado no es diagonalizable. En esta tesis presentamos algoritmos
para obtener las formas normales en tal situacion, la mayoria de nuestros resultados obtenidos

son completamente originales.

Aqui, vamos a obtener una transformacion simpléctica tal que el Hamiltoniano H, des-
crito en la ecuacion (2.17) asuma una forma particular, con menos factores que el Hamil-
toniano original. Para lograr nuestro objetivo usamos las mismas ideas que en el caso dos
grados de libertad Capitulo 2, asi, vamos a dar algoritmos para normalizar el Hamiltoniano
(2.17) con tres grados de libertad. Comenzamos nuestro andlisis en el caso donde todas las
frecuencias son nulas, es decir, cuando w; = wy = ws = 0, luego hacemos el anélisis del
caso donde dos frecuencias son nulas, esto es, cuando w; = wy = 0 y w3 # 0, seguidamente
analizamos el caso donde una frecuencia es nula, es decir, cuando w; = 0y w = wy = ws
(0 wy # wg # 0), y finalmente analizamos el caso donde las frecuencias son no nulas y con
multiplicidad, esto es, w; # 0 y w = wy = w3 con w # w;. En este dltimo caso, estudiamos

también la estabilidad de soluciones de equilibrio en un nivel de energia fijo.
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6.1. Analisis del caso donde todas las frecuencias son nu-
las y la matriz no es diagonalizable

Veremos que mediante un cambio de variable adecuado, la funcion Hamiltoniana Ho
definido en (2.17) se reduce a una forma méas simple. Para lograr nuestro objetivo, suponga
que la ecuacion caracteristica (3.2) tiene todas sus raices nulas, la matriz no es diagonalizable

y sea Hy = Hy(x,y) la funciéon cuadrética dada en (2.17), definida por

- 2 2 2 2 2 2
Hjy = haooooo®] + ho20000%5 + Noo200073 + Rooo200Y1 + Roooo20Y + Rooooo2ys +

h110000T1272 + Rio1000T123 + R10o1001Y1 + Riooo10T1Y2 + Rioooor T1Y3+
(6.1)
ho11000T223 + hoto100%2Y1 + Ro10010Z2Y2 + Ro10001Z2Y3 + Roo1100Z3Y1+

hoo1010Z3Y2 + hoo1001Z3Y3 + hooo110¥1Y2 + hooo101¥1Y3 + hoooo11Y2Ys-

Analizaremos la normalizacion del sistema Hamiltoniano, correspondiente a la funciéon Hamil-
toniana Hs definida en (6.1).

Para este fin, considere el sistema linealizado (2.18) con tres grados de libertad. El pro-
blema de normalizacién se reduce en encontrar una matriz simpléctica no degenerada y real

N, tal que la transformacion

= Ny7 yT = (q17q27q37p17p27p3>7 (62>

reduce al sistema lineal a la forma
y=JS"y. (6.3)

A continuacion, veremos que en este caso el Hamiltoniano (6.1) admite siete posibles formas
particulares, este hecho depende del rango de la matriz S, que denotaremos por rg(S) y de
la cantidad de formas canoénicas de Jordan que la matriz S admite. En los siguientes siete
teoremas, vamos a describir el algoritmo de construccion para la normalizacion de la funciéon
Hamiltoniana Hs en (6.1), para cada caso, seguimos las mismas ideas usadas en los Teoremas
17-19, caso dos grados de libertad. Comenzamos nuestro anéalisis con el caso rg(S) = 1 el
cual es original, dado que no ha sido estudiado anteriormente por otros autores, los detalles

se muestran en el siguiente teorema.

Teorema 34 Suponga que todo los valores propios de A = JS son nulos y la matriz A no

es diagonalizable. St rg(S) = 1, entonces la forma normal para el Hamiltoniano en (6.1) es
1
Ky = 55]7%’
donde 6 = +£1.
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Demostracién. Dado que rg(S) = 1 existen vectores linealmente independientes aq, as, as,

a4, as, ag en RS tal que
Aa1 = 0, ACLQ = ay, Aa3 = 0, ACL4 = O, Aa5 = 0, ACLG = 0. (64)

A continuacion, construiremos una matriz N € Sp(3,R) que reduce a la matriz JS en la
forma JS*, esto es,

JSN = NJS* < N"LISN = JS*, (6.5)

asi, la ecuacion (6.5) existe, si y solo si, JS es semejante a JS* y ademéas, N debe ser

simpléctica, es decir, debe satisfacer
NTJN = J. (6.6)

Sea G una forma normal de Jordan para las matrices JS y JS*. Claramente la matriz que
reduce a JS en su forma normal de Jordan, en general, no es simpléctica. Sin embargo, el
producto de matrices no simplécticas puede ser simpléctica, entonces buscamos la matriz de

normalizacién de la forma N = A, B;.

Aqui, A; es una matriz arbitraria que reduce a la matriz JS a su forma normal de
Jordan, es decir, es una solucién no degenerada de la ecuacion JSA; = A;G, cuyas columnas
estdn compuestas por los vectores propios y vectores generalizados a;j, j = 1,---,6 corres-

pondientes al valor propio nulo de la matriz JS.

La matriz B; = C~!, donde la matriz C reduce a la matriz JS* en su forma normal de
Jordan G, es decir,

JS*C =CG < JS* = CGC™ = B{'GB,. (6.7)

Denotemos por ¢; al vector propio correspondiente al valor propio nulo de la matriz J.S*

y por co, -+, Cg a los vectores propios generalizados, donde

JS* =

SO O oo o
SO O oo o
SO O oo o
O OO OO
S OO oo o
S OO oo o

Asi, la matriz C' es de la forma C = col(c; ¢ ¢3 ¢4 ¢5 ¢g), con ¢, j = 1,---,6
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linealmente independientes. Se puede verificar que la matriz C' es de la forma

cn e 00 0 O
0 Cog C32 0 0 0
. 0 Co3 0 Cy3 0 0
¢= 0 5011 0 0 0 0 ’ (68)
0 Co5 0 0 Cx5 0
0 Co6 0 0 0 Ce6
con 11, €32, €43, Cs5, Co6 € R — {0} y a1, €20, €23, €25, 26 € R.
Por otro lado, como B; = C~! se tiene que
bp 0 0 b, O O
0 0 0 bo 0 O
1 0 b3 0 by O O
Bi=1 ¢ ¢ bs bs 0 0 |’ (6.9)
0 0 0 b bs O
0 0 0 by 0 by
donde by = e by = = by = b by = 5 by = by = 2 by = s = L
by = —010120566 y bip = % Notemos que b;, j = 1,---,10 son ntmero reales arbitrarios con
by, bs, bs, bs, big # 0, debido a que c11, ¢39, a3, Cs5, Cos 7# 0.
Ademas, de la ecuacion (6.6) obtenemos,
J=N"'JN = (A B))"JA B, = Bl (AT JA,)B, = Bl FB,, (6.10)

donde F' = AT J A, es una matriz antisimétrica, cuyas entradas son de la forma fi; = {ax, a;}.

De hecho, la matriz F' satisface
FT = (ATJA)T = ATJTA, = —ATJA, = —F.

También observe de (6.10) que F = (By )T JB;' = CTJC, es decir,

c11 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 c11 c21 0 0 0 0
Cc21 Cc22 c23 0115 C24 C25 0 0 0 0 1 0 0 c22 C32 0 0 0
P 0 c32 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 c23 0 c43 0 0
- 0 0 ca3 0 0 0 -1 0 0 0 0 O 0 c¢116 O 0 0 0
0 0 0 0 c55 0 0 -1 0 0O 0 O 0 c24 0 0 c55 0
0 0 0 0 0 c66 0 0 -1 0 0 O 0 c25 0 0 0 66
0 fi2 0 0 0 0
—Jf12 0 fos foa  f2s foe
_ 0 —f23 0 0 fss 0
N 0 —f2a 0 0 0 fas |’
0 —fas  —f35 0 0 0
0 —f26 0 —fais O 0
(6.11)
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con f12 = 50%17 f23 = —C32C24, f24 = —C43C25, f25 = C55C22, f26 = Ce6C23, f35 = (32Cs5
y fas = cazces. Note que fia, f3s5, fa6 75 0, dado que c11, c32, a3, Cs5, Cos 7é 0 y ademaés,

Luego, como A; = col(ay as a3 as as ag), definamos la matriz A; como

a1 G21 Az Q41 Gs1 (61
G2 G2 A3z2 Q42 G52 (62
A = 13 (23 (33 (43 G53 063
Q14 (24 A34 Q44 G54 0Ogy
Q15 QA25 G35 Q45 As55 G6s
Q16 Q26 (36 Q46 As56 66

y dado que F' = AT JA,, obtenemos que

ail  ai2 a1z ai4 a5 aie 0 0 0 1 0 0 ail a1 a3l a4l as1 4agl
a21 a2 a3  a24 425 426 0 0 0 0 1 0 ai2 a2 a2 a42  as2 462
P az1 asz2 a3z az4 azs  ase 0 0 0 0 0 1 ai3 a3 a3z a43 as3 a3
a4l @42 A43 Q44 Q45 Q46 -1 0 0 0 0 O ai4 @24 Aa34 Q44 A54 Q64
as1  as2 as3  as4  ass  A56 0 -1 0 0 0 O ais azs  a3s  a45  ass 465
a1 a2 G63 A4  G65 466 0 0 -1 0 0 O aie a2 A36 Q46 G56 466
0 {a1,a2} {ai,a3} {ai1,a4} {a1,a5} {a1,a6}
{az2,a1} 0 {a2,a3} {a2,a4} {a2,a5} {a2,as}
_ {az,a1} {as,a2} 0 {az,as} {asz,as} {as,a6}
- {as,a1} {as,a2} {as,a3} 0 {as,a5} {as,a6}
{as,a1} {as,a2} {as,a3} {as,asa} 0 {as,a¢}
{ag,a1} {as,a2} {as,a3} {as,as} {as,as} 0

(6.12)
Comparando (6.11) y (6.12), para i = 1,2,3,4,5,6, se tiene las siguientes condiciones:
{a;,a1} =0, # 2; {a;,a2} =0, i =2; {a;,a3} = 0,1 =1,3,4,6; {a;,a4} = 0,7 =1,3,4,5;
{a;;a5} = 0,1 = 1,4,5,6; {a;,a6} = 0,1 = 1,3,5,6; {a1,a2} = fio # 0; {as,a3} = fa3;
{az, as} = fou; {az, a5} = fos; {az, a6} = fos; {as, a5} = fss # 0y {as, a6} = fas # 0.

Ahora, calculando la ecuacion J = BY F'B;, determinamos algunas condiciones para las

constantes b;, j = 1,---,10, esto es,
0 0 0 fid 0 0
0 0 0 Bas b3bsfss 0
0 0 0 B34 0 biobs f16
BTFB, = —J
PEPET L Bl B P 0 Bis B ’
0 —b3bs f35 0 —Bus 0 0
0 0 —b1obs fas  —Pas 0 0

con oy = 53(b7f35 - b1f235)7 B34 = b5(b9f46 - b1f245)7 Bas = b8(b4f35 + blf255) y Bas =
b1o(be fa6 + b1 f260).

Note que la matriz BY F'B; debe ser J, asi, basta considerar

1 1 1
— b b — 3 b b = —, 5 = san a ’a ’ 613
Tar, @) 308 (s, 05) 5010 {an, ao} gn({a1,az}) ( )
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y ademas, se debe verificar que foy = P34 = Pa5 = Pas = 0, es decir,
b3(br fzs — b1 fa3d) = 0,  bs(bgfag — b1fasd) =0,
bs(bsf35 + b1 f250) = 0,  b1o(be fas + b1fasd) = 0.

Como buscamos una forma lo més simple posible para la matriz By, sin pérdida de genera-

(6.14)

lidad, hacemos by = 0 y en (6.13) podemos considerar bg = by = 1, asi obtenemos
1 1 1

by = ———, b3=——, by=——, 0=sgn({ar,as}). 6.15
1 ﬁ{ah@H 3 {as, a5} 5 {aa, ag} gn({ai,az}) ( )
Ademas, como b3, bs # 0 de (6.14), se sigue que
by = _b15f25’ by — _b15f26’ by — b10 fa3 v by = b15f24. (6.16)
I35 J16 f35 Jas

A partir de las restricciones by = 0, bg = bjp = 1 y de las ecuaciones obtenidas en (6.15)

y (6.16), tenemos la expresion para la matriz N como
N = [blal b3a3 b5CL4 5bla2 + b4CL3 + b6CL4 + b7a5 + b9a6 as aﬁ]. (617)

De manera equivalente a (6.17), la matriz N puede ser expresada como

biair bsasy bsas  Obiragy + bsasy + bsagr + brasy + boagy as; ae
biaia bsaszy bsasa Obiage + baags + bsass + brasy + boage  ase  aee
N — biaiz bsass bsass Obiags + baass + bgass + brass + boags  ass  ags
biais bsass bsass Obirags + baass + bsaas + brass + boags ass  ags
biais bzass bsass Obiass + byass + bsass + brass + boass  ass  aes
biaig bzass bsass Obiass + byass + beass + brase + boags s  aes

Esta matriz es simpléctica con

1 1 1
bh=——, by3=——, by=——, 0=sgn({ay,as}),
1 Taraol] 3 {as, a5} 5 {au, ag} gn({ai,az})
by — b10 fos be — b10 fag by = b10 fa3 v by = b10 fou
4 — ) - ) - - .
f35 ¢ fa6 f35 ? fa6

Ademas, usando el hecho de que rg(S) = 2 en la ecuacion (6.4), sabemos que la matriz de

normalizacion JS* esta dada por
JS* = [A(biay) A(bsaz) A(bsay) A(6bras + byas + bgas + bras + boag)  Alas) A(ag)]
=0 0 0 ébja; 0 0],
de donde se obtiene que la matriz JS* es de la forma

0 0 0 0

JS* = asi, S*=

S OO OO
S OO OO
SO O oo oo
S OO OO
S OO OO
OO oo oo
SO O oo oo
SO O oo oo
S OO o oo
SO o O OO
S OO o oo
S OO o oo
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Luego, la forma normal para el Hamiltoniano Hs en (6.1) adquiere la siguiente forma

0 00O0O0DO Q1

00 0O0O0UO Q2

B 1 0 00O0O0DO 0 qs3

KQ(qap) - §(Q1>q2>q3aplap2ap3) 00045 00 P

00 0O0O0UO Do

0 00O0O0UO D3
1

= §(q17 q2, q37p17p27p3)'(07 07 07 5p17 07 0)
0
Esto finaliza la demostraciéon del teorema. m

En el siguiente teorema, analizamos el caso rg(S) = 2, este resultado es original, pues en
la literatura atin no hay evidencias de la construcciéon del algoritmo para la forma normal.

La demostracion de este caso se realiza, usando las mismas ideas que en el caso rg(S) = 1.

Teorema 35 Suponga que todo los valores propios de A = JS son nulos y la matriz A no

es diagonalizable. Si rg(S) = 2, entonces la forma normal para el Hamiltoniano en (6.1) es
1 1
Ky = 5511?% + 5521?3,

donde (51 = :l:l, 52 = +1.

Demostracién. Supongamos que rg(S) = 2 y sean ay, as, as, a4, as, ag vectores en R®

linealmente independientes, entonces
ACLl = O, ACLQ = ag, ACLg = O, Aa4 = as, ACL5 = O, Aa6 =0. (618)

Para la construccion de la matriz N € Sp(3,R), se precede de manera similar al Teorema
34, es decir, buscamos una matriz de normalizacién de la forma N = A;B;. En este caso,

notemos que la matriz JS* viene dada por

0006 00
000 0 & 0
., looo o 0o
T5=10000 0 0
0000 00
0000 00
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Asi, se verifica facilmente que la matriz C' = col(¢c; ¢ ¢3 ¢4 ¢5 cg),concy, j=1,---,6

linealmente independientes, es de la forma

C11 C21 0 C41 0 0
0 ¢ 3 cp 0 0
_ 0 3 0 c3 cs3 O
¢= 0 011(51 0 0 0 0 ’ (619)
0 0 0 032(52 0 0
0 Cog 0 C46 0 ce6
CON €11, C32, Cs3, Co6 € R — {0} ¥ o1, €22, 23, Cag, Ca1, Caz2, Ca3, Ca6 € R.
Por otro lado, como B; = C~! se tiene que
by 0 0 b bs 0
0 0 0 bdéy O 0
B 0 by 0 by be O
Bi=19 00 0 ws o | (6.20)
0 0 by by by O
0 0 0 b b b
donde by = ;L. by = =052, by = — B = Ly = —diem p = e p = L p =
Jdic o dac _ ¢ _ dac. _ 1 -
_011102533’ by = _0322;533’ blO - _011102666’ bll o _0322;666 y b12 ~ ces” Notemos que bj’ J = 1’ o ’12

son numero reales arbitrarios, con by, by, b7, bio # 0, puesto que ¢y, 32, 53, cgg # 0 . Por

consiguiente, la matriz F' = (B; )T JB;! = CTJC tiene la siguiente forma

0 fi2 0 0 0 0

—fiz O 0 foa  fos fos

0 0 0 f3a 0 0
F = 6.21
0 —fu —fu O fi fu (6:21)

0 —f25 0 _f45 0 f56

0 —fas 0 —fis —fs6 O
con fio = 510%1, foa = —cCapCa3 + Ca3Cap — C11C4101 + C32C2202, fas = —C53C26, fo6 = Ce6C23,
faa = 0;2),252, fas = —Cs3Ca6, fa6 = CoCaz ¥ fs6 = Cs3Ce6. Note que fio, fsa, f56 # 0, dado que

c11, €32, Css, Cop # 0y ademas, f3 f3, f5; = det(F) = det(Af JA,) = det?(A;) # 0.

De las ecuaciones (6.21) y (6.12), para ¢ = 1,---,6 se tiene las siguientes condiciones:

{aiual} =0, 7é 2; {@z’,a2} =0,7=2,3; {az‘,@s} =0,1 7A 4; {az‘,@4} =0,1=1,4; {aiaaf)} =
0,7=1,3,5; {ai,%} = 0,7 =1,3,6; {al>a2} = fi2 7é 0; {ag,a4} = fou; {az,as} = fos;
{ag, a6} = fos; {as, as} = fsa #0; {aa, a5} = fuas; {as, a6} = fas y {as,a6} = f56 # 0.

Ahora, calculando la ecuacién J = BY F'B;, determinamos algunas condiciones para las
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constantes b;, j = 1,---,12, esto es,

0 0 0 b? f1201 0 0
0 0 0 0 bif3452 0
0 0 0 B34 Bss  biabr fs6
BIFB, = =J.
e —b7 f1201 0 —Bs4 0 Pas Pas
0 —b3 f3405 — 35 — s 0 Bs6
0 0 —biobrfs6 —Bis —se 0

con f34 = bigbr f56 —b1b7 fo501, bss = b11b7 f56 —babr fa502, Bas = b11bs fs6 — brobg fs6 — b1b3 f1201 +
b1bg fo501-+b1011 f2601+babs f3402—babg fa502—b10bs f4602+b1b4 f240102, Bag = b12bs fs6+b1b12 fa601,
Bse = bi2bg f56 + bi2ba fa602.

Note que la matriz B FB; debe ser J, asi, basta considerar

1 1 1
b= ———, bh=—F—m, bibo=—"—"=, & =sn({a,a}),
[{a1, a2} |V {as, as}| {as, ac} (6.22)

0y = sgn({as, as}),
y ademas, se debe verificar que (34 = (35 = (45 = Bag = O56 = 0, es decir,
0 = biobr fs6 — bibr fa501, 0 = b11b7 f56 — babr f4502,
0 = b11bs fs6 — b1obo f56 — b1b3 f1201 + b1bg fa501 + b1b11 fag01 + babs f3400—
babs fa500 — b1oby fa02 + b1by fo4010,
0 = bizbs f56 + bibi2f2601, O = b12bg f56 + 1204 f1602.

Como buscamos una forma lo mas simple posible para la matriz B, sin pérdida de gene-

(6.23)

ralidad, hacemos by = b5 = bg = 0 y en (6.22) podemos tomar b5 = 1. Asi, la ecuacion (6.22)

queda expresada como

1 1 1

bl_ ) 4 — T b7:77 51:‘9” ai,Gay),
T aal] Vg 7 fanar gritanead) oy

(52 = sgn({ag, a4}).
Ademas, de (6.23) se obtiene que

by — b102( faafs6 — fos.fa6 + fo6f15) by — _5151f26 by — _b452f46
Ji2f56 ’ fs6 fs6 (6.25)
by = b101 fas by — b402 f15
56 56

Finalmente, a partir de las restricciones by, = b5 = bg = 0, bis = 1 y de las ecuaciones

obtenidas en (6.24) y (6.25), tenemos la expresion para la matriz N como
N = [blal b4a3 b7a5 51[)1&2 + 68&5 + bloa(; bgal + 52[)4&4 + bga5 + b11a6 0,6]. (626)
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De manera equivalente a (6.26), la matriz N se puede expresar como

biai1 bsazr brasi d1biagy + bgasy + bigagr  bzain + d2bsasr + boasy + biiagt  aet
biaiz bsazz brasy O1biags + bgase + bipasz  bzaiz + d2bsasn + boasz + biiasz  as2
biaiz bsazs brass d1brass + bgass + bipass  bzaiz + d2bsasz + boasz + biiaesz  aes
biais bgazs brass O1brass + bgasy + bigaes  bzaig + dobsass + boass + bi1ass  aea
biais bsags brass d1birass + bgass + bipags  bzais + d2bsags + boass + biiaes  aes
biaie bsaze brase O1biage + bgase + bipass b3aie + d2bsase + boase + bi1ass  aee

Esta matriz es simpléctica con

1 1 1

61—7, b4:7, 6727, 512871 al,ag s
VTan, a2} v/ {aa, aa}| {05 ac} gnitan, oa})

02 = sgn({as, as}),

by = 5452(f24f56 — fasfa6 + f26f45) by = _bl5lf26 by = _5452f46
f12f56 ’ fs6 ’ I56 ’
b — b101 fa5 . b402 fas
10 — y b= .
f56 56

Ademas, usando el hecho de que rg(S) = 3 en la ecuacion (6.18), sabemos que la matriz de
normalizaciéon JS* esta dada por

JS* = [A(bra1) A(bsaz) A(bras) A(01biaz + bgas + bigas) A(bzar + d2bsas + byas + briag) A(as)]
=[0 0 0 d1ba; d2bsaz O]

de donde se obtiene que la matriz JS* es de la forma

00046 00 0000 00
0000 & 0 0000 00
.. loooo 0o e | 0000 00
T=1 0000 00| 2 S=[0oo00es 0 o0
0000 00 000 0 8 0
0000 0 0 0000 00

Luego, la forma normal para el Hamiltoniano Hs en (6.1) adquiere la siguiente forma

0000 0 0 @
0000 0 0 @
1 000 0 0 O
K2(q7p>25((]17(127([37]917]927]93) 00 0 51 0 0 Zq)?l)
000 O (52 0 P2
0000 0 0 Ds
1
= §(q1>q2>q3aplap27p3)'(0aO>0a51p1762p270)
) 0
zglp%;pg, 6 =+1, 0=+l
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Asi, el teorema queda demostrado. [

A continuacién, analizamos el caso rg(S) = 3 el cual es un resultado original. En este
caso tenemos dos posibilidades, el primer caso es cuando la forma normal de Jordan de la
matriz A = JS tiene dos bloques, uno de orden 4 x 4 y otro de orden 2 x 2, y el segundo
caso es cuando la forma normal de Jordan de la matriz JS tiene tres bloques de orden 2 x 2

cada uno. Los detalles se muestran en el siguiente teorema.

Teorema 36 Suponga que la matriz G es una forma normal de Jordan de la matriz A =
JS. Ademds, suponga que todos los valores propios de A son nulos y la matriz A no es
diagonalizable. Si rg(S) = 3, entonces las formas normales para el Hamiltoniano en (6.1)

estan caracterizadas por:

1. Cuando la matriz G tiene dos bloques, uno de orden 4 x 4 y otro de orden 2 X 2, la

orma normal es Ky = 16p% + qipa, donde § = £1.
2 1

2. Cuando la matriz G tiene tres bloques de orden 2 X 2 cada uno, la forma normal es
Ky = 16103 + 20op% + 165p3, donde &, = £1, 6, = 1, §;3 = +1.
Demostraciéon. Comenzamos la demostracion con el item (1), en este caso existe base de

RG ai, Gz, asz, G4, s, Ag ta’l que
Aay =0, Aay=a;, Aaz=as, Aay=az, Aas=0, Aasz=0. (6.27)

Para la construccion de la matriz N € Sp(3,R), se sigue las mismas que en el Teorema 35, es
decir, buscamos una matriz de normalizaciéon de la forma N = A;B;. En este caso, notemos

que la matriz JS* viene dada por

00046 0 0
1000 0 0
., ooo0oo0o o o
T5=10000 -1 0
0000 0 0
0000 0 0

Asi, se puede verificar facilmente que la matriz C' = col(c; ¢2 ¢3 ¢4 ¢ ¢g),concy, j=
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1,---,6 linealmente independientes, es de la forma

0 cr2 co €32 0 0
Cl12 C22 C32 Ca2 0 0
. 0 0 0 Cy3 Cs3 0
¢= 0 0 0125 0225 0 0 ’ (628)
0 0 0 —0125 0 0
0 0 0 Cq6 0 Ce6
con c1, Cs3, ces € R — {0} ¥ ca2, €32, Ca2, Cu3, ca6 € R.
Por otro lado, como B; = C~! se tiene que
by by 0 b3 by O
bp 0 0 b6 —bs O
_ 0 0 0 bo —bo 0
Bi=1"9 0 0 0 -t o | (6:29)
0 0 b O bg 0O
0 0 0 O b bg
con bl — _%’ b2 =1, b3 _ %’ b4 _ 5(032—2012663:1122022+c%2042)’ b5 — é’ 6 = C(f;_izg’
b; = c‘f;—‘égﬁ. y bg = % Notemos que b;, j = 1,---,8 son ntmeros reales arbitrarios con

by, bs, bg # 0, debido a que c1a, ¢s3, g # 0. Por consiguiente, la matriz F' = (B;Y)TJB; ! =
CT JC tiene la siguiente forma

0 0 0 fou 0 0
0 0 —fu O 0 0
0 fau O faa 0 0
F = , 6.30
—for 0 —fau 0 fis fas ( )
0 0 0 —fas 0 56
0 0 0 —fis —fss O
con fiy = —50%2, faa = 5(052 - 2012032), fas = —ca6Cs3, fae = CazCes Y [fs6 = Cs3Ce6. Note

que fo, fss # 0, dado que cjo, Cs3, cgs # 0 y ademas, fq,f% = det(F) = det(ATJA;) =
d€t2(A1) % 0.

De las ecuaciones (6.30) y (6.12), para ¢ = 1,--- ,6, se tiene las siguientes condiciones:
{a;,a1} =0, @ # 4; {a;,a2} =0, 1 # 3; {a;,a3} = 0,47 = 1,3,5,6; {a;,a4} = 0,7 = 2,4;
{a;,a5} = 0, 1 = 1,2,3,5; {a;,a6} = 0, i = 1,2,3,6; {as,a1} = {as,a3} = fos # 0;
{@3,a4} = f34; {a4,a5} = fus; {a47a6} = fas ¥ {@5,@6} = f56 # 0.

Ahora, calculando la ecuacién J = BY F'B;, determinamos algunas condiciones para las
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constantes b;, j =1,---,8, esto es,

0 0 0 ~b3foud 0 0
0 0 0 0 —b3fod 0
T _ 0 0 0 0 B35 bsbsfse |
BiEBi=1 42 5 0 0 0 Bus 0 =J
0 b% f245 _535 _545 0 556
0 0 _b5b8f56 O _B56 0

donde B35 = b5 (b7 fs6 + bafas0), Bas = b%f24 - b§f34 — 20203 f246 ¥ P56 = bs(bs fs6 — b2fa60).
Note que la matriz BY F'B; debe ser J, asi, basta considerar

b= bghe=
2 |{a2’a4}|a 58 {as,a(j}’

y ademas, se debe verificar que bss = bys = bsg = 0, es decir,

0 = —sgn({az,as}), (6.31)

b5(b7f56 + b2f456> = 07 b%f24 - b§f34 - 2b2b3f245 = 07 bS(b6f56 - b2f465) =0 (632>

Como buscamos una forma lo mas simple posible para la matriz By, sin pérdida de gene-
ralidad, hacemos b; = by = 0 y en la ecuacion (6.31) podemos considerar by = 1, asi,

obtenemos
B 1 1

by ——— = —
T VHas,asd| . {as a6}

Ademas, como b5, bg # 0 de (6.32), se sigue que

_625f34 bﬁ _ b25f46 y [ — _b26f45 (634)

2f24 ’ f56 ! f56 .

0 = —sgn({ai,a4}). (6.33)

bgz

A partir de las restricciones by = by = 0, bg = 1 y de las ecuaciones obtenidas en (6.33)

y (6.34), tenemos la expresion para la matriz N como
N = [bgag b2a1 b5a5 b3a1 + 562&3 — b3a2 — 5b2a4 + b6&5 + b7a6 CLG]. (635)

De manera equivalente a (6.35), la matriz N puede ser expresada como

baag1 bearr bsasy bsar + dbaagy  —bsass — 0baaay + beasi + brag  as
boay boaia bsasy bsaiz + 0bsazy  —bgagy — 0baags + bsass + bragy  aen
boass boaiz bsass bsais + dbsass —bsass — 0baays + bsass + brags  aes
baags baars bsass bsars + 0bsags —bsasy — 0baaus + beasa + brass  aes
baags baars bsass bsais + dbsags —bsass — dbaaus + beass + brass  aes
baass baarg bsase bsaig + Obaags —bsass — Obaaus + beass + brass  aes
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Esta matriz es simpléctica con

1 1

6277 bzi, 6:—$n ai, a ,
2T Mana)l " {as.ae) gn({ar,a:})
by — a0 f34 b — b20 f16 v b= byl fus

2f24 ’ f56 f56 .

Ademas, usando el hecho de que rg(S) = 3 en la ecuacion (6.27), sabemos que la matriz
de normalizacién JS* estd dada por

JS* = [A(bgag) A(bQCLl) A(b5a5) A(bg&l + 5b2a3) A(—bgag — 5()2&4 + b6a5 + b7a6) A(aﬁ)]
= [b2a1 0 0 5(()2(12) — (b3a1 + 5b2a3) 0],

de donde se obtiene que la matriz JS* es de la forma

0006 0 0 0000710
1000 0 0 000000
. loooo oo e 000000
TS =1 0000 10| ® S=l0004s0 0
0000 0 0 100000
0000 0 0 000000

Luego, la forma normal para el Hamiltoniano Hs en (6.1) adquiere la siguiente forma

000 O0T1OQ0 oal
000000 @
1 00 0O0O0O0
Kz(q7p>:§(Q17Q27Q37p17p27p3) 0005 00 Zq;l)
1 00000 D2
000 O0O0O O P3
1
= §(q1>q2>q3aplap27p3)'(0aO>0a51p1762p270)
)
:§p%+Q1P2, 6 ==+1.

Esto finaliza la demostracion de la primera parte del teorema.

Ahora, vamos a demostrar el segundo item, en este caso existe base ay, as, as, a4, as, ag

tal que
Aa1 = 0, ACL2 = aq, Aa3 = 0, ACL4 = as, Aa5 = 0, ACLG = Q5. (636)

Construiremos la matriz N € Sp(3,R), andlogamente al caso anterior, es decir, buscamos

una matriz de normalizacion de la forma N = A;B;. En este caso, notemos que la matriz
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JS* viene dada por

000 oo 0 O
000 0 6 O
« | 000 0 0 0
JS" = 000 O0 O O
000 O0 O O
000 0 0 O
Asi, se verifica que la matriz C' es de la forma C' =col(c; c¢2 ¢3 ¢4 ¢5 ¢g), concy, j =
1,---,6 linealmente independientes, es de la forma
C11  C21 0 Cq1 0 Ce1

0 Ca2 C32  Cyg2 0 C62
- 0 c3 0 a3 3 ce3
¢= 0 01151 0 0 0 0 ’ (637)
0 0 0 03252 0 0
0 0 0 0 0 053(53
con ¢y, €3, ¢s3 € R — {0} ¥ ca1, 22, €23, Ca1, Ca2, €43, Co1, Co3, Co3 € R.
Por otro lado, como B; = C~! se tiene que
bl 0 0 bg bg b4
0 0 0 boy O 0
0 b5 0 b b7 bg
B, = )
! 00 0 0 b 0 |’ (6.38)
0 0 bg blO bll b12
0O 0 0 O 0  byos
donde bl = ia b2 = _%7 b3 = _66121%3127 b4 = _3131%’ bs = éa b3 = éa b4 = _62%7
bs = _6i§;12’ b = _66111Cc2322’ br = _6i§;12’ bs = _2332606523’ by = é’ bio = _06111602533’ 1= _0?2604533’ Y
bis = —5i§63. Notemos que b;, 7 = 1,---,12 son ntmero reales arbitrarios, con by, bs, by # 0,

53

puesto que ¢y, €32, ¢s3 # 0. Por consiguiente, la matriz F' = (Bl_l)TJBl_1 = CTJC tiene la

siguiente forma

0 fi2 0 0 0 0
—fiz 0 0 fou 0 fo
0 0 0 f3a 0 0
F = 6.39
0 ~fo ~fu O 0 fu (6.39)
0 0 0 0 0 fs6
0 —fas 0 —fis —fs6 O
con fio = 51031, faa = €32C2209 — C11€4101, fas = C53C2303 — C11C6101, faa = 520327 fi6 =

C53C4303 — C32C6202, f56 = C§353- Note que fia, f34, fs56 # 0, dado que ¢y, c32, c53 # 0y
ademés, f5f2, 12 = det(F) = det(AT JA,) = det?(A;) # 0.
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De las ecuaciones (6.39) y (6.12), para ¢ = 1,---,6 se tiene las siguientes condiciones:
{a;,a1} =0, 1 # 2; {a;,a2} = 0,1 = 2,3,5; {a;,a3} = 0,7 # 4; {a;,a4} =0, i = 1,4, 5;
{aiyas} = 0,0 # 6; {a;, a6} =0, =1,3,6; {a1, a2} = f12 # 0; {a, as} = fas; {a2, a6} = fos;
{as, as} = fas; {as, a6} = fa6 v {as, a6} = fe.

Ahora, calculando la ecuacion J = BT FB; determinamos algunas condiciones para las

constantes b;, j = 1,---,12, esto es,
0 0 0 Bfud O 0
0 0 0 0 Bfuds 0
0 0 0 0 0 b3 f5603
B{FB = 5 —J
! —b7 f1201 0 0 0 Bas Bas ’
0 —b2 f3405 0 —Bas 0 Bs6
0 0 —b3fs603  —Bis  —DPss 0

donde Bas = —b1b3 f1201 4 b1b5 f240201 + bsbg f3402, Bas = —b1ba f1201 + b1bg f260301 + b1obg f5603,
Bse = —bsbg f3402 4 bsbg f160302 4 b11bg f5603.

Note que la matriz BT F'B; debe ser J, asi, basta considerar
1 1 1

"= |{a1,a2}|’ = V {03,&4}’ = vV {as,ae‘}’
0 = sgn({ay,as}), &2 =sgn({as,as}), 03 =sgn({as,as}),
y ademas, se debe verificar que (45 = (46 = O56 = 0, es decir,
0 = —b1b3 f1201 + b1bs f240201 + bsbe f3402, 0 = —b1by f1201 + b1bg f260301 + b10by f5603,

0 = —bsbg f3402 + bsbg f160302 + b11bg f5603.

(6.40)

(6.41)
Como buscamos una forma lo mas simple posible para la matriz B, sin pérdida de gene-

ralidad, hacemos by = bg = bg = b12 = 0. Con estas restricciones, de (6.41) se obtiene
_ bs0afau b101 fa6 b502 f16

by = , ;
T f fs6 fo6

A partir de las restricciones by = bg = by = bjs = 0 y de las ecuaciones obtenidas en

v by = — (6.42)

bio = —
(6.40) y (6.42), tenemos la expresion para la matriz N como
N = [blal b5a3 bga5 62&1 + 5161(L2 + bloa5 b3a1 + 52[)5&4 + b11a5 bgégaﬁ]. (643)

De manera equivalente a (6.42), la matriz N puede ser escrita como

biai
biaip
biaqs
biayy
biais
biais

bsasy
bsazy
bsass
bsa34
bsazs
bsazg

byasy
byasy
byass
byasy
boass
byase

byayy + 01b1a91 + bigas
baaia + 01b1a92 + bipasy
bz + 01b1a3 + bipass
boaiy + 01b1a24 + bipass
baays + 01b1a9s + bipass
baais + 01b1a26 + bioase
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bsayy + d2bsas + biyas
baaip + 02bsass + biyasy
bsaiz + d2bsass + biiass
b1y + d2bsasy + birasy
bays + d2bsass + biyass
bais + d2bsase + biiase

bydsae
bydsaea
bydzaes
byd3ae4
bydsaes
bydsaee



Esta matriz es simpléctica con

1 1 1

S S W S N
VHava}l 7 Has i) Va5, as}

oy = sgn({ar, az}), 6 = sgn({az, as}), 05 = sgn({as, ag}),
b — b502 f24 N b101 f26 by — b502 f16

3 — - 11 — — .

) 10 = y Y
fi2 fs6 I56

Ademas, usando el hecho de que r¢g(S) = 3 en la ecuacion (6.36), sabemos que la matriz de
normalizacion JS* esta dada por

by =

JS* = [A(blal) A(b5a3) A(bgCLg,) A(bgal + 01brag + bloa5) A(bgal + dobsas + blla5) A(bg53a6)]
= [O 0 0 511)1&1 521)5&3 531)9&5],

de donde se obtiene que la matriz JS* es de la forma

00046 0 0 0000 0 0
000 0 8 0 0000 0 0
.. looo o 0 g - w | 0000 0 0
TS =10000 00 ' S=loo00s 0 0
0000 0 0 0000 & 0
0000 0 0 0000 0 &

Luego, la forma normal para el Hamiltoniano Hs en (6.1) adquiere la siguiente forma

0000 0 0 @
000 0 0 O q2
1 000 0 0 O q3
K2(Q>p) - §(Q1aQ2aQ3aplap2ap3) 00 0 51 0 0 I
000 O 52 0 D2
0 00 0 0 o3 D3
1
= _(QIaQ27Q37p17p27p3)-(07070751]91752172753]93)

2

) ) 0

Asi, el teorema queda demostrado. [

A continuacion, analizamos el caso rg(S) = 4, del mismo modo que en el caso rango tres,
en este caso también tenemos dos posibilidades, el primer caso es cuando la forma normal
de Jordan de la matriz A = JS tiene dos bloques de orden 3 x 3 cada uno (estudiado por
Waz en [23]), v el segundo caso es cuando la forma normal de Jordan de la matriz JS tiene
dos bloques uno de orden 4 x 4 y el otro de orden 2 x 2, este resultado es original dado que

no a sido estudiado anteriormente. Los detalles se muestra en el siguiente teorema.
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Teorema 37 Suponga que la matriz G es una forma normal de Jordan de la matriz A = JS.
Ademds, suponga que todos los valores propios de A son nulos y que la matriz A no es
diagonalizable. Si rg(S) = 4, entonces las formas normales para el Hamiltoniano en (6.1)

estdn caracterizadas por:

1. Cuando la matriz G tiene dos bloques de orden 3 X 3 cada uno, la forma normal es

Ky = qips + qops.

2. Cuando la matriz G tiene dos bloques uno de orden 4 X 4 y el otro de orden 2 X 2, la

forma normal es Ky = %511)% + ¢op3 + %521)%, donde 61 = £1, 6y = 1.
Demostracion. Comenzamos la demostracion con el apartado 1, en este caso existen vec-
tores linealmente independientes a;, as, as, a4, as, ag de RS tal que

Aa; =0, Aay=a1, Aaz=as, Aay=0, Aas=ay, Aag= as. (6.44)

Construiremos la matriz N € Sp(3,R), siguiendo las mismas ideas que en los teoremas
anteriores, es decir, buscamos una matriz de normalizaciéon de la forma N = A;B;. En este

caso, notemos que la matriz JS* viene dada por

000O0 O O
1000 O O
. 10100 0 O
J5" = 0000 -1 0
0000 O -1
000O0 O O
Asi, se verifica que la matriz C' = col(c; ¢2 ¢3 ¢4 ¢ ¢g), concy, j=1,---,6 lineal-

mente independientes, es de la forma

0 0 C13 0 0 0

0 c3 c3 O 0 C53
c13 ¢33 ¢33 0 cs3  ce3
C= , (6.45)
0 cou €34 Cuu Csa  Con
0 0 —C24 O —C14 —Cnq

0 0 0 0 0 C14

con ci3, c14 € R — {0} ¥ co3, o4, €33, C34, C53, C54, Co3, Coa € R.
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Por otro lado, como B; = C~! se tiene que

bi by by 0 by b
by b3 0 0 0 —by
bs 0 0 0 O 0
Bl == 5 (646)
be bz 0 bs by bio
b 0 0 0 —bg —bg
0O 0 0 0 O bs
2
5C14— + . 5 5 53C51— .
donde b; = Ca3C14 613223214 013624653’ by = —%3 by = L’ by = -2 pho = €14€23C53+C135C5 SECEIEN
314 cis c13 C13C14 €131
__ €14C23C24—C13€14C34+C13C24C54 . ___Coa — L — G54 — __C54
be = e , by = e by = o, by = Y bio = o Notemos que
bj, 7 =1,---,10 son nimero reales arbitrarios, con bz, bs # 0, puesto que ¢y3, c14 # 0. Por

consiguiente, la matriz F' = (B;)TJB;' = CTJC tiene la siguiente forma

0 0 0 0 fi
0 fas 0 —fig fos

—fs 0 fie —fu f
023 _flﬁ (1]6 026 86 : (647)

0 Ji6 Jos 0 0 56
—fie —fw —Jfis O —fss O
con fig = ci13¢14, foz3 = —2C13Cu, foe = C1aC23 — C13Csa, f36 = C1aC33 + CosCs3 — Ca3Css +
C13C64, fs6 = 2c14cs3. Note que fig # 0, dado que c13, c1q # 0y ademas, f& = det(F) =
det(ATJA,) = det?(A;) # 0.

o O O O

De las ecuaciones (6.47) y (6.12), parai = 1,2, 3,4, 5, 6 se tiene las siguientes condiciones:
{a;,a1} = 0,4 # 6; {a;,a0} = 0,1 = 1,2,4; {a;,a3} = 0,7 = 1,3; {a;, a4} = 0,1 # 3;
{a;,a5} = 0,4 = 1,4,5; {a;,a6} = 0, 1 = 4,6; {a1,a6} = {as,a2} = {as, a4} = fi6 # 0;
{ag, a3} = faz; {as, a6} = {as, a3} = fas; {az, a6} = fas y {as, a6} = fso.

Ahora, calculando la ecuacion J = B F By, determinamos algunas condiciones para las

constantes b;, j =1,---,10, esto es,
0 Bi2 0 bsbsfie  DPis Bie
— 2 0 0 0 bsbsfie s
—_— 0 0 0 0 0 bybsfis |
BiFB: = —bsbs f16 0 0 0 0 0 =J
—Bis —bsbsfie 0 0 0 Bs6
—B16 —Bi5  —bsbs fie 0 —Bs6 0

con P12 = b3(2b7fi6 — bsfas), Bis = babsfie + bsbg fic + bsbs fos, Bie = biobsfie — babrfie +
b1bs f16 + b2bg f16 + b3ba foz + babs fag + bsbg fag + bsbs fas + brbs fs6 ¥ Bs6 = bs(2ba f16 — bs f56)-

Note que la matriz BY F'B; debe ser J, asi, basta considerar
1

{@1, CLG}7
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y ademas, se debe verificar que f12 = P15 = P16 = P56 = 0, es decir,

0 = b3(2b7 fi6 — b3 faz), 0 = babgfis + bsbg fis + bsbs fos, 0 = bs(2b4f16 — bsfs6),

0 = biobs fie — babr fi6 + bibs fie + babg fi6 + b3ba faz + babs fog + bsby fog + bsbs f36 4 brbg fz6.

(6.49)

Como buscamos una forma lo més simple posible para la matriz By, sin pérdida de generali-

dad, hacemos by = bjyp = 0 y en (6.48) podemos considerar bg = 1, asi, obtenemos
B 1
{ay, aﬁ}.

Ademas, como b3, bg # 0 de (6.49), se sigue que

_b3 (4f16f36 + 3f23f56 — 43) _ &
Af7s ’ 2fi6’

bs

b3 fas

bl — b4

br

B 2flﬁ Y f16'

(6.50)

(6.51)

A partir de las restricciones by = by = 0, bg = 1 y de las ecuaciones obtenidas en (6.50)

y (6.51), por fin obtenemos la expresion para la matriz N como

N = [blal + b3CL3 + b6CL4 + b7CL5 b3a2 + b7CL4 b3a1 ay b4a1 + b9a4 — Q5 b5a1 — b4CL2 — bgCL5 + CL6].

De manera equivalente a (6.52), la matriz N puede ser escrita como

(6.52)

biai1 +bsaz1 +beasr +brasy  bzaz1 +brasr  bzain  as1 bsair +bgasr —as1  bsair — bsazr — boas1 + a1
biaiz + bzazz + beasz +brasz  bzazz +brasz  bzaiz  as2  biaiz +bgas2 —as2  bsaiz — byaze — boas2 + a2
N = biais + bzass + beass +brass bszazz +brass bzaiz  asz  bsaiz +boasz —asz  bsaiz — bsazz — bgass + a3
biais + bzazs + beass +brass bzazg +brass  bzais  ag4  biarg +bgags —ass  bsars — bgazy — bgass + aea
biais + bzass + beass +brass  bzazs +brass bzais  ass  bsais +boass —ass  bsais — baazs — boass + aes
biaie + bzaze + beass + brase bsaze +brass bzaie ase  baaie +bygass —ase bsaie — baaze — byase + aee

Esta matriz es simpléctica con
B 1
{a17 a6}’
b — bs (4f16.f36 + 3fsfs6 — 4f35)
L= = 2
4fis

bs

) b4

:@ b7:bsf23 . bg——@
2f16’ 2f16 16

Ademas, usando el hecho de que rg(S) = 4 en la ecuacion (6.44), la matriz de normali-

zacion JS* esta dada por

JS* = [A(b1a1 + bzas + bgasg + b7a5) A(bgag + b7a4) A(bgal) A(a4) A(b4a1 + boay — a5) A(b5a1 — bgas — boas + aﬁ)}

= [bgaz +brag bza; 0 0 —ag — (b4l11 + bgas — 045)]7

de donde se obtiene que la matriz JS* es de la forma

0000 0 0 000010
1000 0 0 000001
.. o100 0 o . w _|O0O00000
T=1 0000 -1 0 '™ =1 000000
0000 0 -1 100000
0000 0 0 010000

170



Luego, la forma normal para el Hamiltoniano Hs en (6.1) adquiere la siguiente forma
000010 Q1
00 0O0O01 q2
1 00 0O0O0O0 q3
K2(Qap) - §(Q17q27q3aplap2ap3) 000000 M
100 000 D2
01 00O0O0 D3

1
= §(q17 q2, q37p17p27p3)'(p27p37 07 07 q1, q2)

= q1p2 + q2p3.

Esto finaliza la demostracion del item (1).

Ahora, demostraremos el item (2), en este caso existe base ay, as, as, a4, as, ag tal que
Aay =0, Aay=ay, Aaz=ay, Aay=as, Aas=0, Aas= as. (6.53)

Construiremos la matriz N € Sp(3,R), del mismo modo que en el caso anterior, es decir,
buscamos una matriz de normalizacién de la forma N = A;B;. En este caso, notemos que

la matriz JS* viene dada por

00046 0O O
000 0 0 O
. o100 0 o
S5 = 000 0 0 O
0000 0 —1
000 0 O O
Asi, se verifica facilmente que la matriz C' = col(¢c; ¢ ¢3 ¢4 ¢5 cg),concy, j=1,---,6
linealmente independientes, es de la forma
0 0 e Ca1 Cs1 Cel
0 ¢33 co3 C33 0

0
_ Ci3 C23  Cs3 C43 0 C63
¢= 0 0 031(51 0 C5151 ’ (654)
0
0

0
0 0 01352 02352 0
0 0 0 —01352 0

con ¢13, 51 € R — {0} y o3, c31, €33, Ca1, Ca3, Co1, Co3 € R.

Por otro lado, como B; = C~! se tiene que

0 bl bg bg b4 b5
0 by 0 0 Dbyoy —by
. 0 0 0 0 52(52 _b152
Bi=1 090 0 0 0 —bo (6.55)
b@ 0 0 b7 bg b9
0 0 0 bgdy O —bg
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§2(c2s— 82 (csrcdy—2 s1c23HC 51—c:
con by = _%’ by = é’ by = _551065) ’ __ S2(cog 3013633)’ bs = 2(c51Chg 0130336014623 ci3(cazcst 031063))’
13 3 13C51 Ci3 C13C51
d(ca3c31051—C13¢a1¢51+C13¢31C61)
b = L, by = —ag po = %y p — _ . Notemos que
6 s U7 2, 0 U8 cisess Zc, q
bj, 7 = 1,---,9 son ntmero reales arbitrarios, con by, by # 0, puesto que ci3, c51 # 0.

Por consiguiente, la matriz F' = (B;")TJB; ' = CTJC tiene la siguiente forma

0 0 0 fia 0 0
0 0 —fu O 0 0
0 fia 0 fa4 0 36
F = , 6.56
—fia 0 —fau 0 —fss [ ( )
0 0 0 f36 0 56
0 0 —fs¢ —fis —fs6 O
con fiq = —520%3, faa = 510;21,1 + 52053 — 20sc13C33, f36 = 01C31C51, fas = —01C31C51, fag =

d1ca1651 — 01C31C61 + 02C13C62 Y fo6 = 510§1- Note que fi4, fs6 7é 0, dado que ¢;3, c51 7é 0y
ademés f},f2 = det(F) = det(AT JA;) = det?(A;) # 0.

De las ecuaciones (6.56) y (6.12), parai = 1,2, 3,4, 5, 6 se tiene las siguientes condiciones:
{a;,a1} = 0,4 # 4; {a;, a0} = 0,1 # 3; {as,a3} = 0,1 = 1,3,5; {a;,a4} = 0, 1 = 2,4;
{a;,;a5} = 0,1 =1,2,3,5; {a;,a6} = 0,7 =1,2,6; {a1,a4} = {as,as} = f14 # 0; {asz, a4} =
faa; {as, a6} = {as, a1} = fae; {as, a6} = fas; {as, a6} = fs6 7 0.

Ahora, calculando la ecuacién J = BY F'B, determinamos algunas condiciones para las

constantes b;, j =1,---,9, esto es,
0 0 0 bifseds 0 i
0 0 0 0 —b3fiuds 0
0 0 0 0 0 —b3 f1402
BTFB = 2 = J,

! —bg f5601 0 0 0 01516 Bae
0 b3 f1402 0 —01516 0 Bs6
Bie 0 b3 f1402  —fus Bs6 0

con 15 = —bg(bs f56 +bafs602), Pas = —babs f1402 — b7 (bs fs6 + b2 f3602) + b1 (—bg f56 + b1 f3602 +
baf1602) Y Bs6 = U3 f14 — D3 f34 — U3 fs6 — 2bo(ba f14 + bs f36)02.

Note que la matriz B F B, debe ser J, asi, basta considerar

1 1

B e i) b6 = T
{a1, a4} [{as, ag}|

y ademas, se debe verificar que (16 = 46 = b5 = 0, es decir,

0 = —bg(bs f56 + b2 f3602), 0 = b7 f1a — b3 fas — b3 fs6 — 2ba(bafia + b f36)02
0 = —babs f1402 — br(bs f56 + b2 fa602) + bsd1(—bo f56 + b1 f3602 + ba fae02).

0 = sgn({as,ag}), 09 = —sgn({a1,as}), (6.57)

(6.58)
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Como buscamos una forma lo mas simple posible para la matriz By, sin pérdida de generali-

dad, podemos considerar by = bs = by = by = 0, asi, de (6.58) obtenemos

_ b651f46 b4 _ _52 (b%f34f56 - b%fi’?ﬁ) y bg _ _b252f36
f14 ’ 2b2fl4f56 f56

A partir de las restricciones by = bs = by = by = 0 y de las ecuaciones obtenidas en (6.57)

b (6.59)

y (6.59), tenemos la expresion para la matriz N como

N = [b6a5 b2a2 b2a1 bgal + 51()(;@6 b4CL1 + 52[?2@3 + bga5 — b4CL2 — 52[?2@4 — bgaﬁ]. (660)

De manera equivalente la matriz N en (6.60), puede ser escrita como

bgas1 bzaz1  b2a11  bzail +d1bsas1  baair + d2b2az1 +bgasy  —bsaz1 — d2b2aq1 — bgas
bsasz baaze  b2aiz  bzaiz +61bsas2  biaiz + d2b2aza +bgase  —bgazz — d2b2ase — bgae:
N — bsasz baazz b2a1z  bzaiz +d1bsass  biaiz + d2b2azz +bgasz  —bgazz — d2b2aqsz — bgaes
bgasa baazs b2ais  bzaig + 1bgasa  biars + d2b2azs +bgass  —bsazq — d2b2a4q — bgaea
bsass baazs b2ais  bzais +61bgass  biais + d2b2azs +bgass  —bgazs — d2b2ags — bgaes
bease baaze b2aie  bzaig + d1bsass baaie + d2b2aze +bgase —biaze — d2b2ase — bgaes

Esta matriz es simpléctica con

1 1
by = ———=, bs= —————=, 01=sgn({as,a6}), 02 = —sgn({a1,as}),
vV {a1, a4} V [{as, ag}|
. be01 fa6 . 09 (b%f34f56 - b%f:?e) o ba02 f36
by = , by=— y by = — .
f14 2b2f14f56 f56

Ademas, usando el hecho de que rg(S) = 4 en la ecuacion (6.53), la matriz de normalizacion
JS* estéa dada por
JS* = [A(beas) A(bzaz) A(bzal) A(bgal =+ 61b6a6) A(b4a1 + 621)2(13 =+ bgas) A(—b4a2 — d2b2ay — bsae)}
=[0 boar 0 di1bsas O2boaz — (baar + d2b2asz + bgas)],

de donde se obtiene que la matriz JS* es de la forma

0004 0 O 000 0 0 O
000 0 66 O 000 0 01
« 10100 0 O ) « |1 000 0 0O
T=10000 0 o "™ 90004 00
000 0 0 -1 000 0 6 O
000 0 0 O 010 0 0 O
Luego, la forma normal para el Hamiltoniano Hs en (6.1) adquiere la siguiente forma
000 0 0 O Q1
000 0 01 g2
1 000 0 0 O q3
K2(q7p) - §(q17q27q37p17p27p3) 00 0 51 0 0 i
0O 00 O 52 0 D2
010 0 00 3 (6.61)
1
= 5(611,Q2>Q3,p1,p2,p3)-(0,p3,0,51291,52292,612)
) 0
=3Pt apst+ o, 6=+l 6=l
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Esto finaliza la demostracién del teorema. m

Finalmente, analizamos el caso rg(S) = 5, los detalles se muestra en el siguiente teorema.

Este resultado ya fue estudiado anteriormente por Waz en [23].

Teorema 38 Suponga que todo los valores propios de A = JS son nulos y la matriz A no

es diagonalizable. Si rg(S) = b, entonces la forma normal para el Hamiltoniano en (6.1) es

1
Ky = 5529? + qip2 + @2ps,

donde 6 = £1.

Demostracién. Supongamos que rg(S) = 5 y sean ay, as, as, a4, as, ag vectores en R®

linealmente independientes, entonces
Aa1 = 0, ACLQ = ay, Aa3 = Qy, ACL4 = asg, Aa5 = Qy, ACLG = Q5. (662)

Construiremos la matriz N € Sp(3,R), andlogamente al los teoremas anteriores, es decir,
buscamos una matriz de normalizacién de la forma N = A;B;. En este caso, notemos que

la matriz JS* viene dada por

0006 0 O
1000 0 O
« | 0100 0 O
TS = 0000 -1 0
0000 0 -1
0000 O O
Asi, se verifica facilmente que la matriz C = col(¢; ¢ ¢3 ¢4 ¢5 ¢g),conej, j=1,---,6
linealmente independientes, es de la forma
0 0 cuu c23 33 43
0 cia ca3 c33 3 C53
O — Cl4 Co3 C33 C43 Cs3 Ce3 (6.63)

0 0 0 014(5 0235 0335 ’
0 0 0 0 —cud —cpd
0 0 0 0 0 0145

con ¢y € R— {0} v cos, 33, a3, 53, Co3 € R.
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Por otro lado, como B; = C~! se tiene que

bl bg bg b4 b5 66
bg bg 0 615 —b4 _b5
e 0 0 b b6 by
Bi=179 0 o bsd —byd b6 |’ (6.64)
0 0 0 0 —=b3d byo
0O 0 0 O 0 )
donde b, = Za=¢ucs p, =, by= -, by = (623 —2¢14C23C33 + ¢14Ca3), bs = (023
14 14
3C14C35C33 + 263, Co3Cy3 + CyChy — Chy053), bg = (023 4e14Coac33 + 363, C35Cu3 + 3014033023
203 ,ca3Cs3 — 203, c33¢43 + C14C63). Notemos que b], j=1,---,6 son ntimero reales arbitrarios,

con bz # 0, puesto que cy4 # 0. Por consiguiente, la matriz F = (B;Y)TJB;* = CTJC tiene

la siguiente forma

0 0 0 0 fi
0 0 0 —fig O
0 0 flﬁ 0 .f36

0 —fis 0 —f 0 | (6.65)

fie 0 fsg 0 fs6
6 0 —fi 0 —fss O
con fig = 2,0, fsg = 0(2c14C33 — C23), f56 = 0(C33 — 2¢a3c43 + 2c14¢53). Note que fig # 0, dado
que ¢y # 0y ademés f§; = det(F) = det(AT JA;) = det?(A;) # 0.

Lo oo oo

l\’)

De las ecuaciones (6.65) y (6.12), parai = 1,2, 3,4, 5, 6 se tiene las siguientes condiciones:
{a;,a1} = 0,10 # 6; {a;,a2} =0, i #5; {a;,a3} = 0,1 =1,2,3,5; {a;,a4} =0, 1 =1,2,4,6;
{a;,a5} = 0,1 =1,3,5; {a;,a6} = 0, i = 2,4,6; {a1,a6} = {as, a2} = {as,as} = fi6 # 0;
{as, a6} = {as, as} = fa6; {as, a6} = f6-

Ahora, calculando la ecuacién J = B F By, determinamos algunas condiciones para las

constantes b;, j =1,---,6, esto es,
0 0 0 b§f165 0 Bie
0 0 0 0 b2 f160 0
T - 0 0 0 0 0 b2 f160 B
BiFDB: = —b2 f160 0 0 0 b6 0 =J
0 —b3 f160 0 —0Bis 0 Bs6

—bie 0 —b3 f160 0 —Ps6 0

donde 316 = _5(f16b% —2b1b3 f16 —b§f36) Y Bs6 = _b%fw"_b%f% —2b1b3 f36 —b§f56+2b2b4f165+
2b3bs f160.

Note que la matriz B F B, debe ser J, asi, basta considerar

by = —— 5= sgn({as, as)), (6.66)

V {ala%’}’
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y ademas, se debe verificar que 515 = (5 = 0, es decir,

0 = §(fi6b5 — 2b1b3 f16 — b3 f36),

, ) , (6.67)
0 - blflﬁ — b2f36 + 2b1b3f36 + b3f56 - 2bgb4f165 - ngb5f165.

Como buscamos una forma lo més simple posible para la matriz By, sin pérdida de generali-
dad podemos considerar by = by = bg = 0, asi, de de (6.67) obtenemos

b bsd (4 —3f3
by = — 3./36 M (41656 — 3.356)

2flﬁ B 8-/:126

. (6.68)

A partir de las restricciones by = by = bg = 0 y de las ecuaciones obtenidas en (6.66) y

(6.68), tenemos la expresion para la matriz N como

N = [bla,l—l—bgag bgag bga,l 5(b1&2—|—b3&4) b5a1—5(bla3—|—b3a5) —b5&2+5(b1&4—|—b3&6)]. (669)
De manera equivalente la matriz N en (6.69), puede ser escrita como

—bsaz1 + 46
—bsazz + 0
—bsazs + 4
—bsaz4 + 90
—bsazs + 6
—bsaze + 9

biras1 + bzae1
birasz + bzagz

brai1 +bzaz1  bzazr  bzarr  O(brag1 +b3asr) bsair — 6(brasy + bzas: )
)
biass + bzaes)
)
)
)

)
birai2 +bzazz  bzazz bzaiz O(brazz + b3asz) bsaiz — d(biasz + b3asz2
N = | braiz +bsass bsazs  bzais d(bra23 + bzas3z) bsaiz —d(brazz + bzass
) biass + bzaea
) biass + bzass
) biass + bzase

biaia + bzazs bzaza bzaia  O(brasa + bzass) bsaia — I(biaza + bzasa
birais +bzazs bzazs bzais  O(brazs + b3ass) bsais — 6(biass + b3ass
biraie +bzazs bzazs bzais O(braze + b3ase) bsaie — d(biass + bzase

e
=0 =0 =0 = =

Esta matriz es simpléctica con

1
by = ———, 6 =sgn({a1,a6}),
VA{ai, a6}
_ bafse Y (4f16f56 — 3f35)
by = — y bs= :

2flﬁ 8f126

Ademas, usando el hecho de que r¢g(S) = 5 en la ecuacion (6.62), la matriz de normalizacion
JS* esta dada por

JS* = [A(blal + b3a3) A(b3a2) A(b3a1) A((S(blaz + b3a4)) A(b5a1 — 6(b1a3 + b3a5)) A(—bsaz + 6(b1a4 + bgas))]
= [bgaz b3a1 0 6(b1a1 + b3a3) — 6(b1a2 =+ b3a4) — b5a1 + 6(b1a4 + bgas)},

de donde se obtiene que la matriz JS* es de la forma

0006 0 0 000010
1000 0 0 000001
. o100 0 o e | O000000O
T =10000 -1 0 '™ =1 000400
0000 0 -1 100000
0000 0 0 010000
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Luego, la forma normal para el Hamiltoniano Hs en (6.1) adquiere la siguiente forma

000010 Q1
000 O0O01 Q2
1 0O 00OO0O0U 0 q3
KQ(qap) - §(Q1>q2>q3aplap2ap3) 00045 00 P
1 000 0O Do
01 0O0O00O0 D3
1
= §(q17 q2, q37p17p27p3)'(p27p37 07 5p17 q1, q2)
0 5
= 3P + q1p2 + G2ps3.
Asi, el teorema queda demostrado. n

6.2. Analisis del caso donde dos frecuencias son nulas,
una no nula y la matriz A no es diagonalizable

A continuacién, veremos que mediante un cambio de variable adecuado la funcion H,
definida en (6.1) con veinticuatro parametros se reduce a una forma particular méas simple.
Debido a que en la literatura atin no hay evidencias de formas normales para este caso, en
esta seccion presentamos resultados puramente originales. Esto fue posible gracias a la teoria

desarrollada por K. Meyer en [13].

Para lograr nuestro objetivo, supongamos que la ecuacion caracteristica (3.2) asociada
a la parte cuadratica Hy en (6.1) tiene cuatro raices nulas y dos raices imaginarias puras, es
decir, A\ = Ay = A3 = Ay =0y Ay = —\g = tws, en este caso, de acuerdo a la naturaleza de
los valores propios y al rango de la matriz S, notamos que pueden ocurrir tres casos posibles,

los cuales describiremos a continuacién.

Suponga que la matriz G es una forma canoénica de Jordan de la matriz JS, entonces GG

6= (GHe ) (6.70)

donde GGy es una matriz de orden 4 x 4 y G5 es una matriz de orden 2 x 2, vamos a describir

es de la forma

el algoritmo de construccién para la normalizacion de la funcion Hamiltoniana H, definida
en (6.1), es decir, haremos un cambio de variable por medio de una matriz N € Sp(3,R), la

cual garantice una forma particular mas simple.
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En el siguiente teorema, analizaremos con detalle el caso donde la matriz Gy no es
diaganalizable con rg(G1) = 1, y cuando la matriz G5 es diagonalizable, es decir, cuando la

matriz G en (6.70) adquiere la siguiente forma

0100] 0 0
0000 0 0

ooo0of o 0 (G0

“=1o000 0| o 0 _(0 G2)' (6.71)
0 0 0 0]0dgiws 0
0000 0 —dsiws

Teorema 39 Si los valores propios de la matriz A son wy = we =0, +iws # 0 y A no es
diagonalizable, entonces existe una matris N € Sp(3,R) tal que el Hamiltoniano Hy en (6.1)
tiene la forma

) 2 (53&]3

K> = opi + T(qi +p3), (6.72)

donde 6 = £1 y 63 = +1.

Demostraciéon. De acuerdo a la seccion (2.3), se tiene que los vectores propios y vectores
propios generalizados, asociados a los valores propios w; = wy = 0 generan un subespacio
simpléctico Z; de RS, con dim(Z;) = 4, y los vectores propios y vectores propios generali-
zados correspondientes al valor propio iws generan un subespacio simpléctico Z, de RS, con
dim(Zs) = 2 de tal manera que

RS =7, ® Z».

Luego en la ecuaciéon (6.72), notemos que el término de la derecha esta desacoplado, asi, el
analisis se reduce a dos casos independientes, el analisis del primer término del Hamiltoniano
Ky en (6.72) se realiza como en el Teorema 19 caso dos grados de libertad y el anélisis
del término de la derecha de (6.72) se realiza como en el Teorema 4 caso un grado de
libertad. Observe que en (6.71) la matriz G es una forma canonica de Jordan de JS para el
sistema Hamiltoniano correspondiente a la funciéon Hamiltoniana Ky = % p? con dos grados de

libertad y la matriz G5 es una forma canoénica de Jordan de JS para el sistema Hamiltoniano

__ J3ws

correspondiente a la funcion Hamiltoniana Ky = T(qg + p2) con un grado de libertad.

Luego de acuerdo al Teorema 19, se tiene que By = {biay, bsas, dbjas+bsas+bsay, a4} es
una base simpléctica para Z; y si a = r + s es el vector propio asociado al valor propio iws,
entonces de acuerdo al Teorema 4, se sigue que By = {—203ks, 2k1} es una base simpléctica
para Z. Ademaés, recuerde que segin la Proposicion 1 seccion 2.3 se tiene que {77, Zo} = 0.

Por lo tanto, el conjunto de vectores B = {byay, bsas, dbjas + byaz + bsay, ay, —203Kks, 2kr}
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forma una base simpléctica de R®. Asf, obtenemos la expresion para la matriz N € Sp(3, R)

como

N = [blal bga,g — 253,‘{8 5b1a2 + b4a3 + b5a4 ay 2%’/“]. (673)

Esta matriz es simpléctica con

= 1 fa J23 .
b :77 b = ) b :_b 6_ b :5b ) 5:S/L n a’a ,
VS el BT {amary M 00y, B gn({as, a2})
1

K= —— 03 = sgn({r,s}).
NI gn({r; s})

Ademas, la matriz de normalizacion JS* esta dada por

JS* = [A(blal) A(bgag) A(_253/€S> A(5b1a2 + bsaz + b5a4) A(CL4) A(QHT)]
= [0 0 — 530)3(2/{7’) 5([)1&1) 0 53003(—253/{8)],

de donde se obtiene que la matriz JS* es de la forma

00 0 60 0 00 0 00 0
00 0 00 0 00 0 00 0

_ 00 0 0 0 (53&]3 ,  _ 00 (53&]3 00 0
I=100 0o 00 0o ["=l00 0 50 o0
00 0 00 0 00 0 00 0

00 —530}3 0 0 0 0 0 0 0 0 530)3

Luego, la forma normal para el Hamiltoniano Hs en (6.1) adquiere la siguiente forma

00 0 00 0 a
00 0 00 0 ¢
Kz(%p):%(%7‘]27%717171727173) 8 8 53503 g 8 8 ]z?l’
rnon s J\E) e
= %(QLCD,Q3>P1>P2>P3)-(O>0,53003613,51]91,0,530031?3)
zgﬁ+§$@§u@,6:iL b3 = +1.
Esto finaliza la demostracion del Teorema. [

En el siguiente teorema, analizaremos el caso donde la matriz GG; no es diagonalizable con

rg(Gy) = 2, y la matriz G, es diagonalizable, es decir, cuando la matriz G' (6.70) adquiere
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la siguiente forma

0100 0 0
0000| 0 0
looo 1| o0 0 (GO
“=1o000 0| o 0 _<o G2)' (6.75)
00 0 00bsiws O
00 00| 0 —dsiws

Teorema 40 Si los valores propios de la matriz A son wy = we =0, +iws # 0 y A no es
diagonalizable, entonces existe una matris N € Sp(3,R) tal que el Hamiltoniano Hy en (6.1)

tiene la forma

02

)
5p§+ 2 (g2 +p3), (6.76)

5
Ha=gritgn+—g

donde (51 = :l:l, 52 =41 Yy (53 = 4+1.

Demostracién. Para la demostracion de este teorema, se sigue los mismos pasos que en
el Teorema 39, es decir, de acuerdo a seccién (2.3), se tiene que los vectores propios y
vectores propios generalizados, asociados a los valores propios w; = ws = 0 generan un
subespacio simpléctico Z; de RS, con dim(Z,) = 4, y los vectores propios y vectores propios
generalizados correspondientes al valor propio iws generan un subespacio simpléctico Z, de

RS, con dim(Z,) = 2 de tal manera que
R :=7,® 7y, con {Z,,Z,}=0.

Note que en la ecuacion (6.76), el término de la derecha esta desacoplado, asi, nuestro anélisis
es tal como en el Teorema 39, es decir, analizamos de manera independiente los dos primeros
términos y el dltimo término de (6.76) en uno y dos grados de libertad, respectivamente. En
este caso, observe que en (6.75) la matriz G es una forma canoénica de Jordan de JS para el
sistema Hamiltoniano correspondiente a la funcién Hamiltoniana Ky = %pf + %p% con dos
grados de libertad y la matriz G es una forma canénica de Jordan de JS para el sistema
Hamiltoniano correspondiente a la funcién Hamiltoniana K, = %2

= 9 (g2 + p3) con un grado
de libertad.

Luego de acuerdo con el Teorema 18, se tiene que By = {bjay, byas, d1bjas, bsai+dabsay}
es una base simpléctica para Z; y si a = r+1is es el vector propio asociado al valor propio iws,
nuevamente por el Teorema 4, se sigue que By = {—2d3ks, 2k} es una base simpléctica para
Zs. Por lo tanto, el conjunto de vectores B = {bja1, byas, d1b1as, bzai+dsbsay, —203ks, 2k}

forma una base simpléctica de RS. De este modo, obtenemos la expresién para la matriz
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N € Sp(3,R) como
N = [blal b4a3 — 253,‘{8 51[)1&2 bga,l + 52[)4&4 2%’/“].

Esta matriz es simpléctica con

_ byoafou

b ! b ! b
1=, b=—F———=, b= :
Vv a1, az}| Vv |{as, as}| Ji2

51 = sign({al, CLQ}), (52 = sign({ag, CL4}),

1
K= —— 03 = sgn({r,s}).
IO gn({r; s})

Ademas, la matriz de normalizacion JS* esta dada por

JS* = [A(blal) A(b4a3) A(-Q(Sglié’) A((Slblag) A(bgal + (52[?4@4) A(Qlﬂ")]
= [0 0 - (53(4)3(2:“&7’) 51()1&1 52()4&3 53(4)3(—2(53%8)],

de donde se obtiene que la matriz JS* es de la forma

00 0 6 0 0 00 0 0 0 0

00 0 0 6 0 00 0 0 0 0

x 00 0 0 0 53&)3 , x 0 0 53&)3 0 0 0
T =1090 0o 00 o |'*5=l00 0 5 0 o0
00 0O 0 0 0 00 0 0 6 0

0 0 —53(4)3 0 O 0 00 0 0 0 53&)3

Luego, la forma normal para el Hamiltoniano Hs en (6.1) adquiere la siguiente forma

0 0 0 0 O 0 q1
0 0 0 0 O 0 Qo
o 1 0 0 53&)3 0 O 0 qs
K2(q7p) - §(Q17Q27Q37p17p27p3) 0 0 0 51 0 0 i
0 0 0 0 52 0 D2
0 0 0 0 0 (53&]3 P3
1
= 5(611, 42, Q3,p1,p2,p3)-(0, 0, d3wsqs, 011, 022, 53W3P3)
1) ) 1)
=51p?+§2p§+37%(q§+p§), op = +1, k=1,2,3.
Esto finaliza la demostraciéon del Teorema. m

En el siguiente teorema, analizaremos el caso donde la matriz GG; no es diagonalizable

con rg(G1) = 3, y la matriz Gy es diagonalizable, es decir, cuando la matriz G en (6.70)
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adquiere la siguiente forma

0100 O 0
0010 O 0
looo 1| 0 0 (G0
“=10000] 0 0 _(o Gz)‘ (6.77)
0 0 0 0]dsiws 0
0 00O 0 —(537:&)3

Teorema 41 Si los valores propios de la matriz A son wy = wy = 0, +iwz # 0 y A es no
diagonalizable, entonces existe una matriz N € Sp(3,R) tal que el Hamiltoniano Hy en (6.1)

tiene la forma
53&)3
2

2

1)
Hy=—pi —qiq2 + (& +p3), (6.78)

2
donde 6 = +1 y 63 = +1.

Demostraciéon. La demostracion de este teorema, se realiza de manera analoga al Teorema
40, es decir, de acuerdo a seccion (2.3), se tiene que los vectores propios y vectores propios
generalizados, asociados a los valores propios w; = wy = 0 generan un subespacio simpléctico
Zy de RS, con dim(Z,) = 4, y los vectores propios y vectores propios generalizados corre-
spondientes al valor propio iws generan un subespacio simpléctico Z, de RS, con dim/(Z) = 2

de tal manera que

RG = Zl D ZQ, con {Zl, Zg} =0.

Nuevamente en la ecuacion (6.76), el término de la derecha esté desacoplado, por lo tanto,
del mismo modo que en el Teorema 39, analizamos de manera independiente los dos primeros
términos y el dltimo término de (6.78) en uno y dos grados de libertad, respectivamente. En
este caso, observe que en (6.77) la matriz G; es una forma canoénica de Jordan de JS para
el sistema Hamiltoniano correspondiente a la funcién Hamiltoniana K, = %p% — q1G2 con dos
grados de libertad y la matriz G5 es una forma canénica de Jordan de JS para el sistema
Hamiltoniano correspondiente a la funcién Hamiltoniana K, = %2 (g3 + p3) con un grado

- T2
de libertad.

Luego de acuerdo con el Teorema 17, se tiene que By = {bjas, bzas + dbsay, bsa; +
dbsaz, bya;} es una base simpléctica para Z; y si a = r + is es el vector propio asociado
al valor propio iws, nuevamente por el Teorema 4, se sigue que By = {—2d3ks, 2k} es
una base simpléctica para Z. Asi, el conjunto de vectores B = {bjas, bzas + dbsay, bsa; +
dbsas, byay, —203ks, 2kr} forma una base simpléctica de RS. Por lo tanto, obtenemos la

expresion para la matriz N € Sp(3,R) como

N = [5[)4&2 63&2 + 5b4a4 — 253,‘{8 b3a1 + 5b4a3 b4a1 2/{7’].
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Esta matriz es simpléctica con

_ 0byfsa 1

4

) by = T a1 d=— ) )
214 Tav,an)| sgni{ar, as})
1

K= ——— 03 = sgn({r,s}).
IO gn({r, s})

Ademas, la matriz de normalizacion JS* esta dada por

b3:

JS* = [A(b4a2) A(bgag + 5b4CL4) A(—253H8) A(b3a1 + (5b4CL3) A(b4CL1) A(Qlﬂ")]
= [640,1 b3a1 + 564(1,3 — 530)3(2/4,7’) 5[)4&2 0 53W3(-253/€$)],

de donde se obtiene que la matriz JS* es de la forma

00 0 60 0 0 -1 0 00 0

00 0 00 0 10 0 00 0

x 00 0 0 0 53&)3 _ 0 0 (53(4)3 0 0 0
JS=101 0o o0 o |69 0 0 0 60 0
10 0 00 0 0 0 0 00 0
00—53W300 0 0 0 0 00530)3

Luego, la forma normal para el Hamiltoniano Hs en (6.1) adquiere la siguiente forma

0 -1 0 00 0 ¢
-1 0 0 0 0 0 g2
. 1 0 0 (53&)3 00 0 qs
KZ(qap) - 5(‘]1»‘]%%,]71,]32,133) 0 0 0 6 0 0 I
0 0 0 00 0 Do
0 0 0 00 530)3 P3
1
= §(q17 q2, Q37p17p27p3)'(_q27 —q1, 53W3Q37 5p17 07 53W3p3>
) 03w
:§p§—q1q2+%(q§+p§), 0 = =*1, 63 = £1.
Esto finaliza la demostraciéon del Teorema. m

6.3. Analisis del caso donde una frecuencia es nula, dos
no nulas y la matriz A no es diagonalizable

En esta seccion, veremos que mediante un cambio de variable adecuado la funcién Hamil-
toniana Hs en (6.1) con veinticuatro parametros se reduce a una forma particular mas simple.

Los resultados que presentamos en esta secciéon son todos originales, pues atin no han sido
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estudiados por otro personaje. Usando la teoria descrita por K. Meyer en [13], fue posible

obtener nuestro resultados.

Para lograr nuestro objetivo, supongamos que la ecuacion caracteristica (3.3) asociada
a la parte cuadratica Hy en (6.1) tiene dos raices nulas y cuatro raices imaginarias puras, es
decir, \{f = My =0, A3 = —A\y = iwa ¥y A5 = —\g = w3, con wy # 0, w3z # 0, en este caso,
de acuerdo a la naturaleza de los valores propios, notamos que pueden ocurrir tres casos

posibles.

Suponga que la matriz G es una forma canoénica de Jordan de la matriz JS, entonces GG

6= (Ge ) (6.79)

donde GGy es una matriz de orden 2 x 2 y G5 es una matriz de orden 4 x 4, vamos a describir

es de la forma

el algoritmo de construcciéon para la normalizaciéon de la parte cuadratica de la funciéon
Hamiltoniana H, definida en (6.1), es decir, haremos un cambio de variable por medio de

una matriz N € Sp(3,R), la cual garantice una forma particular més simple.

En el siguiente teorema, analizaremos con detalle el caso donde la matriz G; no es
diaganalizable y la matriz Gy es diagonalizable, es decir, cuando la matriz G en (6.79)

adquiere la siguiente forma

0 11 O 0 0 0
0 0] O 0 0 0
. 0 0 52’&@)2 0 0 0 . Gl 0
0 0] O 0 03iws 0
0 0 0 0 0 —(537:&)3

Teorema 42 Si los valores propios de la matriz A son wy = 0, tiws, Fiws con wy # ws # 0
y A no es diagonalizable, entonces existe una matris N € Sp(3,R) tal que el Hamiltoniano
Hy en (6.1) tiene la forma

1) oW )
Hy = Elpf + %(qg +p3) + %(Q?, +p3), (6.81)

donde (51 = :l:l, 52 =41 Yy (53 = 4+1.

Demostracion. De acuerdo a la seccion (2.3), se tiene que el vector propio y vector propio
generalizado, asociados al valor propio nulo w; = 0 generan un subespacio simpléctico Z; de

RS, con dim(Z,) = 2 y los vectores propios y vectores propios generalizados correspondientes
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a los valores propios iwsy, iws, generan un subespacio simpléctico Z, de RS, con dim/(Z,) = 4
de tal manera que
RS =27, ® Z,.

Luego en la ecuacion (6.81), notemos que los dos término de la derecha estan desacoplados,
asi, el analisis se reduce a dos casos independientes, el anélisis del primer término del Hamil-
toniano K5 en (6.72) se realiza como en el Teorema 5 caso un grado de libertad y el analisis
de los dos términos de la derecha de (6.72) se realiza como en el Teorema 6 caso dos grados
de libertad. Observe que en (6.80) la matriz GG; es una forma canénica de Jordan de JS
para el sistema Hamiltoniano correspondiente a la funciéon Hamiltoniana Ky = 52—1p% con un
grados de libertad y la matriz G5 es una forma canoénica de Jordan de JS para el sistema
Hamiltoniano correspondiente a la funcion Hamiltoniana K, = 222(¢3 + p3) + 223 (g2 + p?)

con dos grados de libertad.

Luego de acuerdo al Teorema 5, se tiene que By = {d1b1a; bias} es una base simpléctica
para Z; y si a; = r1 + 181, as = 19 + 1S9 son los vectores propios asociados a los valores
propios iws, iws, respectivamente, entonces de acuerdo al Teorema 6, se sigue que By =
{—2s102Kk1 — 28903ky  2r1K1  2reko} es una base simpléctica para Zs. Ademaés, recuerde
que segun la Proposicion 1 seccion 2.3 se tiene que {Z7, Zo} = 0. Por lo tanto, el conjunto de
vectores B = {d1b1a1, bias, —28102K1, —28903Ko, 2r1K1, 273Ky} forma una base simpléctica

de R®. De este modo, obtenemos la expresion para la matriz N € Sp(3,R) como
N = [5lbla1 — 281(52%1, —282(53:%2 b1a2 27"1:“&1, 27"2:%2], (682)

Esta matriz es simpléctica con

1
by = ——, § = sgn({a1,as}),

|{a1>a2}|’
1 1

Rl = —F/—, Ry = —F———, (52 = sgn({rl, Sl}) y 53 = sgn({m, 82}).
2v/{r1, 51} 2v/{r2, s2}|
Ademas, la matriz de normalizacion JS* esta dada por
JS* = [A(éblal) A(—Q(Sglilé’l) A(—Q(Sgligé’g) A(blag) A(zl‘il’f’l) A(QHQTQ)]
= [O - (52&]2(2!{17’1) - (53&]3(2!{27’2) (51 ((51[)1@2) (52&]2(-252/‘6181) (53&]3(—2531'{282)],

de donde se obtiene que la matriz JS* es de la forma

0 0 0 0o 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 52&)2 0 0 520)2 0 0 0 0
% 0 0 0 0 0 (53(4)3 .oo% 0 0 (53(4)3 0 0 0
=10 o o 0o o0 o0 'Y "10o 0o 0o & 0 o
0 —52(,02 0 0 0 0 0 0 0 0 52(,02 0

0 0 —53003 0 0 0 0 0 0 0 0 53(,03
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Luego, la forma normal para el Hamiltoniano Hs en (6.1) adquiere la siguiente forma

O 0 0 0 0 0 @
0 dws O 0 0 0 Q2
Ks(q,p) = %(ql,@,qs,pl,pz,ps) 8 8 53503 (?1 8 8 qul’
o0 p ten fln ]
= %(QM 2, G3; P1, P2, P3)-(0, 0ow2q2, 03w3q3, 01p1, dawapa, G3w3ps3)
= %p? + %(qé +p3) + 532’23@% +p5), G==1 k=123
Esto finaliza la demostracion del teorema. [

En el siguiente teorema, analizaremos el caso donde ws = w3 = w y las matrices Gy, G»

son ambas no diagonalizable, es decir, cuando la matriz G adquiere la siguiente forma

0 1] 0 0 0 0
0 0 O 0 0 0
“=100] 0 —6iw 0 o0 _< 0 G2)' (6.84)
0 0 O 0 d3iw 1
0 0] O 0 0 —dsiw

Teorema 43 Si los valores propios de la matriz A son wy = 0, tiwy = Fiws (W= wy = w3)
y A no es diagonalizable, entonces existe una matriz N € Sp(3,R) tal que el Hamiltoniano
H; en (6.1) tiene la forma

o 0
H2:—1P%+§2

5 (P3 + p3) + w(geps — gsp2), (6.85)

donde 6, = £1 y 65 = +1.

Demostraciéon. Para la demostracion de este teorema, se sigue las mismas ideas que en el
Teorema 42, es decir, de acuerdo a seccion (2.3), se tiene que el vector propio y vector propio
generalizado, asociado al valor propio nulo w; = 0 generan un subespacio simpléctico Z; de
RS, con dim(Z;) = 2, y los vectores propios y vectores propios generalizados correspondientes
al valor propio iw generan un subespacio simpléctico Z, de RS, con dim(Z,) = 4 de tal manera
que

R :=7,® 7y, con {Z,,Z,}=0.

Note que en la ecuacion (6.85), el primer término esta desacoplado, asi, nuestro analisis es

tal como en el Teorema 42, es decir, analizamos de manera independiente el primer término
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y los dos términos de la derecha en (6.85) en uno y dos grados de libertad, respectivamente.
En este caso, observe que en (6.84) la matriz G; es una forma canonica de Jordan de JS
para el sistema Hamiltoniano correspondiente a la funciéon Hamiltoniana Ky = 52—1p% con un
grado de libertad y la matriz G5 es una forma canoénica de Jordan de JS para el sistema
Hamiltoniano correspondiente a la funcion Hamiltoniana Ky = %2(]9% + p3) + w(qeps — qzp2)

con dos grados de libertad.

Luego de acuerdo con el Teorema 5, se tiene que By = {d1b1a;1, bjas} es una base sim-
pléctica para 71, ademés, si a; = r; + s es el vector propio asociado al valor propio iw y
as = ro + 189 es el correspondiente vector propio generalizado, segiin el Teorema 21, se sigue
que By = {Kk17r1, —R181, 0(KaS1+K1T2), 0(Ker1 —K1S2)} es una base simpléctica para Z,. Por lo
tanto, el conjunto de vectores B = {d1b1a1, bias, k171, —K151, 0(KeS1+K1T2), 0(Kery —K1S2)}
forma una base simpléctica de R®. Asf, obtenemos la expresion para la matriz N € Sp(3, R)
como

N = [51[)1&1 KR1T1, —K151 blag 52(/‘6281 + /€1’f’2), 52(,‘{27’1 — /€182)]. (686)

Esta matriz es simpléctica con

1
by = ——=, 01 =sgn({a1,as}),
{ai, az}|
1
Kl = ————, Kg= 5%?{82, Jra} vy 09 = sgn{ry,ra}.
|{7°1>7’2}|

Ademas, la matriz de normalizacion JS* esta dada por

JS* =[A(61b1a1) A(kir1) A(—ri1s1) A(bia2) A(d2(kes1 + kir2)) A(d2(kari — k182))]

=[0 w(—r151) —w(k1r1) d1(d1b1a2) wéa(kar1 — K1s2) + 02(k1r1) — wl2(kast + k1r2) + d2(—kK181)],

de donde se obtiene que la matriz JS* es de la forma

00 0 6 0 0 00 0 0 0 0
00 —w 0 6 0 00 0 0 0 w
. low 0o 0 0 4 e |00 0 0 —w o0
T =100 0 00 0o ' =00 0 s 0 o0
00 0 0 0 —w 00 —w 0 & 0
00 0 0 w 0 0w 0 0 0 &
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Luego, la forma normal para el Hamiltoniano Hs en (6.1) adquiere la siguiente forma

0 0 0 0 0 0 q
00 0 0 0 w Q2
1 0O 0 O 0 —w 0
K2(Qap) = §(q17q2aq3aplap2ap3) 0 0 0 51 0 0 Z?
0 0 —w 0 4 O D2
1
= §(Q17 q2, q37p17p27p3)~(07 wps, —wpa2, 01p1, —wqs + d2p2, waa + 52]93)
_ 51 2

)
=3P + 52(]93 +p3) + w(@ps — gzp2), O = £1, k=1,2.

Esto finaliza la demostraciéon del Teorema. n

En el siguiente teorema, analizaremos el caso donde wy = w3 = w, la matriz G, es
diagonalizable y G5 no es diagonalizable, es decir, cuando la matriz G en (6.79) adquiere la

siguiente forma

= ( %1 6?2 ) . (6.88)

O O O oo O
O O O oo O
(=%)

(o}

)

&

—_

Teorema 44 Si los valores propios de la matriz A son wy; = 0, tiws, tiws (Wy = w3 = w #
0) y A no es diagonalizable, entonces eziste una matriz N € Sp(3,R) tal que el Hamiltoniano
H; en (6.1) tiene la forma

)
Hy = 52(]93 +P§) + w(qeps — q3p2), (6.89)

donde 09 = £1.

Demostraciéon. Anélogamente a los teoremas anteriores y de acuerdo a seccion (2.3), se
tiene que los vectores propios, asociados al valor propio nulo w; = 0 generan un subespacio
simpléctico Z1, con dim(Z,) = 2 de RS ademas, los vectores propios y vectores propios
generalizados correspondientes al valor propio iw # 0 generan un subespacio simpléctico Zs,

con dim(Z,) = 4 de R de tal manera que

R :=7,® 7y, con {Z,,Z,}=0.
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Notemos que claramente la matriz G; no aporta términos en (6.89), de este modo nuestro

anélisis se reduce a dos grados de libertad.

Luego de acuerdo a la observacion 1, se tiene que By = {bjay, bjas} es una base sim-
pléctica para Z;, ademés, si a; = r; + 151 es el vector propio asociado al valor propio iw y
as = ro + 189 es el correspondiente vector propio generalizado, segiin el Teorema 21, se sigue
que By = {k171, —K151, 0(KaS1 + K172), 0(Ker1 — K1S2)} es una base simpléctica para Zs. Por
lo tanto, el conjunto de vectores B = {b1ay, bias, k171, —K151, 0(K2S1+K17T2), (Ko —K1S2)}
forma una base simpléctica de R®. Asf, obtenemos la expresion para la matriz N € Sp(3, R)
como

N =[bia; kKir1, —k151 biag  0a(Kesy + Kira), da(kary — K1S2)].
Esta matriz es simpléctica con
by = ﬁ, K1 = ;, Ko = %K?{Sg, Jro} y 09 = sgn{ry,ra}.

{71, ra}|

Ademas, la matriz de normalizacion JS* esta dada por

JS* = [A(élblal) A(H,lTl) A(—Hlsl) A(blag) A((sg(/igsl + I<L17’2)) A((Sg(lﬁgrl — Hlsg))]
= [0 w(—k151) —w(kiry) 0 wds(kars — K182) + da(k1T1) — wda(kas1 + Kir2) + da(—K181)],

de donde se obtiene que la matriz JS* es de la forma

00 0 00 0 00 0 0 0 0
00 —w 06 0 00 0 0 0 w
. low 0o 00 4 w00 0 0 -w o
T =100 0 00 0o |"*°=|l00 0 0 0 o0
00 0 0 0 —w 00 —w 0 & 0
00 0 0 w 0 0w 0 0 0 &

Luego, la forma normal para el Hamiltoniano Hs en (6.1) adquiere la siguiente forma

00 0 0 0 O Q1

00 0 0 0 w q2

1 00 0 0 -w 0|
Kg(q,p) = 5(%7(127(]37]917]927]93) 0 0 0 0 0 0 D1
0 0 —w 0 4 O D2

0w 0 0 0 & P3

1( ).(0 0 + 0 + dops3)
= 5 d1,492,43,P1,P2,P3).\YU, Wp3, —wp2, U, —Wwgqs 2P2, Wq2 2P3

P
= 5(193 +p3) + w(geps — @spa), 0y = £L.

Esto finaliza la demostraciéon del Teorema. m
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6.4. Analisis del caso donde las frecuencias son no nulas
y la matriz A no es diagonalizable

En esta seccién, veremos que mediante un cambio de variable adecuado la funcién Hamil-
toniana Hs en (6.1) con veinticuatro parametros se reduce a una forma particular més simple.
El resultado que presentamos en esta secciéon es original ya que no ha sido estudiado ante-
riormente, al igual que en las dos secciones previas, este resultado esta basado en la teoria

realizada por K. Meyer en [13].

Para lograr nuestro objetivo, supongamos que la ecuacion caracteristica (3.3) asociada a
la parte cuadratica Hy en (6.1) tiene raices no nulas, es decir, \j = —Xy = iwy, A3 = —\y =

iw2 y )\5 = _)\6 :’iU)3, con wip #0, Wa #O, W3 #O

Suponga que la matriz G es una forma canoénica de Jordan de la matriz JS, entonces GG

6= (Ge ) (6.90)

donde GGy es una matriz de orden 2 x 2 y G5 es una matriz de orden 4 x 4, vamos a describir

es de la forma

el algoritmo de construcciéon para la normalizacion de la parte cuadratica de la funciéon
Hamiltoniana H, definida en (6.1), es decir, haremos un cambio de variable por medio de

una matriz N € Sp(3,R), la cual garantice una forma particular mas simple.

En el siguiente teorema, analizaremos con detalle el caso donde la matriz G en (6.90)

adquiere la siguiente forma

(51’i(x)1 0 0 0 0 0
0 —dptwy| O 0 0 0
o 0 0 (52’i6¢)2 1 0 0 . Gl 0
0 0 0 0 (537:(,()3 1
0 0 0 0 0 —J3iw3

Teorema 45 Si los valores propios de la matriz A son +iw;, +iw = tws = Fiwsz, con
w # wy y la matriz A no es diagonalizable, entonces existe una matris N € Sp(3,R) tal que

el Hamiltoniano Hy en (6.1) tiene la forma

ow
H2=%(Qf+pf)+

i

5 (P3 + p3) + w(qaps — gspa), (6.92)

donde 6, = £1 y 69 = +£1.
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Demostracion. Siguiendo las mismas ideas que en las secciones anteriores, se sigue el
vector propio y vector propio generalizado, asociados al valor propio nulo iw; generan un
subespacio simpléctico Z; de RS, con dim(Z;) = 2 y los vectores propios y vectores propios
generalizados correspondientes al valore propio iw, generan un subespacio simpléctico Z, de

RS, con dim(Z,) = 4 de tal manera que

R :=7,® 7y, con {Z,,Z,}=0.

Luego de acuerdo al Teorema 4, se tiene que By = {—20ks, 2k} es una base simpléctica
para Z1, ademés, si a; = 1415, es el vector propio asociado al valor propio iw y as = r9+159
es el correspondiente vector propio generalizado, segin el Teorema 21, se sigue que By =
{K171, —K181, 0(Kas1 + K1T2), 0(KaT1 — K1S2)} es una base simpléctica para Z,. Por lo tanto,
el conjunto de vectores B = {—2dks, 2kr, Kiri, —K1S1, 0(Kes1 + K172), O(Kary — K1S2)}
forma una base simpléctica de R°. De este modo, obtenemos la expresion para la matriz

N € Sp(3,R) como
N = [-2(5%8, K1T1, —K1S51, 2KT 5(/‘{281 + I<L17’2), 5(H2T1 - m182)]. (693)

Esta matriz es simpléctica con

h=— L s=sgn({r,s}).

2¢/[{r s}

1
\{7”177“2}\’

Ademas, la matriz de normalizacion JS* esta dada por

1
K1 = Ko = 5%?{82, Jra} vy 09 = sgn{ry,ra}.

JS* = [A(=281ks), A(kir1), A(—k1s1), A(2kr) A(S(k2s1 + Kki72)), A(S(keT1 — K182))]
= [-01wi1(26r) w(—k181) —w(kiry) diwi(—201k7) wda(kert — k1s2) + 02(k1r1) — wd2(kes1 + kir2) + d2(—k1s1)],

de donde se obtiene que la matriz JS* es de la forma

0 0 0 51&)1 0 0 51&)1 0 0 0 0 0

0 0 —w 0 6 0 0 0 0 0 0 w

. 0 w 0 0 0 & e | 000 0 —w oo
TS=1 50,0 0 0 o0 o |'®=1 0 0 0 6w 0 0
0 0 0 0 0 —w 0 0 —w 0 & 0

0 0 0 0 w 0 0 w 0 0 0 &
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Luego, la forma normal para el Hamiltoniano Hs en (6.1) adquiere la siguiente forma

owr 0 0 0 0 0 ¢
0 0 0 0 0 w 0
Ks(q,p) = %(Q1,Q2>Q3>P1,p2,p3) 8 8 8 510 1 —Ow 8 fj’;
8 2 o 8 %2 (?2 gi (6.94)
— %(QM 12, 3, P1, P2, P3)-(01w1G1, WP, —Wpa, O1w1P1, —wWG3 + dapa, Wqa + dap3)
- %(‘ﬁ +p1) + %(pg +p3) +w(geps — @sp2), =1, k=12
Esto finaliza la demostracion del Teorema. .

6.5. Aplicaciones

6.5.1. Aplicacion al problema del satélite caso espacial

En esta subseccion, presentamos algunas aplicaciones de nuestros resultados conseguidos
para formas normales en tres grados de libertad. Usando los algoritmos descritos en los
teoremas anteriores, vamos a obtener la forma normal de la parte cuadratica de la funcién

Hamiltoniana del problema del satélite en el caso espacial (ver [10]).

Consideremos la funciéon Hamiltoniana que describe el movimiento de un satélite alrede-
dor de su centro de masa, donde se supone que el satélite es un cuerpo rigido dindmicamente
simétrico, es decir, cuando el elipsoide de inercia es un elipsoide de revolucion y el centro de

masa del satélite se mueve en una Orbita circular.




Esta funcion viene dada por

2 1 1
H = % [%—&- cot? ¢(v cos® -+sen’d) —&—5\112 csc? ¢(vy cos? 9+sen29)+§<b2(ulsen29+ cos® )
2
3 [(1@ — 1)sen®¢sen®y + (11 — 1)(cos @ cos ) — cos psenfseny))®] PO cot ¢ sen(26)
2 121 2

+ %(I)@ cot ¢ sen(29)+%(1 — 11)®V csc psen(26) — O cot ¢ csc ¢(vy cos® O-+sen®d) — U,
(6.95)

a c . . . )
donde v, = s vy = — son parametros y a, b, ¢ los momentos de inercia. El sistema Hamil-

toniano asociado a la funciéon Hamiltoniana H en (6.95) viene dado por
Hg = (11 — 1)senf cos (O cot ¢ — W esc @) + v1 P send 4 ® cos? 6,
Ho = V;—G + cot ¢lcsc ¢(O cos ¢ — W) (vy cos? O + sen?6) + (11 — 1)@ senf cos 6],
2

Hy = —1 + csc ¢[(v1 cos? 0 + sen?0) (W csc ¢ — O cot ¢) — (v — 1)@ send cos 6],

3
Hy = %[V% cos? 0(2 cos p(02+U?) — O (cos(2¢)+3)) — 3(v1 — 1) sen’¢p send cos O sen(21))
1

+11(© — Wcos @) (11 — 1)@ seng sen(26) — 2 sen?f(¥ — O cos $)) +6 sen’¢ cos ¢ sen1)
— 6sen?¢ cos psen®tp(vy — (v1 — 1) sen?d)),
Hy = m— 1 [cos(20) (11 PV csc ¢ — 11 PO cot ¢ + 3 cos ¢ senyp cos ) — v1OW cot ¢ csc P sen(20)

V1
+ senf cos 0(11,02 cot? ¢ + 1, W2 esc? ¢ — 11 D% — 3cos? psen?y + 3cos? V)],

Hy = %[(Vl — 1)(cos ¢ send cos 1 + cos @ sentp)(cos 0 cos ¢ — cos ¢ send sent)) + % sen?¢ sen(21))

— vy sen?¢ semtp cos ).
(6.96)

Considerando el dominio de los angulos de eules como 0 < ¢ < 27,0 < 6 < 27, 0 < Y < 2,

el sistema Hamiltoniano tiene como equilibrios (¢g, 0y, 1o, Po, Op, V) a

s 1 s s 1 T T
= (— —_ = (— —_— —_ = (=, —— 1
€1 (27070707071/1)7 €9 (2707 2707071/1)7 €3 (27 27070707 )7
T T w s 1 s 1
€4 (27 27 270707 )7 €5 (27077T70707 V1>’ €6 (277T70707O7 V1)7 (6 97)
s 1 s s 1 T T
67:(5771',77',0,0,1/—1), 68:(5771-7_570707”_1)7 69:(57—5771',0,0,1).

Es de nuestro interés obtener un caso degenerado para algin valor de los pardmetros v; y

V2, motivo por el cual consideramos la solucién de equilibrio e4 = (3, -5, —5,0,0,1).

Después de realizar una traslacion al origen y una expansion en serie de Taylor, la funcion

Hamiltoniana H admite la siguiente forma

H=Hy+Hy+Hs+Hy+---. (6.98)
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H() = i[3(V2 — 1) — 1/1],

21/1

(1102 — vad? — verh? + 1)? v, 02 292 4 g2
i, = 2019 2¢21V1 201 T Y1) 51(721 + @7 +607) + -t S+ (1 = )it + 6101,
oy = 200 $,0, 0 02, + P20 9 0,0 — 02V

S + (1 — 1)@101Y 1 + 110701 + ¢7¥ 1 + 3010191 + 0101W — 67V,
H = GF (Vo3 +3vo034:307) — 11T (P 431107+ 301 0]) + 7 (vohd +3110F — 307 — ¥F) N 54301 N
21/1 6
(v1 = 1)®1(34761 — 467) + 1167367 — 67 + 3V3) + H1 (207 — 367 + 397) + 67(67 — 3V7)
6
202 1 9207 — 1, B2
+ 191 121 UL 4 (1) — 1)19160101 + 11616701 — ¢1670)
(6.99)

De donde se tiene que la parte cuadratica del Hamiltoniano H en (6.99) esta dado por

i

3197 — vad] — oy} + i) L o1
1)

21/1 2

@7 — 07 + U7

Hy = ;

+®24-67)+

( + (11 —1)®16,+¢10;. (6.100)

La matriz asociada a las ecuaciones Hamiltonianas correspondiente a Hs viene dada por

0 b — 1 0 " 0 0
1 0 0 0 1(Z+2) 0
0 0 0 0 0 0
JS = ;
(2v1 —212)
() _g) g 0 0 10
0 2—2,) 0 1-n 0 0
0 0 -2e) 0 0

Aplicacion 6 Caso donde las frecuencias son todas nulas y rg(S) = 4 item 2 Teorema 37.

Si vy =1y vy =4/3, los valores propios de la matriz JS del sistema linealizado son todos
nulos. En este caso r¢g(S) = 4 y la matriz JS tiene como vectores propios asociados al
valor propio nulo a a; = (0,1,0,0,0,0) y a5 = (0,0,0,0,0,1). Se puede verificar que los
vectores a; = (1,0,0,0,0,0), a3 = (0,0,0,1,0,0) y ay = (7/4,0,0,0,—1,0) son vectores
propios generalizados del vector propio a; y el vector ag = (0,1,1,0,0,1) es el vector propio
generalizado del vector as, el conjunto de vectores {ay, as, as, a4, as, ag} satisface la ecuacion

(6.53). Por lo tanto, de acuerdo a la notacion del Teorema 37 item 2 se sigue que: fi4 =
{a17a4} = 17 f36 = 07 f34 = _£7 f46 = 17 f56 = _17 51 = _17 52 = 17 b2 = 17 b3 = 17 b4 = _%7
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bs = 1y bg = 0. De acuerdo a la ecuacion (6.60) se sigue que la matriz N viene dada por

010 0 o0 -1
001 0 =1 0
000 -1 0 0
N= 000 0 1 0
000 0 0 1
100 -1 0 O
Esta matriz es simpléctica, pues
0 0 0 00 1 0O 0 0 1 00 010 O 0 —%
1 0 0 00 O 0 0 0 010 001 O —% 0
T 7ar 0 1 0 00 O 0 0 0 0 01 00 0 -1 0 0
NTIN= 0 0 -1 0 0 -1 -1 0 0 0 00 000 O 1 0
0 —% 0 1 0 O 0 -1 0 0 0 O 00 0 O 0 1
—% 0 0 01 0 0O 0 -1 000 10 0 -1 0 0
0O 0 0 1 0O
0 0 0 010
o 0o 0o 001
- -1 0 0 0 0 0
0O -1 0 0 0O
0 0 -1 0 0 O

Finalmente, usando la ecuacion (6.61) en el Teorema 37, concluimos que la forma normal
K para Hs en (6.100) es dada por

1 1
K(q,p) = —529% + q2p3 + 529%-

Aplicacion 7 Caso donde dos frecuencias son nulas, una no nula y rg(Gq) = 1.

Siv; = vy = 1, los valores propios de la matriz JS del sistema linealizado son {0, 0,0, 0,4, —i}.
En este caso rg(G1) = 1y siguiendo la notacion del Teorema 19, la matriz JS tiene como vec-
tores propios asociados a los valores propios nulos a a; = (0,1,0,0,0,0), a3 = (0,0, 1,0,0,0)
y ay = (0,0,0,0,0,1). Se puede verificar que el vector ay = (—1,1,1,0,1,1) es un vector

propio generalizado del vector propio aq, es decir, se cumple que Aas = a;.

Por otro lado el vector a = (i, —1,0,1,0,0) es el vector propio correspondiente al valor
propio i, de acuerdo a la notacion del Teorema 4 se sigue que r = (0,—1,0,1,0,0) y s =
(1,0,0,0,0,0). Por lo tanto, se obtiene que by = 1,b3 =1, by = -1, b5=—-1,0 =1,k = % y

195



d3 = 1. De acuerdo a la ecuacion (6.73) se sigue que la matriz N viene dada por

001 —-10 0
100 1 0 -1
010 0 0 O
N= 000 0 0 1
000 1 0 O
000 O 1 O
Esta matriz es simpléctica, pues
0 1 00 0O 0 O 0 100 001 -1 0 O
0 0 1 0 00 0 0 0 0 10 100 1 0 -1
T 7ar 1 0 0 0 0O 0 0 0 0 01 01 0 O 0 O
NTIN= -1 1 0 0 1 0 -1 0 0 0 00 000 0 0 1
0 0 0001 0O -1 0 0 0 O 000 1 0 O
0 -1 01 00 0 0 -1 000 000 0 1 0
0 O 0 1 0O
0 0 0 0 10
o 0o o0 001
- -1 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 00
0 0 -1 0 0 0

Finalmente, usando la ecuacion (6.74) en el Teorema 39, concluimos que la forma normal
K para Hs en (6.100) es dada por

1, 1
K@m=§ﬁ+§ﬁ+%)

Aplicaciéon 8 Caso donde una frecuencia es nula, dos no nulas y Gy no diagonalizable.

Si vy = vy = 5, los valores propios de la matriz JS del sistema linealizado son {0, 0, -7, +2i}.
En este caso rg(G1) = 1 y siguiendo la notaciéon del Teorema 5, la matriz JS tiene como
vector propio asociados a al valor propio nulo a a; = (0,0,0,0,0,1). Se puede verificar que
el vector a; = (0,0,5/12,0,0,1) es un vector propio generalizado del vector propio a;, es
decir, se cumple que Aay; = a;. Por otro lado el vector ag = (i,—1,0,1,0,0) es el vector
propio correspondiente al valor propio i y el vector a4 = (—1, %, 0,0,1,0) es el vector propio
correspondiente al valor propio 2¢, de acuerdo a la notaciéon del Teorema 6 se sigue que
ry=(0,-1,0,1,0,0), sy = (1,0,0,0,0,0), 7o = (—=1,0,0,0,1,0) y so = (0, %,0,0,0,0). Por lo

tanto, se obtiene que b; = 2\/% 0 =—1, Kk = %, Ko = %, 09 = —1 y 63 = —1. De acuerdo
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a la ecuacion (6.82) se sigue que la matriz N viene dada por

0 1 0 0 0 —v2
1
0 0 7 0 1 0
0 0 0 w/15—2 0 0
N =
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 V2
/12 /12
5 0 0 5 0 0
Esta matriz es simpléctica, pues
0 0 0 0 0 —/¥ 0 0 0 1 0 0 O T
1 0 0 0 0 0 0O 0 0 0 1 0 0 0 7 0 -1 0
1 5
NT N 0 % 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 /3 o 0
0 0 5 0 /12 -1 0 0 0 0 O 0 0 0 0 1 0
1 5 0O -1 0 0 0 O 0 0 0 0 0 V2
0 -1 0 1 o0 0 0 0 -1 0 0 0 — —
-2 0 0 0 V2 0 -/ E 0 0 = 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
| o o o0 0 0 1
=]l -1 0 0 0 0 O
0 -1 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0

Finalmente, usando la ecuacion (6.83) en el Teorema 42, concluimos que la forma normal
K para Hs en (6.100) es dada por

1 1
K@MZ—yﬁ—jé+£%ﬁﬁ+%)

Considere la solucion de equilibrio e, = (%,0,0,0,0, V—ll) Después de realizar una traslacion

al origen y una expansion en serie de Taylor, la funcion Hamiltoniana H admite la siguiente

forma
H=Hy+Hy+Hs+Hy+---. (6.101)
donde
3 2
Hy=2>-2
0 2 I/l’
Hy — ViUl + i - nbi + 67 37 + gt — iyl - 67) n O  2(v — 186, 40,
2y1 21 219 21
1
+§¢%
(6.102)
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1 6¢10
H3 = 5 <_ (Zslyll/l/}l —+ 2U 1¢1@1\P1 — 2(V1 — 1)@191\:[/1 + + 2(25%\1,1 + 6¢191¢1 - 291\P1>

33t 0T — 3u30T 0T + 3uP07VT + 2v1 6] — 319767 + 1/19% + 39367 — 01 N $1070, N

H, =
4 61/12 121
V94+31/92 2—|—I/ 4_31/ 22—1/ 4+322_94_3922
191 10791 191 2<Z51Z1 21 PIYY 1 Kl — (1 — 1)1 916,01 —
— 1)®; (30760, — 463 5430 1
n = D01 G011 2 100) | 21 33+ i)+ 2121 _ g0t — Late,
1

De donde se tiene que la parte cuadratica del Hamiltoniano H en (6.101) esta dado por

Hy — I/%\I’% + 1/1(15% — 1/19% + 9% B 3(1/19% + I/1¢% — 1/21[)% — 9%) n 1/1@% B 2(1/1 — 1)@191 n (251@1
QV% 211 2v9 211

1
+ 5@%.
(6.103)

La matriz asociada a las ecuaciones Hamiltonianas correspondiente a Hs viene dada por

0 s 0 1 0 0
1 0 0 0 u 0
0 0 0 0 0
JS = _Vil 0 0 0 -1 0

1 ( 3(2v1-2) 2—2u1 vi—1

5( T A 0 Vl

3(2v1 —212)
0 naa)

Aplicacion 9 Caso donde una frecuencia es nula y dos no nulas e iguales.

Sivy =1, = 1—10 (3\/5 + 5), los valores propios de la matriz JS del sistema linealizado son
{0, Z\/ 7 — 35, —i\/ 7 — 3\/3} cada uno con multiplicidad dos . En este caso ambas matrices

GG y G5 no son diagonalizables, ademas, la matriz JS tiene como vectores propios asociados

al valor propio nulo a a; = (0,0,1,0,0,0) y como vector propio generalizado correspondiente
al valor propio nulo a as = (0,0, 0,0, 0, % (3\/5 — 5)) Por otro lado el vector propio y vector
propio generalizado correspondiente al valor propio i1/ 7 — 3v/5 son ay ¥ a4, respectivamente,

donde
1++/5
a2:< + V5 Z\/?hufo ,1,0)
2+\/5 CT+5V5 2
a4—<0, - .0, 5 3\/3 fo)
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Por lo tanto, de acuerdo a la notacion del Teorema 21 se sigue que r; =

_1+V5
2

,0,0,0,1,0),

S1 = <07 3;\/5707_%7070)7 ro = (07 2+6\/5707_7+152\/57070) y S2 = (0 O 0 O 2 3"1‘\/5

Asi, se obtiene que b; = \/% (5 + 3\/5), 0 =

1a R1

_ 3 _
= V3 2

—LJE(B+VE) y

dy = 1. De acuerdo a la ecuacion (6.86) se sigue que la matriz N viene dada por

_ (1+VE)V3 (1+VE)V3+V5
0 = 0 0 0 e
21/3+5 8v6
0 0 _V3 24v5 345 0
2 2/3(3+v5)  8V6
5435 0 0 0
N= 0 0 3 __1149V5
2(3+/5) 8,/3(3+5)
3 2(3+V5)+16
0 515 0 0 0 B
0 0 0 % V105+3\/5 0 0

Se puede verificar que esta matriz es simpléctica.

Finalmente, usando la ecuacion (6.87) en el Teorema 43, concluimos que la forma normal
K para Hs en (6.103) es dada por

1., 1
K(g,p) = 529? + 5(1?3 +3) + V7= 3V5(qeps — gzp2).

6.5.2. Aplicacién al problema restringido circular de los tres cuer-

pos caso espacial

En esta subseccion aplicamos el resultado obtenido en el Teorema 45 para conseguir la
forma normal de la parte cuadrética de la funcién Hamiltoniana correspondiente al problema
restringido circular de los tres cuerpos en el caso espacial en una vecindad de los puntos de

libraciéon Lagrangianos.

Consideremos el problema restringido circular de los tres cuerpos en el caso espacial

definido por el Hamiltoniano (ver detalles en [13])

1
H =2 (07 +p3+03) + @pr — qip2 =V = Spuln = 1), (6.104)

l\DlH

donde
7 1—p

—+ .
Vie+ta-12+@3+¢ Vie+ta)l+E+a6

V:
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Inicialmente escribiremos el Hamiltoniano de este problema dado en (6.104) en serie de

Taylor al rededor del equilibrio Ly, es decir, en el punto

Vi IO . SRR
Q1—2 M>Q2—2,Q3—,p1— 2>P2—2 n,p3 = .

Estas son dadas por

N | Ot

2
HOI—%+

o=

)

1 1 1
Hy = —(p} +p5+p3) + p1ge — q1p2 + §Q§ + g(Q% — 8kq1q2 — 5¢3),

2

7V3 3¢§2 11V3 3¢§3 ﬁk » 33,

Hy = - kg? kg _ Ve
3 36 q; + 16 192+ ——— 12 4145 S+ = 16 3 q143 1 4243,
37 25 123 15 3 3
H - 4 ]{7 2.2 _k 4
4 128(]1 + o1 d1492 — 64 — 419 3 QIQQ 128(]2 + 16(]1(]3 + 16‘12(]37
i _23[ _285\/§4 _215\/31{:32 345¢§QS+555\/§k s 33V3 5.

25v3 55 45V3 ., 85\/§k 22_45\f32+5fk +15\/§ A
79 “ma 1143 — 39 Q1Q2Q3 24 419243 39 4243 12 QIQ3 16 4243,

donde £k = %(1 —2p) es el valor critico de Routh.

Por lo tanto, se tiene que la parte cuadratica del Hamiltoniano H en (6.105) esta dado
por

1 1, 1
Hy = St + 15+ 05) + 1o = aupa + 565 + (0 — 8ka1s = 563), (6.106)

La matriz asociada a las ecuaciones Hamiltonianas correspondiente a Hy viene dada por

0 1 0 1 00

-1 0 0 0 10

Ao 0 0 0 0 01
- -1 3V3(1—2p) 0 0 10
3V3(1—2p) 2 0 -1 00

0 0 -1 0 00
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Aplicaciéon 10 Caso donde las frecuencias son no nulas.

Sip= % (1 — @), los valores propios de la matriz A del sistema linealizado son

M=, =)= ig, (6.107)

Se verifica que (0,0,14,0,0, 1) es el vector propio correspondiente al valor propio i de la matriz
A, el vector propio y vector propio generalizado correspondiente al valor propio M son aq

y a9, respectivamente, donde

(14+7;\/E 3iv/2 — 2¢/23 . V23 + 4iv/2 ' o)
ap = ) )

11 ’ 11 T 11
. O6+Z\/6 Tiv/2 — 2iV/23
2o\ 1 11
Asi, de acuerdo a la notacion en el Teorema 4 se obtiene que r = (0,0, 0 0,0,1) y s =
(0,0,1,0,0,0) y segtin la notacion del Teorema 21 se sigue que 11 = (%, /2 V23 (), ‘{?, 1, 0)
_ (V46 3v2 4 42 8 2v/23 V46 7v2
st = (1 52,0,92,0,0), 12 = (0, 5,0, .~ 22,0) v 5 (000, 18,742,0). Ahora
notemos que {r,s} = —1, asi, 6; = —1, kK = %, ademas, {7“1,7’2} = ﬁ y {1, 82} = 5%‘(,
i
de donde se sigue que k1 = 5%, Ky = —ﬁ y 05 = 1. Por lo tanto, la matriz N en (6.93)
viene dada como
7 I 1 23 49
0 %% —=2 0 -5 (7 E) T 22V/11
0 - /B __3_ g 67 RV
22 2¢/11 224/22 22
1
N= O% 02 ) 1(39 1 0 23
0 2 —va Y 11v22 T (29 ﬁ)
11
5 23 21
0 0 0 1 0 0

Esta es simpléctica, pues
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0 0 1 0 0 0
: 2 % & 0 0 0 10 0
7 23 0
v 2 2 ? 0 0 0 010
1 3 2
_ —_3_ —2 0 0 0 0 0 001
T _ 2 211 V11
NTJN 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 000
. = o 19 2 0 -1 0 000
_ﬁ<7 ﬁ) 22122 11v22 Va2 0 0 0 -1 000
7./23
49 11 1 23 21
T 22vI1 n U ~m (29Vﬁ> “avi !
0 L VR 0 _L<7 /ﬁ) __49
V22 2 22 22 224/11
0 /B __3_ g 67 W
22 211 221/22 22
1 0 0 0 0 0
% 2 19 1 23
0 G —Zr 0 s A& (29yh)
11
2 23 21
0 3 0 0 —\ 22 44/11
0 0 0o 1 0 0
0 0 0 100
0 0 0 010
o 0o 0o 001
| -1 0 0 000
0 -1 0 000
0 0 -1000

Finalmente, usando la ecuacion (6.94) en el Teorema 45, concluimos que la forma normal

K para Hs en (6.106) es dada por

1 1 V2
K(q,p) = —§(Qf +p7) + 5(?3 +p3) + 7@2193 — ¢3p2).
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Capitulo 7

Estabilidad de un sistema Hamiltoniano
con tres grados de libertad cuando una
de las frecuencias es nula

En este Capitulo trataremos el problema de estabilidad de una solucién de equilibrio para
un sistema Hamiltoniano con tres grados de libertad asumiendo que una de sus frecuencias
es nula, dos frecuencias no nulas diferentes y la matriz asociada a la parte lineal no es

diagonalizable.

7.1. Formulacién del problema

Consideremos un Hamiltoniano auténomo con tres grados de libertad en coordenadas

41, 42, q3 y momento py, pa, p3

o0H o0H
"l' = Y '7; = - Y .: 172737 7.1
=5 P o (7.1)
con funcién Hamiltoniana
H=Hy+H +Hy+---+H,+--- (7.2)

que es analitica cerca de la posicion de equilibrio ¢; = 0, p; = 0, ¢« = 1,2, 3 del sistema de
ecuaciones diferenciales (7.1), H; en (7.2) son polinomios homogéneos de grado s + 2 en las
coordenadas ¢; y p; y el sistema linealizado tiene frecuencias wy, we ¥y w3 nimeros no negativos
y donde uno de ellos es cero. En general podemos encontrar once subcasos dependiendo de

cuantos de ellos son cero y si la parte lineal asociada a (7.1) es o no diagonalizable. Esta
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seccidbn muestra una aproximacion inicial al estudio de la estabilidad en este tipo de problema

con tres grados de libertad.

Asumiendo que los valores propios de la parte lineal de (7.1) son
)\1 = iwli, )\2 = :i:CUgi, )\3 = iw;;z', (73)

en este trabajo analizaremos la estabilidad solo en el caso donde w; = 0 < wy < w3 y cuando
la parte lineal es no diagonalizable. Asumiendo que no existen relaciones de resonancia de
ningtn orden, obtenemos condiciones de estabilidad e inestabilidad, también se obtiene una

expresion de estas condiciones en términos de los coeficientes de H dado por (7.2).

7.2. Forma normal de la parte cuadratica

La primera etapa para llegar a nuestro resultado es la determinacion de la forma normal
del sistema lineal. Por lo tanto, de acuerdo al Teorema 42 la parte cuadrética del Hamil-
toniano (7.2) esta en la forma normal. Debemos recordar que ésta es obtenida haciendo
una transformacion lineal simpléctica en nuestro sistema Hamiltoniano (7.2). Por lo tanto,

tenemos la siguiente forma canodnica para A, en el caso no diagonalizable

0 0 0 00 0 0
0 0 0 0 52(4)2 0
A— 0 0 0 0 0 53&)3
0 0 0 0 0 0 ’
0 —52002 0 0 0 0
0 0 —530}3 0 0 0

donde 6; = +1 para j = 1,2, 3.

Note que la parte cuadratica es definida por Hy = %xTS:E con = = (q1, q2, q3, P1, P2, P3) ¥

S =—JA.

Ahora, consideremos el sistema Hamiltoniano definido por (7.1) con tres grados de liber-
tad, el origen (0,0,0,0,0,0) del espacio de face corresponde a la solucion de equilibrio del
sistema, y sea H la funcion Hamiltoniana dado por (7.2) analitica en alguna vecindad de la
posicion de equilibrio, asi tenemos

Ho p= Y and'p (7.4)

(k1) |=s
donde k = (ky, ko, k3), = (I1,12,13), |(k, )| = k1 + ko + ks + 11 + I + I3, s > 3. Recordemos
que la parte lineal de (7.1) denotado por A = JS, siendo S una matriz simétrica de 6 X 6 y

Hy = %xTSx con = = (q1, q2, g3, P1, P2, P3) que ya ha sido normalizado, ver Teorema 42.
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En este caso tenemos

S = diag(0, daws, d3ws, 61, daws, d3w3)

y entonces
L 7 L 7
Hy(z) = —2' Sx = ——x" JAx
2 2
(7.5)
= 2P1‘|‘ 2_(CI2 +p2)—|——2 (45 + p3)-

Observe que la parte cuadréatica nunca es una funciéon definida positiva.

7.3. Forma normal de Lie de los términos de orden supe-
rior

De acuerdo a nuestra notacion , sea

=3 m(y), (7.6)

el Hamiltoniano en la forma normal, donde los H® son polinomios de grado s + 2 en la

variable y = (¢, p) (para simplificar usamos la misma notacion)

Z hiad"p'. (7.7)

(kD)=

Usamos el Teorema 10 para obtener la forma normal, es necesario verificar la ecuaciéon de

Lie, es decir,

OHg OH,  OHy oM
0={H,, H 0 0 7.8
o Hif = Z{aqz Op;  Opi g (7:8)
donde
T L 1 L or gt
Hi(z) = 5% Rz = —5% JA "z = —Hy(x)
7.9)
) dow d3wa3 (
= 5~ =5 (a3 +p3) — =5 (a3 + ).
Asi que (7.8) asume la forma:
OH, O0H, OH, OH,
—0 J ——— |+ — — =0. 7.10
11— aps + 02wo [612a R %Zé + 03ws {CB Ops Ps3 8q3} (7.10)
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Por conveniencia en la solucion del operador (7.10) hacemos un cambio candénico complejo

lineal de coordenadas
1

\/T(Slql’ Y1 =

—_

Ty = y4!

~.
?
3

2 . 2 .
T2 = g(% - 152]?2)7 Yz = g(pz - 152612) (7'11>
V2 . V2 .
T3 = 7(613 - 153173)7 Ys = 7(]93 - Z53613)-

Asi, por la regla de la cadena tenemos

SN R R A [
op1 oy, 0Ogj 2 | Ox; 0y; Op; 2 | 0y; Ox;
j =1,2. Asi, el operador L AT €D las variables complejas asume la forma
0 0 0 0 0
Lr = —i012x1— + 10 — — Yp— ' — —y3—| . 1
Al 1 13!71ay1 + 201Ww2 [362 D2y Yo ayJ + w3 {363 P y38y3:| (7.13)

Denotando el nuevo Hamiltoniano, es decir, el Hamiltoniano en las variables complejas
por

’H(a:, y) = H( —251331, 7(%2 + Zégyg), 7(%3 + Zfsgyg), zélyl, 7(?;2 + 152$2), 7(?;3 + Z53$3))

= Z Z grz"y’,
s=2|(k,l)|=s
(7.14)
y el correespondiente polinomio homogéneo por
H 2 = Z guz’y, (7.15)

(kD) |=s

donde hemos mantenido la notacién gi; = ag; + if;, primero observe que el operador L AT

satisface

LAér(xkyl) = iy P T abr by Tyl g (ky — 1) + ws(ks — 13)]2%y' =0, (7.16)

entonces aplicando el operador L AT @ H*~% dado por (7.15) y usando las relaciones dadas

por (7.16) para [; > 1 obtenemos

Lyp(H?) = Y {i0i(ln + 1) gk, —rkoks + L + 1l + I3+
|(ke,1) | =5,k1£0
'é[WQ(kQ - l2) + (,U3(k’3 - l3)]gk1k2k3l1l2l3}IlfleQIggylllyéQyég_l_ (717>

ilwa (ks — 1) + ws(ks — 13)] Gorakslnats To2 52 Y1 Y5 Y5 = 0.
(k,)=s
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Por lo tanto, ontenemos las ecuaciones,

{i51(11 + 1)gk1_1]€2]€3 + ll + 112 + l3 + i[w2(/<:2 — lg) + W3(]€3 — lg)]gk1k2k3111213} =0 (7 18)
ifwa(ky — o) + ws(ks — 13)] = 0.

0, equivalentemente, para [} > 1y si [wa(ka — la) + w3(ks — I3)] # 0 tenemos las relaciones

B Si(ly + k).
Gk1kokslylals = [w2(k2 o l2) + (.Ug(k’g — lg)]90k2k3l112137 (719)

okskslylals = 0.

Iterando la anterior formula (7.19) k; — 2 veces, obtenemos para ky > 1y si [wo(ky —
lg) + w3(l{33 — 13)] §£ 0
0y (I + k)

Gk kakslylals = GOkskslylals - 7.20
1R2R3010203 [w2(k2_12>+w3(k3_l3)] 2R3010203 ( )
Asumiendo que no existen relaciones de resonancia hasta oreden s, inclusive, es decir,

Nniws + nows # 0, con niny € Z\{0} 'y |ni|+|no| <s (7.21)

vko—1lo#0, k3 —13#0,1; #0, ky — Iy # 0, ks — I3 # 0, sustituyendo las relaciones dadas
por (7.19) en (7.20), obtenemos para l; # 0.

Gk kakshlals = 0. (7.22)

Por lo tanto, la ecuacion de Lie y si no hay relaciones de resonancia hasta el orden s, inclusive,
vemos que en la nueva funcion Hamiltoniana no podemos anular solo los términos para los
cuales

=0, ko—lo=0, ky—1I3=0, (7.23)

conky +ky+ks+li+l+13=s5,k >0yl; >0. Después de este analisis, asumiendo que

no esxisten relaciones de resonancia hasta orden s, inclusive, los términos
k1 ko ks
1" (22y2)"™ (T3ys3) (7.24)
pueden aparecer en la forma normal y enconcecuencia, los coeficientes gy, asociados son
gk1k2k311l2l3 con ll = 0, ]{52 = lg, ]{33 = lg. (725)

Por otra parte, como en la subseccién previa estamos interesados en la forma normal real

para el Hamiltoniano en (7.14), teniendo en cuenta que
Zi'l = i(SZBl, ﬂl = iéyl, Zi'l = iéjyj, ] = 3,4 (726)
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tenemos que los coeficientes de H debe satisfacer la relaciéon

k1 :k1+ko+ks+Hl1+lo+il3 Sk1+1l1 cko+lo chs+ls =

Gk1kokslilals = Gkykokslilals

En H*72 (s > 0) si no existen relaciones de resonancia hasta orden s, inclusive, las relaciones

en (7.27) asumen la forma

Grevkaksotats = (—1)%1" 01 Gy kaka0tsts (7.28)

donde k2:l2, /{?3:l3, k1+k52+k3+l2+l328,yk2+k3+l2+l3:2k‘28—k1.

Como,
V2 .
1 = 7(1 + 511)([1
1 (7.29)
Tjy; = —§i5j(6192' +97),7 =23,
entonces

s— \/5 ENEPE
H*? = 9500000[7(1 + 619)]°q1+

V2 . 15
Z gkleOOkzo[T(l + 511)Q1]k1(—72)k2(q; +P§)k2+

k142ka=s, ko=l27#0

V2 . 165,
Z gk10k300k3[—(1 + 51@)Q1]k1 (_—3)k3 (qg + pg)kz_l'

2 2
k1+2k3=s, k3=I3#£0

V2 .
Z gk1k2k30k2k3[7(1 + 512)]k1(_
[(k,0)|=s, ka2l37£0

149
2

%

5 5t (g5 + p3)™ (a5 + p3)*.

) (-
(7.30)

Retornando a las variables reales, tomando y teniendo en cuenta la ecuacion (7.28) y

(7.30) obtenemos que

s H° = L61p7 + 300wa(3 + p3) + 303ws(q3 + p3)-

» Para H' tenemos las siguientes posibilidades dadas en la Tabla 3.

By 1311
ka1 0]1]0
ks |00 |1
L1000
lLb 010
I3 10]0]1
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por lo tanto,

V2

V2
Hl = —\/ia?,OOOOOQ% — 76152a110010q1(q§ +p§) - 7515204101001(]1((]?2, +p§)’

donde por el triangulo de Lie (ver [13]) tenemos

V2 V2

Q300000 = ——2 300000, (110010 = ——2 5152(0120000 - a100020),
V2
101001 = —75153(%02000 + alooooz)-

» Para H? tenemos las siguientes posibilidades dadas en la Tabla 4.

ki14101]0
ko |O]21]0
ks 101012
L1000
b 0|20
310|012
por lo tanto,
1 1
H? = _OK4OOOOOQi1 — 504020020 (q% +p§)2 - 504002002 (Q§ +P§)3-

En general la forma normal de la funciéon Hamiltoniana 2 es dada por

1 1
262w2(q2 +p3) + 253w3(q3 +p3)+ H + H? +

1 1
51291 + 52W2(92 + Pz) + 53W3(93 + P3)+

M [s/ 2]

8—2 k) l %
+3°Y " aesinanas G + 3G +pd) + B
3 k+I1=0

1
H 261])1 +
1
T2 (7.31)

—2(k+1 . .
*+D son coeficientes reales, mientras que los corchetes denotan

donde @ s(ky1) k4147
la operacion de tomar la parte entera de un ntimero. Se asume que la normalizaciéon se
debe realizar hata orden M tal que el el coeficiente ay;q es diferente de cero. Los coefi-
cientes de la forma normal se expresan de manera simple en términos de los coeficientes

de la funcion Hamiltoniana original (7.2).
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7.4. Resultado principal

A continuacion presentamos nuestro resultado principal de este Capitulo, el cual es un
resultado original, pues hasta la actualidad en la literatura no hay evidencias de su existencia.
Este resultado surgié como una extencion del Teorema 31 al caso tres grados de libertad, los

detalles se muestran en el siguiente teorema
Teorema 46 Suponga que hyroo000 = ano # 0, entonces

1. Si M es impar, la solucion de equilibrio es inestable en el sentido de Lyapunov para

cualquier orden pero finito.

2. 8t M es par y 6103ap0 < 0, la solucion de equilibrio es inestable en el sentido de

Lyapunov para cualquier orden pero finito.

3. Si M es par y d103ap0 > 0, la solucion de equilibrio es estable en el sentido de Lyapunov

para cualquier orden pero finito.

Demostracién. Introducimos coordenadas accién - angulo r;, ¢; por la férmula

q1 = 4z, b1 = P1,
. ‘ (7.32)
q; = +/2r;sin(y;), pj = /2r;cos(y;), j =2,3.
la funcién Hamiltoniana (7.31) se convierte en
1
H = 551]9% + 52w2r2 + 53&)37”3 -+ H3 + H4 + -
) M [s/2] o (7.33)
= 551]9% + dowary + d3wsr3 + Z Z as—2(k+1),k+l‘]f_ b+ )rgré + H".

5s=3 k+I1=0

Usando la integral H = constante en coordenadas polares (7.33) reducimos el orden del
sistema en dos unidades y se reduce la investigaciéon del sistema auténomo con tres grados
de libertad a la investigacién de un sistema con dos grados de libertad que es autonémo si
asumimos que no existen relaciones de resonancia para todo orden. El nuevo Hamiltoniano

es dado por

1 w
K = —T3 = —(5153])? —+ (5253—27’2+
2(4)3 w3
5y QL 2 sieen o, 1 o (7.34)
s—2(k+l) K 2 l *
— s —010 0903 — H”.
+ w3 ;k%;()a 2(k+1),k+1q1 T2(2w3 103p7 + 02 3w3T2) +
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De esta ultima igualdad, se sigue que

1 )
= — | 2P +apod + KM + KM L 0] (7.35)
53&)3 2
donde
M [s/2]
s—2(k+1
Mar, ) Z Z g (k1) 11 ( )p]fHa
s=3 k+I=1

s+1

M
s+1
KM (g1, g2, p1,02) = Y (0 + 01 + (63 +3) 7 ).
s=3

Ahora, estamos en condiciones de aplicar el Teorema 31, el cual garantiza el resultado. m

Observacion 3 Los coeficientes as_si11) se puede obtener en funcion de los coeficientes del

Hamiltoniano original, por ejemplo, si M = 3 entonces se tiene que hspooon = a30-
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