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Resumo

O objetivo principal desta dissertacao é estabelecer a controlabilidade local por trajetéria

com N-1 controles escalares do seguinte sistema N-dimensional de Navier-Stokes:

( %—Ay—l—(g.V)y—l—Vp:vlo, em x (0,7)
div(y) = 0, em Q x (0,7
y =0, sobre I' x (0,7)
[ %(0) = %, em €

Onde T > 0, N=2 ou N=3, § é qualquer aberto de R" limitado, conexo e com fronteira

regular e O é um aberto que esta contido em €2.
Palavras-chave:

Sistema de Navier-Stokes; Controlabilidade local exata por trajetérias; Desigualdade de

Carleman; Teorema da funcao inversa
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Abstract

The main objective of this work is to establish the local controllability of trajectories

with N-1 scalar controls the following N-dimensional system of Navier-Stokes:

(

% —Ay+ (y.V)y+Vp=vlp, in Qx(0,T)
) div(y) = 0, in Qx(0,7)

y =0, on I' x (0,7)
L ¥(0) =, in

Where T > 0, N=2 or N=3,  any open R”", bounded, connected and regular boundary

and O is open and which is contained in €2

Keywords System of Navier-Stokes; Local controllability for trajectories; Carleman in-

equality; Inversa function theorem.
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Introducao

Consideremos o seguinte sistema de Navier-Stokes:

( % —Ay+ (y.V)y+ Vp=vlp, em Qx (0,7)
(a) div(y) = 0, em Q x (0,7
y =0, sobre T' x (0,7)
[ %(0) = %, em €

Onde o dominio 2 é um aberto de RY (N=2 ou N=3), com fronteira 992 = T' de classe
C%. Dado um subdominio @ C Q o qual é um aberto e seja 7' > 0. Nés usaremos a
notagao @ = Q2 x (0,7), ¥ =T x (0,7) e denotaremos por 7(z) o vetor normal fora de

2 no ponto x € 0f2.

Em (a) a fungao y é a velocidade de um fluido viscoso incompressivel (viscosidade igual
a 1), p é a pressao, v é o controle atuando sobre o subdominio O, y, é o valor inicial e

1o é a funcao caracteristica de O.

Todas as derivadas sao no sentido das distribuigdes de Laurent-Schwartz e (y.V)y deno-

tard a funcao vetorial a qual tem como componente a:

al Ay, al y;
R 29I A
[(y- V)l =D o2,V T E_l Ui g
O operador laplaciano Ay = (Ayy, ..., Ayy) onde

32%' 82%'

Ay =24 429
Y 893%—'— +0$?\,

i={1,..,N}.

w o

p é uma funcao real e Vp = (a e g
T1 TN



Neste trabalho o que se vai estudar é controlabilidade local exata por trajetorias do sis-

tema N-dimensional de Navier-Stokes (a) com N — 1 controles escalares.

Dizemos que (a) é localmente exatamente controldvel por trajetérias se para (y,p) uma

trajetéria ideal(incontrolavel) comegando com o valor inicial g, e satisfazendo:

( % —Ay+ (y.V)y+Vp=0, em Qx(0,7)
(b) div(y) = 0, em Q x (0,7)
y =0, sobre T' x (0,7
[ 9(0) = %, em

Existe § > 0 tal que para qualquer yo € E e ||yo — %ol < d se possa encontrar um

controle v1p € L?(Q)Y tal que se satisfaz y(T) = 4(T) em Q.

Seguindo as técnicas de Enrique Ferndndez Cara [6] e J.P.Puel [11] nés vamos a conseguir
a controlabilidade local exata por trajetérias do problema (a) com N-controles escalares
a qual vai ser desenvolvido no capitulo 2, as ideias para conseguir este resultado sao as

seguintes:

e Obter a desigualdade de Carleman e a desigualdade de Observabilidade do estado

adjunto do sistema linearizado de (a).

e Estudar a controlabilidade local nula do sistema linearizado de (a) e obter um

controle com decaimento exponencial.

e Obter a controlabilidade local exata por trajetoria de (a) a partir do teorema da

funcao inversa (Liusternik).

Finalmente fazendo uso das ideias obtidas em J. P. Puel em [11] assim como as ideias
do capitulo 2 e fazendo uso das hipéteses e técnicas de Enrique Ferndndez Cara [5] no
capitulo 3 nés vamos obter a controlabilidade local exata por trajetérias de (a) com N-1

controles escalares.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresenta-se alguns resultados necessarios, para que o leitor possa ter uma

melhor compreensao dos conteidos abordados no capitulo seguinte.

1.1 Topicos de Analise Funcional

1.1.1 Convergéncia Fraca e Fraca Estrela

Definicao 1.1. (Convergéncia Fraca) Sejam E um espago de Banach e (u,),en uma

sequéncia de E. Entao u, — u se, e somente se, (p,u,) — (@, u), para todo ¢ € F'.

Definigao 1.2. (Convergéncia Fraca FEstrela) Sejam E um espa¢o de Banach,
0 € E' e (0,)ven uma sequéncia de E'. Diz-se o, = ¢ fraca estrela se, e somente

se, (@, u) = (p,u), para todo u € E.
Proposicao 1.3. Seja E um espago de Banach e (z,)nen uma sequéncia em E. Entao:
(i) Sex, =~ x em o(E,E') entio (f,x,) — (f,x), Vf € F';

(ii) Se x,, = = forte entdo x, — = fracamente para o(E,E');

(iii) Sex, =~ x em o(E,E') ese f, — f fortemente em E' (isto é, ||f, — fl|lgr — 0)
entao (fn, ) — (f,x).
Demonstragao: Brezis ([2], p. 35). O



1.1.2 Espacos Separaveis e Reflexivo

Definicao 1.4. Diz-se que um espaco métrico E € separdvel se existe um subconjunto

D C E numerdvel e denso.

Definicao 1.5. Seja E um espago de Banach e seja J a injecao canonica de E em E”.
Diz-se que E € reflexivo se J(F) = E".

Quando o espago F é reflexivo identifica-se implicitamente £ e E” (com ajuda do

isomorfismo J).

Teorema 1.6. (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Sejam E um espago de Banach e E' o

seu dual topologico. Entao o conjunto
B ={f € E'5||f|| <1} ¢é compacto na topologia fraca estrela
Demonstragdo: Brezis ([2], p. 42). O

Teorema 1.7. Sejam E um espaco de Banach separdvel e E' o seu dual topoldgico.

Entao o conjunto
B ={f e E;||f|| <1} € metrizdvel na topologia fraca estrela.

Reciprocamente, se Bg: € metrizdavel na topologia fraca estrela, entao E € separdvel.
Demonstragao: Brezis ([2], p.48). O
O primeiro resultado (o coroldrio) é uma consequéncia do Teorema 1.6 e Teorema 1.7.

Corolario 1.8. Sejam E um espaco Banach separdvel e (f)nen uma sequéncia limitada
em E'. Entao existe uma subsequéncia (fn, )ren de (fn)nen tal que converge na topologia

fraca estrela.
Demonstragdo: Brezis ([2], p. 50). O

Teorema 1.9. Seja E um espaco de Banach reflexivo e suponhamos que a sequéncia
(fe)ken C E € limitada. Entdo existe uma subsequéncia (fy,)jen de (fr)ren € f € E tal

que

T, — I

Demonstragao: Evans ([10], p. 639). O



1.2 Teoria das Distribuicoes Escalares

Definicao 1.10. Sejam 2 C R™ um aberto limitado e ¢ : @ C R* — R uma func¢ao
continua. Denomina-se suporte de ¢ ao fecho em §2 do conjunto dos pontos x tais que

¢ (z) # 0. Simbolicamente,

supp () = {z € U (2) £0} .

Definicao 1.11. Denota-se por C§°(2) o espago vetorial das fungoes continuas e infini-

tamente derivdveis em €2 com suporte compacto em €.

O espago C§°(£2) ¢ de grande importancia para o nosso estudo, visto que estamos inter-
essados em estudar funcionais lineares continuos definidos em C§°().

Dado € como acima, considere o espago vetorial topoldgico C§°(€2). Diz-se que uma
sequéncia (¢,), oy de fungoes em Cg° (Q) converge para ¢ em Cg°(£2) quando forem

satisfeitas as seguintes condigoes:

1) Existe um conjunto compacto K C € tal que

supp (p) C K e supp(p,) C K, VveN

i) D*p, — D%p uniformemente em K para todo multi-indice .

O espago vetorial C§° (€2) munido da nogao de convergéncia definida acima serd repre-
sentada por D (§2) e denominado de espaco das funcoes testes.
Denomina-se distribui¢ao escalar sobre € a toda forma linear 7" : D (2) — R continua

com respeito a topologia de D (). Isto significa que T satisfaz as seguintes condigoes:

i) T(ap+ py) = aT(p) + BT (), Vo, € D(Q), Vo, B € R

ii) T ¢ continua, isto é, se uma sequéncia (¢, ),y converge, em D () para ¢, entdo,

T(p,) — T (p) em R.

O valor da distribui¢ao T' na fungao teste ¢ serd representado por (T, ¢). Equipa-se o
espago vetorial das distribuicoes escalares da seguinte nogao de convergeéncia:

Considera-se o espaco de todas as distribuicoes sobre 2. Neste espaco, diz-se que a
sequéncia (7,,), oy converge para T', quando a sucessao ((T,,y)),en converge para (T, @)

em R para toda ¢ € D().



O conjunto das distribuicoes escalares sobre ) é um espaco vetorial real, denotado por
D'(2), denominado espago das distribuicoes escalares sobre 2. Com o intuito de estudar
os espacgos de Sobolev, introduz-se o conceito de derivada distribucional para objetos
de D'(©2). A motivacdo no conceito de derivada fraca e posteriormente o conceito de
derivada distribucional dada por Sobolev, se deve a férmula de integracao por partes de
Calculo, sendo este conceito generalizado para distribuigoes qualesquer em D’'(€2).

Dada uma distribuicao 7" em D’ (2) e dado um multi-indice o € N" define-se a derivada
distribucional de ordem o« de T' como sendo DT : D (§2) — R a forma linear e continua

dada por
(DT, @) = (—1)*'(T, D*¢), para todo ¢ € D(Q).

Segue da definicao acima que cada distribuigao 7" sobre €) possui derivadas de todas as

ordens. Note-se que a aplicacao
(1.1) D :D'(Q) —» D'(Q)
é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’(Q2). Isto significa que

(1.2) lim 7, =T em D'(Q) entdo lim D*T, = DT em D'(Q)

V—00 V—00

1.3 Os Espagos L*({)

Nesta secao, serao dadas algumas definicoes e propriedades elementares dos espacos
LP(Q).

Definicao 1.12. Sejam Q2 C R™ um subconjunto aberto e p € R com 1 < p < oo; €
definido
LP(Q) = {f : Q = R; f mensurdvel e |f|P € L'(Q)}.

O espago LP(€2) com 1 < p < 0o é um espago de Banach equipado com a norma
Il = [ [ I#6@pas] ™"
Definigao 1.13. Seja 2 C R™ um subconjunto aberto; € definido
L>=(Q) ={f: Q = R; f mensurdvel e 3 Cconstante tal que |f(z)| < C gq.s em Q}.
O espago L*>(2) é um espago de Banach equipado com a norma
[ £z () = inf{C; [f(z)] < C q.s em Q}.
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Teorema 1.14. (Desigualdade de Hélder). Sejam as fungoes f € LP(Q2), g € L1(§2) com
1 <p< oo eq o expoente conjugado de p; isto é % + % = 1. Entao f.g € L'(Q) e

/Qlfg\dx < [[fllee@ 19l za(-

Demonstragao: Brezis ([2], p. 56). O

Observacao 1.15. Temos que mencionar uma consequéncia muito util da desigualdade

de Hélder: sejam fi, fo, ..., fr funcdes tais que

1 1 1 1
fie LP(Q) para 1<i<k com -=—+—+---+—<1.
p P P2 Pk

Entao o produto f = fifafs... fx pertence a LP(Q)) e

[ llzry < lfallm@ll fallre ) - M felloow (@)
Demonstragao: Brezis ([2], p. 57). O

Teorema 1.16. (Teorema da convergéncia dominada, Lebesgque). Seja (fy)nen uma se-
quéncia de funcoes em L' que satisfazem:

(a) folz) — f(x) em q.t.p de €,

(b) existe uma funcio g € L' tal que, para todo n tem-se | f,(z)| < g(z), em g.t.p de Q.
Entao f € LY Q) e || fn — fllzx — 0.

Demonstragdo: Brezis ([2], p. 54). O

Teorema 1.17. Sejam (f,)nen uma sequéncia de LP e f € LP, tal que ||f, — fllz» — 0.
Entao, eziste uma subsequéncia (fn, )ken de (fn)nen € uma funcgao h € LP tal que

(@)  fo. () — f(x) em q.t.p de Q

(0) | fue(x)| < h(x) para todo k e em q.t.p de €.

Demonstragao: Brezis ([2], p. 58). O

Definicao 1.18. Diz-se que uma funcao f : 2 — R € localmente integrdvel em 2, quando

f € integravel a Lebesque em todo compacto K C Q. O espago das fun¢oes localmente

1

e (). Em simbolos tem-se

integrdaveis € denotado por L
fel . (Q) < / |fldx < o0, para todo compacto K C Q.
K

As distribuicoes que aparecem com mais frequéncia sao aquelas definidas a partir de

funcoes localmente integraveis.



Exemplo 1.19. Seja u € Li. (Q) e definamos T, : D(2) — R por

loc
(Tai) = [ ulw)ota)da
Q
Nestas condicoes T, € uma distribuicao escalar sobre Q.

De fato, nao é dificil mostrar a linearidade de T, pois segue da linearidade da integral.
Resta mostrar que 7, é continua.
Seja uma sequéncia (¢, )yen de fungoes testes sobre 2 que converge em D(§2) para uma

funcao teste ¢, entao

’<TU7QOV> - <Tu>(p>| = |<TU7QOV - (70>| =

| u@e — p)a)a
/Q u(@) (s — 9)(2)|dx

< suplgy — ol / ()| dz — 0,
Q

IN

pois, ¢, — ¢ uniformemente.
A distribuicao T, assim definida é dita “gerada pela funcao localmente integravel u” e,
usando o Lema de Du Bois Raymond, tem-se que 7, é univocamente determinada por

u, no seguinte sentido: T, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em §). Neste

1

sentido identificamos u com a distribuicao 7}, e o espaco L,

(Q) das fungodes localmente

integraveis pode ser visto como parte do espago das distribui¢oes D’'(€2)

Lema 1.20. (Du Bois Raymond). Seja u € L .(2). Entio T, = 0 se, e somente se,

loc

u =0 quase sempre em Q.
Demonstragdo: Medeiros, L. A e Milla Miranda, M. ([15], p. 12). ]

Observacgao 1.21. Qutro resultado interessante € que a derivada de uma funcao Li (),

nao € em geral uma fungdo de Li. ().

Tal fato, motivara a definicao de uma classe significativa de espacos de Banach de funcoes

conhecidas sob a denominacao de Espacos de Sobolev.

1.4 Espacos de Sobolev

Como vimos na segao anterior, toda fungdo u € LP()) possui derivadas distribucionais

de todas as ordens. Entretanto, as derivadas de u nem sempre sao também funcoes em
LP(92).



1.4.1 Os Espagos W"™(Q)

Chamaremos multi-indice a toda n-upla o = (a1, as, ..., a;,) de ntimeros naturais. Dado
um multi-indice «, definimos a ordem |a| de a por |a| = a1 +as+...+ay,, e representamos

por D% o operador derivacao
olel
-0z 0zom

Definicao 1.22. Sejam 2 um aberto do R", 1 <p < oo em € N. O Espaco de Sobolev

DOé

que denotamos por W™P(Q), € o espago vetorial das (classes de) fungoes em LP(2) cujas
derivadas distribucionais de ordem « pertencem a LP(S2), para todo multi-indice o com

la| < m. Simbolicamente escrevemos:
WmP(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q) para todo « tal que |a| < m}.

O espago W™P(€2) com 1 < p < 0o é um espago de Banach equipado com a norma
1/p
ey = (32 [ 1Du(@)par) "
laf<m
também W>°(§2) é um espago de Banach com a norma
||| wm.oe () = Z sup essq|D%u(z)|.
o] <m

No caso p = 2, o espago W™P(QQ) serd representado por H™(£2) que é um Espago de
Hilbert, cujo produto interno e a correspondente norma induzida em H™({2) sdo dadas

por

1/2
(V) gm@) = Y (D*u, D*v)pa) e ullgmo) = ( > / |Dau(x)|2dx> .
|| <m |a|<m
Agora vamos apresentar algumas desigualdades de Sobolev que nos ajudarao a alcancar

objetivo proposto.

Corolério 1.23. Supomos que Q é um conjunto aberto de R" e de classe C' com T’

limitado, seja 1 < p < 00, entdo tem-se

Y

Se p<n WhH(Q) = LP (), onde ]% =

3=

1
p
Se p=mn W' (Q) — LUQ), para todo q € [p,+00),

Se p>n WH(Q) — L=(9Q),



e todas estas inje¢oes sao continuas. Além disso, se p > n tem-se para todo u € WP (Q)
u(z) = u(y)] < Cllullwrrle —y|* ¢.5. 2,y €,

onde o =1 — (N/p) e C dependa apenas do Q,p e n. Em particular W'P(Q) — C(Q).

Demonstragao: Brezis ([3], p. 285). O

Teorema 1.24 (Rellich-Kondrachov). Suponha Q@ um subconjunto de R™ limitada e de

classe C'. Entdo tem-se as sequintes injecoes compactas

Se p<n WhH(Q) < LYQ), para todo q € [1,p*) com z% =

=

Se p=mn W"(Q)— L), para todo q € [p,+00),

Se p>n WH(Q) — C(Q).
Em particular, W'P(Q)) — LP(Q2) com injecao compacta para todo p ( e para todo n).
Demonstragao: Brezis ([3], p. 285). O

Observagao 1.25. Note que D(QQ) ¢ denso em H*(Q). Seu,v € D(Q), vale a identidade

J

sendo v; = cos(x;,v), v normal unitdria externa a I'. Portanto

ou ov
vdr = — | u

0
dr = ;dl,
s (uv)dx /Fuvl/

dx—i—/uvl/idF,
r

para todo par de funcéoes u,v € D(Q). Por densidade, estende-se este resultado para
fungoes u,v € H' ().

Demonstragdo: Medeiros, L. A e Milla Miranda, M. ([17], p. 126). ]

1.4.2 Os Espacos W;""(Q) e W—™1(Q)

Observe que, embora o espago vetorial das fungoes testes D(£2) seja denso em LP({2) para
1 < p < o0, em geral ele nao é denso em W™P(Q2). Isto acontece porque a norma de
W™P(Q) é “bém maior” que a norma de LP(€2) é por isso que W™P(€)) possui menos
sequéncias convergentes. Isto motivou a defini¢ao dos espagos Wy ().

Definicao 1.26. Seja 2 um subconjunto aberto de R™, é definido

Wmp(Q)

Wg™(9) = D(Q)

10



No caso p = 2, 0 espago W;""(Q) serd representado por H"().

Teorema 1.27. (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos Q0 é um subconjunto aberto e
limitado de R™ e 1 < p < oo. Entao erxiste uma constante C' (dependendo de 2 e p) tal
que

[ ul| ey < C||Vul Loy, para todou € WyP().
Demonstragao: Ver Brezis ([3], p. 290). O

Observagao 1.28. Em particular a expressio | Vul|tr(qy € uma norma no espaco Wy *(Q),

equivalente a norma ||ullwir); em Hy(Q) tem-se o produto interno

que induz a norma |Vu| 2, equivalente a norma ||ul| g (q).

Demonstragao: Brezis ([3], p. 290). O

Os espagos W;""(€2) e em particular os espagos H{'(2), desempenham papel fundamen-
tal na Teoria dos Espacos de Sobolev e por conseguinte na Teoria das EDP’s.

Se 1 < p < o0 e 0 numero ¢ é o expoente conjugado de p, isto é i + % = 1, entao repre-
sentamos por W~™4(Q) o dual topoldgico de Wy""(2) e por H ™(2) o dual topoldgido
de HJ"(2). Em outras palavras, se f pertence a H~"({2) é uma funcional linear limitada

sobre HJ"(€2).
Definigao 1.29. Se f € HY(Q) a norma é definida como sendo
| fll -1y = sup{{f,u); para todo u € Hy(Q) com HuHHé(Q) < 1}.

Observacao 1.30. Em particular, as conclusoes do Coroldrio 1.23 € vdlido para o espacgo
Wol’p(Q) com um subconjunto arbitrdrio aberto Q0 de R". Similarmente, a conclusao do

Teorema 1.24 € valido para Wol’p(Q) com um subconjunto arbitraria ) aberto e limitado

de R™

Demonstragao: Brezis ([3], p. 290). O

1.5 Espacos L’ (0,7 X)
Estende-se as nogoes de mensurabilidade, integrabilidade, para funcoes
f0.T] — X,

onde "> 0 e X é um espago de Banach real com a norma ||.||
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Definigao 1.31. (i) Uma funcdo s : [0,T] — X € chamada simples se tem forma

m

S(t) = ZXE‘(t)uiv (O <t< T),

i=1

onde cada E; € um subconjunto Lebesque mensurdvel de [0,T] e u; € X, (i=1,2,...,m).
(i) Uma fungao f : [0,T] — X € fortemente mensurdvel se existem funcoes simples

sk :[0,T] = X tais que
sk(t) — f(t); para ¢.s 0 <t <T.

(i1i) Uma funcao f : [0,T] — X € fracamente mensurdvel se, para cada u* € X* a
aplicagdo t — (u*, f(t)) é Lebesque mensurdvel.
Definigao 1.32. (i) Se s(t) =Y ", xg,(t)u; € uma fungao simple, definimos

m

AS@ﬁZENMW

=1

(ii) Dizemos f :[0,T] — X € somdvel se existe uma sequéncia de {s;}32, de fun¢ioes
simples, tal que

T
/H%@—ﬂ%ﬁ%&qm%ohﬁw
0

(iii) Se a fungdo [ é somdavel, definimos

T T
/ f(t)dt = lim sk (t)dt.
0

k—o0 0

Definicao 1.33. Denota-se por LP (0, T;X), com 1 < p < oo o espago vetorial das
(classes de) funcoes u : (0,T) — X fortemente mensurdveis com valores em X e tais
que; se 1 <p < oo a fungio t — ||u(t)|5 € integrdvel a Lesbegue em (0,T'); e se p = 0o
a fungao t — |lu(t)||x € L>(0,T).

O espago L? (0,T; X) é um espaco completo com a norma definido por

T 1/p
Hunmm,m:(/o Hu(t)!l’}}dt) s l<p<oo

Se p = oo norma acima ¢é substituida por

HUHLOO(O,T;X) = supess [lu (t)]|x -
0<t<T

12



Apenas no caso em que p = 2 e X é um espago de Hilbert, o espago L?(0,T; X) é um

espago de Hilbert, cujo produto interno é dado por

(0,0) ooy = / (0 () u ()  d.

Quando X ¢é reflexivo e separdvel e 1 < p < oo, entao LP (0,7; X) é um espago reflexivo
e separavel, cujo dual topolégico se identifica ao espaco de Banach LY (0,73 X"), onde p
e p' sao Indices conjugados, isto é, % + z% = 1. A dualidade entre esses espacos é dada na

forma integral por

T
(v, u>LP'(O,T;X’)><LP(0,T;X) = /0 (v (t),u(t)) i xdt.

No caso p = 1, o dual topoldgico do espaco L' (0, T; X) se identifica ao espago L> (0, T; X').

Definigao 1.34. Denota-se por C ([0,T]; X), comT > 0 o espago de Banach das fun¢oes

continuas u : [0,T] — X munido da norma da convergéncia uniforme

||U||c([o,T];X) = o?%)% [u ()]l < oo

Podemos citar algumas propriedades importantes do espaco LP(0,T; X)) que serao tteis

no desenvolvimento do trabalho.

Observagao 1.35. Consideremos o intervalo aberto I € R e um espago de Banach X.

(i) Se I é um intervalo limitada e p < q, entao
LULX) = L1, X) e |flleraxy < 7 (| fllogx)-

(ii) Se Y € um espago de Banach e se A: X — Y wum operador linear e continua, entdo
para todo f € LP(I,X) temos Af € LP(I,Y) e

[AS oy < A1z rx)-

Em particular se X — Y e se f € LP(I1,X), entao f € LP(1,Y) (tomar A para ser a
imersao)
Demonstragao: Cazenave ([7], p. 17). O

Teorema 1.36 (Aubin-Lions). Sejam By, B, By espagos de Banach, By e By reflexivos,
a imersao de By em B € compacta, B imerso continuamente em By, 1 < pg, p1 < 00 e
W o espaco

W ={ue L (0,T;By); v € L"(0,T;B;)}
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equipado da morma
||U||W = ||uHLP0(O,T;BO) + Hu/HLPl(O,T;Bl) :

Entao W ¢é um espago de Banach, e a imersao de W em L (0,T; B) é compacta.
Demonstragao: Lions ([14], p. 58). O

Observagao 1.37. Uma consequéncia do Teorema de Aubin-Lions: se (u,),cy € uma
sequéncia limitada em L? (0,T; By) e (u),), oy € uma sequéncia limitada em L? (0,T; By)
ent@o (uy),cy € limitada em W. Dai, seque-se que existe uma subsequéncia (uy,),y de

(uy),ey tal que u,, — u forte em L?(0,T;B).

Lema 1.38. Sejam Q um subconjunto aberto limitado de R} x Ry, g, e g fungoes de

LI1(Q) com 1 < q < o0, satisfazendo

|gmlra@) < C e gm — g, em g.t.p de Q.

Entao
Im — g, em L1(Q)

Demonstragdo: Lions ([14], p. 12). O

Lema 1.39. Sejam V,H,V' trés espacos de Hilbert, sendo V' o dual de V. Se uma
fungdo u pertence ao espago L*(0,T;V) e seu derivada u' pertence ao espago L*(0,T; V"),
entdo u € quase sempre igual a uma fun¢ao continua de [0,T] em H, e temos a sequinte

igualdade no sentido de distribui¢ao escalar em (0,T)

d

— | u P= 2, u).

A igualdade acima faz sentido desde que as fungoes
tlu(t) P e te (W(t),ult))

sao ambos integrdvel em [0,T].

Demonstragdo: Temam ([19], p. 261). O

Lema 1.40. Sejam X um espago de Banach, f € LP(0,T;X) e f' € LP(0,T;X) com
1 <p < oo, entao
feC(0,T];X).

(Possivelmente redefinidas sobre um conjunto de medida nula.)

Demonstragao: Lions ([14], p. 7). O
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1.6 Distribuicoes Vetoriais

Seja um nimero real 7> 0 e X um espago de Banach real com a norma ||.|

Definigao 1.41. Uma distribuicdo vetorial sobre (0,T) com valores em X, é uma fun¢ao
f:D(0,T) — X linear e continua. O conjunto dessas transformagoes lineares é chamado

Espago das Distribui¢oes Vetoriais sobre (0,T) com valores em X e € denotado por
D'(0,T;X)=L(D(0,T); X).

Definigao 1.42. Seja f € D' (0,T; X). A derivada de ordem n é definida como sendo a

distribuicao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por

PPN d

Observacgao 1.43. Se a funcao f pertence ao espago LP(0,7; X ) com 1 < p < oo, entdo

define uma distribuicao que denotamos pela mesma funcdo f e € dada por

fle) = /0 f(t)p(t)dt, para todo v € D(0,T),

com valores integrales em X.

Demonstragdo: Lions ([14], p. 7). O

1.7 Equacao de Navier-Stokes

Definicao 1.44. Seja Q aberto e limitado em RN com fronteira de classe C' e N =2 ou
N =3
N .
v=A{p e [DO)]", div(p) = 0}

H={pec[L2); div(e) =0, v¢=0}

V={pe[HNN"; div(p) =0}

Teorema 1.45. Seja € aberto e limitado em RN com fronteira de classe C' e N =2 ou

N = 3. Entao.
7””[,2 — H

g _ v
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Demonstragdo: Temam ([19], p. 15). O

Definicao 1.46. Seja u e v € RN, nds vamos a definir

U117 w2 -+ UIUN
UR V=

Unvy uUnU2 -+ UNUN

Consideremos o seguinte problema de evolucao de Stokes para (u, p)

%_Au:f—Vp, em 2 x (0,7

(13) d'l’l}(u> = O, em () X (O,T)
u =0, sobre ' x (0,7
u(0) = uy, em ()

\

Donde € é um aberto limitado de RY de classe C! com N =2ou N =3, T > 0el = 09.

Multiplicando a primeira equacao de 1.3 por w € V tem-se:

(1.4) %(u(t),w) + (u(t),w)y = (f(t),w), em (0,T) paratodo weV
u(0) = uy, em )

Teorema 1.47. Seug € H e f € L*(0,T, H-Y(Q)N). Entdo existe uma tinica solugao
0

w € C(0,T,H) N L*(0,T,V) com 8_7; € L*0,T,V') de 1.4 mais ainda existe p €

D'(0,T,L*)) (De fato p € HY(0,T, L*(Q))) tal que (u,p) satisfaz 1.3

Demonstragao: Temam ([19], p. 254). O

Teorema 1.48. Se ug € V e f € L*(0,T,H), entio a solu¢io u de 1.3 satisfaz u €
0

(0,7, V) N L2(0,T, H2(Q)V), 8—1; € L(0,T, H) e p € L2(0,T, H'(Q))

Demonstragdo: Temam ([19], p. 268). O

Consideremos o seguinte problema para (v, q)

(0
a—i—Ay+V.(y®?j+§®y)+Vq:V.g—l—vlw em Q x (0,7)
(1.5) div(y) =0 em  x (0,7)
y=0 sobre T' x (0,T)
L %(0) = wo em Q2
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Onde © é um aberto limitado de RY de classe C! com N =2 ou N =3, w C Q é um

aberto e Q = Q x (0,7, para T > 0 fixo.

Lema 1.49. Seja j € L2(Q)N, g € L*(Q)N", yo € H e v € L*(Q,)", entdo existe uma
solugao de 1.5 tal que y € C([0,T],H) N L*(0,T,V)

Demonstragao: Paray € L*(0,T,V), denotemos por fo = V.g+Vul,—V.(§R7+727)

vamos provar que fo € L2(0,T, H 1(Q2)"), vejamos primeiro o seguinte:

T
~112 ~112
”yHL2(Q)N = /0 ”3/HL2(Q)N dt

Da equivaléncia das normas ||.|| 1 qyv € ||.[y , se tem
T
~112 ~ 2
A O
0

<2
< () ||L2(0,T,V)

< o0
por tanto § € L2(Q)N e como § € L*(Q)Y implica que §@7 € L2(Q)N e o7 € L*(Q)N’
agora vamos a chamar por f” = (g ® Y+ 7 ®7Y);; o qual pertence a L2(Q)N

<Vf > Z Z fii () LQ(Q para todo w € [HE(Q)]" assim Vf(¢) é linear,
7j=1 =1
agora vamos provar que é contmua.

<Vf@}w>

(Vf®),w)

N N

2.2

i=1 j=1

811}1‘
8xj

fij(t)

IN

2@ | 0z; | 2q

IN

<Vf(t),w> < CHwH[H(%(Q)]N

¢ assim temos que V.f(t) € [H~1(Q)]", também se tem que:
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/OT\<V.f<t>,w>\2dt < /OTC”w”?fa(me(”‘Q

L*(Q)

T N N
< ¢ ||wH / / fii () d:vdt
=1 j=1
< CHwH[Hl(Q) (L2(Q )]
< o0

Por tanto V.f € L2(0,T, H~1(Q)") isto nos leva a que V.(§@§+5®7) € L2(0,T, H-1(Q)),
como V.g € L*(0, T, HY(Q)N) e vl, € L2(0,T, H1(Q)Y) nés vamos ter que fy €
L*(0,T, H-H()Y)

Agora consideremos o seguinte problema:

gl; Ay=fo—Vp em Qx(0,T)
(1.6) div(y) =0 em 2 x (0,7)
y=20 sobre I x (0,7)
[ 9(0) = wo em

Pelo teorema 1.47 existe uma tnica solucdo y de 1.6 com y € C(0,T, H) N L*(0,T,V)
o
“ ot

qual vamos chamar Ly () = y. Vamos a definir a seguinte fungao:

€ L*(0,T, V"), isto nés dize que para cada § € L?(0,T,V) existe solucdo de 1.5 a

Lr:C([0,T),H)NL*0,T,V) — C([0,T],H)NL*0,T,V)

Yy — Lr(g) =y

Esta bem definido e agora nés vamos provar que é uma contragao para T’ muito pequeno.
Sejam 7y e go € C([0,T],H) N L*(0,T,V) e denotemos por y; = Lr(Z1) e Ly(ga) =
1Yo € como eles sao solucoes fracas de 1.6 respetivamente quando y é igual a §; e 9o

respetivamente nos vamos ter que y; e yo cumprem as seguintes equagoes:

(1.7) %(yl(t) w) + a(y:(t),w) = (fy,w) paratodow €V
(1.8) Ccli(yz(t) w) + a(yz(t) <f0, > para todo w € V

18



restando 1.7 e 1.8 nds vamos ter:

d

E(yl —yo(t), w) + alyr — y2(t),w) = <f02,w> para todo w € V

Fazendo w = (y; — y2)(t) € V e como fa — 2 = -V (7 (§1 — G2) + (51 — T2) @ Y)

temos que

0= 1) Oy + (2~ 1)), (12— w)(s)) =
=—(V.(U® (01 = 32) + (1 + 32) ®7) , )1 — 42)

d
= Iy = Y2) (9| 72yn + 1(y1 — w2)(s)II3 =
(g ® (gl - ZJ?) + (gl - gQ) @ Y, V(yl - y2))L2(Q)N2

integrando de 0 ate T’

1(0r = )0 2o + / 151 — u) ()12 ds <

t
/ (g ® (gl - g2) + (gl - g2) ® g? v(yl - yZ))L2(Q)N2 -
0

= /O (¥ @ (51 — 32), V.(y1 — y2)) ds +/0 (T = 72) @7, V.(y1 —y2)) ds

pela desigualdade de Cauchy-Schwartz

t t
< /0 1@ (0 = 42)ll 2 IV-(01 = w2) |2 d8+/0 11 = 32) @l 2 V(01 = w2) | 2

t
< 2 [ 5o - Bl 1900 - )l s
0
5 t 5 t
I = O + [ = lids <2 [ 159 (1= i)y ln = el ds
0 0

t - ~ ~ 1 t
<2 [ g -mladst; [ ol ds
0 0
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passando a restar o segundo somando da parte direita da desigualdade

1 t t - ~ ~
01 = 0Ol + 5 [ o= wellvds < 2 [ g @ - gl ds
0 0

obtemos
r 2
(1.9) o — lleorm < 4 / 19 (G — )% ds
0
e
r 2 r 2
(1.10) / I —gel2ds < 4 / 15 (51— i) 22 ds
0 0

Agora vamos limitar o termino que aparece nas desigualdades 1.9 e 1.10

|gl(g1 - gg)]| S ||g||L°°(Q)N2 |g1 - gQ|J para j = 172a 7N

de este fato vamos ter

N
_ ~ ~ 2 — 12 ~ ~ 2
178 G — ) 2ays = 3 / 1560 | (51 — o) da

ij=1

IN

N
12 - 2
19l o () (Z/QKyl—yz)jl dw)
ij=1

_ - 2
< CH?JHLOO(Q)N 191 — y2|IL2(Q)N
somando 1.9 e 1.10 para depois sustituir a desigualdade de acima nds vai dar

T
2 —112 ~ ~ 12
1 — y2HC(o,T,H)mL2(o,T,V) < c HyHLoo(Q)N /0 [ yzHLz(Q)N ds

IN

12 T
ol [ 192~ Bl ds
0
12 - 9
< I ||y||Loo(Q)N lon — y2||C(0,T7H)
12 ~ ~ 112
T HyHLoo(Q)N |5 — yZHC(O,T,H)ﬂL2(O,T,V)

(111)  (1Lr(5) = Lr(@)leormorzorvy < VT NIl @ 100 = Ballermomzomy)
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Tomando em 1.11 7' = Ty muito pequeno temos que Lz, é uma contracao e pelo teo-

rema do ponto fixo de Banach vai existir um tnico y € C(0,T, H) N L*(0,T,V) tal que
LTO (Zj) =Y

Chamaremos por y' a solucao de :

&
a—i—Ay+V.(y®§+ﬂ®y)+Vp:V.g+v1w em Q x (0,Tp)
(p) { dvly) =0 em €2 x (0,Tp)
y=0 sobre T" x (0, Tp)
y(0) = yo em €

) 1
onde y' € C(0,Ty, H) N L*(0, Ty, V) e @_yt € L*(0,T,V"), desta maneira como se con-

seguiu solugao do problema (P;) se vai conseguir a existéncia de solugao do problema:

'%—Ay+V.(y®y~|—y®y)+Vp:V.g—l—vlw em ) x (T, 275)
(Py) div(y) =0 em Q x (7o, 275)
y=0 sobre I' x (Ty, 2Tp)
L 5(0) = o em
e a solucdo do problema P, chamaremos por 3° € C(Ty, 2Ty, H) N L*(Ty, 21, V) a qual
cumpre que aa—@: € L*(Ty, 2Ty, V') e agora definamos 72

yt(z,t); (z,t) € Q x [0, Ty
y2($,t) =
73 (z,t); (z,t) € Q x [Ty, 2Ty

2
e se pode ver que y* € C(0,2T,, H) N L*(0,2Ty, V) com aﬁit c L*0,2T,, V) ey é a

unica solucao de 1.5 para T' = 27T}, entao o que nos vamos fazer é utilizar o principio de
inducao matematica para provar que existe uma tinica solucao de 1.5 para T' = nTy para

qualquer n numero natural.

Suponhamos que existe uma tunica solu¢ao y™ de 1.5 para T' = nT1j, entao consideremos

o seguinte problema:
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(0
8—Z—Ay+V.(y®g+g®y)+Vp:V.g+vlw em ) x (nTy, (n + 1)Tp)
div(y) =0 em Q x (nTy, (n+ 1)Tp)
(Pn+1)
y=0 sobre T" x (nTg, (n + 1)Tp)
L y(0) = yo em §2

Da mesma como se provo que P; tem uma tnica solucao se consegue obter uma tnica

solugao de P,y a qual vamos chamar por y"*! € C(nTy, (n + 1)Ty, H) N L*(nTy, (n +

oyt
)Ty, V) e 5 © L*(nTy, (n + 1)Ty, V') e vamos a definir 3"

y"(x,t); (z,t) € Q x [0,nTp)
y i (x,t) =
7" (2, t); (z,t) € Q x [nTy, (n+ 1)Ty]

o qual é solugao de 1.5 quando T' = (n + 1)T, e por tanto pelo principio de indugao
temos que para todo n € N o problema 1.5 quando 7" = nT, tem uma tnica solucao
y" € C(0,nTy, H) N L*(0,nTy, V) e % € L*(0,nTy, V')
Agora tomemos T > 0 como os nimeros naturais nao sao limitados existe ng € N tal
que ngly > T , entao pelo que se provo acima se sabe que existe uma unica solugao y™°
solucao de 1.5 com T' = nT devido a isto fazendo y = y"°|QX[07T] vamos ter que y € a
tinica solucao de 1.5 com T' = T qualquer e que cumpre com z € C(0,T, H) N L*(0,T,V)
e g_ty € L*(0,T,V")

O
Lema 1.50. Seja k € L*3(0, T, L***Y(Q)N). Entdo existe uma tnica solugdo (z,q) para

o sistema de Stokes.

( —%—Az+vq:k, em Q x (0,7)
div(z) = 0, em x (0,7)
2z =0, sobre T x (0,T)
2(T) =0, em €

\

com z € C(0, T, L*3(Q)N)n L2(0, T, WH5/5(Q)N)

Demonstracgdo: E. Fernandez. Cara (Ver [6], p. 1538 )
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1.8 Resultados Importantes

Nesta secao, apresentamos alguns resultados importantes que serao utilizados na obtencao

dos objetivos desejados.

Teorema 1.51. Seja Q aberto de RY e w C Q, entdo existe n° € C*(Q) tal que n° = 0
sobre 9, n°(z) >0 em Q e |Vn°| >0 em Q\ w.

Demonstragao: Fursikov ([13], p. 4). ]

Definicao 1.52. Seja X subconjunto de um espago de Banach E se dize que X é convexo

se e somente se para todo t € [0, 1] se tem que tx + (1 — t)y € X para todo z,y € X

Definicao 1.53. Seja X un subconjunto convexo de um espaco de Banach E e uma

funcao f: X — R, se dize que:

1. fé conveza se e somente se f(tx+(1—t)y) <tf(x)+(1—1t)f(y) para todo z,y € X
ete|0,1].

2. [ € estritamente conveza se e somente f(tx + (1 —t)y) < tf(z) + (1 —t)f(y) para
todo z,y € X et € (0,1).

Teorema 1.54. Seja U,q um subconjunto convexo e fechado de um espaco de Hilbert
U ed: Uy — R uma funcgao estritamente conveza, diferencidvel e que cumpre que

| Hlim J(v) = +00 para todo v € Uyq. Entao existe um inico u € Uyq satisfazendo:
v||—>+00

J(u) = inf J(v)

VEULg

e caracterizado por

(J'(u),v—u)y >0V v €Uy
Demonstragao: Lions ([8], p. 10). O

Teorema 1.55. (Teorema de completagao) Para qualquer espago com produto interno
X existe um espaco de Hilbert H e um isomorfismo A: X — W C H denso. O espaco

H ¢ unico excepto por isomorfismos.

Demonstragao: Kreyszig ([4], p. 139). O
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Teorema 1.56. (Lax-Milgram) Seja H um espago de Hilbert e B : H x H — R uma

forma bilinear, para o qual existem constantes o, [ > 0 tais que:

|B(u,v)| < aflul vl (u, ve H)

Bllull* < Blu,u) (ue H)

Finalmente dado f : H — R um funcional linear limitado em H. FEntao existe um

unico u € H tal que

B(u,v) = (f,v) para todo v € H

Demonstragao: Evans ([10], p. 297). O
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Capitulo 2

Controlabilidade do sistema de
Navier-Stokes N dimensional com N

controles escalares

Neste capitulo, apresentaremos um resultado sobre a controlabilidade local exata por
trajetorias para um sistema do tipo Navier-Stokes. Em um primeiro passo, fazendo uso
do método de penalizacao e assumindo a desigualdade de Observabilidade para o sis-
tema adjunto associado o problema linear do sistema de Navier-Stokes vamos conseguir
a controlabilidade nula do problema linear de Navier-Stokes. Num segundo passo vamos
demonstrar uma desigualdade do tipo Carleman o sistema adjunto do problema linear
de Navier-Stokes e como consequéncia disto ultimo se vai conseguir a desigualdade de
Observabilidade. Em um terceiro passo mostraremos a controlabilidade nula do pro-
blema linear de Navier-Stokes e conseguiremos que a solugao do problema linear seja
exponencialmente decrescente quando t — T'. Ao final, gracas a um teorema da funcgao
inversa provaremos que o sistema de Navier-Stokes é localmente exatamente controlavel

por trajetorias.
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2.1 Formulacao do problema

Consideremos o seguinte problema:

( %—Ay%—(y.V)ijVp:vlw em Q x (0,7)
(2.1) ) div(y) =0 em Q x (0,7)
y=0 sobre I" x (0, 7))
L y(0) = vo em )

Donde T'> 0, N=2ou N = 3 e Q C RY é um aberto, limitado e conexo com fronteira

0Q) =TI regular. w C 2 é um conjunto aberto.

y = velocidade de um fluido de viscosidade incompressivel
p = pressao

Yo = valor inicial de velocidade do fluido

v = controle atuando no subconjunto w

N6s vamos chamar por Q = Q2 x (0,7) e Q, =w x (0,7).

Seja (g, p) uma trajetéria com dato inicial g, isto é uma solugao do problema:

a—z—Agij(g.V)ngVp:O em Q x (0,7)
(2.2) div(y) =0 em Q x (0,7)
y=0 sobre T x (0, 7))
[ 9(0) =% em Q2

Esta trajetoria é a ideal (sem controle), o que nés queremos ¢é obter a controlabilidade

local exata por trajetérias de (2.1)

Definigao 2.1. Nos dizemos que (2.1) € localmente exatamente controldvel por tra-
jetorias, se para (y,p) uma trajetoria a qual é solugdo de (2.2) existe 6 > 0 tal que
seyo € E e |lyo — %ol < 9 entdo podemos achar um controle v tal que a solugao de (2.1)
satisfaz y(T) = y(T) em SQ.

O espago F vai ser definido depois.

2.2 Resultados e estrategias

Como nés queremos achar a controlabilidade local de (2.1) o seguinte teorema nés vai a

dar isso.
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Teorema 2.2. Assumindo que w € um subconjunto aberto nao vazio de ) e que T > 0,
suponhamos que § € L2(0, T, V)N[L®(Q)]". Entdo existe § > 0 tal que se ||yo — Yollpayy <

8, existe um controle v € [LA(Q,)]" e uma solugio y de (2.1) tal que y(T) = y(T).

Para provar o teorema 2.2 de acima nés precisamos fazer alguns passos.

Fazendo z =y — 4, g =p —p e 20 = yo — Yo assim temos:

0z oy 0Oy
2. 9z _ 9% _ 9%
(2:3) ot ot ot
(2.4) Vg = Vp—Vp.
(2.5) Az = Ay— Ag.
Y dw
Como (w.V)w:Zwiax e como
i=1 ‘
U117 U2 -+ UIUN
V.(u®v) = [6& 2 . %]
UNUV1 UNV2 -+ UNUN

Vasul = 3 (o)

=1 9T
N N
Z 6uj I 81)]
= —L; E U=
— O = Oz

Viuwv) = (u.V)v)+ (div(u))v .
Desta tltima igualdade como div(u) = 0 temos que V(u ® v) = ((u.V)v), entao

V.(y®@y) = V(z+9)QE+9)=V.t024207+7Q2+7§R7)

= V.(:2®2)+ V(o)) +V(E®2)+V{Ee71)

V(yey)-V.yey) = V.(202)+V.2079) +V.(J®7)

(2.6) (yV)y— (@.V)g=(2.V)z+ (2.V)g + (.V)z.
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Substituindo (2.6) junto com z em (2.1) vamos ter o seguinte:

(0
a—j—Az—i—V.(z@g—l—gj@z)—f—(z.V)z+Vq:vlw em 2 x (0,7)
(2.7) div(z) =0 em Q x (0,7)
z2=0 sobre I'' x (0, 7))
\ Z(O) = 20 em ()

Definicao 2.3. Nos dizemos que (2.7) é localmente nulo controldvel se existe 6 > 0 tal
que se Yo € E e ||yo ||p < & wvai implicar que existe v € L*(Q,,)N tal que a solucdo y de
(2.7) satisfaz

y(T)=0 em Q.

Entao estudar a controlabilidade local exata por trajetdrias de (2.1) equivale a estudar
a controlabilidade local nula de (2.7).

Nés vamos estudar o problema de controle linearizado de (2.7) e seguiremos trabalhando
com a variavel y, para g = (g;;) € L2(Q)N’ e yo € H considere para todo v € L*(Q,)",

consideremos o problema linearizado de (2.7) com uma forca externa V.g

(O
a—‘z—Ay—l—V.(y@@—i—ﬂ@y)—i—Vq:V.g—i—vlw em Q x (0,7)
(2.8) div(y) =0 em Q x (0,7)
y = sobre T" x (0,7)
L ¥(0) = o em {2

2.3 Meétodo de Penalizacao

Novamente vamos estudar o problema linearizado de (2.7) com V.g o qual é uma forca

externa.
( Oy o
E—Ay+V.(y®y+y®y)+Vq:V.g+v1w em Q x (0,7)
y=20 sobre I x (0,7)
L y(0) = yo em (2

Assumindo que ¥ € [LOO(Qw)]N, g€ [LQ(Q)]NQ,
e
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vo € H nés queremos provar que existe um controle v € [L?(Q,,)]" tal que seu solucao y
de (2.9) satisfaz que y(T) =0

Para v € [L2(Q.,)]" e para e > 0 definamos:

1 1
J.(v) = %% g (T)]|3, + §/Q lv|? dzdt.

Onde y, é a solucao do sistema (2.9) com dado v.
Afirmacao 1: J, é diferenciavel.

1 1
Com efeito como J(v) = —by(y,(T), y,(T)) + §b2(v, v) para que J. seja diferencidvel sé

2¢
precisamos provar que as formas bilineares b, e by sao continuas com efeito se prova que
existe ¢ > 0 tal que [by(01,02)| < c|[v1]|g |02l € [b2(vi, v2)] < [[o1ll 2w 1v2]l 12, )

por tanto J, é diferenciavel.
Afirmacao 2 : J. é estritamente convexo.

Para 6 € (0,1) temos:
1
500+ (= 000) = o fuma-an(D +3 [ 100+ (0= 0wl daas
Qu

% (0 yo(T) | 7 + (1 = 6) gDl )* +

IN

1 2
+§ (9 HUHL?(QW) +(1-10) ||w||L2(Qw)> :

Como para t € R a funcido t — t? é estritamente convexa temos na desigualdade de

acima que:

1 2 1
J(ov+ (1= 0w) < Olw@IF+ 0= 0) lyuDI3)" + 35 (0101, + 1 = 0) lullizq.))

1— 1—-6

2
= 9||yv||H+ 0||v||L2Qw)+ IIwaIH — Il

= 0J.+ (1 - 0)J.(w).

Portanto J, é estritamente convexo.
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Afirmacao 3: J. é coerciva.

1
Com efeito pois como 3 HvHig(Qw) < Je(v) vamos ter que | ﬁim J(v) = +o0.
V||—>00

Das afirmacoes 1,2 e 3 vamos ter pelo teorema 1.54 que existe um tnico v, € [L2(Qw)]N

tal que
Je(ve) = inf  J(v)

vEL2(Qu)N

e além disso v, satisfaz (J!(v.), w) = 0 para todo w € [L2(Q.)]".
Agora vamos achar a que é igual (J/(v),w), em J.(v) nés podemos expressar a ¥y, como

§(T) + L(v)(T), onde § ¢ solugio de:

( 8A
8—@; —Aj+ (V)G + (3.V)§ + Vg = Vg, em Qx (0,T)
div(y) =0, em € x (0,7)
(2.10)
y =0, sobre I' x (0,7
L 9(0) = wo, em ()

onde L(v) = g, é a solucdo de:

( Jy SO ~
5~ AJ+EV)F+ (FV)F+ Vg = vl em Qx (0,7)
div(y) = 0, em Q x (0,7)
(2.11)
7=0, sobre I' x (0,7)
\ g(o) - Oa em {2

entao do seguinte fato:
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i)y = = (E)(T),9uT) -+ (,0) gy

€

entao nds temos que para qualquer w € [LZ(QW)]N se tem:

(0 w) = = (Z@)(T),90(T)) |+ (w0 gy =0,

isto nés da

(2.12) l(z(w)(T),yve(T»H + /Q vavdadt = 0.

€

Introduzimos o estado adjunto (¢, ) que satisfaz:

(0
_7§_A¢_@MM+VW:QemQx®JU
div(p) =0, em 2 x (0,7)

(2.13)
0 =0, sobre T" x (0, 7))
1

SO(T) = —Yyp., em ()

\ €

onde D(p) = Vi + V¢!, de (2.13) multiplicando por g, e integrando vamos ter:

/ / (—— — — (Dy)y + V7T> Ywdxdt =0
T
- / —ywda:dt - / / Ay, drdt — / / (@ ¢+ ¢ ®Y)ypdrdt+
0

T
—|—/ /Vﬁ@wdxdt =0
o Jo

(AT Ty + (2O TO) + [ (0 5) de= [ o ATt

T T
+/(%V@®%+%®mhm—/(mW@mhmzq
0 0
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e como div(y,) = 0 tem-se:
I

D) TlDN + (OGO + [ (0.5 = AT+ V@ T+ T 5)) de=

T
pelo fato de que y,,(0) =0 e —/ (q,div(p)) dt = 0, vamos ter:
0

~ T OYw ~ R _
—(sO(T),yw(T))HJr/ <%%—Ayw—i-V(y@waryw@y)—i-Vq) dt = 0.
0 H

Como y,, é solugao de (2.11) quando em lugar de v colocamos w, entao dai temos que:

/ wvedmdt+/ pwdzdt =0

/ (ve + p)wdxdt = 0,

para qualquer w € [L%(Q,,)]" daqui se tem

(2.14) ve+p=0.

Para v, denotemos por y. = v,, a solugao de:

(0
gf = Aye + Y V)T + (5.V)ye + Vg = V.g + vcly,, em Qx (0,T)
div(ye) = 0, em € x (0,7)
(2.15)
Ye =0, sobre I x (0,7
L Ye(0) = vo, em 2

O que nés queremos é passar ao limite em (2.15), para isso tomemos ¢ a solugdo do

estado adjunto que cumpre (2.13) quando y,, = y. e dai nds temos a seguinte igualdade:

Y.
Onde Ly, = a—yt—Aye+(y€.V)gj+(gj.V)ye. Vamos a desenvolver a parte esquerda de (2.16)
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T ay T T
(LYes O) 2y = / (a—;,w) dt+/ (—Ayg,s@)HdH/ (Y- V)G + (5-V)ye, )y di
0 H 0 0

Y.

T
Desenvolvendo a integral / <—
0 ot

,gp) dt, nés da
H

(Lyea(P)[L?(Q)]N = (y(T7),0(T))y — (ye(o)aSO(O))H"i_/O (yﬁ’%_f>Hdt+

" / (Ve — D), df / (er (0-V)F + (5.V)0)  lf — / (V) e

= (), o))y — (9:(0), 9(0)) 5 + / (9 L)

0
Onde L*p = —a—f — Ap — (Dy)y e como ¢ cumpre 2.13 se tem:

(L @) iy = (9T, () = (9:(0), 0(0))

substituindo este tltimo resultado em (2.16) vamos ter:

(Ye(T), (1)) g — (ye(0), ¢ Z/ Gij a%da:dtjt/ vepdadt
2,7=1

1 i

—llye(T )2 = (ye(0) Z 995, dedt + vewdxdt.

i,7=1

Da igualdade de (2.14) e da equagao (2.15) temos:

Z/gma%d dt

7,7=1

1
Q1) @ [ ol dudt = (o,
Qu

Pelo momento vamos assumir que se cumpre a desigualdade de observabilidade:

2.18) ()% + /Q o [Vl dudt < ¢ /Q ol? dodt

a qual se provara na seguinte secao e com alguns pesos convenientes e assumindo que g

1
satisfaz / - |g|? dadt < 400
QP

Como por Cauchy-Schwartz tem-se:

(o, 2(0) g < llwollg leO)ll 7
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(2.19) (o, (0) gy < ¢ ol + % 1o (0) 17

_Z/gua%dxdt</|g| V| dadt,

i,7=1

deste tltimo temos que

(2.20) —Z/gwam dodt < S /|V<p\ da:dt—i——/ \g|? dadt,

i,7=1

de tal maneira que em (2.19) e (2.20) fique a mesma constante ¢, dai substituindo (2.19)
e (2.20) em (2.17), tem-se:

1 1
ST+ [ o e < ol + 5 Do)+ 5 [ 1Vl o+ 5 [ (o s,

w

aqui nés vamos fazer uso da desigualdade 2.18 e a igualdade (2.14) se tem o seguinte

1 1 c
D@ + / e Pdedt < e ol + 2 / joe|? dedt + < / g2 dudt
€ Qu 2 Jq, r°Jq

C
< clully+ % | lof dt
P~ Ja

1
e portanto se tem que ~ ||y (T)|[5, < ¢ e / v dzdt < & para todo € > 0.
€

Qu

Pelo teorema 1.9 se tem que existe v € [L2(Q,)]" tal que ve — v em [L2(Q,)]", como

Ye = U + Z(ve) e L é linear e continua, entao

~ 112 —112 2
HyeHc([o,T],H)mm(o,T,V) < c”yH[LOO(Q)]N+HUE||[L2(QW)]N

< ¢s.

Por isto tltimo temos que L(v.) — 3 em C([0,T], H) N L2 (0,T,V) e como L(y.) = vcl,,
tem-se L(y.) — vl, em [L2(Q)]" portanto L(y) = vl,, devemos lembrar que L(v) nés
da a solucdo de L(y) = vl,, satisfazendo (2.11) e por esta razao L(v) = § e como

Ye =Y + Z(Ue) —y+ Z(v), tem-se:
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Ye — y» em C(0,T, H) N L*(0,T,V)
isso vai implicar que y.(7') — y(T) fracamente e como ||y.(T)||; < ¢v/€ entao y(T) — 0

forte em [L2(Q)]".

Agora vamos mostrar que y.(7) — 0 em [L2(Q)]N, para obter isso vamos tomar 1) = ¢f
onde ¢ € [HL(Q)]" e 6 € C![0, T] satisfazendo 6(0) = 0 e 6(T) = 1.

fazendo contas se tem as seguintes igualdades:

(U(T), ye(T)) g2y = —/Q(Lw)yedxdt—i-/QV.gQ/dedt+/Qvelwwda:dt,

como a parte direita converge nés temos:

(W(T), ye(T)) 2@y — —/Q(Lw)ydmdt—i-/QV.gwd:cdt—i-/Qvlwdxdt,

e por meio da seguinte igualdade

) oy = - |

(Ll/})ydxdt—i—/ V.g¢dmdt+/ vl,dzdt,
Q Q Q

nos temos a seguinte convergencia

(U(T), ye(1)) g2y — W), y(1)) 120>

pelo fato de ¢¥(T) = ¢ isso nés vai dar que (¢,y.(T)) — (¢,y(T)), para qualquer
¢ € [HY]Y e como [HE()]Y 6 denso em [L2(2)]" finalmente temos a convergéncia
que nés querfamos y(T) — y(T) em [L2(Q)]".

Assim vamos ter que:

y(T) = y(T), em [L3(Q)]"

y(T) = 0, em [L2(Q)]"

pela unicidade do limite tem-se que y(7') = 0.
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2.4 Desigualdade de Observabilidade

Na secao anterior nés fizemos uso da desigualdade de observabilidade do estado adjunto
da equagao de Navier-Stokes, agora nesta se¢ao ndés vamos provar aquela desigualdade.

Parayo € Vehe [LQ(Q)]N, consideremos o seguinte sistema de Stokes:

( Oy
E—ijLVq:h, em Q x (0,7)
div(y) = 0, em Q x (0,7)
(2.21)
y =0, sobre T x (0,T)
[ ¥(0) = o, em 2

Pelo teorema 1.48 se tem que y € C([0,T],V) N L2(0, T, [H2()]™), Y e [LQ(Q)}N e
q € L*0,T, H(Q)).

Definamos w = rot(y) portanto V X y.

Para N = 3:

Vxy= (8:162  Oxs’ Oxs Oz, 01y Oxo

0y Oy Oy Oys Oy o )

Vxw=Vx(Vxy)

Y % w 2(3,@2 Oy, 0 Oy Oys, O Oys Oya, O Oya O
) 6%1 81’2 8x3 axg 6%1 ’(9x3 8372 axg 8301 81'1 8372 ’
0 (81/1 _Oys, 0 Oys Oy
"O0xy Oxg  Oxy Oxy Oxy  Oxs
v d Oy y3 82y1 3291 0 0y Y3 32y2 a2y2
X W — — , ( — — s
Oxy Oxy  Oxg 0x3 023’ Oxg Oxq  Oxs dx? 03

0 0 0
Nesta tltima desigualdade vamos fazer uso de fato que div(y) = i + v2 + Y3

=0
8331 31:2 633'3 ’

para ter:
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V X w

V x w

entao isto nos da:

(2.22)

Para N = 2:

e do fato de que div(y)

(=Ay1, —Aya, —Ays)
_Ayy
V xw=-Ay
N Oy Oy o
rOt(y17y2> - a.’L'l - 8332 -
rot(w) _ 0y Py Py _ Py
Or90x1 023’ 023 Ox1019 )
Oy1 | Oys
= L 22 tem:
0z, " O 0, se tem
rot(w) = Py | Py Py | Py
022 023’ 023 Oz}
= (Ay1, Ays)
rot(w) = Ay

Agora vamos seguir trabalhando com N = 3 e fazer uso de 2.22.

Oy

Vx(at

9y

V(g

+

ow
E—FVX

Ay + Vq)

V x w+ Vq)

(Vxw)+V x (Vg

e como rot(Vq) = 0 temos:

(2.23)

(2.24)

ow

ot

V x h

V x h

V x h

Aw = rot(h),em Q x (0,7).

—Ay =rot(w), em Q x (0,7).
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(2.25) y =0, sobre I x (0,7).

Definamos:
t, te[0,7/4
(t) = < I(t)>T/4, te[T/4,3T/4]
T—t, t € [3T/4,T]

\

Sempre é possivel achar [ asi de tal maneira que [ € C*([0,7]), agora definamos as

seguintes fungoes:

(@) +ma)
2.26 t) =
A0 (@)+ma) _ M| +m2)
2.27 t) =
( ) Oé(ZL', ) l4(t)
(2.28) Bz, t) = A’ @+m),

Onde n° ¢ a funcao do teorema 1.51 , A > 1 e m; < my, sao constantes escolhidas tais
que:

0 0?
o < et e ga
ot ot?

Fazendo uso das estimativas de Carleman para equagoes Parabdlicas a qual esta provado

(2.29) < g2,

em [9] para a equagao (2.23). Se tem que existe \g > 1, s > 0 e ¢ > 0 tal que para todo

A > Ao e s> sy temos:

2sa
/ c V| dedt + / sAZee? Jw]? dadt <
Q 58 Q

(2.30) c (/ (|6 4w 12wy + /Q e | dxdt) +

c/ SN2 w| dadt.
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Para y solugao do problema elitico em (2.24) e fazendo uso da estimativa para a equagao
elitica em [12] vamos ter que existem 75 > 0 e \g como acima tais que para todo 7 > 7y

se tem para quase todo t € (0, 7):

/ &7 (1Y) + PN ly(0)) de <
Q

(2.31)
c (T/ Be¥ lw(t)|? da + 72\ / 3228 |y(t))? da:) :
Q w
Fazendo T = —— temos que a(x,t) = flo) _ k(t) daqui substituindo em (2.31).
() A0

El 2 S 2)\2 S
/eif <|y[2 + 52)\2l—8 \y|2) dr <c (%/ﬁeif w[Q dx + Sls /5262115 y|2 dx) .
Q Q w

De (2.26) e (2.28) tem-se £ = lé‘l substituindo acima temos:

/ e (JyP + X yP) dr < c (8/ g Juf do + 8232 / e |y|2dx) ’
Q @ -

multiplicando por A? e tirando para fora o termo que sé depende de ¢ temos:

6251;(t)/628a ()\2 |y|2+32)\4£2|y|2> dx < Ceric(t) (s)\Z/é-era|w|2dx+82>\4/52625a |y|2dx),
Q Q w

integrando de 0 ate T’

/ 625& ()\2 |y|2 + 82>\4€2 |y|2) drdt < ¢ (5)\2/ 56280’ |w|2 drdt+
@ Q
82/\4/ £2e?s |y|2dacdt) :
Qu

somando a desigualdade 2.30 e a desigualdade 2.32 tem-se:

(2.32)
2 |Vw|2 2 2 2 2 2142 2
/em T+S)\ Elw|” + X |Vy|” + s NE y|” | dedt <
Q
(2:33) c (s‘” 2l e wl] sy + / ¢ |h? da:dt) -
Q

c (/ £2e% |y|2dzvdt> )
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Noés vamos a eliminar o termo da fronteira, para isso devemos lembrar que:

e e wl [ janay = €7 e ot W)l i)
(2.34) € e w]| gy < cllE G | aransags, -

Definamos:
) ' eAmi €>\(|770|oo+m2)
(2.35) at) = min a(x,t) = /i
Ami
. _ e
A e)\ml _ 6>‘(|7]O|oo+m2)
(2.37) a(t) = max a(x,t) = 7i
. e)mu
(2.38) §(t) = max{(z,t) = —

(U, ’I“) ($a t) = g(t)*l/‘l (y(:L‘, t)es‘jf(t)7 C](ZL’, t)esd(t))
u(z,t) = ()" Viy(z, t)ess®
r(z,t) = ) Vig(z, t)ess®,

e denotemos por ¢y > 0 a constante tal que £(t) > ¢ para todo t € (0,T) e definamos as

variaveis u e ¢ do seguinte modo:

y(z,t) = e W e g(z,t) = ré() e >0,

desta maneira obtemos:
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ou +

= S - 2EE (e g (s (1))

ot

_ —f(t)l/‘le*m

= {Wiemsayy,

somando as ultimas igualdades e fazendo uso da equacao (2.21)

0 : LU o
<_U — Au + VT) 51/46*304 + %§*3/4£/675a o U£1/4d/€78a —h

ot
ou s gl(t)
— — A — _ N N -
5 u+Vr h€1/4+usa(t) u ":
Ju A O RS ()
ot Aut Vr = h§1/4 tyers £1/a Y AE5/4
de isto 1dltimo junto com a equagao (2.21)
( <! T
8u 6304 1 éﬁlesay
E_Au+vq:§1/4 —1 G em Q x (0,7)
div(u) =0, em Qx (0,7)
(2.39)
u=0, sobre T x (0,7)
L u(0) =0, em (2
et sdlest et
(2.40) fa g e & sao limitadas em (0,T).
Com efeito
63&(1‘,) e
CImes
O = gy < ¢ ¢ limitada em [0, 7]
sd (t)esd® d o1 d, sam (1) o i N
g~ 7 an = G gma <e isto é porque ¥ éde € em [0,T)
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5/686[ 46)\m1 l/ (t) . _46/\mll/(t)esd(t)

T o 7 — < ¢ ¢ limitado em [0,T].

eh  saesty  1&esy
51/4 51/4 4 55/4

Agora de (2.40) vamos ter que f = pertence a [LQ(Q)]N

Fazendo uso da regularidade da equagao de Navier-Stokes ver Temam [19] tem-se:

(2.41) ||U||§{1,2(Q) s (Hes%H[QL?(Q)}N + s

~_Sé 2
ge y||[L2(Q)]N>

Com efeito como u é uma solugao fraca de (2.39) temos que cumpre com

d ~
G D) Fa.w) = (fo). ¥ vev

u(0) =0, em ()

Por estimagoes de energia da equacao Navier-Stokes dados em [19] tem-se
2 T
2
iy < e [ IFORqpt

HUHHLQ(Q) < C||fH[L2(Q)]N

oy < e |Son |2 - e
U|| 71,2 < cC = = ———)ey
e §/ iz €V 48T gy
eSh & 5/ L
242) o < | |4 o= ey
@) £1/4 2@ sE5/4 4s289/4 2@
s & (t
De (2.29) se tem que |&'| < ¢£”* e como s > sp vamos ter que — <ec.
sE(t)>1

5 4erm 5 £/ [Aerm . . ,

Como ¢’ = — E entao m =~ ge/mm; © COMO [ é limitado em [0, T isto nds da
c1

t
& < ¢. Desta maneira substituindo estos resultados em (2.42) vamos ter 2.41:
12E(0)7

lullinogy < e (el gy + 15%€e ] gy ) -

Do teorema do trago, ver [21] tem-se:
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ou
(2.43) || HH1/4 amy S cllull . 2(Q)

Do fato de % = 5*1/4685‘% e das desigualdades (2.41) e 2.43 tem-se

[ -1 PRV

IN

(”esahu Loy T8 ng%“?ﬂ(@)ﬂ)

N

- F— sé O, Yot sé
STUEASII sy S (572 R g + S 2IEC I g )

e como £(t) = &(x,t) para = € I entdo se tem o seguinte:
9 44 —1/2||&-1/4 saay < —1/2)| séip, |2 3/2)| & it
240)  sNEN R iy < (57 + 51 g

substituindo (2.34) e (2.44) em (2.33)

/ e%a('v g‘ T 5N fwf? + 22 [Ty +> dads + / 0 N |y dedt <
Q § Q

(245) ¢ (3_1/2/ 2% |h|? dxdt + 33/2/ €225 y|? dadt + / 2 |n|? da:dt) +
Q Q Q

c (/ eZ s N2 |w|2d93dt+/ eZsg? \1e? |y\2dxdt) :
Q Q

12 o] ¢ Y

tomando s > sg suficientemente grande tal que s '2° < s de modo que

2y4
cs3/? < % tem-se:

/ e (lv? + A2 Jw|® + N2 | Vy| ) dxdt+/ 2N |y dadt <
Q 5 Q

1
c/ezm\h\2dasdt+—/32)\4526250‘ ly|? dadt+
Q 2 Jq

c (/ ¥ SN2 w|? dadt +/ 2502\ |y|? da:dt) :
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desta maneira temos

2
[ (_'Vz”' NIl + N2 [Vl + 2N |y|2) dadt <
Q S

(2.46)
c (/ 2 |h|? dxdt + / e \2€ Jw? dadt + / e\ |y)? dmdt) :
Q

w QUJ

Agora vamos eliminar o termo / e s\2¢ |w|? dadt que aparece na direita.
Seja wy # @ aberto com Wy Cw e € Cg°(w) com 0 <O <1efd=1em wp, vamos ter o

seguinte:

SN2 / X8 lw| dedt = sA\? / 0e?*¢ Jw|? dadt
Q Q

«o «o

IN

SA? / 0e>°¢ |w|® dudt
Qu
= 5/\2/ Ge***Ewrot(y)dadt

0 0 0 0
= 5)\2/ [SOUM(ﬂ - ﬂ) + Ssz(ﬂ - ﬂ)*‘
Qu

8$2 81’3 0333 81’1
dya Oy
pws( 9z, Oz )} dxdt.

Onde ¢ = fe?52¢

S/\2/ 623a§ |’UJ|2 dl’dt S S/\2 |:/ _a(@wl)yg + 8(901U1)y2 o a(¢w2)y1+

0o 0xs 0x3

Quo

N d(pws) I(pws) n d(pws)

8x1 Ys 81'1 42 axg

Y1 dmdt}

Ipws)  I(pwy) dpw;  O(pws)
2 _ _
= s |:/w( 81’2 3x3 )yl +( 8953 81’1 )y2+
O(pws)  9(pwy)
( Fy, o, Yysdxdt
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= s)\? { / ) Tot(gpw)ydwdt] :

Por tanto
(2.47) s>\2/ ¢ w|? dadt < 3)\2/ rot(0e**Ew)ydxdt
Quy w
rot(0e?séw) = rot(0e**Ewy, 0e?*Ews, e**Ews)
g Ja 0o
0371 6172 w1
2s5c 2s5a 2sa dav da
rot(0e**éw) = 0e***¢rot(w) + 0e**2s | — o — wy | +
8x3 8951
_a da ws
| 8x2 @l’l _
[ 90 96 ] [ 98 98
81’1 8x2 w1 (91:1 81’2 w1
) 06 00 ) 0/3
veeg | 20— | |4l = 0 —= | | w,
0xs 0x 0xs Oy
oo e 0w
8x2 8:1:1 i L 8562 8371 .
oa 0&  _ On’
Como oz~ o =& oz, tem-se

rot(0e?s*éw) = e***érot(w) + 0e**2sA\E2 Dn’w + e***E DOw + Ge**ENDnw.

o, o o T
0 8x1 8x20
Onde D770 — ai 0 _81 ,
(9273 8:131
oo
L 81’2 (91'1 .

isto ultimo vamos substituir em 2.47

3/\2/ e w|? dedt < sA? (/ QeZSaﬁrot(w)ydxdt—i—/ 0e*5*2s \* (D w)ydxdt+

w

—I—/ 6250‘5(D6’w)ydxdt+/ 9625‘”@“/\(D770w)ydxdt),

sabemos que AéDnY, Dn® e D sao limitados e também se sabe que existe ¢ > 0 tal que

[rot(w)] < ¢ |Vuw|
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63/\2/ e lw|? dedt < cs/\2/ 0e*¢ [Vw| |y| dedt + ¢ (/ N30e?525%¢ |w| |y| +
Q w QW

w0

+sA2 e ¢ w| [y| + s0e***N*¢ |w] |y| ddt)

IN

650‘|Vw| 3/2 3/212 sa
C/ (Sl/2>\§1/2€so¢ |’lU|) (83/2>\2€3/265a |y|) d[L‘dt—f-
c/ (51/2)\51/2650‘ lw)) (51/2)\§1/2650‘ ly|) dedt+

C/ (81/2>\§1/2€so¢ |w|) (81/2A2€1/2€Sa |y|) daxdt

1/2 1/2
) ( / sPAIE3 e |y |? dmdt) +
Qu

1/2

1/2
3)\25625a |w]? dxdt) (/ SN |y|? dxdt) +

(5%

1/2 1/2
s)\25625a |wl? dxdt) (/ sAZee? |y|? d:L‘dt) +
Qu

1/2

1/2
< s)\25623a |w]? dxdt) (/ sAige?s |y\2d1:dt> :
Qu
3

como s é muito grande tal que 1 < s < s® e fazendo uso de que sempre se cumpre

a? b
< 4= .
ab < 2e+ 5 , tem-se
~.\2 2sa 2 1 e 2
CSA e ¢ |w|” dedt < = |\Vw|” dedt+
Qug 2 Qu s&
(2.48) cl/ sSAAE3 e |y |? dadt + 02/ sAZee? |y|? dadt+
w Qu

1
5/ SN2 \wl dadt,

w
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como ¢y < £(t) < &(x,t) para qualquer (z,t) € Q x (0,T) e 1 < Ay < A tem-se

Nsé = A%‘g—ig .
3 Co Co

1
2 < 4.3¢3
)\sf_—cg)\sf

devido a esto temos 02/ sAZge?s |y[2 dxdt < c}/ sAtg3e?se |y|2d:vdt, considerando

w w

esto em 2.48 tem-se

1 2sa 1
55/\2/ e w|? dedt < —/ ‘ V| dxdt+§/ sAZee® Jw|? dadt+
Q

2Jq., s€ .

“o
c/ SN |y|? dadt

como esta ultima desigualdade se cumpre para todo wy C w entao para w também se vai

cumprir, logo de 2.46 tem-se

2
/ <—'V;g' + X% Jwl? + N2 | Vy[? + 2N |y!2> dudt <
Q

1 250
c (/ e?se |h|2dxdt+/ A2 |y ? dxdt) + —/ ‘ \Vw|* dzdt+
Q 2Jq s§

Qu

2

Qu

1
= / sAZee® |w|? dadt + c/ N3 |y)? dasdt
Q

2
/ g2 <_|wg| + s\ wl? + N | Vy[* + $”X1¢? |y\2> dadt <
Q S

c (/ e |h|? dxdt + / sINEEZe2 |y|? da:dt)
Q Qu

este ultimo resultado nés permite escrever o seguinte teorema.
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Teorema 2.4. Existe s, \g > 1 e ¢ > 0 tais que para A > Ay e para toda solucao da
equagao de Navier-Stokes (com rot(y)=w) tem-se
2 \Vw|2 2 2 2 2 2\4p2 12
/esa T+8)\ Elw|” + X |Vy|” + s N E y|” | dadt <
Q

c (/ e | b dmdt+/ sENIE2 s |y|2d:17dt) .
Q Qu

Do sistema adjunto (2.13) fazendo ¢(t) = (T —t) para t € (0,7), obtemos

(2.49)

( a ~
a—f —AG+Vr=@GV)E+ (3.V)g, emQx(0,7)
div(p) =0, em Q x (0,7)
(2.50)
© =0, em I x (0,7)
. 1
\ ¢(0) = Eye(T)7 em ()

e também temos

(0
a—ltu —Aw=rot[(g.V)p+ (¢.V)y], em Qx(0,7T)
(2.51) Ap(t) = rot(w(t)), em € e quase sempre em (0,7)
o(t) =0, sobre I" e quase sempre em (0, 7)

Onde w = rot(¢) e h = (§.V)p + (p.V)y

/emm\?dxdt < 4/625“|V(gj®@)|2dxdt
Q Q

< 0/6250‘|V¢|2d:vdt,
Q

substituindo isto ltimo em (2.49) tem-se
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2
/ <—'V”’§O' + N2 [rotg® + A2 [Vgl? + s2X1¢2 W) dadt <
Q S

c </ €2 |Voo|* dadt + 53)\4/ e25€3 ) dxdt) ,
Q

w

e passando o primeiro termo do lado direito para a esquerda

t 2
/ 200 (lwsf)é_*”' + A% [rotel® + N*(1 — %) V| + s A*¢? W) dzdt <
Q

083)\4/ €223 | |? dadt.
Qu
c
Como A é suficientemente grande tal que 1 — 2 > 0 na parte esquerda se toma
c

min{l,1 — —

)\2

t 2
/ e <% + XX rotp|” + A2 [Vg|® + s\ |g0\2> dzdt <
Q

(2.52)
083)\4/ €223 | |? dadt.
Qu

Para s > sg e A > Ao, vamos a definir para (z,t) € Q x [0, 7T

a(z,T/2); t €[0,T/2] &(x, T/2); t€10,T/2]
(2.53)  alx,t) = E(x,t) =
a(z,t); t€[T/2,T) E(z,t); t€[T/2,T)

Fazendo estimagoes tipo de energia para as equagoes (2.50), (2.51) e pelo fato da de-
sigualdade (2.52) junto com as fungoes (2.53) se vai conseguir uma desigualdade similar

a (2.52) mas com os novos pesos de Carleman.

i tol? - .
/ e (@ + sAX |rotp|” + A2 [Vg|” + s X2 |g0\2> dzdt <
Q s

(2.54)
083/\4/ 233 | o|? dadt
Qu

Novamente fazendo uso das estimagdes de energia junto com (2.54) nés podemos obter a

Desigualdade de Observabilidade para o problema de Stokes
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(2.55) l0(0) I3, + /ngezsa | ddt + /Q % |Vo|* dzdt < c/ €533 |o|? dadt

w

Voltando ao problema de controle nulo com dato inicial yg € H e g satisfazendo / em 2| g|2 dxdt <

Q
+00. Junto com os resultados da secao anterior temos o seguinte resultado de controla-

bilidade para o sistema linearizado de Navier-Stokes

Lema 2.5. Assumindo que yo € H e g satisfaz / e~ 25 |g|2 drdt < +o0, entdo existe
Q
v € LHQ,)N tal que a solugao y de (2.9) satisfaz.

y(T) =0.

2.5 Controle e solucao de decrescimento exponencial

Nesta secao mostraremos que podemos achar um controle v o qual é exponencialmente

decrescente quando t — 1" e y(T") = 0.

Definamos:

Xo={(y,q) €C=(Q), div(y) =0em Q, y =0 sobre X, /q(t)dm =0, q. sem (0,7)}

w

0
X é um espaco vetorial e denotemos por L*y = Y Ay —y.D(y) e definamos a forma

ot

bilinear:

5:X0><X0 — R

(v, 9); (@, 9) — al(y,9),©,9)-

@ ((y.0), (7)) = / P ( Ly + V) (LG + Va)dadt + / 256yl
Q w

Vejamos que a é um produto interno
Para provar que a é um produto interno so é preciso provar que para (y,q) elemento
de Xy tal que a((v,q), (y,q))) = (0,0) implique que (y,q) e igual a (0,0), da hipdteses

se tem que / % | L*y + Vq|* dedt + / ¥ y| dedt = 0 entdo e |L*y + Vq|> = 0
Jo Qu
como e*% > 0 se tem que

(2.56) L'y +Vq=0
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0
e como L'y = —a—g — Ay —1y.D(y), entao L*y+ Vq = h substituindo isto na hipdteses se

tem / % | h|? dadt + / %€ |y|? dxdt = 0, fazendo uso da desigualdade de Carleman
Q Qu

em 2.54 e do ultimo resultado

S

2
[ (—’Wo’gy” + SN [rot(y)? + X[yl + A48 |y|2> dedt <0
Q

daqui obtemos

/ SNE |y|* dedt = 0
Q

isto nés da y = 0 em @)

e de (2.56) se chega a que V¢ = 0 por tanto ¢ = ¢(t) so depende de ¢ mas na definigao
de XO

/ q(t)dz = 0 quase sempre

/ c(t)dz = 0 quase sempre
c(t)m(w) = 0 quase sempre
c(t)=0

q=0,

entdo (y,q) = (0,0) e portanto a(-,-) é um produto interno.

Fazendo uso do teorema 1.55 de completacao o qual nds dize que existe X um espaco de

Hilbert com este produto interno af(-,-) tal que Xy C X denso.
Pela desigualdade de Observabilidade (2.55) para y tem-se

51 IO+ [ (€ 9P dee < i (.0, 0:.0)

Agora definamos o funcional

o1



[: X — Rpara (y,q) € X se define ([, (y,q)) = (v0,y(0)); — Z /

a) [ esta bem definido.
b) [ é linear.

c) [ é continuo, com efeito

(L, (. )| = IIyollHlly(O)lleLC/ngl |Vy| dadt

= HyoHHHy(O)HHJrC/QeS& lg| €2 [Vy| dad

: 1/2 i 1/2
oll s (Ol + ¢ ( / |g|2dxdt) ( / |Vy|2dxdt)
Q Q

e como / e~2% |g|? dxdt < +oo tem-se:
Q

IN

10, (y,q))| < ¢ (||y(0>||H + ||628dvyHL2(Q)>

@l < (IOl + [Vl

L)l < (||y<o>||if n /Q 2|yl 4 & |y|2>dmdt) ,

e por (2.57) tem-se
(o)l < ca((y.q). (v.9))

ol < elltyallx

e por tanto [ é continua.

Como a(+, -) ¢ uma forma bilinear continua e coerciva e I € X entao nés podemos usar o

teorema de Lax Milgram e por tanto existe um tnico (y, q) € X tal que:
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(2.58) a((y,q),(9,9) = (I, (9,4

Definamos:

25a (

<
||

—e* 1, em Q.

¢

Como lim a(z,t) = —oo daqui resulta que e

t—T—

/ Y| L'y + VP dedt < c/ e*% | L*y + Vq|?
Q Q

/ \7)? dadt
Q

Da mesma maneira se chega a que

< c

/ etsa gt |y\2 dzdt < c/ e’ |y|2 dxdt
/ e |y P dadt < ¢
< c.

/ 6| dadt
Portanzo s [LZ(Q)]N evE [LQ(Qw)]N

De (2.58) usando as variaveis ¢ e ¥

H-z/

i,j=1

/ g (L*y + Vq) dxdt = (yo, y!
Q
para todo (y,q) € X.

Consideremos o problema :

53
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2sa e 625(153

*y+Vq) em Q

sao limitados em Q).

Gij o oz, d:z:dt + /QW vydxdt,



(0
8—3;—Ay+V(y®g+y®y)+vp:vg+mw, em Q x (0,7)
div(y) =0, em € x (0,7)
(2.59)
y =0, sobre T' x (0,7T)
y(0) = o, em §)

\

Dizemos que y junto com p é a tnica solucdo por transposicio de (2.59) em [L2(Q)]" se

cumpre que para todo b € [L(Q)]"

N ~
ayi ~
bdxdt = - it dadt sydadt,
/Qy zdt = (yo,y(0)) Z/ngaxj x +/Qwvy x

ij=1

onde ¥ junto com ¢ sao solucao de:

([ LG+ Vi=b, em Qx(0,T)
div(y) = 0, em Q x (0,7)
y=0, sobre T" x (0, 7))

L (1) =0, em 2

Como nosso ¢ junto com p é solugdo por transposicao de (2.59) a qual é tnica, mas o
problema (2.59) tem uma tnica solugao fraca em C ([0, 7], H) N L?*(0,T,V) que também
¢ uma solugao por transposicao entao § € C ([0, T], H) N L*(0,T,V) e das propriedades
de 7 se tem / e 2 |gj|2 dzdt = ¢ < 400.

Q
Afirmagao: §(7') = 0.
Suponhamos que §(7T") # 0 entdo HZ)(T)H?LQ(Q)}N > ¢; > 0, como (T — t)e 20 — 10

c 4c iy
quando t —s T~ entfio para — se tem que existe € > 0 tal que — < (T —t)e~25)

Cc1 (&1
todo t € [¢, T

para
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de . 2 —2s6 - 2
ol L0 PRI < (T =0)e O g(0) | La@n
4¢ [T ||g(t)||[2L2(Q)]N T R ORIITANIE
R e el O
T ||g(t)|I?
4c Hy(;JhLQt(Q)]N-dt < ¢
C1 Je -
de [T IO
2¢ ’(T’#dt < ¢, onde, 0 € [, T
1 Js -
41 [T -
TS Hy(t)H[LQ(Q)}N dt < 1, fazendo 6 — T
—0Js
4 2
C_IHZ/(T)H[B(Q)}N = 1
4 < 1

Isto ultimo é absurdo. Por tanto Hg](T)||[2L2(Q)]N =0 entao ¢(T) = 0 em (.

E do fato que /

cialmente decrescente quando t — T~

—2sa

& |5|° dadt = / e3€3 |y|? dadt < +o0 e portanto ¥ é exponen-

w

Tudo isto nés leva a enunciar o seguinte teorema:

Teorema 2.6. Se yy € H e g satisfazendo / e 2% g|* dzdt < 400, entdo existe um
Q

controle v e uma solugio y de (2.9) tal que y(T') = 0 e /625&\3/]2 dxdt < 400 e
Q

6—25&
/ v)? dedt < +o0

53
2.6 Problema Nao Linear

Nos vamos a seguir chamando & e §~ por a e £ onde em t € [%, T}

M| Ama) _ M|  +m2)

a(t) = maxa(w, 1) = 0

%)



A(|n°] _+ma)

£(t) = max&(z, t)

z€N - l4(t)
Consideremos o seguinte problema nao linear a estudar:
( ay
5t - Ay+V.(y@y+y®y)+V.(y®y)+Vg=uvl,, em Qx(0,7)
div(y) =0, em ) x (0,7)
(2.60)
y =0, sobre I' x (0,7
L y(0) = o, em ()

Queremos achar um controle v e uma correspondente solucao y de (2.60) tal que y(7') = 0
para isso definamos o seguinte conjunto que é um espago vetorial:

—Ssx

E = {(yv).eye Q] 23/21) e [L(Qu)]Y, e iy e L* (0 [L2(0 N)
NL2(0,T,V) N L>® (0,7, H), 3¢, Tk, ek € L2< )

Ly+Vq—vl, =Vk, y(0) € HN L4(Q) }

Neste espaco vetorial definamos a seguinte norma, para (y,v) € E

—Ss«

2

2 —sa 2 € —sa
— - 4
(v, )% le™* Y[l 2w + 2N L2 1 Y oz
_33& —sa 2 2
He P le kHL2(0,T7L6(Q)N2)+ IOy

é facil provar que ||.||; é uma norma, agora nés vamos a provar que £ é um espago de

Banach com esta norma, seja (Ym,Um)oo_; C E uma sequencia de Cauchy, entdao pela

—Sx

norma de E se tem que —=v,, ¢ uma sequencia de Cauchy em L*(Q,)" e como este

€372
espaco es de Banach entdo existe v € L*(Q,,)"N tal que 53/12) — v em L*(Q,)N
) s s« eisa )
o = 88 iz = 1(6%*) (Srzom =) s
< 12| Lo oy || gayz U — 0| p2(u)v
<

e
CHmUm — ’U||L2(Qw)N.
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Fazendo m — 400 se vai ter que:
(2.61) Uy — v, emL?(Q,)".

Onde v = 9¢%2e**, de igual maneira e=**y,, é de Cauchy em L%(Q.,)", entdo existe

7€ L?(Q,)N tal que e~*y,, — § em L?*(Q,)" daqui obtemos que
(2.62) Ym —> y em L*(Q,)V,

onde y = e**y. Da mesma maneira se consegui provar que existe k € LQ(Q)N tal que
km — k em L?(Q)Y, entdo por isto tltimo junto com 2.61 e 2.62 tem-se (Y, V) —

(y,v) em (E,||.||5). Por tanto E é um espaco de Banach.

Definamos o seguinte conjunto:
G = {(Vk,yo); ek € L*(0,T, L)), yo € HN LYQ)N}

G é um espaco vetorial. Definamos uma norma para G para (Vk,yy) € G

1(VE,yo) & = ||€_sa||i2(0’T7L6(Q)N2) + ||y0H%4(Q)N7
é facil ver que é uma norma, vejamos que (G, ||.||;) é um espaco de Banach.
Com efeito, tomemos (Vkum, Yom )pe—; uma sucessao de Cauchy em (G, ||.|| ;) entao (yom) é
uma sequencia de Cauchy em H N L ()Y (devido 4 norma de G e a que L*(Q) C L*(Q))
e portanto existe yo € H N L4(Q)N tal que yom — %o.

Também ek, é uma sequencia de Cauchy em L? (0, T, LS(Q)N 2) e como ele é completo
existe k € L? <O,T, Lﬁ(Q)N2> tal que e~**k,, — k em L*(0,T, L5(Q)N" devido a isto
tem-se k, — k em L*(0,T, LS(Q)Y", onde k = e*k logo (G, |.||5) é um espago de
Banach.

Definamos a seguinte funcao:

A FE —
(y,v) — Aly,v) = (Ly+V.(y®y)+ Vp —vl,,y(0))

A esta bem definida, com efeito para (y,v) € E vamos a garantir que A(y,v) € G.
Da definicao de E se sabe que existe k tal que Ly+ Vp—vwvl, = Vk entdao temos que
Ay,v) = (V.k+V(y®y),y(0)) e de E temos

(2.63) ek € L2 <0,T, L6(Q)N2> ,
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e e 3%y € L4 (0,7, L**(Q)N) N L2 (0,T,V) N L> (0, T, H)

T T
(2.64) / He_%s‘iy(t)ﬂiu(mdt = / (/ e |y(t))? dm) dt < 4o0.
0 0 Q

A partir daqui obtemos que e’%Sd(y ®y) € L? <0, T, L6(Q)N2>, com efeito

T 5 . T R 6 1/3
[t e gt = [ ( [l lwes dx) it

0 0 Q

T

-
T[ N ) 1/2
[

R Q

Li,j=1

N 1/3
> [ ,yjm) d
Q

ij=1

IN

1/3

) 1/2
(/ e 9% |y |2 dm) dt
Q
1/3
(/ e ;| + / e |y, | da:) dt
Q Q

IN
o\
~
-1
MR
NN

AN
o
o\
~
N
S~
S
&
S
=
o)
oW
=
~__
H
~
w
oW
~

T
SC/
0

De (2.64) tem-se e’%s‘s‘(y ®y) € L*(0,T, L5(Q)Y") < +o0 e por tanto e 2% (y @ y) €
L2(0, T, LS(Q)V*)e como —a < —d < —5(34, entao

(2.65) e (y @ y) € L2(0,T, LS(Q)N).

Chamemos k = k 4y ® y e por (2.63) e (2.65) tem-se e**k € L2(0,T, LS(Q)V’) e como
Ay, v) = (VE,y(0)).

De acima e junto ao fato de que y(0) € H N LY Q)Y tem-se A(y,v) € G.
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Agora nés vamos provar que A € C(E,G)

Aly,v) = (Ly+V.(y®@y)+ Vp —vly,y(0))

Aly,v) = (Ly+Vp—vly,y(0)) +(V.(y ®),0),

como a parte linear é de classe C', entdao nds sé devemos provar que V(y ®y) é de classe
C'. Como a aplicacdo ((y,v),(7,7)) — (V(y®§),0) ¢ uma aplicagdo bilinear so

precisamos provar que é continua de £ x E em G.

~ —sa ~ 2
H(V<y®y)>0)H2G = He <y®y)”L2(o,T,L6(Q)N2)
/N 1/3
< / (Z / e“alyiwﬁwjrﬁdx) dt
0 \;;=17/Q
N
<

T 1/3
/ [D/ ‘f“ﬂyilmdac)”(/ ‘f“aiﬂjl”dx)l/QI :
0 Q Q

2,j=1

T
< o[ ferentan o [ et an e ar
0 Q Q

e como —6sa < —9s&

T 1/6
I(Vy©9),0)llg < 0/ [(/ e M”dm) (/ %% \gy”czx)l/6] dt
0 Q Q
T 1/2 T 1/2
C[/ (/ e |y|12dw)1/3dt] U (/ e |?3|12dx)1/3dt}

2

LA(0,T,L12(Q)N)

IN

3 A
CHG—ZW

IN

LA(0,T,L12(Q)N)

2 1 ~12
< eyl gl

Portanto A € CY(E, G).
Para (y,v) € £
A'(0,0) [y, v] = (Ly + Vp — v1,,y(0))
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Vamos provar que A’'(0,0) : E — G é sobrejetiva. Seja (Vh,yy) € G pelo teorema 2.6

existe (y,v) tal que:

Ly+Vp=wvl,+Vh, emQx(0,7)
div(y) =0, em 2 x (0,7)
(2.66)
y =0, sobre I' x (0,7)
L %(0) = wo, em )

[e.9] —SsSx e_sav
Com y(T) =0,y € L*(0,T,V) N L™ (0,T,H), e *ye L*Q)" e an © L*(Qu)N.

O que nés vamos mostrar agora é que (y,v) € E, mas para isso so fica provar que
e 1%y € L2 (0,T,V)N L™ (0,T, H) N L*(0, T, L'"*(Q)").

Definamos:
(2.67) J=e 10y h=e 1% p=e 1pe = 1%

Agora vamos a ver a regularidade das funcoes de acima.
Como e**h e L*(0,T, L5(Q)N") entéo
T
(2.68) / (/ e85 |n)® dx)3dt < 400
0o Jo

T
7112 _ 716 1/3
oy = Bt

T
- /(/ e 5 || da)*dt,
0 Q

9
€ como —5304 < —6sa;,
||h||iQ(O,T,L6(Q)N2) S /O (/Q 6_6504 |h| dl’)l/gdt
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de isto 1dltimo junto com a desigualdade (2.68) tem-se

1A < 400

L2(0,1,L5(Q)N?)

7505

Portanto h € L(0,T, LS(Q2)"*) e como (y,v) € E tem-se que 53/2 c L*(Qu)N

T
Jol200x = / 151120t

T -
= / /e‘25a|v|2d:vdt

0 w
- [ [ e s

T
< /0 (/ e—sa|§L da:)l/2(/ e—gsa |v|2§3dx)1/2dt,

3
e como —isa < —2s«

T
- _ v S& —2s4
lolze g < / </ ’ 28”‘!), du) % ( / e3te % o] ¢du) Pt
0 w w

" o 1"
< of [/ (63&56)@_25&?)@] .

’ ’ . . 5 A .
é possivel limitar e2%¢5 assim tem-se

~2 g —2s« ’0‘2 1/2
[0l 72y < cf (e © dx)™“dt
0 w

c+c/ / *28a||ddt

—sa v 2
c+|le m”LQ(Qw)N

IN

IN

< +00.

Por tanto 0 € L*(Q,,)

Da equagao (2.66) e das fungoes em (2.67) vamos ter:
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( Oy 3s 0a
alt/ Aj+V({G@G+i07y)+Vp=V.h+0ol, —Zsa—j‘y em Qx (0,7)
div(y) = 0, em x(0,7)
y =0, sobre T x (0,T)
| 9(0) = e 1%y, em )
8_04 _ @ef%sd <@e§a)(675d )
ot "ot VT Vo Y
De (2.29)
0a s, £ £
A A

Verifica-se que 55/ 4ei% ¢ limitado e portanto:

o0& s
_64

ot

Sa C7

~

0a s .
e logo Teid ¢ L=(Q)" e do fato se tem e~*%y € L2(0, T, L*(2)") por isto tem-se que

ot
8—0‘3/ € L*(0,T, L*()N).

ot
- 3 0a
Chamemos por k = 01, — Zsa—?ﬂ € L*(0,T, L*(2)") e consideremos o seguinte sistema:
( 8y
5 —AJ+V.(GRJ+TRG) +Vp=Vh+k emQx(0,7)
div(g) = 0, em Q x (0,7
(2.69)
g=0, sobre T x (0,7
| §(0) = o1, em €

Pelos resultados de existéncia e unicidade de se tem-se que
(2.70) g€ L*0,T,V)N L>0,T, H)

pelo fato de L?(0,T,V) < L2(0,T, L°(Q)") e como 5 € L>®°(Q)" vai implicar § ® §, § ®
g e L*0,T, L5(Q)N*), chamemos por h = h — @ § — § @ § € L2(0,T, L5(Q)N*) assim
substituindo em (2.69)
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( OU _ ~
a_gi_Ag+Vﬁ:V.h+k:, em Q x (0,7)
div(j) = 0, em 2 (0,7)
(2.71)
j=0, sobre T' x (0,7
§(0) = yoe™ 2, em €

\

Mostraremos que § € L*(0,T, L'?(Q)"), com efeito seja k € L*/3(0,T, L**/"(Q)N) pelo

lema 1.50 existe uma unica solucao de

(—%—Az—i-Vq—k, em Q x (0,7)
div(z) =0, em Q x (0,7)
z =0, sobre I x (0,7)
| 2(T) =0, em 2

Desta tultima equagao junto com (2.71) tem-se

(2.72) / 2(0)g(0)dx — / hV zdxdt + / zkdxdt = / kydxdt,
Q Q Q Q
0 que vemos aqui é que § é a soluc¢ao por transposigao de (2.71). Definamos
F:LY30,T, LY (Q)N) — R

k — (F\k),

onde (F. k) = /
Q
linear, vejamos agora que F' é continua

2(0)g(0)dx — / hV zdxdt +/ zkdxdt, i, h e k sao fixos tem-se I é
Q Q

[(FLR) < C(||Z0||L4/3(Q)N + ||VZ||L2(O,T,L6/5(Q)N) + ||ZHL2(Q)N)

(F k)| < C||k:||L4/3(0,T7L12/11(Q)N)
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Portanto pela unicidade de solugao por transposicao tem-se F' = g, portanto y €
(LA3(0, T, L2 (Q)N)Y = L0, T, L'2(Q)V), de isto junto com 2.70 vamos ter e~ 1%y €
L0, T,V)NL®(0, T, H)NL*(0, T, L*?(Q)) e portanto A’(0,0) é sobrejetiva de E em G.

Fazendo uso do seguinte teorema o qual é provado em [20] vamos ter a controlabilidade
local nula do problema.

Teorema 2.7. Seja By e By dois espacos de Banach e A : By — By satisfazendo
A € CY(By, By). Assumindo que eq € By, A(eg) = ho e A'(eg) : By — By € sobrejetiva.
Entdo existe 6 > 0 tal que para todo h € By satisfazendo ||h — hol|g, < & eziste solugdo

da equacao

Ale)=h, ec By

Tome ey = (0,0) e hy = (0,0) tal que este teorema nds vai dar a controlabilidade local
nula de (2.60)
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Capitulo 3

Controlabilidade do sistema de
Navier-Stokes N-dimensional com

N-1 controles escalares

Neste capitulo, apresentamos um resultado sobre a controlabilidade local exata por tra-
jetorias para um sistema do tipo Navier-Stokes N-dimensional. Em um primer passo,
enunciaremos uma nova desigualdade do tipo Carleman para o sistema adjunto associado
ao problema linear de Navier-Stokes e como consequéncia de isso vamos ter a desigual-
dade de Observabilidade. Em seguida, obteremos um resultado sobre a controlabilidade
nula para o sistema linearizado com N-1 controles escalares. Ao final, devido a um teo-
rema da func¢ao inversa, conseguiremos a controlabilidade local exata por trajetorias do

sistema N-dimensional de Navier-Stokes com N-1 controles escalares.

3.1 Formulacao do problema

Seja Q € RY (N=2 ou N=3) é aberto, limitado e conexo com fronteira Q2 de C? e O C Q
¢ um subconjunto aberto e dado 7" > 0 chamemos por @ = Q2 x (0,7), ¥ =92 x (0,7),
JQ =T e n(x) é o vetor normal unitério de € em um ponto z € 9. Nés estudaremos a

controlabilidade local exata por trajetérias do problema de Navier-Stokes.
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0

a—z—quL(y.V)y—i-Vp:vl@, em Q x (0,7)

div(y) =0, em ) x (0,7
(3.1)

y =0, sobre I" x (0, 7))

y(0) = yo, em ()

\

H, se N =2

chamemos por F = 3
[LAQ))]"NH, se N=3

Para nosso problema 3.1 assumiremos que a regiao de controle O é adjacente & fronteira
01, isto é:
(3.2) 3 20€0Q e 3 e>0tal que B(wg,e) NIN C ONIQ

Aqui um esbogo ilustrado de como O ¢ adjacente na fronteira de €2

Consideremos o problema:

¢ 01
a—ZZ—Aﬂ—I—(Q.V)Q%—Vﬁ:O, em 2 x (0,7)
div(y) =0, em 2 x (0,7)
(3.3)
y =0, sobre T' x x(0,7)
L gj = 70, em {2
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No6s queremos provar que o problema 3.1 é localmente exatamente controlavel por tra-

jetérias isto é para (7, p) solucao fraca do problema 3.3 satisfazendo :

(3.4) geL@Q)" e % € L*(0,T, L7 ()N); ( o >1, se N=2 )

o> 6/5, se N=3

é possivel achar 6 > 0 tal que para qualquer yy € £ que cumpre ||yo — %ol < 0 isso vai
implicar que exista v € L*(O x (0,T))Y com v, = 0 associado a (y,p) (solugao de 3.1)
satisfazendo y(T) = y(T).

O teorema que nds vai dar a controlabilidade local exata por trajetérias de (3.1) é o

seguinte:

Teorema 3.1. Assumindo que O satisfazendo (3.2). Entdo para qualquer T > 0 (3.1)
¢ localmente exatamente controldvel no tempo T pela trajetoria (y,p) satisfazendo (3.3)

com controle v € L*(O x (0,T))N tendo uma componente nula.

Para conseguir provar este teorema nods precisamos alguns resultados prévios, primeiro

denotando:

2=y—19Y, q=p—0Dp, 20=2"Y— Yo tem-se de (3.1) e (3.3)

(
% —Az+ (G V)2 + (V)7 + (2.V)z + Vg =vlp, em Qx (0,7)
div(z) =0, em Q x (0,7)
(3.5)
2=0, sobre T'" x (0,7)
\ Z(O) = %0, e

Tem-se que a controlabilidade local nula de (3.5) equivale a controlabilidade local por

trajetérias de (3.1).

3.2 Resultados

Para obter a prova do teorema 3.1 vamos a estudar o problema linear de (3.5) adicionan-

do uma funcao f na parte direita para ter o seguinte problema:
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(0
S =AY+ @Yy + V)F+ Vp = f +vlo, em Qx (0,7)
div(y) =0, em ) x (0,7)
(3.6)
y =0, sobre T' x (0,7)
y(0) = o, em {2

Para Oy C O aberto tal que Oy CC € vamos ter pelo teorema 1.51 de Fursikov existe
n° € C3(Q) tal que n° =0 sobre ', 7°>0em Qe |Vn’| >0em Q\ O

Definamos as seguintes fungoes:

e Mm|n®| 4 (@)

(T — 1)

a(x,t) =

Am|n°| 40’ (@)

(T — )

§ (1) =

O estado adjunto de 3.6 é:

(0
—a—f—Acp—(Dgo)y—FVW:g, em Q x (0,7)
div(p) =0, em € x (0,7)
(3.7)
v =0, sobre I' x (0,7)
[ #(T) = o, em
Op; 0y,
onde Dy = (Dyp);; = ( LA S0]).

0xj 8372

3.3 Desigualdade de Carleman

Lema 3.2. Assumindo que N = 3, ni(zo) # 0 com O satisfaz (3.2) e y satisfaz (3.3).

Entao existem constantes positivas ¢, a e @ com 0 < a < a e 8& — Ta > 0 dependendo
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de ), O, T, eij tal que para qualquer g € L*(Q)3 e wo € H a solugio ¢ associada a
(3.7) satisfaz

(

/ e (172 | 4+ 174 |V P)dadt < c (/ e 11T gl dadt+
Q Q

(3.8) 9
/ 6%1_132(‘¢2|2 4 |¢3|2)dxdt>
\ 0x(0,T)
onde
T2
o ) — o para todo 0 <t <T/2

t(T —t) para todo T/2<t<T

Demonstragao: Ver E.F.Cara-S.Guerrero([5], p. 151).
[

Lema 3.3. Assumindo que N = 2, m(xg) # 0, O satisfaz (3.2) e y satisfaz (3.3).
Entao existem constantes positivas ¢, @ e & com 0 < a < & e 8& — Tax > 0 dependendo
so de Q), O, T ey tais que para qualquer g € L*(Q)? e o € H a solucio ¢ associada a
(3.7) satisfaz

’ -
—4a+2a

/ €2 (172 o + 174 V) dadt < c (/ e i 17|g|" dedt+
o Q
(3.10)

/ 6—16?+146¢l_132 |902|2 dl’dt)
Ox(0,T)

\

onde l € a funcgdo definida em (3.9)

Demonstragao: Ver E.F.Cara-S.Guerrero([5], p. 154).

observagao 3.4. Na prova do lema 3.2 0s & e & sao da forma:

a = 50(65/4>\0m|n0|oo — 6A0m|n0|oo)_

& = so(e¥Pomlr’ e — AemiDlnll ),

Fazendo \g muito grande se conseque que v e & satisfacam que 0 < a@ <@ e S8a—Ta > 0,

além disso também se pode assumir que 16a — 15a > 0

69



observagao 3.5. (Desigualdade de Observabilidade) Assumindo que se satisfazem as

condigoes do lema 3.2 e sendo ¢ a solucao de 3.7, entao se conseque provar que:

—4a+2a

/ezi"(l12|90!2+l4!V90!2)da:dt+Hs0(0)Hi < C(/e w10 g dadt+
Q Q

/ e 12|, 2 4 |903|2)d95dt> :
Ox(0,T)
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3.4 Controlabilidade Nula do Problema Linear

Consideremos o seguinte problema:

(0
8_?; —Ay+ @ V)y+ . V)y+Vp=f+vlp, em Qx(0,7)
div(y) =0, em Qx (0,7)
(3.11)
y=0, sobre T' x (0,7)
L ¥(0) = o, em ()

Onde O satisfaz (3.2) e g satisfaz (3.3). O que nds queremos é achar um controle v com
uma componente nula tal que a solugdo de (3.11) cumpre com y(7") = 0 sobre 2 e para

isso vamos introduzir algumas funcoes de peso.

[
By = e’
2a—a
Bz = e @ IP
8a—T7a
B4 = e U 1667

onde [ é como em (3.9), & e & sao constantes como no lema 3.2 e o0 3.3 e devemos lembrar

quel<a<ael<8a—Ta.

Nos precisamos algumas condigoes especificas de f e yg para ter a controlabilidade nula
de (3.11)

0
(3.12) Ly = a—i —Ay+ (9. V)y + (y.V)y.

Definamos os seguintes espacos:
EO = {(y,U) : 53% 641}1(’) € L2<Q>N7 U1 = O) l_2521/2y € L2(07T7 v) N LOO<07 T7 H)}

Para N =2
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By ={(y,p,v) : (y,v) € Eo, I"'B2(Ly + Vp —vlo) € L*(0,T, H()*)}
Para N =3
By ={(y,p,0) : (y,v) € Eo, 1728,/%y € L} (0, T, L'*(Q)), 178y(Ly+
Vp —wvlp) € L*(0, T, W=55(Q2)3)}
En é um espago de Banach com a norma:

_ 1/2 _ 1/2
1.2, = (1222000 + 181010022 gpe + 1283 Y20 vy + 17285 Yl e o 2+

) , 1/2
|7 B2(Ly + Vp — Ul(’))HLQ(O,T,H*l(Q)Z))

—2l/2 —21/2
120, = (1859 + 18101003 gy + 1285 2120y + 128 Y e o)+

9 01/2 _ 2 172
I 252/ y”%‘l((),T,le(Q)) + [lI7Bo(Ly + Vp — Ul@)HL?(O,T,W—LG(Q)i‘))

Proposicao 3.6. Assumindo que ny(xo) # 0, O satisfaz (3.2) e y satisfaz (3.3). Dado

Yo € E e assumindo que

45, f € { L2(0,T, H1()?), se N =2
2

L0, T, W=16(Q)3), se N =3

Entao podemos achar um controle v tal que a solug¢ao associada de (3.11) satisfaz (y, p,v) €

En. Em particular vi =0 e y(T) = 0.

Demonstracao: S6 vamos considerar o caso N = 3, quando N = 2 resulta mais facil

(

1
mf—(/ |53y|2d:cdt+/ |Byv|” dadt)
2 Q 0x(0,T)

restrita a v € L*(Q)?, supp(v) C O x (0,T), vi=0 e

(3.13)
Ly+Vp=f+vlp, em Qx(0,7T)
div(y) = 0, em Q x (0,7)
y =0, sobre I" x (0,7)

y(O) = Yo, y(T) = Oa em §)
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N6s vemos que uma solucao (g,p, 0) de (3.13) é um bom candidato para que (¢,p,0) €
E3. Assumindo que (3.13) tem uma solugao (g, p, 0). Entao pelo principio de Lagrange

existem Z e ¢ tais que

9= B33(L*2+Vq), em Qx (0,7)

div(z) =0 Qx (0, T
(3.14) iv(2) =0, 2 em Q x (0,7)

U = 0, {)z = _54_ Z; (Z = {2a 3})7 em O X (OvT)

z2=0, sobre I' x (0,7)
Seja:

Py = {(w,h) € C*(Q)*; div(w)=0 em Q, w=0 sobre I' x (0,7), / h(z,t)dz = 0}
o

Para todo (z,q) e (w, h) que pertencem a P

a((z,q),(w,h)) = /QBgz(L*z + Vq)(L*w + Vh)dzdt + /(9 By % (zowy + 23ws)dadt

x(0,T)
Py é um espago vetorial e para que a(-,-) seja um produto interno em Py so fica provar

que para (w, h) € Py tal que a ((w, h), (w, h)) = 0 implique que (w, h) = (0,0)
Com efeito se a ((w, h), (w, h)) = 0 entdo

/ B3 |L*w 4 Vh|? d:vdt—l—/ B H(w2+w?)dzdt = 0 daqui tem-se 832 | L*w + Vh|* =
Q o

o x(0,T")
0, mas como ;2 = R ) para todo t € (0,T) portanto

(3.15) L'w+Vh=0
pela desigualdade de Carleman no lema 3.2 tem-se

2a

/e—(z—12 lw|? + 17|V )dzdt < c(/ B3| L*w + Vh|* dedt+
Q Q

[l + ot
Ox(0,T)
/ e_%(l_m |w’2 + l_4 ‘VU)|2)d$dt < ca ((wv h’)> (w7 h’)) = 07

Q
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entao e~ i [ 12 lw|*> = 0 em Q e como e #1712 > 0 em (0,7") dai tem-se w = 0 quase
sempre em () e substituindo em (3.15) se vai ter que Vh = 0 como consequéncia de isto
se vai ter que h = ¢(t) mas como / h(t)dx = 0 entao h = 0 e portanto (w,h) = (0,0).
Portanto a (+,-) é um produto inter(flo.

Pelo teorema 1.55 (completacao) existe um espago de Hilbert P com o produto interno
a(-,-) tal que Py C P

Seja. G:P — R
(w7h> — <G7(wvh)>’

onde (G (w.1)) = [ (000 syt + [ ()

Esta bem definido pois f € L?(0, T, W~55(Q)3) c L*(0,T, H *(Q)?) e yo, w(0) € L*(Q)N

é facil ver que G é linear.

Vejamos que G é continua

Gl < [0 0y

dt —i—/ lyow(0)| d,
Q
como [ 743y f € L?(0, T, W=5(Q2)3) devido ha isto [™*fyf € L*(0,T, H*(Q2)?3)

|<G, (w, h)>| S }|l_4ﬁ2f||L2(0,T,H—1(Q)3) “1452_171)“[/2(07117]{&(9)3) + ||y0||L2(Q)3 ||w(0)||L2(Q)3

(G, (. < e ([l8 0 Georayy + 10O s )

T _
_ c(/ /6—2ﬁ1—4|vw|2dxdt+/ w(0)? dz)
0 Q Q

Da Desigualdade de Observabilidade tem-se

(G, (w,h))]? < c(/ B32|L*w+Vh|2dxdt+/ 812 (lwa) + |ws|*)dxdt)
Q Ox(0,T)

(G, (w, k)] < éll(w,h)]p,

entao GG é continua.
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Agora fazendo uso do teorema 1.56 de Lax Milgram pois a(-,-) é uma forma bilinear

continua e coerciva e G € P’. Entao existe um tnico (w, il) € P tal que

(3.16) a((w,ﬁ),(w,h)> — (G, (w, h)) para todo (w,h) € P

§ = B32(L*w 4 Vh), div(w)=0 em Qx (0,7)
0 =0, 0, =B %, i=2,3 em Ox(0,T)
0 sobre I" x (0,7)

=
I

[ tapsde = [ 5%+ VhPdsa,
Q@ Q
como B52 = e~ 1t {8 ¢ limitado em [0, T
/ |gPdzdt < c/ B2 L b + Vh|*dxdt
Q Q

< —4o00.

R 9 N . 9 —l6atl4a , .. .
Por tanto g € L*(Q)", da mesma maneira como 5, = e~ = ¢ limitado em [0, 7]

tem-se © € L*(Q)" e consequentemente

(3.17) /53 9] dedt < +o00 e / B2 5| dedt < 400,
Q Ox(0,T)

e de (3.17) como 2 — +oo quando t — T~ tem-se §(T') = 0.
De (3.16) vamos ter a seguinte igualdade

(3.18)
T
/ J(L*w + Vh)dzdt — / ORI PRT—s / yow(0)dz + / lowdzdt.
Q 0 Q Q

Consideremos o seguinte problema

Ly+Vp=f+0lp, em Qx(0,7)

div(y) =0 Qx (0, T

(3.19) w(y) =0, em € (0,T)
y=0, sobre T' x (0,7)
7(0) = yo, em ()

1)



Dizemos que (,p) é solucao por transposigao de 3.19 se § € L*(Q)V e

(3.20) /ngbd:vdt:/OT (f(t),w(t)}H_le& dt—l—/czﬁlowdxdt%—/yow(O)dx.

Q

Para todo b € L*(Q)" e w junto h solugdo de

L*w+Vh=5b em Qx(0,T)

div(w) = 0, em Q x (0,7

w =0, sobre T' x (0,7)

w(T) =0, em 2
De (3.18) se vé que ¢ satisfaz (3.20) e como so existe uma tnica solu¢do por transposigao
temos que § = ¢ e por teorema 1.47, como yo € H e f +0lp € L*(0,T, H*(22)3). Entao
existe uma tnica solugao fraca de (3.19) que fica em L>(0,7T, H) N L*(0,T,V) isto nds
leva a que g € L>(0,T, H) N L*(0,T,V).
Vamos provar que (9, p, 9) € Es, se sabe que & € L2(0, T, H-Y(Q)N), f = (I7*Bo£)(1* 3, 1) €
L2(0,T,W=16(Q)3) c L*(0,T, H *(Q)3) e yo € E e de (3.17) temos B39 € L*(Q)?

(3.21) B € L*(Q)* e 5, =0
A continuacao mostraremos que l*Qﬂzl/ 21& € L*(0,T,V)N L>(0,T, H) consideremos y* =

172632, p* =172y e f* =1728)"*(f + dlp) verifica-se cumpre

Ly* +Vp* = f*+ (1726, %)9, em Qx (0,T)

(3.2) div(y*) =0, em Q x (0,7)
y =0, sobre T" x (0,7)
y(0) = 17(0)3, (0}, em

Como 128, '/* € L®(Q)? e I™*Baf € L*(0,T, H™1(Q)*). Entao 728,/ f = (I"*a ) (18, %) €
L2(0, T, H(2)*) da mesma maneira [-28,8; 1 € L®(Q)? e B0 € L2(Q)? e como con-
sequéncia de isto 172826 € L2(0, T, H-1(Q)?) por tudo isto f* € L2(0,T, H~1(Q)3).

Também
(126,17 = (%),

__a _ _ &
= =51 %e 2t + [ '2qe" 2Tl
TV TV
limitado limitado
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daqui temos (1728, ")) € L*(0,T, H-*(Q)%). Entdo pelo teorema 1.47 a solugio de
(3.22) pertence a L*(0,7T,V) N L>(0,T, H) portanto

(3.23) 17283/ € L*(0,T,V) N L>®(0, T, H),
também
(3.24) IBo(Ly + VP — 0lp) = 1*Bof € L*(0, T, W~ 15(Q)?)

De (3.22) , (3.23) e (3.24) so falta provar que [=28y/%j € L4(0, T, L'2(2)) para dizer que
('gaﬁ7 f}) € E3
Definamos B : LY3(0, T, L**/**(Q)3) — R, onde

T
(B, k) = /[—2(0) 22 (0)yoz(0)dw —l—/ (F, z)W,lyﬁxw&,e dt, donde pelo lema 1.50 z é a
Q 0

unica solugao de:

(—%—AZ—FVq:k, em() x (0,7)
div(z) =0, em Qx (0,7)
z=0, sobre T' x (0,7

| 2(T) =0, em ()

Com z € C(0, T, LY3(Q)3NL2(0, T, Wy (Q)3) e F = f*+(1728; /)i —V.(y* @§+50y"),
y* € L*(0,T,V) C L*0,T, L°(Q)?) entdo V(y@y*+y*®y) € L*(0,T, W~15(Q)?) e devido
aque f*, g€ L*0,T,W-15(Q)3).

B esta bem definida, linear e continua. Vejamos que é continua

(BB < [1l172(0)85"(0)y(0) | acy [12(0) | assaye +

”FHL?(O,T,W*U"(Q)?’) ||Z||L2(0,T,W01’6(Q)3)

IN

C(||ZHC(0,T,L4/3(Q)3) + HZHLQ(O,T,W&’G(QP))

= cHZ|’C(O,T,L4/3(9)3)0L2(0,T,W176(Q)3)

IN

c ||k||C(O,T,L12/11(Q)3)

Portanto B é continua.
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Nos sabemos que y* ¢é solugao de

a_i—Apr:f*+<r2ﬁ2”2>ty—wy @J+yy), em Qx (0,7T)

div(y) =0, em Q x (0,7)
y =0, sobre " x (0,7)
y(0) = 17(0)3” (0)yo, em 0

(3.25)

\

e do fato de ser y* é também solugao por transposigao de (3.25), se cumpre

T
(3.26) / y kdadt — / 1=2(0)8Y2(0)yo2(0)da: + / o
Q Q 0

Para todo k € LY3(0,T, L'*"(Q)?) onde z e ¢ sdo solucdo de

(—%—Az+Vq: , em x(0,7)

) div(z) =0, em Q x (0,7)
z =0, sobre I" x (0,7)
2(T) =0, em

Da definigao de B e de (3.26) se tem que

(B, k) = / y*kdxdt, paratodo ke LY3(0,T,L**1(Q)3)
Q

daqui temos y* € (L*3(0,T, L'*'*(Q)3)) entdo y* € L*(0,T, L'*(2)%) e como conse-
quéncia de todo isto (7, p,0) € Es.
[

3.5 Problema Nao Linear

O teorema que nds vai a dar la controlabilidade local nula do sistema (3.5) ¢ o seguinte:

Teorema 3.7. Assumindo que O satisfaz (3.2). Entao para todo T > 0 (3.5) € localmente

nulo controldvel com um controle v € L*(O x (0,T))N tendo uma componente nula.

Demonstragao: Para provar o teorema de acima vamos fazer uso do teorema 2.7(Liusternik),

nosso caso B; = Ey e

B — L2(174B;0, T, H-1(Q)?) x H, se N =2
T L2480 0, T, WHS(Q) x (H N LAQ)?), se N =3
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A: By — By onde A(y,p,v) = (Ly+ (y.V)y+ Vp —vle,y(0)), vejamos que satisfazem
as condigoes do teorema 2.7(Liusternik)
Caso N=3:

Vamos provar que A esta bem definida isto é para todo (y,p,v) € E3 se deve implicar
que A(y,p,v) € By, por o que so devemos provar que Ly + (y.V)y + Vp — vlp €
L2(174B9; 0, T, W=16(Q)3) e y(0) € HN LY(Q)?

Como (y,p,v) € E3 entdo 172(0)83*(0)y(0) € H de aqui tem-se y(0) € H da mesma
maneira {48, (Ly + Vp — vlp) € L2(0, T, W=16(Q)3) e 1-28)/%y € L*(0, T, L'2(Q)?) en-
tdo 1288 y@I=2By %y € L2(0,T, L5(Q)%) e como =455 (y.V)y = V.(17283 *yx1~284%y) €

L0, T, WH5(0)3), se vai ter que [~*33(Ly) e por tanto A(y, p,v) € L?(I7435;0, T, W=15(Q)3) x
(H 0 LA(Q)?)

Agora como em A(y,p,v) aparecem partes lineares as quais sdo de classe C'(Bj, By)

por isto so é preciso provar que B : By x By — B,, com B((y!, p',v'); (y?, p?,v?)) =
(V.(y' ® ¥?),0) é continuo.

Com efeito vamos provar que a aplicacdo bilinear B é continua. Para y',y? € By se tem

que:

T
2 _
|B((y", ', 0); (v%, 0% %) ||, = /O 1743V (5" @ y?) [fy-1.0 qadt

_ / V(282 @ 128325 By-ro et

IN

dt
L5(Q)?

/ Hl 241/2)1 g =2 31/2 2

< o / 1172852y 212 pysdt / 1172852 212 yslt

1/2 1/2
= acll” QB / Y H%Q(O,T,LU Hl 25 / 3/2HL2(0TL12(Q) 3)
Pelo de acima temos que

1B((y",p" 0"): (v % )y < el o v )l 107, 2%, 0%) I,

Por tanto B é continua e como consequéncia de isso A € C1(By, Bo)
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Caso N=2:

Em este caso By = FE3. Vamos provar que A esta bem definido, seja (y,p,v) € FEs
devemos provar que Ly + (y.V)y + Vp —vlp € L*(I7435;0,T, H*(Q2)?), como (y,p,v)
estao em FEy entao [72(0) 21/2(0)1/(()) € H de aqui se tem que y(0) € H.

Como (y, p,v) esta em Ey entdo se cumpre que I7 By (Ly+Vp—vlp) € L*(0, T, H1(Q2)?)
e como [743,(y.V)y = V(I~ 251/2?; ® 1~ 26 %y) e pelo fato de [~ 251/2y e L*0,T,V)N
L>(0,T, H) como consequéncia de isto se tem [~ 2ﬁ1/2y ® 1~ 251/2y € L*(0,T, L*(Q)*).
entdo V(I-28)%y @ 1728y%y) € L2(0,T, H-1(Q)?) tem-se Ly + (y.V)y + Vp — vlp €
L2(174B4;0, T, H1(Q)?) por o que A(y, p,v) € By por tanto A esta bem definida.
Agora vamos a provar que A € C!(By, By). De maneira muito similar ao caso 3 nos so
devemos provar que a forma bilinear B : By X B; — B, com B((y*, p*, v1); (v%, p%,v?)) =
(V.(y* ®9?),0) seja continua. Sejam (y*, p',v'), (y?, p* v?) € By.

IB((y", 0", v"): (0% 2 ) s, = I(V-(y @32),0)|[5,

T
- / 1629 (5" ® )Py et

- / IV (262" © L2122 1+ et

IN

o [N @ U

dt

L4(Q)2

< 0102/ ||l 261/2y1||L4(92dt/ ”l 251/2 2

1/2 1/2
= cie|l” 25/ 1||L2(0TL4 ||l 25/ 2||L2 (0,T,L%(2)?)

< 6102\!(3/1,191’ Ul)H2B1 H<y2ap27 UZ)HQB1

y por tanto tem-se [ B(y!,p1, ). (4%, 1% 02)) |, < 691, 01) 5, (5202, 0%) |, desta
maneira B é continua e assim A € C'(By, By)

Dos casos quando N = 2 ou N = 3 vamos agora provar que A’(0,0,0) : By — By é
sobrejetiva. Fazendo conta se consegue que A’(0,0,0)(y,p,v) = (Ly + Vp — vlp, y(0))
para todo (y,p,v) € B;. Seja (fo,y0) € Bs pela proposicao 3.6 existe (y,p,v) € Ey tal
que satisfaz A’(0,0,0)(y, p,v) = (fo,%0) e por tanto A’(0,0,0) é sobrejetiva, entao por o
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teorema 2.7 de Liusternik, se tem que existe § > 0 tal que ||(fo,0)(l5, < ¢ entao existe
uma solucao da equagao A(y,p,v) = (fo,yo) com (y,p,v) € By.

Isto dos dize que (3.5) é localmente nulo controldvel com um controle v que tem uma
componente nula.

]

Finalmente como a controlabilidade local nula de (3.5) tendo o controle uma componente
nula vai implica a controlabilidade local exata por trajetérias de (3.1) com um controle

v tendo uma componente nula temos provado o teorema 3.1
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