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RESUMEN

En esta tesis estudiamos las formas normales y estabilidad de soluciones de equilibrio

de un sistema Hamiltoniano con dos grados de libertad cuando la matriz asociada a la

parte lineal no es diagonalizable. Presentamos resultados de estabilidad e inestabilidad, los

cuales son obtenidos vía el método de Liapunov, siendo previamente utilizado el proceso de

normalización no lineal de Gustavson y/o el método de Lie o Deprit. Además, los resultados

obtenidos en el caso dos grados de libertad son extendidos al caso tres grados de libertad en

algunas situaciones.

Como aplicación, en el caso dos grados de libertad estudiamos el problema restringido

circular de tres cuerpos y el problema lunar de Hill, ambos en el caso planar. Como aplicación

en el caso tres grados de libertad estudiamos el problema del satélite y el problema restringido

circular de tres cuerpos, ambos en el caso espacial.



ABSTRACT

In this thesis we study the normal forms and stability of equilibria solutions (the origin) of a

Hamiltonian system with two degrees of freedom when the matrix associated with the linear

part is not diagonalizable. We present results stability and instability, which are obtained by

the Liapunov method, previously used the Gustavson’s and/or Lie’s process of normalization

nonlinear. Additionally, the results obtained in the case two degrees of freedom are extended

to the case three degrees of freedom in some situations.

As an application, in the case of two degrees of freedom we study the restricted three-

body problem and the lunar problem, both in the planar case, and as an application in

the case three degrees of freedom we study the problem of the satellite and the restricted

problem of three bodies spatial case, both in the spatial case.
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Capítulo 1

Introducción

Este trabajo de tesis tiene como objetivo estudiar nociones importantes de los sistemas

dinámicos Hamiltonianos, éstos son una clase muy importante de ecuaciones diferenciales

ordinarias, debido a que presenta aspectos puramente matemáticos y una diversidad de

aplicaciones a problemas matemáticos, físicos, mecánicos, biológicos, químicos, etc. Estos

problemas pueden ser modelados por medio de un sistema de Ecuaciones Diferenciales Or-

dinarias, por tal motivo el estudio de los sistemas dinámicos Hamiltonianos es una área muy

importante de la investigación en la Matemática. El principal objetivo es estudiar la esta-

bilidad en el sentido de Lyapunov de una solución de equilibrio de un sistema Hamiltoniano

con dos grados de libertad, cuando la parte lineal no es diagonalizable.

En el Capítulo 2, se introducen las nociones esenciales y pertinentes para una buena com-

prensión de esta tesis, es decir, describiremos las definiciones básicas y enunciaremos varios

resultados estándar que serán utilizados para los estudios que se realizarán en los próximos

capítulos. Los temas considerados están ligados a la teoría de Sistemas Hamiltonianos y a la

teoría de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.

En el Capítulo 3, estudiamos la forma normal de la parte cuadrática de un Hamiltoniano

con dos grados de libertad, cuando la parte lineal no es diagonalizable. El análisis que reali-

zamos es de acuerdo a la naturaleza de los valores propios y corresponde a los siguientes

casos: análisis donde todas las frecuencias son nulas, es decir, ω1 = ω2 = 0. Aquí, la forma

normal depende del rango de la matriz asociada al sistema linealizado y fue estudiado por

Sokol’skii en [20], pero en los casos rango uno y dos presentamos algoritmos generales ya que

los algoritmos que proporciona Sokol’skii son más particulares. El segundo caso es cuando

una frecuencia es nula y una no nula, esto es, ω1 = 0, ω2 != 0. Finalmente nuestro análisis

es cuando las frecuencias son no nulas e iguales, es decir, ω1 = ω2 = ω != 0. En este último
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caso, hacemos un análisis en dos versiones, debido a Markeev y a N. Burgoyne y R. Cushman

para dos grados de libertad. Como aplicaciones, estudiamos el problema lunar de Hill y el

problema restringido circular de tres cuerpos, ambos en el caso planar.

El Capítulo 4 está dedicado al estudio de los sistemas Hamiltonianos autónomos no

lineales, en particular, describiremos la forma normal para un Hamiltoniano con dos grados

de libertad hasta términos de quinto orden cuando la parte cuadrática es nula, este caso es

uno de nuestros resultados originales ya que aún no ha sido estudiado anteriormente. Luego,

calculamos la forma normal hasta cuarto orden para un Hamiltoniano con dos grados de

libertad cuando la parte cuadrática no es diagonalizable, para este fin, usamos el método de

Gustavson y el método de Lie o Deprit - Hori, siguiendo [13].

En el Capítulo 5 nos concentramos en el estudio de la estabilidad de una solución de

equilibrio en el sentido de Lyapunov para los sistemas Hamiltonianos con dos grados de

libertad. La estabilidad de equilibrio será estudiada a partir de los coeficientes de la función

Hamiltoniana.

En el Capítulo 6, extenderemos los resultados obtenidos en el Capítulo 2 al caso n = 3

en algunas situaciones, es decir, estudiamos la forma normal de la parte cuadrática de un

Hamiltoniano con tres grados de libertad cuando la parte lineal no es diagonalizable. El

análisis que realizamos es de acuerdo a la naturaleza de los valores propios y corresponde a

los siguientes casos: análisis donde todas las frecuencias son nulas, es decir, ω1 = ω2 = ω3 = 0.

Este caso, fue estudiado por Was en [23] cuando el rango de la matriz del sistema linealizado

es cuatro y cinco. En el caso rango cuatro, presentamos un algoritmo más general y los

resultados obtenidos para los casos rango uno, dos y tres son originales. Debido a que en

la literatura no hay evidencias de formas normales para sistemas Hamiltonianos con tres

grados de libertad cuando la matriz asociada al sistema linealizado no es diagonalizable,

todos los resultados que presentamos en lo que sigue son originales; cuando dos frecuencia

son nulas, esto es, ω1 = ω2 = 0, ω3 != 0; luego, cuando una frecuencia es nula, esto es, ω1 = 0,

ω2 = ω3 != 0 (o ω2 != ω3 != 0). Finalmente analizamos el caso cuando las frecuencias son no

nulas, es decir, ω1 != ω, ω2 = ω3 = ω con ω1 != ω. Aquí, como aplicaciones de algunos de

nuestros resultados obtenidos, estudiamos el problema del satélite y el problema restringido

circular de los tres cuerpos, ambos en el caso espacial.

En el Capítulo 7, presentamos el resultado principal, aquí, estudiamos la estabilidad

formal sobre un nivel de energía fijo, de un Hamiltoniano con tres grados de libertad cuando

los valores propios son de la forma: 0, ±ω1, ±ω2 con ω1 != ω2 != 0. Este resultado es original,

debido a que no ha sido estudiado anteriormente.
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Capítulo 2

Preliminares

El objetivo en este capítulo es distinguir algunos resultados básicos y esenciales que

permiten facilitar al lector la comprensión del presente trabajo, cuya finalidad es fundamen-

tar de manera teórica los resultados obtenidos. Comenzamos describiendo las definiciones y

propiedades básicas de funciones elípticas, luego iniciamos el estudio de sistemas Hamilto-

nianos, posteriormente introducimos las nociones importantes de los espacios simplécticos

y caracterización de las matrices simplécticas. Además, obtenemos la forma normal de la

parte cuadrática de un Hamiltoniano con un grado de libertad cuando la matriz es o no

diagonalizable, la forma normal de un Hamiltoniano con dos grados de libertad cuando la

matriz asociada a la parte lineal es diagonalizable y estudiamos la forma normal en el caso

de valores propios imaginarios puros debido a N. Burgoyne y R. Cushman [2] en su versión

general. Luego, describimos la forma normal de acuerdo a Gustavson para un Hamiltoniano

con un de libertad hasta términos de quinto orden cuando la parte cuadrática es nula , pos-

teriormente describimos el algoritmo de Lie [13] que nos permite normalizar Hamiltonianos

no lineales. Finalmente describimos y distinguimos los principales resultados de estabilidad

e inestabilidad de soluciones de equilibrio de un sistema Hamiltoniano con uno y dos grados

de libertad en el caso autónomo.

2.1. Funciones elípticas

A continuación introducimos algunas definiciones y propiedades importantes de funciones

elíptica, las cuales son de gran importancia en nuestro análisis de la estabilidad e inestabilidad

que realizaremos más adelante.
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Sea C, el conjunto de los números complejos.

Definición 1 Una función F : C → C es doblemente periódica, con periodo η y η̄ (con

η, η̄ ∈ C y parte imaginaria definida positiva), si

F (z +mη + nη̄) = F (z), (2.1)

con m,n ∈ Z− {0} y ∀z ∈ C.

Las funciones elípticas son funciones doblemente periódicas y se definen como soluciones,

y(x, ā), de las ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales
(
dy

dx

)2

= a4y
4 + a3y

3 + a2y
2 + a1y + a0, (2.2)

donde ā = (a0, a1, a2, a3, a4). Notemos que la solución de (2.2) es

y(x, ā) = x0 ±
∫ y

y0(ā)

ds√
a4s4 + a3s3 + a2s2 + a1s+ a0

, (2.3)

con condición inicial x(y0, ā) = x0.

Las funciones elípticas de Jacobi son aquellas en que el polinomio de cuarto grado en

(2.2), es de la forma

(1− y2)(1−m2y2), (2.4)

con m una constante positiva.

Las funciones de Weierstrass son aquellas en que el polinomio en (2.2) es de tercer grado

(a4 = a2 = 0) de la forma

4y3 − g1y − g2,

con g1, g2 constantes reales.

La función elíptica de Jacobi y(z) = sn(z,m) está definida en términos de la inversa de

la integral

z =

∫ ϕ

0

dθ
√

1−m2 sin2(θ)
=

∫ sin(ϕ)

0

dy
√

(1− y2)(1−m2y2)
≡ sn−1(ϕ, m), (2.5)

m > 0, 0 ≤ ϕ ≤ 2φ.

Esta notación se introduce puesto que

ĺım
m→0

sn(z,m) = sin(z),

14



y su desarrollo en serie de Taylor en torno de z = 0, es dado por,

sn(z,m) = z + (−m

6
) +

1

120
(1 + 14m+m2)z5 +

(−1 − 135m− 135m2 −m3)

5040
z7 +O(z)8.

Así como sn es la generalización de la función seno para oscilaciones finitas, se puede definir

algo que sea generalización de la función coseno

cn2(z,m) = 1− sn2(z,m), (2.6)

y para cualquier m

dn2(z,m) = 1−m2sn2(z,m) (2.7)

Estas tres funciones sn(z,m), cn(z,m), dn(z,m); son denominadas funciones elípticas de

Jacobi.

La función sn(z,m) tiene un período puramente real 4K, donde

K ≡ cuarto de período ≡ K(m) =

∫ π
2

0

dθ

1−m2 sin2(θ)
. (2.8)

Además, tiene un período puramente imaginario 4iK̄, donde

iK̄ ≡ iK(m) = i

∫ π
2

0

dθ

1− m̄2 sin2(θ)
, (2.9)

con m̄2 = 1−m2 ≡ módulo complementario.

Las funciones elípticas de Jacobi adicionales sn(z,m) y dn(z,m) como

z =

∫ 1

cn(z,m)

dy

(1− y2)(m̄2 +m2y2)
=

∫ 1

dn(z,m)

dy

(1− y2)(y2 − m̄2)
, (2.10)

tienen las siguientes propiedades:

cn(z) ≡ cn(z,m) ≡ cos(ϕ),

dn(z) ≡ dn(z,m) ≡
√

1−m2 sin2(ϕ),
sn2(z) + cn2(z) = dn2(z) +m2sn(z) = 1.

(2.11)

Otras propiedades

sn(z, 0) = sin(z), sn(z, 1) = tanh(z),
cn(z, 0) = cos(z), cn(z, 1) = sech(z),
dn(z, 0) = 1, dn(z, 1) = sech(z).

(2.12)

Sus derivadas satisfacen
d
dzsn(z,m) = cn(z,m)dn(z,m),

d
dz cn(z,m) = −sn(z,m)dn(z,m),

d
dzdn(z,m) = −cn(z,m)sn(z,m).

(2.13)
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Para mayor información respecto a los conceptos y propiedades de las funciones elípticas

consultar [16].

2.2. Sistemas Hamiltonianos

En esta sección estudiamos las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias que admiten una

forma particular, pero muy importante debido a su gran interés en la formulación de muchos

problemas, los cuales son denominados Sistemas Hamiltonianos.

Un sistema Hamiltoniano en R2n, n ∈ N es un sistema de ecuaciones diferenciales ordi-

narias de la forma

q̇ =
∂H

∂p
(q, p), ṗ = −∂H

∂q
(q, p), (2.14)

donde la función H = H(q, p) es la función Hamiltoniana diferenciable a valores reales

definida para (q, p) ∈ W , donde W es un abierto en Rn × Rn. Las variables q y p son

llamadas conjugadas y el entero n es el número de grados de libertad del sistema (2.14) en

el caso autónomo.

Supongamos que el origen corresponde a una solución de equilibrio del sistema (2.14),

luego escribimos H en serie de Taylor en una vecindad del origen de tal forma que

H = H2(q, p) +H3(q, p) + · · ·+Hm(q, p) + · · · , (2.15)

con Hm polinomio homogéneo de grado m, cuya expresión en las coordenadas (q, p) es dada

por

Hm =
∑

k1+···+kn+l1+···+ln=m

hk1···knl1···lnq
k1
1 · · · qknn pl11 · · ·plnn , (2.16)

aquí, hk1···knl1···ln representa los coeficientes del monomio qk11 · · · qknn pl11 · · ·plnn .

2.2.1. Sistemas Hamiltonianos lineales autónomos

Un caso particular de sistemas Hamiltonianos (2.14) son los sistemas lineales. Sea S ∈
M2n×2n(R) una matriz simétrica y suponga que el Hamiltoniano H2 en (2.15) es una forma

cuadrática en z ∈ R2n, más precisamente, H2 admite una representación de la siguiente

forma

H2 = H2(z) =
1

2
zTSz, (2.17)
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entonces obtenemos que el sistema (2.14) asociado a (2.17), tiene la forma

ż = J∇zH2(z) = JSz = Az, (2.18)

con A = JS, donde

J =

(
0 In
−In 0

)
,

es una matriz antisimétrica de orden 2n×2n que cumple (J−1 = JT , J2 = −I2n, det(J) = 1)

e In es la matriz identidad de orden n × n. Cuando esto ocurre, el sistema Hamiltoniano

(2.18) es denominado sistema Hamiltoniano lineal autónomo.

Debemos tener presente las siguientes definiciones.

Definición 2 Una matriz A ∈ M2n×2n(R) se denomina Hamiltoniana si satisface ATJ +

JA = 0. Denotaremos por sp(n,R) al conjunto de toda las matrices Hamiltonianas de orden

2n.

Es fácil verificar que la matriz A del sistema (2.18) es Hamiltoniana. Esto es,

JA = JJS = J2S = −S = SJ2 = STJJ = −(JS)TJ = −ATJ.

Definición 3 Una matriz S ∈ M2n×2n(R) se denomina simpléctica si satisface STJS = J .

Denotaremos por Sp(n,R) al conjunto de toda las matrices simplécticas de orden 2n.

Definición 4 Sean u, v ∈ R2n, el corchete de Poisson entre vectores está definido por

{u, v} = uTJv = 〈u, Jv〉,

donde 〈 .〉 es el producto interno canónico de R2n.

Definición 5 Se dice que el conjunto C = {v1, v2, · · · , vn, vn+1, · · · , v2n}, es una base sim-

pléctica de R2n, si y solo si, C es base y además {vj, vn+j} = 1, ∀j = 1, · · · , n.

A continuación, presentamos el siguiente resultado que será útil en el estudio de las formas

normales.

Lema 1 Sean A ∈ sp(n,R) y uk, vl vectores propios de A correspondientes a los valores

propios λk, λl, respectivamente. Si λk + λl != 0, entonces {vk, vl} = 0, para todo l, k ∈ N.
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Demostración. Fijemos k, l ∈ N y si λk, λl son valores propios de A, entonces Auk = λkuk

y Avl = λlvl. Así, se tiene que

λk{uk, vl} = λk〈uk, Jvl〉 = 〈λkuk, Jvl〉 = 〈Auk, Jvl〉 = 〈uk, A
TJvl〉 = 〈uk,−JAvl〉

= 〈uk,−Jλlvl〉 = −λl〈uk, Jvl〉 = −λl{uk, vl}.
De donde obtenemos que

(λk + λl){vk, vl} = 0.

Luego como λk+λl != 0, se sigue que {vk, vl} = 0, ∀k, l ∈ N. Así concluimos la demostración.

2.2.2. Ecuaciones variacionales

Sea ϕ(t, t0, z) la solución general del sistema Hamiltoniano (2.14), así ϕ(t0, t0, z) = ζ , y

sea X(t, τ, ζ) la matriz Jacobiana de ϕ con respecto a ζ , o sea, X(t, τ, ζ) = ∂ϕ(t,τ,ζ)
∂ζ .X(t, τ, ζ)

es llamada matriz de modronomía. Sustituyendo ϕ en (2.14) y derivando con respecto a ζ

obtenemos

Ẋ = JS(t, τ, ζ)X, S(t, τ, ζ) =
∂2H

∂z2
(ϕ(t, τ, ζ), t). (2.19)

La ecuación (2.19) es llamada ecuación variacional y es un sistema lineal Hamiltoniano.

Derivando la identidad ϕ(τ, τ, ζ) = ζ con respecto a ζ tenemos X(τ, τ, ζ) = I, donde I es

la matriz identidad de 2n × 2n; así X es la matriz solución fundamental de la ecuación

variacional y es una matriz simpléctica.

Teorema 1 Sea ϕ(t, τ, ζ) la solución general del sistema Hamiltoniano (2.14). entonces para

cada t fijo y τ , la aplicación ζ → ϕ(t, τ, ζ) es la solución general de la ecuación diferencial

ż = f(t, z), donde f es definida y diferenciable sobre I ×U , I ∩R intervalo abierto y conexo

y U ∩ R2n bola abierta, y la aplicación ζ → ϕ(t, τ, ζ) es siempre simpléctica, entonces la

ecuación diferencial ż = f(t, z) es Hamiltoniana.

La demostración de este teorema se puede encontrar en [13] o ver también [22].

2.2.3. Funciones generadoras

Usaremos la notación clásica z = (q, p), así la forma simpléctica estándar según [13] es

Ω =
n∑

j=1

dqj ∧ dpj := dq ∧ dp.
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Sea Q = Q(q, p), P = P (q, p) una transformación de variables, y asuma que las funciones Q

y P están definidas en una bola U en R2n. Esta transformación será simpléctica, si y sólo si,

dq ∧ dp = dQ ∧ dP ⇔ d(qdp−QdP ) = 0. (2.20)

Definiendo la 1−forma σ1 = qdp − QdP tendremos que σ1 es cerrada, si y sólo si, σ2 =

σ1 + d(QP ) = qdp + PdQ es cerrada. Dado que U es una bola en R2n, por el Lema de

Poincaré (cerrada, si y sólo si, exacta ver [8], pág. 137) se tiene que el cambio de coordenadas

es simpléctico, si y sólo si, cada una de las siguientes 1−formas es cerrada

σ1 = qdp−QdP, σ3 = pdq − PdQ = σ2 + d(pq),

σ2 = qdp+ PdQ = σ1 + d(QP ), σ4 = pdq +QdP = σ3 + d(PQ).

Luego, la transformación de coordenadas es simpléctica, si y sólo si, una de las funciones

S1 = S(p, P ), S2 = S2(p,Q), S3 = S3(q, Q), S4 = S4(q, P )

existe y satisface, respectivamente,

dS1 = σ1, dS2 = σ2, dS3 = σ3, dS4 = σ4.

Así, tenemos el siguiente resultado, cuya demostración es dada en [13].

Teorema 2 Los siguientes cambios de variables definen una transformación local de coor-

denadas simplécticas:

q =
∂S1

∂p
(p, P ), Q = −∂S1

∂P
(p, P ) cuando

∂2S1

∂p∂P
(p, P ) es no singular,

q =
∂S2

∂p
(p,Q), P =

∂S2

∂Q
(p,Q) cuando

∂2S2

∂p∂Q
(p,Q) es no singular,

p =
∂S3

∂q
(q, Q), P = −∂S3

∂Q
(q, Q) cuando

∂2S3

∂q∂Q
(q, Q) es no singular,

p =
∂S4

∂q
(p, P ), Q =

∂S4

∂P
(q, P ) cuando

∂2S4

∂q∂P
(q, P ) es no singular.

2.3. Espacios simplécticos y caracterización de las matri-
ces simplécticas

En esta sección describiremos brevemente la teoría básica de los espacios vectoriales

simplécticos y luego haremos la caracterización de las matrices simplécticas utilizando bases

simplécticas, esta teoría es de suma importancia en el análisis de las formas normales para

sistemas Hamiltonianos con tres grados de libertad que estudiaremos en el Capítulo 6.
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2.3.1. Espacios simplécticos

Un espacio simpléctico es un par (V,ω) donde V es un espacio vectorial sobre un cuerpo

F (R o C) y ω es una 2−forma bilineal en V , alternada y no degenerada. La 2−forma ω

es llamada la forma simpléctica. Desde que ω es no degenerada la función ω∗ : V → V ∗,

v → ω(. , v) es un isomorfismo y ω(. , v) = ω∗(v), ∀v ∈ V .

Sea (ωij) la matriz de ω∗ relativa a una base {v1, v2, · · · , vm} de V con dim(V ) = m,

m ∈ N y la base dual {v∗1, v∗2, · · · , v∗m} de V ∗, esto es,

ω∗(vj) =
m∑

i=1

ωijv
i.

Entonces, ωij = ω∗(vj)vi = ω(vi, vj), o sea, A = (ωij) es la matriz de la forma bilineal ω

en la base {v1, v2, · · · , vm}. Así, esta matriz es invertible y como AT = −A, resulta que

det(A) = (−1)mdet(A), luego, (−1)m = 1 y, como consecuencia m es par. Esto muestra que

todo espacio simpléctico de dimensión finita tiene dimensión par.

En nuestro caso la 2−forma no degenerada ω da origen al isomorfismo entre V y V ∗

vía la aplicación ω∗, de esta forma la aplicación inversa, denotada por (ω∗)−1, nos da un

isomorfismo entre V ∗ y V . Considerando U como subespacio de V definamos el subespacio

U⊥ de V por

U⊥ = {v ∈ V/ω(v, u) = 0, ∀ u ∈ U}.

Teorema 3 Todo espacio simpléctico, siempre admite una base simpléctica.

Para la demostración de este resultado puede consultar [13], ver también [22].

Dados los espacios simplécticos (Vi,ωi), i = 1, 2, un isomorfismo simpléctico o un simplecto-

morfismo, es un isomorfismo lineal

L : V1 → V2

tal que

ω2(L(x), L(y)) = ω1(x, y),

para todo x, y ∈ V1, o sea, L preserva las formas simplécticas.

Además, sea {v1, v2, · · · , v2n}, n ∈ N una base simpléctica del espacio simpléctico (V,ω)

y sea α = (α1, · · · ,α2n) ∈ F 2n el vector de las coordenadas de u ∈ V , es decir, u =
∑2n

i=1 αivi.
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El isomorfismo L : V → F 2n, L(u) = α es simpléctico. En efecto, si v =
∑2n

j=1 βjvj , tenemos

ω(u, v) = ω(
∑

i

αivi,
∑

j

βjvj) =
∑

i,j

αiβjω(vi, vj) =
∑

i,j

αiJijβj

= αTJβ = ωJ(α, β) = ωJ(Lu, Lv).

De este modo todo espacio simpléctico V es simplectomorfismo a F 2n. Se sigue, por transitivi-

dad, que dos espacios simplécticos arbitrarios de la misma dimensión son simplectomorfos,

esto es, son isomorfos vía un isomorfismo simpléctico.

Un subespacio simpléctico U de un espacio simpléctico (V,ω) es un subespacio U de V ,

para el cual la 2−forma ωU = ω|U×U no es degenerada. Siendo ωU una forma simpléctica en

U , éste subespacio tiene necesariamente, dimensión par.

Proposición 1 Sea U un subespacio simpléctico de V , entonces existe un único subespacio

simpléctico W tal que V = U ⊕W y ω(U,W ) = 0.

Para la demostración consultar [13], ver también [22].

Otro hecho interesante sobre espacios simplécticos aparece en la siguiente proposición.

Proposición 2 Sean U y W subespacios de un espacio simpléctico (V,ω), tales que ω(U,W ) =

0 y V = U ⊕W , entonces U y W son subespacios simplécticos.

Demostración consulte [13] sección 3.2, o ver también [22].

Una descomposición simpléctica de (V,ω) es una descomposición de la forma V = U⊕W

con ω(U,W ) = 0, donde U y W son subespacios simplécticos de V .

2.3.2. Caracterización de las matrices simplécticas

Sea λ un valor propio de S, y defina subespacios de C2n, n ∈ N por ηk(λ) = Ker(A −
λI)k, k ∈ N y η†(λ) =

⋃2n
k=1 ηk(λ). El subespacio de A generado por el valor propio λ es

η(λ) = η1(λ), y el subespacio generalizado es λ†(λ). Si {x, y} = 0, se dice que x e y son

J−ortogonales.

Lema 2 Si λ y µ son valores propios de la matriz simpléctica S tal que λµ != 1, entonces

{η(λ), η(µ)} = 0. Esto es, los vectores propios correspondientes a λ y µ son J−ortogonales.
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Demostración ver [13], ver también [22].

Supongamos que S es una matriz simpléctica real con valores propios distintos digamos

λ1, λ2, · · · ,λn, λ−1
1 , λ−1

2 , · · · ,λ−1
n ,

por lo tanto 1 no es un valor propio. Los valores propios de S se dividen en tres grupos: los

valores propios reales ±µ1 · · · ,±µs, los valores propios con módulo unitario α1±β1i · · · ,αr±
βri, y los valores propios complejos con módulo diferente de uno, ±(γ1±δ1i) · · · ,±(γt±δti).
Esto define una descomposición en suma directa

V = (⊕jUj)⊕ (⊕jWj)⊕ (⊕jZj), (2.21)

donde

Uj = η(µj)⊕ η(µ−1
j )

Wj = η(αj + βji)⊕ η(αj − β−1
j i)

Zj = {η(γj + δji)⊕ η(γj − δ−1
j i)}⊕ {η(γj + δji)

−1 ⊕ η(γj − δ−1
j i)−1}

Cada uno de los sumandos en (2.21) es invariante para S. De acuerdo al Lema 2, cada espacio

es J−ortogonal entre sí, en consecuencia cada espacio debe ser un espacio simpléctico. Para

más detalles ver [13].

2.4. Forma normal para un Hamiltonianos con un grado
de libertad

En esta sección, obtenemos la forma normal para sistemas Hamiltonianos con un grado de

libertad cuando la matriz asociada al sistema Hamiltoniano linealizado es o no diagonalizable,

pues estas nociones serán de mucho valor en el análisis de las formas normales en el caso tres

grados de libertad que estudiaremos más adelante.

Suponga que H2 = H2(x1, y1) es la función cuadrática dada en (2.17) para un grado de

libertad, definida por

H2 = h20x
2
1 + h02y

2
1 + h11x1y1. (2.22)

Teorema 4 Si los valores propios de A son λ1 = −λ2 = iω y A es diagonalizable, entonces

existe una matriz N ∈ Sp(1,R) tal que el Hamiltoniano H2 en (2.22) tiene la forma

K2 =
δω

2
(q2 + p2), (2.23)

donde δ = ±1.
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Demostración. Considerando (2.23) encontramos que la forma normal del sistema lineal

se escribe en la forma del siguiente sistema Hamiltoniano de ecuaciones

ẏ =
dz

dt
= JS∗y, (2.24)

donde S∗ es una matriz diagonal real cuyos elementos están determinados por las igualdades

h∗
11 = δω, h∗

22 = −δω.

La transformación de coordenadas z para y es dada por medio de una matriz simpléctica N

real, que debe satisfacer las siguientes ecuaciones matriciales:

NJS∗ = JSN, NTJN = J. (2.25)

La solución N de (2.25) será buscada en la forma N = A1B1.

Sea a = r+ is un vectore propio arbitrario de la matriz A = JS correspondiente al valor

propio iω. Entonces

Aa = iωa ⇔ Ar = −ωs y As = ωr.

Luego, se verifica fácilmente que

JS∗ =

(
0 δω

−δω 0

)
, C =

(
i −i
1 1

)
y CT =

(
i 1
−i 1

)
,

donde las columnas de la matriz C está formada por los vectores propios de la matriz JS∗.

Ahora es necesario hallar la matriz A1 que lleva a la matriz JS del sistema original de

ecuaciones a la forma diagonal. Las columnas de esta matriz deben ser vectores propios de

la matriz JS, es decir,

A1a = iωa, y A1ā = −iωā.

Aquí, ā representa el vector conjugado de a. Por lo tanto se tiene que la matriz A1 es de la

forma

A1 = col(a ā)

=

(
r11 + is11 r11 − is11
r12 + is12 r12 − is12

)
.

De acuerdo a la forma de la matriz CT , definamos la matriz B1 de la siguiente manera

B1 =

(
iδκ κ
−iδκ κ

)
,
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donde κ es una constante real no nula.

Así, la matriz N viene dada como

N =

(
r11 + is11 r11 − is11
r12 + is12 r12 − is12

)(
iδκ κ
−iδκ κ

)

=

(
−2s11δκ 2r11κ
−2s12δκ 2r12κ

)
.

Luego calculando la ecuación NTJN , obtenemos condiciones para las constantes δ y κ,

esto es,

NTJN =

(
−2s11δκ −2s12δκ
2r11κ 2r12κ

)(
0 1
−1 0

)(
−2s11δκ 2r11κ
−2s12δκ 2r12κ

)

=

(
0 4δκ2{r, s}

−4δκ2{r, s} 0

)
.

En donde, basta considerar

κ =
1

2
√

|{r, s}|
y δ = sgn({r, s}).

De este modo, obtenemos la expresión para la matriz N como

N = [−2δκs 2κr].

Esta matriz es simpléctica con

κ =
1

2
√

|{r, s}|
y δ = sgn({r, s}).

De donde, se sigue inmediatamente la demostración del teorema.

Teorema 5 Si los valores propios de A son λ1 = λ2 = 0 y A no es diagonalizable, entonces

existe una matriz N ∈ Sp(1,R) tal que el Hamiltoniano H2 en (2.22) tiene la forma

K2 =
δ

2
p2, (2.26)

donde δ = ±1.

Demostración. Sean a1, a2 vectores de R2 linealmente independientes tales que

Aa1 = 0, Aa2 = a1.
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Siguiendo la misma notación del Teorema 4, se verifica fácilmente que

JS∗ =

(
0 δ
0 0

)
, C =

(
c11 c12
0 δc11

)
y B1 =

(
δb1 b2
0 b1

)
,

donde en este caso B1 = C−1, c11 != 0, b1 = 1
c11

y b2 = − c12
c11

.

Considerando A1 = [a1 a2] =

(
a11 a21
a12 a22

)
se sigue inmediatamente que

N = A1B1 = [δb1a1 b1a2 − b2a1].

Luego, haciendo c12 = 0 obtenemos que b2 = 0, en consecuencia se tiene otra expresión

para la matriz N dada por

N = [δb1a1 b1a2],

la cual es simpléctica con

b1 =
1

√
|{a1, a2}|

y δ = sgn({a1, a2}).

De donde, se sigue inmediatamente la demostración del teorema.

Observación 1 En el Teorema 5, si la matriz A es diagonalizable se tiene que K2 ≡ 0.

De hecho, si A es diagonalizable existen vectores linealmente independientes a1, a2 ∈ R2

tales que Aa1 = 0 y Aa2 = 0, además, la matriz que lleva a su forma diagonal a la matriz

JS∗ es de la forma

C =

(
c11 0
0 c22

)
, c11, c22 != 0.

De donde se obtiene que la matriz B1 = C−1 es dada por

B1 =

(
b1 0
0 b2

)
, con b1 =

1

c11
, b2 =

1

c22
.

Considerando la matriz A1 del Teorema 5, luego haciendo b2 = 1 en N = A1B1, se sigue que

la matriz N viene dada por

N = [b1a1, b1a2].

Esta matriz es simpléctica con b1 =
1

{a1,a2} .
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2.5. Forma normal para un Hamiltoniano con dos grados
de libertad caso raíces simples e imaginarias puras

En esta sección, vamos a dar el algoritmo para la normalización del Hamiltoniano (2.17)

cuando la matriz A = JS es diagonalizable, es decir, cuando las frecuencias son de la forma

±iω1 y ±iω2 con ω1 != ω2, pues este resultado será muy útil en nuestro análisis de las formas

normales en el caso tres grados de libertad que estudiaremos en el Capítulo 6.

Suponga que H2 = H2(x̃, ỹ) con x̃ = (x1, x2), ỹ = (y1, y2) es la función cuadrática dada

en (2.17), definida por

H2 = h2000x
2
1 + h1100x1x2 + h0200x

2
2 + h1010x1y1 + h1001x1y2 + h0110x2y1+

h0101x2y2 + h0020y
2
1 + h0011y1y2 + h0002y

2
2.

(2.27)

Teorema 6 Suponga que los valores propios de A = JS son ±iω1, ±iω2 con ω1 != ω2 y la

matriz A es diagonalizable. Entonces existe una matriz N ∈ Sp(2,R) la cual transforma el

Hamiltoniano (2.27) en un Hamiltoniano dado por

K2 =
1

2
δ1ω1(q

2
1 + p21) +

1

2
δ2ω2(q

2
2 + p22),

donde δ1 = ±1 y δ2 = ±1.

Demostración. Para la demostración seguimos las mismas ideas que en el Teorema 4, en

este caso los elementos de la matriz diagonal S∗ están determinados por las igualdades

h∗
11 = δ1ω1, h∗

22 = −δ1ω1, h∗
33 = δ2ω2 y h∗

44 = −δ2ω2.

De acuerdo a la ecuación (2.25), la solución N será buscada en la forma N = A1B1.

Sean a1 = r1 + is1 y a2 = r2 + is2 los vectores propios de A = JS correspondientes a los

valores propios iω1 y iω2. Entonces

Aa1 = iω1a1 ⇔ Ar1 = −ω1s1 y As1 = ω1r1,

Aa2 = iω2a2 ⇔ Ar2 = −ω2s2 y As2 = ω2r2.
(2.28)

Luego, se verifica fácilmente que

JS∗ =






0 0 δ1ω1 0
0 0 0 δ2ω2

−δ1ω1 0 0 0
0 −δ2ω2 0 0




 y CT =






i 0 1 0
0 i 0 1
−i 0 1 0
0 −i 0 1




 ,
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donde las columnas de la matriz C está formada por los vectores propios de la matriz JS∗.

Ahora es necesario hallar la matriz A1, aquí, A1 lleva a la matriz JS del sistema original de

ecuaciones a la forma diagonal. Las columnas de esta matriz deben ser vectores propios de

la matriz JS, es decir,

A1a1 = iω1a1 y A1ā1 = −iω1ā1,

A1a2 = iω2a2 y A1ā2 = −iω2ā2.

Por lo tanto, la matriz A1 está determinada por

A1 = col(a1 a2 ā1 ā2)

=






r11 + is11 r21 + is21 r11 − is11 r21 − is21
r12 + is12 r22 + is22 r12 − is12 r22 − is22
r13 + is13 r23 + is23 r13 − is13 r23 − is23
r14 + is14 r24 + is24 r14 − is14 r24 − is24




 .

Por otro lado, de acuerdo a la forma de la matriz CT , definamos la matriz B1 de la

siguiente manera

B1 =






iδ1κ1 0 κ1 0
0 iδ2κ2 0 κ2

−iδ1κ1 0 κ1 0
0 −iδ2κ2 0 κ2




 ,

donde κ1 y κ2 son constantes reales no nulas.

Luego reemplazando N = A1B1 en NTJN = J , se tiene que BT
1 A

T
1 JA1B1 = J , de donde

se sigue inmediatamente que BT
1 FB1 = J ⇔ F = (BT

1 )
−1J(B1)−1 con F = AT

1 JA1.

Ahora calculando el producto de matrices F = (BT
1 )

−1J(B1)−1, se obtiene que

F =






0 0 − i
2δ1κ21

0

0 0 0 − i
2δ2κ22

i
2δ1κ21

0 0 0

0 i
2δ2κ22

0 0






. (2.29)

Por otro lado, calculando el producto de matrices F = AT
1 JA1, se tiene que

F =





0 f12 2i{s1, r1} f14
f21 0 f23 2i{s2, r2}

2i{r1, s1} f32 0 f34
f41 2i{r2, s2} f43 0



 , (2.30)

donde

f12 = {r1, r2}+ {s2, s1}+ i({s1, r2}+ {r1, s2}),

f14 = {r1, r2}+ {s1, s2}+ i({s1, r2}+ {r1, s2}),
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f21 = {r2, r1}+ {s1, s2}+ i({r2, s1}+ {s2, r1}),

f23 = {r2, r1}+ {s2, s1}+ i({s1, r2}+ {s2, r1}),

f32 = {r1, r2}+ {s1, s2}+ i({r2, s1}+ {r1, s2}),

f34 = {r1, r2}+ {s2, s1}+ i({r2, s1}+ {s2, r1}),

f41 = {r2, r1}+ {s2, s1}+ i({r2, s1}+ {r1, s2}),

f43 = {r2, r1}+ {s1, s2}+ i({s1, r2}+ {r1, s2}).

Luego comparando las entradas de F dadas en las ecuaciones (2.29) y (2.30) se obtiene

que f12 = f14 = f21 = f23 = f32 = f34 = f41 = f43 = 0, resolviendo el sistema de ecuaciones

se deduce que

{r1, r2} = {s1, s2} = {s1, r2} = {r2, r1} = {r1, s2} = 0 y además,

δ1κ
2
1 =

1

4{r1, s1}
y δ2κ

2
2 =

1

4{r2, s2}
.

(2.31)

Ahora, como N = A1B1 se tiene que

N =





r11 + is11 r21 + is21 r11 − is11 r21 − is21
r12 + is12 r22 + is22 r12 − is12 r22 − is22
r13 + is13 r23 + is23 r13 − is13 r23 − is23
r14 + is14 r24 + is24 r14 − is14 r24 − is24









iδ1κ1 0 κ1 0
0 iδ2κ2 0 κ2

−iδ1κ1 0 κ1 0
0 −iδ2κ2 0 κ2





=






−2δ1κ1s11 −2δ2κ2s21 2κ1r11 2κ2r21
−2δ1κ1s12 −2δ2κ2s22 2κ1r12 2κ2r22
−2δ1κ1s13 −2δ2κ2s23 2κ1r13 2κ2r23
−2δ1κ1s14 −2δ2κ2s24 2κ1r14 2κ2r24




 .

Luego calculando el producto de matrices NTJN , encontramos condiciones para las

constantes κ1, κ2, δ1 y δ2, esto es,

NTJN =






−2δ1κ1s11 −2δ1κ1s12 −2δ1κ1s13 −2δ1κ1s14
−2δ2κ2s21 −2δ2κ2s22 −2δ2κ2s23 −2δ2κ2s24
2κ1r11 2κ1r12 2κ1r13 2κ1r14
2κ2r21 2κ2r22 2κ2r23 2κ2r24











0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0










−2δ1κ1s11 −2δ2κ2s21 2κ1r11 2κ2r21
−2δ1κ1s12 −2δ2κ2s22 2κ1r12 2κ2r22
−2δ1κ1s13 −2δ2κ2s23 2κ1r13 2κ2r23
−2δ1κ1s14 −2δ2κ2s24 2κ1r14 2κ2r24





=






0 4δ1δ2κ1κ2{s1, s2} 4δ1κ21{r1, s1} 4δ1κ1κ2{r2, s1}
4δ1δ2κ1κ2{s2, s1} 0 4δ2κ1κ2{r1, s2} 4δ2κ22{r2, s2}
4δ1κ21{s1, r1} 4δ2κ1κ2{s2, r1} 0 4κ1κ2{r1, r2}
4δ1κ1κ2{s1, r2} 4δ2κ22{s2, r2} 4κ1κ2{r2, r1} 0




 .
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Por lo tanto, según la ecuación (2.31) tenemos que la matriz N está definida como

N = [−2δ1κ1s1 − 2δ2κ2s2 2κ1r1 2κ2r2].

Esta matriz es simpléctica con

κ1 =
1

2
√

|{r1, s1}|
, κ2 =

1

2
√
|{r2, s2}|

, δ1 = sgn({r1, s1}) y δ2 = sgn({r2, s2}).

Además, sabemos que la matriz de normalización JS∗ está dada por

JS∗ = [A(−2s1δ1κ1) A(−2s2δ2κ2) A(2r1κ1) A(2r2κ2)].

Usando (2.28) en esta última ecuación, se sigue que

JS∗ = [−δ1ω1(2κ1r1) − δ2ω2(2κ2r2) δ1ω1(−2δ1κ1s1) δ2ω2(−2δ2κ2s2)].

De donde se obtiene que la matriz JS∗ es de la forma

JS∗ =





0 0 δ1ω1 0
0 0 0 δ2ω2

−δ1ω1 0 0 0
0 −δ2ω2 0 0



 , así, S∗ =





δ1ω1 0 0 0
0 δ2ω2 0 0
0 0 δ1ω1 0
0 0 0 δ2ω2



 .

Luego, la forma normal para el Hamiltoniano H2 en (2.27) adquiere la siguiente forma

K2(q, p) =
1

2
(q1, q2, p1, p2)






δ1ω1 0 0 0
0 δ2ω2 0 0
0 0 δ1ω1 0
0 0 0 δ2ω2











q1
q2
p1
p2






=
1

2
(q1, q2, p1, p2).(δ1ω1q1, δ2ω2q2, δ1ω1p1, δ2ω2p2)

=
δ1ω1

2
(q21 + p21) +

δ2ω2

2
(q22 + p22), δ1 = ±1, δ2 = ±1.

Esto finaliza la demostración del teorema.

2.6. Forma normal en el caso de autovalores imaginários
puros debida a N. Burgoyne y R. Cushman [2]

En esta sección mostraremos un algoritmo dado por N. Burgoyne y R. Cushman [2] para

determinar la forma normal del sistema (2.17) cuando los valores propios son imaginarios

puros.
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Si los valores propios de A son todos imaginarios puros entonces el polinomio caracterís-

tico de A es de la forma p(λ) =
∏

i(λ
2 + ω2

i )
ni, donde ωi != ωj para i != j y ωi > 0 para todo

i. Inicialmente suponga que el polinomio característico de A es P (λ) = (λ2 + ω2)n, donde

ω ∈ R+. De esta forma tenemos que el polinomio minimal de A es pmin(λ) = (λ2+ω2)m, para

algún entero m, 1 ≤ m ≤ n. Vamos a iniciar nuestro algoritmo haciendo una descomposición

de A como la suma de una matriz semi-simple Hamiltoniana Σ y una matriz nilpotente M .

Note que la siguiente matriz

Σ = A

{

I +
m−1∑

j=1

(
2j
j

)(
A2 + ω2I

4ω2

)j
}

,

es una matriz semi-simples. También observe que la matriz

M = −A
m−1∑

j=1

(
2j
j

)(
A2 + ω2I

4ω2

)j

satisface Mm = 0, por lo que tenemos que M es nilpotente. Notemos que las matrices Σ y M

son matrices Hamiltonianas por ser combinación lineal de matrices Hamiltonianas, y como

A = Σ +M tenemos la descomposición deseada. Para mayores detalles sobre esta descom-

posición se pueden consultar varios libros de Álgebra Lineal, por ejemplo, en el capítulo 7

de Hoffman y Kunze [5].

Sean Ki = {x ∈ R2n/M ix = 0}, i = 0, ..., m. Note que K0 = {0} y Km = R2n.

Defina el corchete de Poisson entre vectores {x, y} = xTJy, para todo x, y ∈ R2n. Nuestro

próximo paso es construir ciertos subespacios convenientes de R2n. Sea W0 = {0} y cons-

truyamos subespacios Wj , j > 0, de R2n mediante un proceso recursivo que describiremos a

continuación:

a) Obtenga un entero t = tj , 0 ≤ t ≤ m, tal que

W⊥
j−1 ∩Kt+1 = W⊥

j−1, pero W⊥
j−1 ∩Kt != W⊥

j−1,

donde W⊥
j−1 = {x ∈ R2n/{x, w} = 0, ∀w ∈ Wj−1}. Note que si M = 0 (ésto es, m = 1),

entonces t = 0.

b) Escoja z ∈ W⊥
j−1 tal que z !∈ Kt y {z,N tΣ(t+1)mod2z} = δj , donde δ2j = 1.

c) Defina Zj como el espacio generado por Σ(t+1)mod2z,MΣ(t+1)mod2z,...,M tΣ(t+1)mod2z.

d) Defina Wj por Wj = Zj +Wj−1. Si Wj != R2n repita el proceso hasta obtener Wl = R2n

para algún entero l.

30



Ahora vamos a construir una base para el subespacio Zj encontrado anteriormente.

Existen dos casos: t par y t impar.

Si t es impar: Sea z el vector encontrado en b), con δ = δj = {z,M tz} y r = 1
2(t + 1).

Considere z0 = z y forme zi, 1 ≤ i ≤ r, como sigue:

zi = zi−1 +
δ

2ω2
{zi−1,ΣM

t+1−2izi−1}M2i−1Σzi−1.

Tome z̃0 = zr y construya z̃i, 1 ≤ i ≤ r − 1, usando

z̃i = z̃i−1 −
δ

2
{z̃i−1,M

t−2iz̃i−1}M2iz̃i−1.

En el caso r = t = 1 esta última construcción debe ser omitida. Tome

τ = τj =






0, si j = 1,
j−1∑

i=1

(ti + 1), si j != 1.

Dado que z∗ = z̃r−1, la base deseada de Zj es la base B cuyos elementos son

bτ+2i−1 = M i−1z∗, bn+τ+2i−1 = (−1)i−1δM t+1−iz∗,

bτ+2i =
1

ω
ΣM i−1z∗, bn+τ+2i = (−1)i−1 δ

ω
ΣM t+1−iz∗,

para i = 1, ..., t + 1. Tenemos que {bi, bj} = Jij , i, j = 1, ..., 2t + 2, luego esta es una base

simpléctica de Zj. En esta base, la matriz de la restricción de A al subespacio Zj es

X =

(
X1 0
X2 −XT

1

)
,

donde

X1 =






L 0 0 . . . 0 0
I L 0 . . . 0 0
... . . . ...

... . . . ...
0 0 0 . . . I L






, X2 =






0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0
... . . . ...

... . . . ...
0 0 0 . . . 0 ∆






,

con L =

(
0 −ω
ω 0

)
, I =

(
1 0
0 1

)
y ∆ =

(
(−1)r−1δ 0

0 (−1)r−1δ

)
.

Si t es par: Sea z el vector encontrado anteriormente, con δ = δj = {z,M tΣz} y r = 1
2 t.

Considere z0 = z y forme zi, 1 ≤ i ≤ r, como sigue:

zi = zi−1 −
δ

2
{zi−1,M

t+1−2izi−1}M2i−1Σz0.
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En el caso r = t = 0 esta construcción debe ser omitida. Tome z̃0 = zr y construya z̃i,

1 ≤ i ≤ r usando

z̃i = z̃i−1 −
δ

2
{z̃i−1,M

t−2iΣz̃i−1}M2iz̃i−1.

En el caso r = t = 0 esta última construcción debe ser omitida. Tome

τ = τj =






0, se j = 1
j−1∑

i=1

(ti + 1), se j != 1

Siendo z∗ = z̃r, la base deseada de Zj es la base B cuyos elementos son

bτ+i =
√
ωM i−1z∗ y bn+τ+i = (−1)i−1 δ√

ω
ΣM t+1−iz∗,

para i = 1, ..., t + 1. Tenemos que {bi, bj} = Jij , i, j = 1, ..., 2t + 2, luego ésta es una base

simpléctica de Zj. En esta base, la matriz de la restricción de A al subespacio Zj es

Y =

(
Y1 Y2

−Y2 −Y T
1

)
,

donde

Y1 =






0 0 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0
... . . . ...

... . . . ...
0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 1 0






Y2 =






0 0 0 . . . 0 −εω
0 0 0 . . . εω 0
... . . . ...

... . . . ...
0 εω 0 . . . 0 0

−εω 0 0 . . . 0 0






.

La matriz de A sobre R2n con respecto a la base {b1, ..., b2n} es

Z =

(
E F
G −ET

)
,

con

E =




E1 0 . . . 0
0 E2 . . . 0
...

... . . .
...



 , F =




F1 0 . . . 0
0 F2 . . . 0
...

... . . .
...



 , G =




G1 0 . . . 0
0 G2 . . . 0
...

... . . .
...



 ,

donde (
Ej Fj

Gj −ET
j

)
,

es una matriz (2tj + 2)× (2tj + 2) tipo X o Y , definida anteriormente.
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Vamos ahora al caso general en que el polinomio característico de A es de la forma

p(λ) =
∏

i

(λ2 + ω2
i )

ni , donde ωi != ωj para i != j y ωi > 0 para todo i. En este caso defina

Li =
∏

j &=i

(A2 + ω2
j )

nj . Entonces los espacios Vi = Li(R2n) de dimensión 2ni, son subespacios

invariantes por A (A(Vi) ⊂ Vi) y son dos a dos ortogonales, ésto es, {vi, vj} = 0 para todo

vi ∈ Vi y vj ∈ Vj, i != j. El algoritmo anterior puede ser aplicado a cada matriz Ai, obtenida

restringiendo A al subespacio Vi. Como resultado final la matriz A en la nueva base asume

la forma (
Q R
S −QT

)
,

con

Q =




Q1 0 . . . 0
0 Q2 . . . 0
...

... . . .
...



 , R =




R1 0 . . . 0
0 R2 . . . 0
...

... . . .
...



 , S =




S1 0 . . . 0
0 S2 . . . 0
...

... . . .
...



 ,

donde (
Qj Rj

Sj −QT
j

)
,

es una matriz ni × ni tipo Z, definida anteriormente.

A continuación, vamos a describir algunos resultados que serán de mucha importancia

en nuestro análisis de formas normales de orden mayor o igual a tres que estudiaremos más

adelante.

Sea V un espacio vectorial real de dimensión finita. Una transformación lineal Σ : V → V

es llamada semisimple si cada subespacio lineal Σ− invariante de V tiene un subespacio

complementario Σ−invariante.

Lema 3 Si Σ : V → V es semisimple entonces V = imΣ ⊕ kerΣ.

La descomposición Σ−M de una aplicación lineal A : V → V es la descomposición A = Σ+M

con Σ semisimple y M nilpotente y ΣM = MΣ.

Lema 4 Suponga que Σ − M es la descomposición de una aplicación lineal A : V → V

entonces

1. kerA = kerΣ ∩ kerM .

2. imA = imΣ⊕ imM ∩ kerΣ.
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Corolario 1 Suponga que Y es un complemento de imM ∩kerΣ en kerΣ, es decir, kerΣ =

Y ⊕ kerΣ ∩ imM . Entonces Y es un complemento de imA en V , es decir, V = imA⊕ Y .

La demostración de estos resultados se encuentran en [21].

Por otro lado, sea Pn(V,R) el espacio vectorial de polinomios homegéneos a valores reales

sobre V con grado n, y sea FP (V,R) el espacio vectorial formado por el conjunto de las series

de potencias formales a valores reales sobre V . Además, suponga que H = H2+H3+H4+ · · ·
es la serie de potencia formal a valores reales sobre V de una función Hamiltoniana H ,

Hn ∈ Pn(V,R), n ≥ 2. Suponiendo que H2 ya está en su forma normal, es decir, la matriz

del campo vectorial lineal X está en su forma normal simpléctica real. En otras palabras,

supongamos que tenemos la descomposición Σ y M de X. Sean L la derivada de Lie de

elementos de FP (V,R) con respecto a X, S la parte de X corespondiente a Σ y N la

parte de X correspondiente a M . Claramente L = S + N y L , S y N son aplicaciones

del conjunto Pn(V,R) consigo mismo. Sea Ln, Sn y Nn las restricciones de L , S y N a

Pn(V,R). Entonces Ln = Sn+Nn es la descomposición Σ−M de Ln. Para n ≥ 2 sea Yn un

complemento de kerSn ∩ imNn en el kerSn, esto es, Yn⊕kerSn∩ imNn = kerSn. Usando

el Corolario 1 tenemos que Yn ⊕ imLn = Pn(V,R). Ahora, podemos formular la siguiente

definición.

Definición 6 El Hamiltoniano H está en su forma normal hasta orden k si Hn ∈ Yn para

3 ≤ n ≤ k. Note que para X semisimple Yn = kerLn.

Sea LH la derivada de Lie con respecto al campo vectorial Hamiltoniano XH , con Hamil-

toniano H ∈ FP (V,R). En otras palabras LH es la derivada de Lie generada por H . Es

claro que Lh es una aplicación del conjunto FP (V,R) consigo mismo. Defina el operador

expLH =
∑

n≥0

1

n!
L

n
H .

Entonces la transformación φH : u → v (u, v ∈ V , vectores con componentes en FP (V,R))

definido por

v = φH(u) = expLH(u) (2.32)

es una transformación simpléctica. Note que φt
H = exptLH(u) es el flujo del campo vectorial

XH(u) = LH(u).

Corolario 2 Suponga que H ∈ FP (V,R) está en su forma normal hasta téminos de grado

n− 1 ≥ 2. Entonces podemos encontrar una función F ∈ Pn(V,R) tal que la transformación
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simpléctica dada por (2.32) con generador F , lleva H(v) a su forma normal hasta términos

de grado n.

Demostración. Sea Hk el término homogéneo de grado k, en la evaluación de H . Tenemos

que φt
F (u) es el flujo del campo vectorial XF y así

d

dt
Hk(φ

t
F (u)) = LFHk(φ

t
F (u)).

La solución de esta ecuación diferencial es

Hk(φ
t
F (u)) = expLFHk(φ

0
F (u)) = exptLFHk(u),

donde para t = 1 resulta la siguiente expresión

Hk(φF (u)) =
∑

m≥0

1

m!
L

m
F Hk(u). (2.33)

Así el primer término en Hk(φF (u)) es de orden k, la segunda de orden n+ k− 2 y las otras

son de de mayor orden. Por lo tanto,

(H ◦ φF )k(u) = Hk(u) para 2 ≤ k ≤ n− 1,

esto es, los términos de grado k ≤ n− 1 no se ven afectados y permanecen en forma normal.

Además, tenemos

(H ◦ φF )n(u) = Hn(u) + LFH2(u).

Descomponiendo Hn(u) = Gn(u)+H ′
n(u) con Gn(u) ∈ imL y H ′

n(u) ∈ Tn, podemos escojer

F tal que Gn(u) = L F (u) = −LH2(u). Entonces tenemos (H ◦ φF )n(u) = H ′
n(u) ∈ Yn.

Esto finaliza la demostración.

2.7. Forma normal para un Hamiltoniano con un grado
de libertad hasta términos de quinto orden cuando
la parte cuadrática es nula [11]

En esta sección generalizaremos la forma normal de Gustavson (ver [22]) para sistemas

Hamiltonianos no lineales con un grado de liberdad cuando el Hamiltoniano

H(q, p) =
n∑

s=m

Hs(q, p) + H̃(q, p), Hs =
∑

k+l=s

h̃klq
kpl, (2.34)
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comienza con términos de grado tres o más, mediante la construcción de un cambio de

coordenadas simpléctico (q, p) → (Q,P ) que simplifica el Hamiltoniano (2.34).

Es importante señalar que la transformación simpléctica que introduce las nuevas varia-

bles Q y P está asociada a la función generadora S = S(q, P ) de la forma

S = qP +
n−m+2∑

s=3

Ss(q, P ), Ss =
∑

k+l=s

sklq
kP l, m ≥ 3, n ≥ 4, (2.35)

donde skl son coeficientes constantes. Estos valores serán determinados mediante el proceso

de simplificación de la función H . Adicionalmente, del Teorema 2, adaptado a la actual

situación (pues aquí no tenemos términos cuadráticos) se obtiene que la relación entre las

antiguas y nuevas variables es dada por

Q =
∂S

∂P
, p =

∂S

∂q
. (2.36)

A partir de estas relaciones, encontramos las expresiones q = q(Q,P ), p = p(P,Q), para

las antiguas variables en términos de las nuevas variables como expansiones inclusive hasta

términos de grado n−m+ 1 con respecto a Q y P por

q = q(Q,P ) = Q− ∂S3(Q,P )

∂P
+ · · · , p = p(Q,P ) = P +

∂S3(Q,P )

∂Q
+ · · · (2.37)

Aquí los puntos supensivos denotan los términos de grado mayor a dos con respecto a Q y

P (inclusive hasta términos de grado n−m+ 1).

Sustituyendo las expresiones (2.37) en (2.34), se produce la expansión en series de la

función Hamiltoniana Γ definida por

Γ =
n∑

s=m

Γs(Q,P ) + Γ̃(Q,P ), Γs =
∑

k+l=s

γklQ
kP l,

donde Γ̃(Q,P ) es una función que contiene términos de grado mayor que n con respecto

a Q y P . Siguiendo el enfoque que brinda el algoritmo de la forma normal de Gustavson

como en [22], se obtiene que las funciones Γs(Q,P ) son encontradas utilizando las fórmulas

o relaciones:

Γm = Hm(Q,P ), (2.38)

Γm+1 = {S3, Hm}+Hm+1(Q,P ), (2.39)

Γr = {Sr−m+2, Hm}+Hr(Q,P ) + Fr(Q,P ) (r = m+ 2, . . . , n), (2.40)
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de manera secuencial. Notemos que la relación entre el Hamiltoniano inicial H y el nuevo

Hamiltoniano Γ, es

H

(
q,
∂S

∂q

)
= Γ

(
∂S

∂P
, P

)
,

es decir,

Hm

(
q, P +

∂S3

∂q
+ · · ·

)
+Hm+1

(
q, P +

∂S3

∂q
+ · · ·

)
+ · · · =

Γm

(
q +

∂S3

∂P
+ · · · , P

)
+ Γm+1

(
q +

∂S3

∂P
+ · · · , P

)
+ · · ·

donde, Hs =
∑

k+l=s

h̃klq
kP l y Γs =

∑

k+l=s

γklq
kP l, y por lo tanto:

1. Los términos de grado m deben satisfacer la relación:

Hm(q, P ) = Γm(q, P ).

2. Los términos de grado m+ 1 deben satisfacer la relación:

∑

k+l=m

h̃kllq
kP l−1∂S3

∂q
+Hm+1 =

∑

k+l=m

γklkq
k−1P l∂S3

∂P
+ Γm+1.

Como h̃kl = γkl cuando k + l = m, entonces

Γm+1 =
∑

k+l=m

h̃kl

(
lqkP l−1∂S3

∂q
− kqk−1P l∂S3

∂P

)
+H∗

m+1,

Γm+1 = {S3, Hm}+Hm+1.

3. Los términos de grado m+ 2 deben satisfacer la relación:

∑

k+l=m

h̃kllq
kP l−1 ∂S4

∂q
+

∑

k+l=m

h̃kl

(
l

2

)
qkP l−2

(
∂S3

∂q

)2

+
∑

k+l=m+1

h̃kllq
kP l−1 ∂S3

∂q
+Hm+2 =

∑

k+l=m

h̃klkq
k−1P l ∂S4

∂P
+

∑

k+l=m

γkl

(
k

2

)
qk−2P l

(
∂S3

∂P

)2

+
∑

k+l=m+1

γklkq
k−1P l ∂S3

∂P
+ Γm+2.

Entonces,

Γm+2 =
∑

k+l=m

h̃kl

(
lqkP l−1∂S4

∂q
− kqk−1P l∂S3

∂P

)
+ Fm+2 +Hm+2,

Γm+2 = {S4, Hm}+ Fm+2 +Hm+2,
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donde

Fm+2 =
∑

k+l=m

h̃kl

(
l

2

)
qkP l−2

(
∂S3

∂q

)2

+
∑

k+l=m+1

h̃kllq
kP l−1∂S3

∂q
−

∑

k+l=m

γkl

(
k

2

)
qk−2P l

(
∂S3

∂P

)2

−
∑

k+l=m+1

γklkq
k−1P l∂S3

∂P
.

Considerando la forma polinomial de S3,

S3(q, P ) = s30q
3 + s21q

2P + s12qP
2 + s03P

3,

se obtiene que

Fm+2 = 9s230
∑

k+l=m+2
k≥4, l≥0

h̃k−4,l+2

(
l + 2

2

)
qkP l + 12s21s30

∑

k+l=m+2
k≥3, l≥1

h̃k−3,l+1

(
l + 1

2

)
qkP l+

(4s221 + 6s30s12)
∑

k+l=m+2
k≥2, l≥2

h̃k−2,l

(
l

2

)
qkP l + 4s21s12

∑

k+l=m+2
k≥1, l≥3

h̃k−1,l−1

(
l − 1

2

)
qkP l+

s212
∑

k+l=m+2
k≥0, l≥4

h̃k,l−2

(
l − 2

2

)
qkP l + 3s30

∑

k+l=m+2
k≥2, l≥0

h̃k−2,l+1(l + 1)qkP l+

2s21
∑

k+l=m+2
k≥1, l≥1

h̃k−1,llq
kP l + s12

∑

k+l=m+2
k≥0, l≥2

h̃k,l−1(l − 1)qkP l−

s221
∑

k+l=m+2
k≥4, l≥0

γk−2,l

(
k − 2

2

)
qkP l − 4s21s12

∑

k+l=m+2
k≥3, l≥1

γk−1,l−1

(
k − 1

2

)
qkP l−

(6s21s03 + 4s212)
∑

k+l=m+2
k≥2, l≥2

γk,l−2

(
k

2

)
qkP l − 12s12s03

∑

k+l=m+2
k≥1, l≥3

γk+1,l−3

(
k + 1

2

)
qkP l−

9s203
∑

k+l=m+2
k≥0, l≥4

γk+2,k−4

(
k + 2

2

)
qkP l − s21

∑

k+l=m+2
k≥2, l≥0

γk−1,l(k − 1)qkP l−

2s12
∑

k+l=m+2
k≥1, l≥1

γk,l−1kq
kP l − 3s03

∑

k+l=m+2
k≥0, l≥2

γk+1,l−2(k + 1)qkP l.

Es importante señalar que las relaciones (2.38)−(2.40) son la esencia del algoritmo, donde

las funciones Fr en (2.40) dependen de Hm, . . . , Hr−1 obtenidas por la expansión del Hamil-

toniano original (2.37), como también de Ss encontradas para s = 3, 4, . . . , r − m + 1, que

definen la función generadora (2.40).
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2.8. La forma normal de Lie o método de Deprit-Hori

Otro método matemático para simplificar el Hamiltoniano por medio de un cambio de

variables es el método de Lie desarrollado por Deprit (1969) [3] y Hori [6] y posteriormente

extendido por Kamel (1970) [7] y Henrard (1970) [4]. Es un procedimiento general de cambio

de coordenadas en un sistema de ecuaciones el cual depende de un pequeño parámetro. El

método de Deprit original era solamente para sistemas Hamiltonianos, pero las extensiones

de Kamel y Henrard fueron para sistemas de ecuaciones no Hamiltonianas. Aquí, por razones

obvias, trataremos sólo el caso Hamiltoniano.

2.9. Cambio de coordenadas simplécticas próxima de la
identidad

La idea general de este método es generar una transformación de coordenadas sim-

plécticas dependiendo de un pequeño parámetro como la solución general de un sistema

Hamiltoniano.

Definición 7 Se dice X(y, ε) es una transformación de coordenadas simplécticas próximo

de la identidad si X es simpléctica para cada ε fijo y es de la forma X(y, ε) = y+O(ε), i.e.,

X(y, 0) = y.

Considerando X(y, ε) un cambio de coordenadas simplécticas próxima de la identidad y

dado que X(y, 0) = y, ∂X
∂y (y, ε) es no singular para ε pequeño, se sigue por el Teorema de la

Función Inversa que la aplicación y → X(y, ε) tiene una función inversa diferenciable para ε

suficientemente pequeño. Ambas, X y su inversa, son simplécticas para cada ε fijo.

Consideremos el sistema Hamiltoniano autónomo

dx

dε
= J∇W (x, ε) (2.41)

y la condición inicial

x(0) = y, (2.42)

donde W es diferenciable. De la teoria básica de E.D.O. tenemos que la solución general del

problema anterior es una función diferenciable X(y, ε), tal que X(y, 0) = y, y del Teorema

1 de la subsección 2.2.2 que es simpléctica para cada ε fijo. Ésto es, la ecuación diferencial
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(2.41) y la condición inicial (2.42) definen una transformación de coordenadas simplécticas

próxima de la identidad.

Recíprocamente, sea X(y, ε) una transformación de coordenadas simplécticas próxima de

la identidad; así, existe una función inversa Y (x, ε) tal que X(Y (x, ε), ε) = x y Y (X(y, ε), ε) =

y, donde Y es simpléctica donde este definida. Derivando Y (X(y, ε), ε) = y con respecto a ε

tenemos
∂Y (X(y, ε), ε)

∂x

∂X(y, ε)

∂ε
+
∂Y (X(y, ε), ε)

∂ε
= 0,

o
∂X(y, ε)

∂ε
= −

[
∂Y (X(y, ε), ε)

∂x

]−1 ∂Y (X(y, ε), ε)

∂ε
.

Ésto significa que X(y, ε) es la solución general de

dx

dε
= U(x, ε), donde U(x, ε) = −

[
∂Y (x, ε)

∂x

]−1 ∂Y (x, ε)

∂ε
.

Por el Teorema 1 subsección 2.2.2 esta ecuación es Hamiltoniana; así, existe una función

W (x, ε) tal que U(x, ε) = J∇W (x, ε). Por lo tanto, hemos probado:

Lema 5 X(y, ε) es una transformación de coordenadas simpléctica próxima de la identidad,

si y sólo si, es la solución general de una ecuación diferencial Hamiltoniana de la forma

(2.41) satisfaciendo la condición inicial (2.42).

2.10. Algoritmo

Sean X(x, ε), Y (x, ε), y W (x, ε) como antes; así, X(ε, y) es la solución de (2.41) satis-

faciendo (2.42). Consideremos x = X(y, ε) como un cambio de variables la cual depende de

un parámetro. A través de este capítulo, cuando mudemos de variables no mudaremos de

parámetro ε.

Sea H(x, ε) un Hamiltoniano y G(y, ε) := H(X(y, ε), ε); así, G es el Hamiltoniano H en

las nuevas coordenadas.

Definición 8 Llamaremos al Hamiltoniano G la transformada de Lie de H generada por

W .

Algunas veces H será denotada por H', y G por H', y otras veces G también será

denotada por LH, para mostrar que G es la transformada de Lie de H generada por W .
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Sean las funciones H = H', G = H', y W expandidas en serie de Taylor con respecto al

pequeño parámetro ε. El algoritmo del método de Lie es un conjunto de fórmulas recursivas

que relacionan los términos de estas varias expansiones en serie. En particular, sea

H(x, ε) = H'(x, ε) =
∞∑

i=0

(
εi

i!

)
H0

i (x), (2.43)

G(y, ε) = H'(y, ε) =
∞∑

i=0

(
εi

i!

)
H i

0(y), (2.44)

W (x, ε) =
∞∑

i=0

(
εi

i!

)
Wi+1(x). (2.45)

El método de la transformada de Lie introduce una ordenación indexada por dos índices

{H i
j}, i, j = 0, 1, . . ., el cual coincide con (2.43) y (2.44) cuando uno de los índices, i o j, es

nulo. Los otros términos intermediarios son introducidos para facilitar los cálculos.

Denote por ϕ(t, z) el flujo del sistema Hamiltoniano dado por (2.43) y defina (por abuso

de notación) F (t) = F (t,ϕ(t, z)), entonces por la regla de la cadena tenemos

d

dt
F (t) =

∂F

∂t
(t,ϕ(t, t0, z)) + {F,H}(t,ϕ(t, t0, z)), (2.46)

donde

{F,H} =
n∑

j=1

(
∂F

∂qj
· ∂F
∂pj

− ∂F

∂pj
· ∂F
∂qj

)
.

Teorema 7 Usando la notación anterior, las funciones {H i
j} i = 1, 2, . . . ,j = 1, 2, . . .

satisfacen las identidades recursivas

H i
j = H i−1

j+1 +
j∑

k=0

(
j
k

)
{H i−1

j−k,Wk+1}. (2.47)

Demostración. Recordemos que H'(y, ε) = G(y, ε) = H(ε, X(y, ε), ε), donde X(y, ε) es la

solución general del sistema Hamiltoniano asociado a (2.43). Definiendo el operador diferen-

cial D = DW por

DF (x, ε) =
∂F

∂ε
(x, ε) + {F,W}(x, ε), (2.48)

tenemos de (2.46),
d

dε

(
F (x, ε)|x=X(ε,y)

)
= DF (x, ε)|x=X(y,ε). (2.49)
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Defina nuevas funciones por H0 = H , H i = DH i−1, i ≥ 1, cuya expansión en serie es

H i(x, ε) =
∞∑

k=0

(
εk

k!

)
H i

k(x). (2.50)

Ya que el resultado obtenido aplicando D al j-ésimo término de la expansión en serie de

H i−1 es (
εj

j!

)
{H i−1

j ,W}(x, ε) + εj−1

(j − 1)!
H i−1

j (x),

tenemos que
H i(x, ε) = DH i−1(x, ε)

= D
+∞∑

j=0

εj

j!
H i−1

j (x)

=
+∞∑

j=0

εj

j!
{H i−1

j ,W}+
+∞∑

j=1

εj−1

(j − 1)!

=
∞∑

j=0

(
εj

j!

)
[H i−1

j+1 + {H i−1
j ,W}].

La suma que envuelve el corchete de Poisson puede ser analizada de la siguiente forma, donde

hemos hecho l = j + k y, subsecuentemente, escriba j en lugar de l:

∞∑

j=0

εj

j!
{H i−1

j ,W} =
∞∑

j=0

∞∑

k=0

(
εj+k

j!k!

)
{H i−1

j ,Wk+1}

=
∞∑

l=0

l∑

k=0

l!

(l − k)!k!

(
εl

l!

)
{H i−1

l−k ,Wk+1}

=
∞∑

j=0

(
εj

j!

) j∑

k=0

(
j
k

)
{H i−1

j−k,Wk+1}.

Luego las funciones H i
j se relacionan por (2.47). Falta mostrar que H' = G tiene la expansión

dada por (2.44). Por el desarrollo en serie de Taylor y de (2.49) se tiene

G(y, ε) =
∞∑

n=0

(
εn

n!

)
dn

dεn
G(y, ε)ε=0

=
∞∑

n=0

(
εn

n!

)
dn

dεn
(
H(x, ε)x=X(y,ε)

)
ε=0

=
∞∑

n=0

(
εn

n!

)(
DnH(x, ε)x=X(y,ε)

)
ε=0

=
∞∑

n=0

(
εn

n!

)
Hn

0 (x).
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Aquí hemos usado el hecho de que

D0H(x, ε)|x=X(y,ε),ε=0 = H(x, 0) = H0
0 ,

D1H(x, ε)|x=X(y,ε),ε=0 = H1|x=X(y,ε),ε=0 = H1
0 (x),

donde se verifica por inducción que

DnH(x, ε)|x=X(y,ε),ε=0 = Hn
0 (x).

Comentarios. Puesto que la transformación generada por la función W está próxima de

la identidad, el primer término en H' y H' es el mismo, a saber, H0
0 . También note que el

primer término en la expansión para W comienza con W1. Esta convención transmite algunas

propriedades agradables de las fórmulas en (2.47). Cada uno de los términos en (2.47) tiene

índices sumando i+ j, y cada término del lado derecho tiene índices superiores a i− 1.

Para construir la transformación de variables X(y, ε) note que X es la transformada de

la aplicación identidad, es decir, X(y, ε) = L(W )(Id), donde Id(x) = x.

La dependencia de las funciones {H i
j} puede ser fácilmente entendida considerando el

triángulo de Lie:
H0

0

↓
H0

1 → H1
0

↓ ↓
H0

2 → H1
1 → H2

0

↓ ↓ ↓
H0

3 → H1
2 → H2

1 → H3
0

↓ ↓ ↓ ↓
Los coeficientes de la expansión del Hamiltoniano antiguo H' están en la columna de la

izquierda, y los del nuevo Hamiltoniano están sobre la diagonal. La fórmula dada en (2.47)

establece que para calcular cualquier elemento en el triángulo de Lie es necesario tener las

entradas en la columna en cada etapa a la izquierda y arriba. Por ejemplo, para calcular la

expansión en serie para H' a través de los términos de orden ε2, primero calculamos H1
0 por

la fórmula

H1
0 = H0

1 + {H0
0 ,W1},

la cual nos da el término de orden ε, y entonces obtenemos

H1
1 = H0

2 + {H0
1 ,W1}+ {H0

0 ,W2},
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H2
0 = H1

1 + {H1
0 ,W1}.

Entonces,

H'(x, ε) = H0
0 (x) + εH1

0 (x) +
ε2

2
H2

0 + . . . .

Teorema 8 (Teorema de Perturbación General). Sean {Pi}∞i=0, {Li}∞i=0, y {Ri}∞i=0

secuencias de espacios vectoriales de funciones diferenciables definidas sobre un domínio

común O en R2n con las siguientes propiedades:

(i) Li ⊂ Pi, i = 1, 2, 3, . . .,

(ii) H0
i ∈ Pi, i = 0, 1, 2, . . .,

(iii) {Pi,Rj} ⊂ Pi+j , i, j = 0, 1, 2, . . .,

(iv) Para cualquier D ∈ Pi, i = 1, 2, . . ., existe B ∈ Li y C ∈ Ri tal que

B = D + {H0, C} (note que H0
0 = H0 = H0). (2.51)

Entonces existe W , como en (2.45) con Wi ∈ Ri, i = 1, 2, . . . , que genera una transformación

de variables simplécticas próxima de la identidad x → y tal que el Hamiltoniano en las nuevas

variables tiene una expansión en serie dada por la expresión de H∗ (2.44), con H i
0 ∈ Li, i =

1, 2, . . ..

Comentario: Siempre podemos suponer que L0 = ∅ y R0 = ∅.

Demostración. Usaremos inducción sobre los renglones del triángulo de Lie.

Hipótesis de inducción: In: H i
j ∈ Pi+j para 0 ≤ i + j ≤ n y Wi ∈ Ri, H i

0 ∈ Li para

1 ≤ i ≤ n.

Tenemos que para n = 0, I1 es válida ya que por hipótesis H0
0 ∈ P0, L0 y R0 son vacíos.

Asumamos que la hipótesis es válida para In−1. Por la ecuación (2.47)

H1
n−1 = H0

n +
n−2∑

k=0

(
n− 1
k

)
{H0

n−1−k,Wk+1}+ {H0
0 ,Wn}. (2.52)

De (ii) tenemos que H0
n ∈ Pn, H0

n−1−k ∈ Pn−1−k (k = 0, 1, . . . , n − 2) y H0
0 ∈ P0. Por

hipótesis de inducción se tiene Wk+1 ∈ Rk+1 (k = 0, 1, . . . , n − 2), y de (iii) tenemos que

{H0
n−1−k,Wk+1} ∈ Pn. Así, de (2.52) tenemos

H1
n−1 = L1 + {H0

0 ,Wn}, (2.53)
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donde L1 ∈ Pn y es conocido. Nuevamente de (2.47) se tiene

H2
n−2 = H1

n−1 +
n−2∑

k=0

(
n− 2
k

)
{H0

n−1−k,Wk+1}

= L1 +
n−2∑

k=0

(
n− 2
k

)
{H0

n−1−k,Wk+1}+ {H0
0 ,Wn},

y por lo tanto H2
n−2 = L2 + {H0

0 ,Wn}, con L2 ∈ Pn. Análogamente de (iii) tenemos

Hs
n−s = Ls + {H0

0 ,Wn}, (2.54)

donde Ls ∈ Pn, s = 1, 2, . . . , n, y así para s = n se tiene

Hn
0 = Ln + {H0

0 ,Wn}. (2.55)

De la relación (iv), podemos escoger una solución Hn
0 ∈ Ln y Wn ∈ Rn de la ecuación

(2.47). Se concluye de (2.54), hipótesis (ii) y (iii) del teorema que Hs
n−s ∈ Pn, s = 1, 2, . . . .

Así, In es verdadeira y el teorema está demostrado.

Comentarios. La ecuación de Lie (2.51) es el corazón del problema de perturbación. H0
0

define un sistema no perturbado cuando ε = 0. F = {H0
0 , .} es un operador lineal sobre

funciones, que es llamado operador de Lie. La idea es analizar este operador para deter-

minar en que espacio de funciones la ecuación (2.51) es soluble. Estrictamente hablando, el

Hamiltoniano (2.44) tiene sus términos en los espacios P ,s (H0
i ∈ Pi), y la ecuación en la

forma normal tiene sus términos en los espacios L,s (H i
0 ∈ Li). Los espacios L,s son menores

que los espacios P ,s (Li ⊂ Pi). La transformación es generada por una ecuación diferencial

Hamiltoniana con función Hamiltoniano W en los espacios R,s (Wi ∈ Ri). D es un término

antiguo, B es un nuevo término y C es un generador.

Este teorema es formal, es decir, la convergencia de la serie no es discutida. En algunos

casos de interés la serie diverge, pero aún así, se pueden obtener informaciones valiosas

analisando los primeros términos de la forma normal. El siguiente resultado muestra que

podemos parar el proceso en cualquier orden, digamos N , para obtener una transformación

simpléctica W la cual es un polinomio en ε, por lo que es convergente. De la demostración

dada en el teorema anterior, es claro que los términos de orden superior a N en la série H'

no son afectados por el truncamiento de H .

Corolario 3 Sea N ≥ 1 dado, y sean {Pi}Ni=0, {Li}Ni=1, y {Ri}Ni=1 secuencias de espacios

vectoriales de funciones diferenciables definidas sobre un dominio común O en R2n con las

siguientes propiedades:
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(i) Li ⊂ Pi, i = 1, 2, 3, · · · , N,

(ii) H0
i ∈ Pi, i = 0, 1, 2, . . .N ,

(iii) {Pi,Rj} ⊂ Pi+j , i = 0, 1, 2, . . .N , j = 1, 2, . . . , N ,

(iv) Para cualquier D ∈ Pi, i = 1, 2, . . . , N , existe B ∈ Li y C ∈ Ri tal que

B = D + {H0
0 , C}. (2.56)

Entonces existe un polinomio W ,

W (x, ε) =
N−1∑

i=0

(
εi

i!

)
Wi+1(x), (2.57)

con Wi ∈ Ri, i = 1, 2, . . . , N , tal que la transformación de variables x = X(y, ε), donde

X(y, ε) es la solución general de dx
dε = J∇W (x, ε), x(0) = y, transforma el Hamiltoniano

convergente

H(x, ε) = H'(x, ε) =
∞∑

i=0

(
εi

i!

)
H0

i (x),

en el Hamiltoniano convergente

G(y, ε) = H'(y, ε) =
N∑

i=0

(
εi

i!

)
H i

0(x) +O(εN+1), (2.58)

donde H i
0 ∈ Li, i = 1, 2, . . . , N .

2.11. Forma normal en un equilibrio

Consideremos un Hamiltoniano analítico H , el cual tiene una solución de equilibrio en

el origen de R2n. Entonces H tiene un desarrollo en serie de Taylor de la forma

H(x) = H'(x) =
∞∑

i=0

Hi(x), (2.59)

donde Hi es un polinomio homogéneo en x de grado i + 2; así H0(x) = 1
2x

TSx, donde

S ∈ M2n×2n(R) simétrica y A = JS es una matriz Hamiltoniana. La ecuación linealizada

alrededor del punto de equilibrio x = 0 es

ẋ = Ax = JSx = J∇H0(x), (2.60)

y la solución general de (2.60) es ϕ(t, x) = eAtx. Para el estudio de las soluciones de (2.59)

próximas de la solución de equilibrio será importante colocar las ecuaciones de movimiento

en la forma normal.
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2.12. Caso donde la parte lineal es semisimple

Recordemos que una matrix A ∈ M2n×2n(R) es semisimple si ésta tiene 2n autovectores

linealmente independentes los cuales pueden ser reales o complejos.

Teorema 9 Sea A ∈ Mn×n(R) semi simple. Entonces existe una mudanza formal de coor-

denadas simplécticas,

x = X(y) = y + . . . , (2.61)

la cual transforma el Hamiltoniano (2.59) a

H'(y) =
∞∑

i=0

H i(y), (2.62)

donde H i es un polinomio homogéneo de grado i+ 2 tal que

H i(etAy) = H i(y) ⇔ {H i, H0} = 0, i = 0, 1, . . . (2.63)

para todo y ∈ R2n, y para todo t ∈ R.

Para la demostración de este teorema, puede consultar [22].

Observación. La fórmula (2.63) dice que H i es una integral primera del sistema lineal

(2.60); es decir, {H i, H0} = 0 para todo i.

2.13. El caso general de una matriz Hamiltoniana

Veremos otro caso donde conseguimos una forma normal. Este método está basado en el

siguiente lema de Álgebra Lineal, conocido como método alternativo de Fredholm, y en un

producto interno definido sobre los polinomios homogéneos.

Lema 6 Sea V un espacio vectorial de dimensión finita el cual posee un produto interno.

Sea A : V → V una transformación lineal, A∗ su adjunta. Entonces V = R ⊕K∗, donde R

es la imagen de A y K∗ es el kernel de A∗.

Sea P = Pi el espacio vetorial de los polinomios homogéneos (con coeficientes reales) de

grado i en las variables x ∈ R2n. Así, si P ∈ P se tiene

P (x) =
∑

|k|=i

pkx
k =

∑

|k|=i

pk1k2...k2nx
k1
1 xk2

2 . . . xk2n
2n . (2.64)
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Defina el operador diferencial P (∂)

P (∂) =
∑

|k|=i

pk
∂k

∂xk
, (2.65)

donde introducimos la notación

∂k

∂xk
=

∂k1

∂xk1
1

∂k2

∂xk2
2

. . .
∂k2n

∂xk2n
2n

. (2.66)

Sea Q ∈ P, Q(x) =
∑

qhx
h otro polinomio homogéneo y defina el siguiente producto interno

sobre P:

〈P,Q〉 = P (∂)Q. (2.67)

Para verificar que (2.67) define un producto interno observamos que ∂kxh

∂xk = 0 si k != h y
∂kxh

∂xk = k! = k1!k2! . . . k2n! si k = h; así

〈P,Q〉 =
∑

|k|=i

k!pkqk. (2.68)

Sea A = JS una matriz Hamiltoniana donde S es la matriz simétrica del Hamiltoniano

cuadrático H0; así, H0(x) = 1
2x

TSx. Del Corolario 3 y de la demostración del Teorema 9, el

operador que interesa es LA : P → P, donde

LA(P )(x) = {H0, P}(x) = −∂P
∂x

Ax = − d

dt
P (eAtx)t=0. (2.69)

Lema 7 Sea A : R2n → R2n como antes. Entonces el adjunto de LA con respecto al producto

interno definido anteriormente en P es LAT .

Demostración. Debemos mostrar que

〈P, LAQ〉 = 〈LATP,Q〉, (2.70)

para todo P,Q ∈ P. Observe que si y = Bx (con B ∈ GL(n,R)), entonces

∂F (y)

∂xj
=

2n∑

i=1

(
∂F (y)

∂yi

)(
∂yi

∂xj

)
=

2n∑

i=1

(
∂F (y)

∂yi

)
Bji,

donde se tiene que ∂
∂x = BT ∂

∂y . De ésto se tiene,

〈P,Q ◦B〉 = P (∂x)Q(Bx) = P (BT∂y)Q(y) = 〈P ◦BT , Q〉.

En particular, haciendo B = eAt tenemos que 〈P,Q ◦ eAt〉 = 〈P ◦ eAT t, Q〉. Derivando esta

relación con respecto a t y evaluando en t = 0 obtenemos el resultado deseado.
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Teorema 10 Sea A una matriz Hamiltoniana. Entonces existe una transformación formal

de coordenadas simplécticas, x = X(y) = y + . . ., la cual transforma el Hamiltoniano (2.59)

en

H'(y) =
∞∑

i=0

H i(y), (2.71)

donde H i es un polinomio homogéneo de grado i+ 2 tal que

H i(eA
T ty) = H(y) ⇔ {HT

0 , H
i} = 0, i = 0, 1, . . . , (2.72)

para todo y ∈ R2n, t ∈ R, y HT
0 es la función Hamiltoniana del sistema ẋ = ATx.

Demostración. Notemos primero que HT
0 (x) = 1

2x
TRx es la forma cuadrática para el

Hamiltoniano de la ecuación lineal adjunta; así, AT = JR y entonces la ecuación (2.72) es

equivalente a

{H i, HT
0 } = 0, i = 1, 2, . . . .

A continuación daremos un esbozo de la demostración ya que los argumentos son similares

a los de la prueba del Teorema 9. Sea LA : Pi → Pi definida por LA(G) = {H0, G}, donde

Pi es el espacio vectorial de los polinomios homogéneos de grado i+ 2. Por los Lemas 6 y 7

tenemos que Pi = Ui⊕Vi donde, Ui = kerLAT y Vi = ImLA. De donde, dado D ∈ Pi, existen

B ∈ Li y C ∈ Pi tal que

D = B − LA(C).

Luego, para poder aplicar Teorema 8, escogemos los espacios vectoriales polinomiales:

Li = Ui, Ri = Pi,

así, dado D ∈ Pi, existen B ∈ Li y C ∈ Ri tal que la ecuación

D = B + {H0, C},

tiene solución. De esta forma la condición (2.51) en (iv) del Teorema 8 es satisfecha. La

verificación de las demás condiciones es simple y por lo tanto (de forma análoga a la prueba

del Teorema 9) existe una transformación formal de coordenadas simplécticas satisfaciendo

todas las propriedades requeridas.
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2.14. Teorema de la Curva Invariante de Moser

A continuación vamos a enunciar uno de los teoremas más famosos en la mecánica de

Hamilton el cual afirma que existen suficientes curvas invariantes que rodean un determinado

punto fijo que aseguran la estabilidad de dicho punto fijo. Este es el llamado Teorema de la

Curva Invariante, resultado que será de gran importancia para probar la estabilidad de los

puntos de equlilibrio que estudiaremos más adelante.

Teorema 11 Considere la aplicación F : (r,ϕ) → (r′,ϕ′) dada por

r′ = r + εp+1c(r,ϕ, ε)

ϕ′ = ϕ+ w + εph(r) + εp+1d(rϕ, ε),
(2.73)

donde

c y d son funciones diferenciables para 0 ≤ a ≤ r < b < ∞, 0 ≤ ε ≤ ε0,

Para todo ϕ, c y d son funciones 2π−periódicas en ϕ,

p y l son enteros p ≥ 0, l ≥ 1,

h es una función diferenciable para 0 ≤ a ≤ r < b < ∞,

dh
dr != 0 para 0 ≤ a ≤ r < b < ∞,

Si E es cualquier curva cerrada continua de la forma

E = {(r,ϕ)/r = Θ(ϕ), Θ : R → [a, b] continua y 2π−periódica},

entonces, E ∩ F (E) != ∅.

Entonces para ε suficientemente pequeño, existe una curva Γ continua F−invariante de la

forma

Γ = {(r,ϕ)/r = Φ(ϕ), Φ : R → [a, b] continua y 2π−periódica}.

Para la demostración y mayor información sobre este teorema puede consultar [17].
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2.15. Estabilidad de soluciones de equilibrio para sistemas
Hamiltonianos con un grado de libertad

En esta sección estudiamos la estabilidad de una solución de equilibrio para un sistema

Hamiltoniano con un grado de libertad.

Considere la función Hamiltoniana

H(q, p, t), q, p ∈ R, (2.74)

donde q = p = 0 es una solución de equilibrio y H es 2π− periódica en t. Además, suponga

mediante un cambio de coordenadas simpléctico conveniente, el Hamiltoniano (2.74) en las

coordenadas acción-ángulo está dado por

K = K(r,ϕ, t) = Ψ(ϕ)rn +O(rn+
1
2 ), (2.75)

donde n = m/2 con m ≥ 3, entero. Supongamos que (2.75) es analítica en
√
r, ϕ, t,

τ−periódica en ϕ y T−periódica en t.

Normalmente para escribir el Hamiltoniano (2.74) en la forma (2.75), primero obtenemos

la forma normal de (2.74) y luego hacemos el cambio de coordenadas acción−ángulo.

Teorema 12 (Teorema de Sokolskii−Cabral−Meyer) Si K es una función Hamiltoniana

definida como en (2.75), entonces

i) Si Ψ(ϕ) != 0 para todo ϕ, entonces el origen r = 0 es un equilibrio estable en el sentido

de Lyapunov.

ii) Si Ψ(ϕ) tiene un cero simple, es decir, si el número ϕ∗ esxiste tal que Ψ(ϕ∗) = 0 y

Ψ′(ϕ) != 0, el origen r = 0 es un equilibrio inestable.

Demostración. Para la demostración de la estabilidad, supongamos que Ψ(ϕ) != 0 para

todo ϕ, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que Ψ(ϕ) > 0. Considere el Hamiltoniano

truncado k = Ψ(ϕ)rn y defina para cada k > 0, la variable I = I(k) por

I =
1

2π

∫ τ

0

r(k,ϕ)dϕ,

donde

r(k,ϕ) =
k1/n

Ψ(ϕ)1/n
.
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Considere la función generadora S(I,ϕ) definida por

S(I,ϕ) =

∫ ϕ

0

r(k, θ)dθ =

∫ ϕ

0

k1/n

Ψ(ϕ)1/n
dθ.

Para eliminar el factor k1/n, hacemos S(I,ϕ) = βIG(ϕ) con

β =
2π∫ τ

0
dθ

Ψ(θ)1/n

y G(ϕ) =

∫ ϕ

0

dθ

Ψ(θ)1/n
.

Ahora, de acuerdo con el Teorema 2 descrito en la subsección 2.2.3, la función S define una

transformación simpléctica (r,ϕ) → (I,W ) por las relaciones

W =
∂S

∂I
= βG(ϕ) y r =

∂S

∂ϕ
= βIG′(ϕ).

Y el Hamiltoniano original (2.75) es transformado en el nuevo Hamiltoniano (analítico en√
I, W, t)

K(I,W, t) = βnIn +O(In+1/2),

desde que G′(ϕ) = Ψ(ϕ)−1/n, tenemos que Ψ(ϕ)G′(ϕ)n = 1. Note que Ψ(ϕ) es τ−periódica,

de hecho

W (r,ϕ+τ) = βG(ϕ+τ) = β

∫ ϕ+τ

0

dθ

Ψ(θ)1/n
= β

∫ τ

0

dθ

Ψ(θ)1/n
+β

∫ ϕ+τ

τ

dθ

Ψ(θ)

1/n

= 2π+W (r,ϕ),

así, W es una variable angular verdadera, por lo tanto K(I,W, t) es 2π−periódica en W , y

claramente, T−periódica en t.

Considere el cambio de coordenadas (I,W ) → (J,ψ) definida por

I = εγJ, W = ψ,

donde ε > 0 es un pequeño parámetro, 1 ≤ J ≤ 2 y γ es escogido tal que βnγn−1 = 1/n. Esta

es un cambio de coordenadas simplécticas con multiplicador εγ, así, el nuevo Hamiltoniano

está dado por

K(J,ψ, t) =
1

n
εn−1Jn +O(εn−1/2),

y las correspondientes ecuaciones Hamiltonianas son

dJ

dt
= O(εn−1/2),

dψ

dt
= −εn−1Jn−1 +O(εn−1/2),

con el lado derecho analítico en J, ψ, t, 2π−periódico en ψ y T−periódico en t, con 1 ≤ J ≤ 2.
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Integrando entre t = 0 y t = T , y denotado por J, ψ los valores iniciales y J1, ψ1 los

valores finales, obtenemos la aplicación

J1 = J + εn−1/2F1(J,ψ, ε),

ψ1 = ψ − εn−1TJn−1 + εn−1/2F2(J,ψ, ε),

definida y analítica en la región 1 ≤ J ≤ 2, ψ ∈ R, |ε| < ε0, con F1, F2 periódica en ψ. Esta

aplicación preserva área en virtud del carácter Hamiltoniano de las ecuaciones diferenciales.

Por lo tanto, por el Teorema de la curva invariante de Moser 11 existe, para ε pequeño,

curvas invariantes J = J(ψ) = J(ψ + 2π), próximas de círculos, esto es, con J ′(ψ) ∼ 0.

Dado que I = εγJ , la correspondiente curva I = I(ϕ) puede ser tomada interior en una

vesindad suficientemente pequeña del origen (tomando ε suficientemente pequeño). En el

espacio 3−dimensional (I,ψ, t) (considerando ṫ = 1), identificando las secciones t = 0 y

t = T obtenemos un toro formado por curvas soluciones que comienza sobre una curva

cerrada I = I(ψ). Por la unicidad de las soluciones, cualquier solución (I(t),ψ(t)) que

comienza en un punto interior de la región acotada por la curva I = I(ψ) no puede cruzar el

toro y por lo tanto, I(t) permanece pequeña. Por lo tanto, I(t) permanecerá pequeña para

todo t. Puesto que las soluciones están en el interior de un conjunto compacto éstas estarán

definidas para todo tiempo. Esto prueba la estabilidad, en el sentido que dado η > 0 existe

δ > 0 tal que si r(0) < δ entonces r(t) < η para todo t.

Ahora para demostrar la inestabilidad, asuma que Ψ(ϕ∗) != 0 y Ψ′(ϕ∗) > 0. Escoja δ > 0

suficientemente pequeño tal que

Ψ(ϕ) != 0, y Ψ′(ϕ) > 0 para 0 < |ϕ− ϕ∗| ≤ δ,

así, Ψ(ϕ) != 0 si −δ < ϕ− ϕ∗ < 0 y Ψ(ϕ) > 0 si 0 < ϕ− ϕ∗ < δ. Considere la función

V = rn sinΨ,

donde Ψ = π
2δ (ϕ− ϕ∗ + δ).

Defina la región Ω como el conjunto de puntos (r,ϕ, t) tal que

ϕ∗ − δ < ϕ < ϕ∗ + δ.

Entonces, V > 0 en Ω y V = 0 sobre ∂Ω, la frontera de Ω. La derivada de V a lo largo de

las soluciones del sistema de ecuaciones

ṙ =
∂K

∂ϕ
= rnΨ′(ϕ) +O(rn+1/2),

ϕ̇ = −∂K
∂r

= −nrn−1Ψ(ϕ) +O(rn−1/2),

53



es dada por

dV

dt
=
∂V

∂r
ṙ +

∂V

∂ϕ
ϕ̇+

∂V

∂t
= nr2n−1[Ψ′(ϕ) sinΨ− ψ

2δ
Ψ(ϕ) cosΨ] +O(r2n−1/2).

Para 0 < ϕ− ϕ∗ < δ, tenemos π/2 < (π/2δ)(ϕ− ϕ∗ + δ) < π, así cosΨ < 0. También para

−δ < ϕ− ϕ∗ < 0, se tiene cosΨ > 0 y por lo tanto,

Ψ(ϕ) cosΨ < 0 para 0 < |ϕ− ϕ∗| < δ.

Dado que Ψ′(ϕ) > 0 y sinΨ > 0 sobre |ϕ−ϕ∗| < δ, tenemos Ψ′(ϕ) sinΨ > 0 en este intervalo.

Como para la función en el interior de los corchetes tenemos que los dos sumandos no se

anulan simultáneamente sobre el intervalo compacto |ϕ−ϕ∗| ≤ δ, se sigue que esta tiene un

mínimo positivo, y por lo tanto, para r pequeño, concluimos que dV/dt > 0 sobre Ω, si r es

suficientemente pequeño. Entonces por el teorema de Chetaev [22], se sigue que el equilibrio

es inestable.

Consideremos ahora la siguiente variación del sistema Hamiltoniano (2.75)

K = K(r,ϕ, t, ε) = εkΨ(ϕ)rn +O(εk+1), (2.76)

donde 2n y k son enteros positivos.

Teorema 13 Suponga que K definida en (2.76) es análitica en r, ϕ, t, τ−periódica en ϕ

y T−periódica en t para todo 1/2 ≤ r ≤ 3 y todo 0 ≤ ε ≤ ε0. Si Ψ(ϕ) != 0 para todo ϕ,

entonces si ε0 es suficientemente pequeño cualquier solución del sistema Hamiltoniano

ṙ =
∂K

∂ϕ
, ϕ̇ = −∂K

∂r
, (2.77)

la cual comienza con |r(0)| ≤ 1 para 0 ≤ ε ≤ ε0 satisface |r(t)| ≤ 2 para todo t.

Demostración. Consideremos el Hamiltoniano truncado

k = εkΨ(ϕ)rn, así, r =

(
k

εkΦ(ϕ)

) 1
n

,

y defina, para cada k > 0, la variable I = I(K) por

I =
1

2π

∫ τ

0

r(k,ϕ)dϕ,

donde

r(k,ϕ) =

(
k

εkΦ(ϕ)

)1/n

.
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Considere la función generadora S(I,ϕ) definida por

S(I,ϕ) =

∫ ϕ

0

r(k, θ)dθ

Para eliminar el factor
(

k
εk

)1/n
, hacemos S(I,ϕ) = βIG(ϕ), donde

β =
2π∫ ϕ

0
dθ

Φ(θ)1/n

y G(ϕ) =

∫ ϕ

0

dθ

Φ(θ)1/n
.

Observe que S(I,ϕ), β y G(ϕ) son como en el Teorema (2.75), por lo tanto, existe una curva

invariante para la aplicación sección de Poincaré la cual separa r = 1 de r = 2 tal como se

demostró en el Teorema (2.75). Así, el teorema queda demostrado.

Otra de la variaciones muy importantes de la función Hamiltoniana (2.75) es la siguiente.

K = K(r,ϕ, t) = Ψ(ϕ)rα +K∗(r,ϕ, t, H0) con α > 1, K∗ = O(rα+α1), α1 > 0, (2.78)

donde la función Ψ y K∗ son τ−periódicos en ϕ, además, K∗ es 2π−periódico en t. En (2.78)

H0 es un valor suficientemente pequeño de la energía constante.

Teorema 14 Si K es una función Hamiltoniana definida como en (2.78), entonces

i) Si Ψ(ϕ) no tiene raices reales cuando 0 ≤ ϕ ≤ τ , entonces el origen es un equilibrio

estable en el sentido de Lyapunov.

ii) Si el número ϕ∗ existe de modo que Ψ(ϕ∗) = 0 pero Ψ′(ϕ∗) != 0, entonces el origen es

un equilibrio inestable.

La demostración de este resultado se encuentra en [19].

2.16. Estabilidad de soluciones de equilibrio en sistemas
Hamiltonianos con dos grados de libertad, en el ca-
so autónomo

En esta sección recordaremos los principales teoremas de estabilidad para sistemas

Hamiltonianos con dos grados de libertad. El Teorema de la Curva Invariante de Moser

puede ser usado para establecer resultados de estabilidad de puntos de equilibrio en sistemas

Hamiltonianos autónomos con dos grados de libertad. En particular, se tiene el Teorema de

Estabilidad de Arnold, cuya primera formulación es la siguiente.
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Teorema 15 (Teorema de Arnold, versión simplificada) Consideremos el Hamiltoniano

con dos grados de libertad

H = ω1r1 + ω2r2 +
β11
4
r21 +

β12
2
r1r2 +

β22
4
r22 +H∗(r1, r2,ϕ1,ϕ2), (2.79)

donde H∗(r1, r2,ϕ1,ϕ2) = O(r5/2j ), luego:

1. Si ω1ω2 > 0 la solución de equilibrio es estable.

2. Si ω1ω2 < 0 y D = β11ω2
2 − 2β12ω1ω2 + β22ω2

1 != 0 entonces la solución de eqiulibrio es

inestable.

Demostración. El incisi 1) es consecuencia del Teorema de Lyapunov. Para probar el inciso

2) consideremos inicialmente la siguiente transformación de coordenadas ε−2−simpléctica

(r1, r2,ϕ1,ϕ2) → (I1 = ε−2r1, I2 = ε−2r2,ϕ1,ϕ2),

luego la función Hamiltoniana asociada a (2.79) es dada por

F = ε−2H(ε2I1, ε
2I2,ϕ1,ϕ2) =

ω1

2
I1 +

ω2

2
I2 + ε2

[
β11
4

I21 +
β12
2

I1I2 +
β22
4
I22

]
+O(ε3) (2.80)

y las ecuaciones diferenciales asumen la siguiente forma

İj = 2Fϕj = O(ε3),

ϕ̇j = −2FIj = −(ωj + ε2
2∑

i=1

βjiIj) +O(ε3).
(2.81)

La superficie de enregía F =constante no es en general compacta. De hecho, F = 0 define

una superficie tridimensional conteniendo el origen, vea la siguiente figura.

F = constante

r2

r1

Figura 1: Superficie tridimensional.

Restringiremos nuestra atención a una superficie de enregía

F = c, donde |c| < ω1

2
. (2.82)
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Nuestro objetivo será mostrar que las soluciones no pueden escapar sobre cualquiera de estas

superficies. Usando

I1 = I, ϕ1 = ϕ,

y ϕ2 como variable independiente, eliminando I2 de (2.82), y obtenemos

I2 = Φ(I,ϕ,ϕ2) = −ω1

ω2

(
I − 2c

ω1

)
+O(ε2) (2.83)

que por (2.82) es positivo para ε suficientemente pequeño si restringimos I = I1 a 1 ≤ I ≤ 2,

o equivalentemente en las variables originales

ε2 ≤ I21 ≤ 2ε2.

Usando ϕ2 como variable independiente, en vez de t encontramos de (2.81) que

dI

dϕ2
= − Fϕ

FI2

,
dϕ

dϕ2
=

FI1

FI2

. (2.84)

Se verifica que sobre la superficie F = c estas ecuaciones asumen la forma

dI

dϕ2
= Φϕ,

dϕ

dϕ2
= −ΦI , (2.85)

donde Φ está definida por (2.83).

Este sistema (2.85) es también Hamiltoniano, con un grado de libertad, pero no autónomo.

Para eliminar la variable independiente seguimos el flujo de ϕ2 = 0 hasta la intersección con

ϕ2 = 2π. Esto define una aplicación, la cual por el Teorema de Liouville preserva área, y

así, ahora trataremos de usar el Teorema de la curva invariante. En la figura 2 ilustramos la

situación en análisis.

r = 2

r = 1

0

x1 P

2π

θ2

xMP = P

Figura 2: Aplicación de Poincaré.
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Para determinar esta aplicación de forma aproximada, integramos el sistema (2.84) omitiendo

el error O(ε3). Dado que Fϕ = O(ε3) se tiene I(2π) = I(0) +O(ε3). De donde encomtramos

I(2π) = I(0) +O(ε3),

ϕ(2π) = ϕ(0) + 2π
FI1

FI2

+O(ε3)

= ϕ(0) + 2π
ω1 + ε2(β11I1 + β12I2)

ω2 + ε2(β12I1 + β22I2)
+O(ε3).

(2.86)

Desarrollando en serie de Taylor la expresión anterior para ε = 0 y recordando que I1 = I y

la expresión (2.83) para I2 encontramos que

ϕ(2π) = ϕ(0) + 2π
ω1

ω2
+ ε2

[
8πc

ω3
2

(ω2β12 − ω1β22) +
4πD

ω3
2

I

]
+O(ε3).

Así, nuestra aplicación es del tipo Teorema de Moser (twist) con

h(I) =
8πc

ω3
2

(ω2β12 − ω1β22) +
4πD

ω3
2

I,

así, h′(I) = 4πD
ω3
2

!= 0, pues por hipótesis D != 0. Por lo tanto, el Teorema de la curva

invariante de Moser se aplica. Por lo que existe una curva invariante Γ separando I = 1 y

I = 2. Es facil ver que las soluciones comenzando en el interior de esta curva Γ para ϕ2 = 0

permanece en el interior de Γ para todo tiempo futuro.

Para probar que esto realmente establece la estabilidad de la solución nula, esbozamos

el siguiente gráfico

Γ

δ−esfera
η

r2

r1

Figura 3: Descripción de la curva Γ.

el cual describe el dominio

|F | < |ω1|
2

, 1 ≤ I1 ≤ 2, (2.87)

de donde somos capaces de encontrar una curva Γ para cada nivel de F . Para mostrar la

estabilidad debemos probar que las soluciones no pueden dejar una vecindad previamente

determinada

I21 + I22 < η2, (2.88)
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si la condición inicial está restringida a una vecindad determinada por δ = δ(η). Para este

propósito escogemos ε suficientemente pequeño tal que el dominio (2.87) está enteramente

en (2.88). Luego escoja δ pequeño tal que para los valores sobre la esfera de radio δ y

centrada en el origen se tenga |F | < |ω1|
2 . Entonces las soluciones comenzando en esta δ−esfera

permanecen sobre la superficie de energía F = c. Así las soluciones están restringidas al

dominio

|F | ≤ |ω1|
2

, I1 ≤ 2, (2.89)

y luego no puede dejar la esfera de radio η y centrada en el origen. Esto prueba la estabilidad

de la solución de equilibrio.

Teorema 16 (Teorema de Arnold, versión general) Consideremos un sistema Hamil-

toniano autónomo con dos grados de libertad con Hamiltoniano normalizado, H, que en

coordenadas simplécticas x1, x2 y y1, y2 tiene la forma

H = H2 +H4 + · · ·+H2N +H∗, (2.90)

donde

i) H es anático real en una vecindad del origen de R4.

ii) H2k, 1 ≤ k ≤ N , es un polinomio homegéneo de grado k en r1, r2, donde ri = (x2
i +

y2i )/2, i = 1, 2.

iii) H∗ tiene una expanción en serie que comienza con términos de grado al menos 2N+1.

iv) H2 = ω1r1 − ω2r2, con ωi números reales positivos.

Si para algún k, 1 ≤ k ≤ N , D2k = H2k(ω2,ω1) != 0, o equivalentemente, H2 no divide

H2k, entonces el origen es un equilibrio estable en el sentoido de Lyapunov para el sistema

Hamiltoniano considerado.

Demostración. Asumamos que D2 = · · · = D2N−2 = 0 pero D2N != 0, así, H2 debe

ser un factor de H2k para k = 1, · · · , N − 1, luego existen polinomios homogéneos F2k,

k = 1, · · · , N − 1, de grado 2k tal que H2k = H2F2k−2. Así el Hamiltoniano (2.90) es

H = H2(1 + F2 + · · ·+ F2N−2) +H2N +H#. (2.91)
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Introduciendo variables canónicas acción-ángulo ri = x2
i+y2i
2 , ϕi = arctan( yixi

), o sea, xi =
√
2ri cos(ϕi), yi =

√
2ri sin(ϕi) y reescalando las nuevas variables por ri = ε2Ji y ϕi =

ϕi, donde ε es un pequeño parámetro. De donde esta transformación de coordenadas es

ε−2−simpléctica; así el Hamiltoniano (por simplicidad usaremos la misma notación) está

dado por

H = H2F + ε2N−2H2N−2 +O(ε2N−1), (2.92)

donde F = 1 + ε2F2 + · · ·+ ε2N−2F2N−2.

Fijemos una vecindad del origen, digamos |Ji| ≤ 4, y llamemos ésta por W así que

O(ε2N−1) es uniformemente en W . De ahora en adelante nos restringiremos en nuestro análisis

a las condiciones iniciales en esta vecindad. Sea h ∈ [−1, 1] un nuevo parámetro. Dado que

F = 1 +O(ε2N−1), se tiene

H − ε2N−1h = KF, (2.93)

donde

K = H2 + ε2N−2H2N−2 +O(ε2N−1). (2.94)

Puesto que F = 1+O(ε2N−1), se sigue que F > 0 para ε suficientemente pequeño, así el nivel

de energía H = ε2N−1h es el mismo nivel que K = 0. Sea z = (J1, J2,ϕ1,ϕ2), y considere el

sistema Hamiltoniano

ż = J∇H = (J∇K)F = K(J∇F ). (2.95)

Sobre el nivel K = 0, las ecuaciones de movimiento serán

ż = J∇H = (J∇K)F. (2.96)

Para ε suficientemente pequeño la función F es positiva, luego podemos reparamatrizar el

tiempo por dτ = Fdt y la ecuaciones (2.96) asumen la forma

z′ = J∇K, ′ =
d

dτ
. (2.97)

Así, ha sido mostrado que en la vecindad W , para ε pequeño, el flujo definido por H sobre

el conjunto de nivel donde H = ε2N−1h es una reparametrización del flujo definido por K

sobre el nivel K = 0. Así, es suficiente considerar el flujo definido por K sobre el conjunto

K = 0. Se tiene que las ecuaciones de movimiento definidas por K son

J ′
i = O(ε2N−1),

ϕ′
1 = −ω1 − ε2N−2∂H2N

∂J1
+O(ε2N−1),

ϕ′
2 = ω2 − ε2N−2∂H2N

∂J2
+O(ε2N−1).

(2.98)
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Donde consideremos las siguientes condiciones iniciales: Ji(0) = Ji y ϕi(0) = ϕ0. De estas

ecuaciones la aplicacion de primer retorno o aplicación de Poincaré será calculada sobre la

sección ϕ2 ≡ 0 mod 2π en el conjunto de nivel K = 0, y luego el Teorema de la curva

invariante será aplicado.

De la primera ecuación tenemos

Ji(τ) = Ji +O(ε2N−1). (2.99)

Por otro lado, llevando en cuenta que

H2N = H2N(J1, J2) =
∑

k1+k2=N

ak1,k2J
k1
1 Jk2

2 ,

entonces
∂H2N

∂J2
=

∑

k1+k2=2N

ak1,k2J
k1
1 Jk2−1

2 ,

análogamente se tiene una fórmula para ∂H2N
∂J1

. Sustituyendo en la fórmula anterior los valores

de Ji(τ) dados en (2.99) obtenemos

∂H2N

∂J2
(J1(τ), J2(τ)) =

∑

k1+k2=2N

ak1,k2J
k1
1 Jk2−1

2 +O(ε2N−1) =
∂H2N

∂J2
(J1, J2) +O(ε2N−1),

(2.100)

y de forma análoga conseguimos

∂H2N

∂J1
(J1(τ), J2(τ)) =

∂H2N

∂J1
(J1, J2) +O(ε2N−1). (2.101)

De la última ecuación en (2.97) calculamos el tiempo T necesario para ϕ2 crecer de 0 a 2π,

es dado por

T =
2π

ω2

(
1 +

ε2N−2

ω2

∂H2N

∂J2

)
+O(ε2N−1). (2.102)

Integrando ahora la segunda ecuación en (2.97) entre τ = 0 y τ = T y denotando por

ϕ∗ = ϕ1(T ) tenemos

ϕ∗ = ϕ1 +

(
−ω1 − ε2N−2 ∂H2N

∂J1

)
T +O(ε2N−1),

sustituyendo el valor de T obtenido en (2.102) se tiene

ϕ∗ = ϕ1 − 2π

(
ω1

ω2

)
− ε2N−2

(
2π

ω2
2

)(
ω2
∂H2N

∂J1
+ ω1

∂H2N

∂J2

)
+O(ε2N−1), (2.103)

las derivadas que aparecen el la fórmula anterior son evaluadas en (J1, J2). De la relación

K = H2 +O(ε2N−1) = ω1J1 − ω2J2 +O(ε2N−1) = 0,
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tenemos que

J2 =
ω1

ω2
J1 +O(ε2N−1).

Sustituyendo este valor de J2 en (2.103) y usando la identidad de Euler para funciones

homogéneas obtenemos

ϕ∗ = ϕ1 + α+ ε2N−2βJN−1
1 +O(ε2N−1), (2.104)

donde

α = −2π
ω1

ω2
, β = −2π

N

ωN−1
2

H2N (ω2,ω1).

Por la hipótesis D2N = H2N(ω2,ω1) != 0 y así β != 0. con la ecuación

J1 → J1 +O(ε2N−1),

la ecuación (2.104) define una aplicación preservando área en una región definida por un

anillo digamos 1
2 ≤ J1 ≤ 3 para ε suficientemente pequeño. Por el Teorema de la curva

invariante, existirá un ε0 > 0 tal que, cada ε satisfaciendo 0 ≤ ε ≤ ε0, existirá una curva

invariante para esta aplicación dada por

J1 = ρ(ϕ1, ε), donde
1

2
≤ ρ(ϕ1, ε) ≤ 3, para todo ϕ1.

Además, ρ es continua y 2π−periódica en ϕ1. Para todo ε, 0 ≤ ε ≤ ε0, toda las soluciones

de (2.97) las cuales comienzan en K = 0 con condición inicial J1, J1 < 1
2 debe tener J1 tal

que J1 < 3 para todo τ . Esto es verdad para h ∈ [−1, 1] debido a la uniformidad en el error

estimado. Dado que sobre K = 0 tenemos que J2 =
ω1
ω2
J1+ · · · , una cota sobre J1 implica una

cota sobre J2. Así existen contantes c y k tales que si J1(τ), J2(τ) satisfacen las ecuaciones

en (2.97), comenzando sobre K = 0, y |Ji(0)| ≤ c entonces |Ji(τ)| ≤ k para todo τ y para

todo h ∈ [−1, 1], 0 ≤ ε ≤ ε0.

Volviendo a las coordenadas originales, (r1, r2,ϕ1,ϕ2), y el Hamiltoniano original H ,

esto significa que para cada 0 ≤ ε ≤ ε0, toda las soluciones del sistema asociado a (2.90) las

cuales comienzan sobre H = ε2N−1h y satisfacen |ri(0)| ≤ ε2c debe satisfacer |ri(t)| ≤ ε2k

para todo t y todo h ∈ [−1, 1], 0 ≤ ε ≤ ε0. Puesto que h es arbitrario, los conjuntos donde

|ri(t)| ≤ ε2k (o ε2k) y H = ε2N−1h representa una vecindad llena del origen y ella puede

ser escogida arbitrariamente pequeña, basta tomar ε pequeño. Así, el origen es estable. Las

curvas invariantes en la sección por el flujo forman un toro invariante.
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Capítulo 3

Formas normales para Hamiltonianos
con dos grados de libertad

El objetivo en este Capítulo es obtener una transformación simpléctica tal que el Hamil-

toniano H en (2.17) asuma una forma particular, con menos factores que el Hamiltoniano

original. Para ello tomaremos como base los trabajos de Markeev (ver [10]) y Sokol’skii (ver

[18, 19, 20]).

El punto de partida es, dar algoritmos para normalizar el Hamiltoniano (2.17) en tres

situaciones distintas, la primera es cuando todas las frecuencias son nulas, es decir, ω1 =

ω2 = ω3 = ω4 = 0, la segunda es cuando tenemos dos frecuencias nulas ω1 = ω3 = 0 y las

otras dos no nulas ω2 = ω4 != 0, finalmente cuando las frecuencias son no nulas e iguales, es

decir, ω1 = ω2 = ω3 = ω4 = ω.

En general, al considerar el sistema Hamiltoniano lineal real definido en (2.17) y aplicar

un cambio de coordenadas vía z = Ny inducida por una matriz N ∈ Sp(n,R), obtenemos

y = N−1z ⇒ ẏ = N−1ż = N−1Az = N−1ANy = By

con B = N−1AN . Afirmamos que la matriz B es Hamiltoniana. De hecho,

BTJ + JB = (N−1AN)TJ + J(N−1AN)

= NTATN−TJ + JN−1AN

= NTATN−TNTJN +NTJNN−1AN

= NT (ATJ + JA)N

= 0.

De esta forma probamos que un cambio de coordenadas inducida por una matriz simpléctica
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lleva el sistema (2.17) en el sistema lineal real ẏ = By. Deseamos que la matriz B admita

una forma particularmente más simple que A, llamada la forma normal.

Defina una relación ∼ entre A y B perteneciente al conjunto de toda las matrices Hamil-

tonianas en M2n×2n(R) de la siguiente forma

A ∼ B ⇔ ∃ N ∈ Sp(n,R)/B = N−1AN. (3.1)

Es fácil verificar que la relación definida en (3.1) es de equivalencia. Para encontrar una

forma normal de A ∈ sp(n,R) basta encontrar un elemento B de la clase de A que tenga

una expresión más simple, de tal forma que el nuevo Hamiltoniano H2 en (2.17) tenga menos

términos.

Para la normalización de la parte cuadrática del Hamiltoniano H2 en (2.17) hacemos un

análisis de los valores propios de la matriz JS. Para esto, considere la ecuación característica

P (λ) = det(JS − λI2n). (3.2)

Es de nuestro interés, mostrar algunos resultados de estabilidad de soluciones de equilibrio

en sistemas Hamiltonianos degenerados con dos grados de libertad (n = 2), para esto, vamos

a describir los procesos de normalización de la parte cuadrática de la función Hamiltoniana

H2 en los tres casos mencionados anteriormente.

3.1. Análisis del caso donde todas las frecuencias son nu-
las y la matriz A no es diagonalizable

Suponga que la ecuación característica (3.2) tiene todas sus raíces nulas, la matriz A =

JS no es diagonalizable y además, sea H2 = H2(x, y) la función cuadrática dada en (2.17),

definida por

H2 = h2000x
2
1 + h1100x1x2 + h0200x

2
2 + h1010x1y1 + h1001x1y2 + h0110x2y1+

h0101x2y2 + h0020y
2
1 + h0011y1y2 + h0002y

2
2.

(3.3)

Analizaremos la normalización del sistema Hamiltoniano linealizado, correspondiente a la

función Hamiltoniana H2 definida en (3.3).

Para este fin, considere el sistema Hamiltoniano linealizado (2.17) con dos grados de

libertad. El problema de normalización se reduce en encontrar una matriz simpléctica no

degenerada y real N , tal que la transformación

z = Ny, yT = (q1, q2, p1, p2), (3.4)
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reduce al sistema lineal (2.17) a la forma

ẏ = By = JS∗y, con B = JS∗. (3.5)

En los tres siguientes teoremas, de acuerdo al rango de la matriz S, que denotaremos por

rg(S), vamos a describir el algoritmo de construcción basado en Sokol’skii [20] para la nor-

malización de la función Hamiltoniana H2 definida en (3.3).

Teorema 17 Suponga que todos los valores propios de A = JS son nulos y la matriz A no

es diagonalizable. Si rg(S) = 3, entonces existe una matriz N ∈ Sp(2,R) tal que la forma

normal para el Hamiltoniano en (3.3) es

K2 =
1

2
δp21 − q1q2,

donde δ = ±1.

Demostración. Dado que rg(S) = 3 existen vectores linealmente independientes a1, a2, a3,

a4 en R4 tal que

Aa1 = 0, Aa2 = a1, Aa3 = a2, Aa4 = a3. (3.6)

A continuación, construiremos una matriz N ∈ Sp(2,R) que reduce a la matriz JS en la

forma JS∗, esto es,

JSN = NJS∗ ⇔ N−1JSN = JS∗, (3.7)

así, la ecuación (3.7) existe si y solo si, JS es semejante a JS∗ y además N debe ser sim-

pléctica, es decir, debe satisfacer

NTJN = J. (3.8)

Sea G una forma normal de Jordan para las matrices JS y JS∗. Claramente la matriz que

reduce a la matriz JS en su forma normal de Jordan, en general, no es simpléctica. Sin

embargo, el producto de matrices no simplécticas puede ser simpléctica, entonces la solución

N de la ecuación (3.7) será buscada de la forma N = A1B1.

Aquí, A1 es una matriz arbitraria que reduce a la matriz JS a su forma normal de Jordan,

es decir, es una solución no degenerada de la ecuación JSA1 = A1G, cuyas columnas estan

compuestas por los vectores propios y vectores generalizados aj, j = 1, 2, 3, 4 correspondientes

al valor propio nulo de la matriz JS.

La matriz B1 = C−1, donde la matriz C reduce a la matriz JS∗ en su forma normal de

Jordan G, es decir,

JS∗C = CG ⇔ JS∗ = CGC−1 = B−1
1 GB1. (3.9)
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Denotemos por c1 al vector propio y por c2, c3, c4 a los vectores propios generalizados,

correspondientes al valor propio nulo de la matriz JS∗, donde

JS∗ =






0 0 δ 0
0 0 0 0
0 1 0 0
1 0 0 0




 .

Así, la matriz C es de la forma C = col(c1 c2 c3 c4), con cj, j = 1, 2, 3, 4 linealmente

independientes. Se puede verificar que la matriz C es de la forma

C =





0 c14 c24 c34
0 0 0 δc14
0 0 δc14 δc24
c14 c24 c34 c44



 , (3.10)

con c14 ∈ R\{0} y c24, c34, c44 ∈ R.

Por otro lado, como B1 = C−1 se obtiene que

B1 =






b1 b2 b3 b4
b4 b3 b1δ 0
0 b1δ b4δ 0
0 b4δ 0 0




 , (3.11)

donde b1 = − c24
c214

, b2 = − δ(c214c44−2c14c24c34+c324)
c414

, b3 = δ(c224−c14c34)
c314

y b4 = 1
c14

. Notemos que

bj , j = 1, 2, 3, 4 son números reales arbitrarios con b4 != 0, pues c14 != 0.

Además, de la ecuación (3.8) obtenemos,

J = NTJN = (A1B1)
TJA1B1 = BT

1 (A
T
1 JA1)B1 = BT

1 FB1, (3.12)

donde F = AT
1 JA1 es una matriz antisimétrica, cuyas entradas son de la forma fkl = {ak, al}.

De hecho, la matriz F satisface

F T = (AT
1 JA1)

T = AT
1 J

TA1 = −AT
1 JA1 = −F.

También observe de (3.12) que F = (B−1)TJB−1 = CTJC, es decir,

F =





0 0 0 c14
c14 0 0 c24
c24 0 δc14 c34
c34 δc14 δc24 c44









0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0









0 c14 c24 c34
0 0 0 δc14
0 0 δc14 δc24
c14 c24 c34 c44





=






0 0 0 f14
0 0 −f14 0
0 f14 0 f34

−f14 0 −f34 0




 ,

(3.13)
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con f14 = −δc214 y f34 = δ(c224 − 2c14c34). Note que f14 != 0, dado que c14 != 0 y además

f 4
14 = det(F ) = det(AT

1 JA1) = det2(A1) != 0.

Además, como A1 = col(a1 a2 a3 a4), definamos la matriz A1 como

A1 =






a11 a21 a31 a41
a12 a22 a32 a42
a13 a23 a33 a43
a14 a24 a34 a44




 ,

y dado que F = AT
1 JA1, obtenemos que

F =






a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44











0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0











a11 a21 a31 a41
a12 a22 a32 a42
a13 a23 a33 a43
a14 a24 a34 a44






=






0 {a1, a2} {a1, a3} {a1, a4}
{a2, a1} 0 {a2, a3} {a2, a4}
{a3, a1} {a3, a2} 0 {a3, a4}
{a4, a1} {a4, a2} {a4, a2} 0




 .

(3.14)

Comparando las ecuaciones (3.13) y (3.14), se obtiene las siguientes condiciones: {a1, a2} = 0,

{a1, a3} = 0, f14 = {a1, a4} = {a3, a2} != 0, {a2, a4} = 0 y f34 = {a3, a4}.

Ahora, calculando la ecuación J = BT
1 FB1 determinamos algunas condiciones para las

constantes bj , j = 1, 2, 3, 4, esto es,

BT
1 FB1 =





0 0 −b24f14δ 0
0 0 f14b21 − 2δb3b4f14 − b24f34 −b24f14δ

b24f14δ b24f34 − f14b21 + 2δb3b4f14 0 0
0 b24f14δ 0 0



 = J,

en donde, será suficiente considerar

b4 =
1

√
|{a1, a4}|

, δ = −sgn({a1, a4}), (3.15)

y además se debe verificar que

f14b
2
1 − 2δb3b4f14 − b24f34 = 0. (3.16)

Como buscamos una forma lo más simple posible para la matriz B1, sin pérdida de genera-

lidad, podemos considerar c24 = c44 = 0, así obtenemos que b1 = b2 = 0. Por lo tanto de

(3.16) se tiene que

b3 = −δb4f34
2f14

. (3.17)
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A partir de las restricciones b1 = b2 = 0 y de las ecuaciones obtenidas en (3.15) y (3.17),

obtenemos la expresión de la matriz N como

N = [b4a2 b3a2 + δb4a4 b3a1 + δb4a3 b4a1]. (3.18)

De manera equivalente a (3.18), la matriz N puede ser expresada como

N =






b4a21 b3a21 + δb4a41 b3a11 + δb4a31 b4a11
b4a22 b3a22 + δb4a42 b3a12 + δb4a32 b4a12
b4a23 b3a23 + δb4a43 b3a13 + δb4a33 b4a13
b4a24 b3a24 + δb4a44 b3a14 + δb4a34 b4a14




 .

Esta matriz es simpléctica con

b3 = −δb4f34
2f14

, b4 =
1

√
|{a1, a4}|

y δ = −sgn({a1, a4}).

Además, sabemos que la matriz de normalización JS∗ está dada por

JS∗ = [A(b4a2) A(b3a2 + δb4a4) A(b3a1 + δb4a3) A(b4a1)].

Usando (3.6) en esta última ecuación, se sigue que

JS∗ = [b4a1 b3a1 + δb4a3 δb4a2 0].

De donde se obtiene que la matriz JS∗ es de la forma

JS∗ =





0 0 δ 0
0 0 0 0
0 1 0 0
1 0 0 0



 , así, S∗ =





0 −1 0 0
−1 0 0 0
0 0 δ 0
0 0 0 0



 .

Luego, la forma normal para el Hamiltoniano H2 en (3.3) adquiere la siguiente forma

K2(q, p) =
1

2
(q1, q2, p1, p2)






0 −1 0 0
−1 0 0 0
0 0 δ 0
0 0 0 0











q1
q2
p1
p2






=
1

2
(q1, q2, p1, p2).(−q2,−q1, δp1, 0)

=
δ

2
p21 − q1q2, δ = ±1.

Esto finaliza la demostración del teorema.
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Teorema 18 Suponga que todos los valores propios de A = JS son nulos y la matriz A no

es diagonalizable. Si rg(S) = 2, entonces existe una matriz N ∈ Sp(2,R) tal que la forma

normal para el Hamiltoniano en (3.3) es

K2 =
1

2
δ1p

2
1 +

1

2
δ2p

2
2,

donde δ1 = ±1, δ2 = ±1.

Demostración. Análogamente al teorema anterior, supongamos que rg(S) = 2 y sean

a1, a2, a3, a4 vectores en R4 linealmente independientes, entonces

Aa1 = 0, Aa2 = a1, Aa3 = 0, Aa4 = a3. (3.19)

Para la construcción de la matriz N ∈ Sp(2,R), buscamos la solución N de la ecuación (3.7)

de la forma N = A1B1. En este caso, notemos que la matriz JS∗ viene dada por

JS∗ =






0 0 δ1 0
0 0 0 δ2
0 0 0 0
0 0 0 0




 .

Así, se verifica fácilmente que la matriz C = col(c1 c2 c3 c4), con cj, j = 1, · · · , 4 lineal-

mente independientes, es de la forma

C =






c11 c21 0 c41
0 c22 c32 c42
0 δ1c11 0 0
0 0 0 δ2c32




 ,

con c11, c32 != 0 y c21, c22, c41, c42 ∈ R.

Por otro lado como B1 = C−1, se tiene que

B1 =






b1 0 b2 b3
0 0 δ1b1 0
0 b4 b5 b6
0 0 0 δ2b4




 ,

donde b1 =
1
c11

, b2 = − c21δ1
c211

, b3 = − c41δ2
c11c32

, b4 = 1
c32

, b5 = − c22δ1
c11c32

y b6 = − c42δ2
c232

. Notemos que

bj , j = 1, · · · , 6 son números reales arbitrarios, con b1, b4 != 0, puesto que c11, c32 != 0. Por

consiguiente la matriz F = (B−1
1 )TJB−1

1 = CTJC tiene la siguiente forma

F =






0 f12 0 0
−f12 0 0 f24
0 0 0 f34
0 −f24 −f34 0




 , (3.20)
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con f12 = δ1c211, f24 = c22c32δ2 − c11c41δ1 y f34 = δ2c232. Notemos que f12, f34 != 0, dado que

c11, c32 != 0 y además f 2
12f

2
34 = det(F ) = det(AT

1 JA1) = det2(A1) != 0.

De las ecuaciones (3.14) y (3.20), se tiene las siguientes condiciones: {a1, a2} = f12 != 0,

{a1, a3} = 0, {a1, a4} = 0, {a2, a3} = 0, {a2, a4} = f24 y {a3, a4} = f34 != 0.

Ahora, calculando la ecuación J = BT
1 FB1 determinamos algunas condiciones para las

constantes bj , j = 1, · · · , 6, esto es,

BT
1 FB1 =






0 0 δ1b21f12 0
0 0 0 δ2b24f34

−δ1b21f12 0 0 β34
0 −δ2b24f34 −β34 0




 = J,

donde β34 = b1δ1(b4δ2f24 − b3f12) + b4b5δ2f34.

Note que la matriz BT
1 FB1 debe ser J , por lo tanto, será suficiente considerar

b1 =
1

√
|{a1, a2}|

, b4 =
1

√
|{a3, a4}|

, δ1 = sign({a1, a2}), δ2 = sign({a3, a4}), (3.21)

y además, se debe verificar que β34 = 0, es decir,

b1δ1(b4δ2f24 − b3f12) + b4b5δ2f34 = 0 (3.22)

Como buscamos una forma lo más simple posible para la matriz B1, sin pérdida de generali-

dad podemos considerar c21 = c22 = c41 = 0, así, b2 = b5 = b6 = 0. Por lo tanto de (3.22) se

obtiene que

b3 =
b4δ2f24
f12

. (3.23)

A partir de las restricciones b2 = b5 = b6 = 0 y de las ecuaciones obtenidas en (3.21) y

(3.23), por fin, obtenemos la expresión de la matriz N como

N = [b1a1 b4a3 δ1b1a2 b3a1 + δ2b4a4]. (3.24)

De manera equivalente la matriz N en (3.24), puede ser escrita como

N =





b1a11 b4a31 δ1b1a21 b3a11 + δ2b4a41
b1a12 b4a32 δ1b1a22 b3a12 + δ2b4a42
b1a13 b4a33 δ1b1a23 b3a13 + δ2b4a43
b1a14 b4a34 δ1b1a24 b3a14 + δ2b4a44



 .

Esta matriz es simpléctica con

b1 =
1

√
|{a1, a2}|

, b4 =
1

√
|{a3, a4}|

, b3 =
b4δ2f24
f12

,

δ1 = sign({a1, a2}) y δ2 = sign({a3, a4}).
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Además, sabemos que la matriz de normalización JS∗ está dada por

JS∗ = [A(b1a1) A(b4a3) A(δ1b1a2) A(b3a1 + δ2b4a4)].

Por lo tanto, usando (3.19) se sigue que

JS∗ = [0 0 δ1b1a1 δ2b4a3].

De donde se obtiene que la matriz JS∗ es de la forma

JS∗ =






0 0 δ1 0
0 0 0 δ2
0 0 0 0
0 0 0 0




 , así, S∗ =






0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 δ1 0
0 0 0 δ2




 .

Luego, la forma normal para el Hamiltoniano H2 en (3.3) adquiere la siguiente forma

K2(q, p) =
1

2
(q1, q2, p1, p2)






0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 δ1 0
0 0 0 δ2











q1
q2
p1
p2






=
1

2
(q1, q2, p1, p2).(0, 0, δ1p1, δ2p2)

=
δ1
2
p21 +

δ2
2
p22, δ1 = ±1, δ2 = ±1.

(3.25)

Esto finaliza la demostración del teorema.

Teorema 19 Suponga que todos los valores propios de A = JS son nulos y la matriz A no

es diagonalizable. Si rg(S) = 1, entonces existe una matriz N ∈ Sp(2,R) tal que la forma

normal para el Hamiltoniano en (3.3) es

K2 =
1

2
δp21,

donde δ = ±1.

Demostración. La demostración de este teorema se realiza de manera análoga a los Teore-

mas (17) y (18). Supongamos que rg(S) = 1 y sean a1, a2, a3, a4 vectores en R4 linealmente

independientes, entonces

Aa1 = 0, Aa2 = a1, Aa3 = 0, Aa4 = 0. (3.26)
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Para la construcción de la matriz N ∈ Sp(2,R), se precede de manera similar al caso anterior,

es decir, buscamos la solución N de la ecuación (3.7) de la forma N = A1B1. En este caso,

notemos que la matriz JS∗ viene dada por

JS∗ =






0 0 δ 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




 .

Así, se verifica fácilmente que la matriz C = col(c1 c2 c3 c4), con cj, j = 1, · · · , 4 lineal-

mente independientes, es de la forma

C =






c11 c21 0 0
0 c22 c32 0
0 δc11 0 0
0 c24 0 c41




 ,

con c11, c32, c41 != 0 y c21, c22, c24 ∈ R.

Por otro lado como B1 = C−1, se tiene que

B1 =






b1 0 b2 0
0 0 δb1 0
0 b3 b4 0
0 0 b5 b6




 ,

donde b1 = 1
c11

, b2 = − c21δ
c211

, b3 = 1
c32

, b4 = − c22δ
c11c32

, b5 = − c24δ
c11c41

y b6 = 1
c41

. Notemos que

bj , j = 1, · · · , 6 son números reales arbitrarios, con b1, b3, b6 != 0, puesto que c11, c32, c41 != 0.

Por consiguiente, la matriz F = (B−1
1 )TJB−1

1 = CTJC tiene la siguiente forma

F =






0 f12 0 0
−f12 0 f23 f24
0 −f23 0 f34
0 −f34 −f34 0




 , (3.27)

con f12 = δc211, f23 = −c24c32, f24 = c22c41 y f34 = c32c41. Notemos que f12, f34 != 0, dado

que c11, c32, c41 != 0 y además f 2
12f

2
34 = det(F ) = det(AT

1 JA1) = det2(A1) != 0.

De las ecuaciones (3.14) y (3.27), se tiene las siguientes condiciones: {a1, a2} = f12 != 0,

{a1, a3} = 0, {a1, a4} = 0, {a2, a3} = f23, {a2, a4} = f24 y {a3, a4} = f34 != 0.

Ahora, calculando la ecuación J = BT
1 FB1 determinamos algunas condiciones para las

constantes bj , j = 1, · · · , 6, esto es,

BT
1 FB1 =






0 0 δb21f12 0
0 0 b3(b5f34 − b1δf23) b3b6f34

−δb21f12 −b3(b5f34 − b1δf23) 0 b6(b1δf24 + b4f34)
0 −b3b6f34 −b6(b1δf24 + b4f34) 0




 = J.
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En donde, será suficiente considerar

b1 =
1

√
|{a1, a2}|

, b3b6 =
1

{a3, a4}
, δ = sign({a1, a2}), (3.28)

y además, se debe verificar que

b3(b5f34 − b1δf23) = 0 y b6(b1δf24 + b4f34) = 0. (3.29)

Como buscamos una forma lo más simple posible para la matriz B1, sin pérdida de generali-

dad podemos considerar b6 = 1 y haciendo c12 = 0, se sigue que b2 = 0, por lo tanto, de

(3.28) se obtiene que

b1 =
1

√
|{a1, a2}|

, b3 =
1

{a3, a4}
y δ = sign({a1, a2}). (3.30)

Por otro lado de (3.29), se obtiene que

b4 = −b1δf24
f34

y b5 =
b1δf23
f34

. (3.31)

A partir de las restricciones b2 = 0, b6 = 1 y de las ecuaciones obtenidas en (3.30) y

(3.31), obtenemos la expresión de la matriz N como

N = [b1a1 b3a3 δb1a2 + b4a3 + b5a4 a4]. (3.32)

De manera equivalentemente, la matriz N en (3.32) puede ser escrita como

N =






b1a11 b3a31 δb1a21 + b4a31 + b5a41 a41
b1a12 b3a32 δb1a22 + b4a32 + b5a42 a42
b1a13 b3a33 δb1a23 + b4a33 + b5a43 a43
b1a14 b3a34 δb1a24 + b4a34 + b5a44 a44




 .

Esta matriz es simpléctica con

b1 =
1

√
|{a1, a2}|

, b3 =
1

{a3, a4}
, δ = sign({a1, a2}),

b4 = −b1δf24
f34

y b5 =
b1δf23
f34

.

Además, sabemos que la matriz de normalización JS∗ está dada por

JS∗ = [A(b1a1) A(b3a3) A(δb1a2 + b4a3 + b5a4) A(a4)].

Por lo tanto, usando (3.26) se sigue que

JS∗ = [0 0 δb1a1 0].
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De donde se obtiene que la matriz JS∗ es de la forma

JS∗ =






0 0 δ 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




 , así, S∗ =






0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 δ 0
0 0 0 0




 .

Luego, la forma normal para el Hamiltoniano H2 en (3.3) adquiere la siguiente forma

K2(q, p) =
1

2
(q1, q2, p1, p2)





0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 δ 0
0 0 0 0









q1
q2
p1
p2





=
1

2
(q1, q2, p1, p2).(0, 0, δωp1, 0)

=
δ

2
p21, δ = ±1.

Esto finaliza la demostración del teorema.

3.2. Análisis del caso donde una frecuencia es nula, una
no nula y la matriz A no es diagonalizable

Veremos que mediante un cambio de variable adecuado la función H2 en (3.3) con diez

parámetros se reduce a una forma más simple. Para lograr nuestro objetivo, supongamos que

la ecuación característica (3.2) asociada a la parte cuadrática H2 en (3.3) tiene dos raíces

nulas y dos raíces imaginarias puras, es decir, λ1 = λ2 = 0 y λ3 = −λ4 = iw, en este caso,

vamos a describir el algoritmo de construcción para la normalización de la parte cuadrática

del sistema Hamiltoniano H2, es decir, haremos un cambio de variable por medio de una

matriz N ∈ Sp(2,R), la cual garantice una forma particular más simple, esto se muestra en

el siguiente teorema.

Teorema 20 Si los valores propios de A son λ1 = λ2 = 0, λ3 = −λ4 = iω con ω != 0 y A

no es diagonalizable, entonces existe N ∈ Sp(2,R),

(x1, x2, y1, y2)
N−→ (q1, q2, p1, p2),

tal que el Hamiltoniano H2 en (3.3) es de la forma

K2(q, p) =
δ1
2
ω(q21 + p21) +

δ2
2
p22,

donde δ1 = ±1, δ2 = ±1.
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Demostración. Fijemos la notación yT = (q1, q2, p1, p2). Entonces veremos que la forma

normal del sistema lineal

ż = Az con z = (x, y), (3.33)

puede ser escrita en la siguiente forma

ẏ = JS∗y, (3.34)

donde S∗ es una matriz diagonal real, cuyos elementos de la diagonal son definidos por

h∗
11 = h∗

33 = δ1ω, h∗
22 = 0 y h∗

44 = δ2, esto es,

S∗ =






δ1ω 0 0 0
0 0 0 0
0 0 δ1ω 0
0 0 0 δ2




 .

Proponemos un cambio de variable y determinada por medio de la matriz N vía z → y

z = Ny. (3.35)

De esta forma, ż = Nẏ, así, JSz = NJS∗y, de donde JSNy = NJS∗y. Por lo tanto,

JSN = NJS∗. (3.36)

Así mismo, la transformación N que fijamos en (3.35), por ser simpléctica, debe satisfacer

NTJN = J. (3.37)

Notemos que la solución de (3.36) no es única. Con la finalidad de encontrar una transfor-

mación de normalización es preciso escoger, de las infinitas soluciones, aquella que satisface

también (3.37). Sea G una forma normal de Jordan para las matrices JS y JS∗. Claramente

la matriz que reduce a JS en su forma normal de Jordan, en general, no es simpléctica. Sin

embargo, el producto de matrices no simplécticas puede ser simpléctica, entonces buscamos

la matriz de normalización de la forma N = A1B1 con B1 = C−1, donde la matriz C reduce

a la matriz JS∗ en su forma normal de Jordan G, es decir,

JS∗C = CG ⇔ JS∗ = CGC−1 = B−1
1 GB1.

Es fácil verificar que la matriz C es de la forma

C =






c11 0 ic11 0
0 c22 0 c42

ic11 0 c11 0
0 0 0 δ2c22




 ,
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con c11, c22 != 0.

Luego, como B1 = C−1, obtenemos que

B1 =






b1 0 −ib1 0
0 b2 0 b3

−ib1 0 b1 0
0 0 0 δ2b2




 ,

donde b1 = 1
2c11

, b2 = 1
c22

y b3 = − δ2c42
c222

. Notemos que bj (j = 1, 2, 3) son números reales

arbitrarios con b1, b2 != 0, puesto que c11, c22 != 0. Sin pérdida de generalidad, podemos

considerar c11 =
√
2
2 , c22 = 1 y c42 = 0, así, b1 =

√
2
2 , b2 = 1 y b3 = 0. Por lo tanto, las

matrices C y B1 adquieren la siguiente forma

C =





√
2
2 0 i

√
2
2 0

0 1 0 0

i
√
2
2 0

√
2
2 0

0 0 0 δ2



 y B1 =





√
2
2 0 −i

√
2
2 0

0 1 0 0

−i
√
2
2 0

√
2
2 0

0 0 0 δ2



 . (3.38)

Sustituyendo N = A1B1 en (3.36) tenemos A−1
1 JSA1 = B1JS∗B−1

1 = G, cuyos elementos

de la diagonal principal satisfacen la ecuación

gkk = −g2+k 2+k = iδkω, (k = 1, 2).

De donde concluimos que la matriz G es una forma canónica de Jordan de la matriz JS. De

ahí obtenemos

G = B1JS
∗B−1

1 =






iδ1ω 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −iδ1ω 0
0 0 0 0




 . (3.39)

Además, sustituyendo N = A1B1 en (3.37) obtenemos que

J = NTJN = (A1B1)
TJA1B1 = BT

1 A
T
1 JA1B1 = BT

1 FB1, (3.40)

con F = AT
1 JA1, así, de (3.40) se deduce que F = (B−1

1 )TJB−1
1 = CTJC, es decir,

F =





√
2
2 0 i

√
2
2 0

0 1 0 0

i
√
2
2 0

√
2
2 0

0 0 0 δ2









0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0









√
2
2 0 i

√
2
2 0

0 1 0 0

i
√
2
2 0

√
2
2 0

0 0 0 δ2





=






0 0 1 0
0 0 0 δ2
−1 0 0 0
0 −δ2 0 0




 .

(3.41)
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De donde, notamos que det(F ) = det2(A1) = δ22 = 1 != 0.

Por otro lado, de acuerdo a (3.39), podemos construir la matriz A1 de la siguiente manera:

sus columnas deben ser los vectores propios y el vector generalizado de la matriz JS. La

primera y la tercera columna son los vectores propios, a∗1 y a∗3, correspondientes a los vectores

propios iδ1ω y −iδ1ω. La segunda y la cuarta columna son el vector propio a∗2 y el vector

propio generalizado a∗4 correspondientes al valor propio nulo.

Sean a1 = r1 + is1 un vector propio arbitrario de la matriz A = JS correspondiente al

valor propio iω y a2, a4 el vector propio y el vector propio generalizado, respectivamente,

correspondientes al vector propio nulo. Entonces,

Aa1 = iωa1, Aa2 = 0, Aa4 = a2

⇔Ar1 = −ωs1, As1 = ωr1, Aa2 = −0, Aa4 = 0,
(3.42)

con

a∗1 = ν1(δ1r1 + is1), a∗2 = ν2δ2a2, a∗3 = iν1(δ1r1 − is1), a∗4 = δ2ν2a4 (3.43)

donde ν1 y ν2 son números reales no nulos. De acuerdo con las ecuaciones (3.42) y (3.43)

podemos construir la matriz A1 la cual garantiza que la matriz N es real. Según (3.43),

podemos definir la matriz A1 como

A1 =






ν1(δ1r11 + is11) ν2δ2a21 iν1(δ1r11 − is11) δ2ν2a41
ν1(δ1r12 + is12) ν2δ2a22 iν1(δ1r12 − is12) δ2ν2a42
ν1(δ1r13 + is13) ν2δ2a23 iν1(δ1r13 − is13) δ2ν2a43
ν1(δ1r14 + is14) ν2δ2a24 iν1(δ1r14 − is14) δ2ν2a44




 .

Multiplicando A1 y B1 obtenemos

N =






√
2ν1δ1r11 ν2δ2a21

√
2ν1s11 ν2a41√

2ν1δ1r12 ν2δ2a22
√
2ν1s12 ν2a42√

2ν1δ1r12 ν2δ2a23
√
2ν1s13 ν2a43√

2ν1δ1r12 ν2δ2a24
√
2ν1s14 ν2a44




 . (3.44)

De manera equivalente a (3.44), las columnas de la matriz N vienen dadas por

n1 =
√
2ν1δ1r1, n2 = ν2δ2a2, n3 =

√
2ν1s1, n4 = ν2a4. (3.45)

Las constantes νi, δi (i = 1, 2) son definidas de la ecuación NTJN = J . De hecho, usando

(3.45) podemos mostrar que

NTJN =

(
0 D

−D 0

)
,
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donde D es una matriz diagonal de segundo orden, cuyas entradas son

d11 = 2ν21δ1{r1, s1} y d22 = 2ν22δ2{a2, a4}. (3.46)

En efecto, notemos que

NTJN = BT
1 FB1 =






0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0




 . (3.47)

Esto muestra que D es diagonal y además que las cantidades en (3.46) son no nulas, esto

implica que los determinantes de las matrices A1 y B1 son diferente de cero, en consecuencia

la matriz N es no singular.

Por otro lado, de acuerdo a la definición de la matriz N en (3.44), obtenemos

NTJN =





0
√
2ν1ν2δ1δ2{r1, a2} 2ν21δ1{r1, s1}

√
2ν1ν2δ1{r1, a4}

−
√
2ν1ν2δ1δ2{r1, a2} 0

√
2ν1ν2δ2{a2, s1} ν22δ2{a2, a4}

−2ν21δ1{r1, s1} −
√
2ν1ν2δ2{a2, s1} 0

√
2ν1ν2{s1, a4}

−
√
2ν1ν2δ1{r1, a4} −ν22δ2{a2, a4}

√
2ν1ν2{a4, s1} 0



 .

(3.48)

Luego, de las ecuaciones (3.47) y (3.48), se tiene las siguientes condiciones: {a2, r1} = 0,

{a2, s1} = 0, {a4, r1} = 0, {a4, s1} = 0. Además,

2ν21δ1{r1, s1} = 1 y ν22δ2{a2, a4} = 1. (3.49)

Para verificar (3.49), será suficiente considerar

δ1 = sign{r1, s1}; δ2 = sign{a2, a4}, (3.50)

y las constantes ν1 =
√
2
2 κ1 y ν2 = κ2, con

κ1 =
1

√
|{r1, s1}|

, κ2 =
1

√
|{a2, a4}|

. (3.51)

A partir de las ecuaciones (3.50) y (3.51) tenemos la expresión para las entradas de la matriz

N como

N = [δ1κ1r1 δ2κ2a2 κ1s1 κ2a4].

De manera equivalente, la matriz N puede ser escrita como

N =






δ1κ1r11 δ2κ2a21 κ1s11 κ2a41
δ1κ1r12 δ2κ2a22 κ1s12 κ2a42
δ1κ1r13 δ2κ2a23 κ1s13 κ2a43
δ1κ1r14 δ2κ2a24 κ1s14 κ2a44




 . (3.52)
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Esta matriz es simpléctica con

κ1 =
1

√
|{r1, s1}|

, κ2 =
1

√
|{a2, a4}|

, δ1 = sign{r1, s1} y δ2 = sign{a2, a4}.

Además, sabemos que la matriz de normalización JS∗ está dada por

JS∗ = [A(δ1κ1r1) A(δ2κ2a2) A(κ1s1) A(κ2a4)]

= [δ1κ1A(r1) δ2κ2A(a2) κ1A(s1) κ2A(a4)].

Por lo tanto, usando (3.42) se sigue que

JS∗ = [−δ1κ1ωs1 δ2κ2(0) κ1ωr1 κ2a2]

= [−δ1ω(κ1s1) 0 δ1ω(δ1κ1r1) δ2(δ2κ2a2)].

De donde se obtiene que la matriz JS∗ es de la forma

JS∗ =






0 0 δ1ω 0
0 0 0 δ2

−δ1ω 0 0 0
0 0 0 0




 , así, S∗ =






δ1ω 0 0 0
0 0 0 0
0 0 δ1ω 0
0 0 0 δ2






Luego, la forma normal para el Hamiltoniano en (3.3) adquiere la siguiente forma

K2(q, p) =
1

2
(q1, q2, p1, p2)






δ1ω 0 0 0
0 0 0 0
0 0 δ1ω 0
0 0 0 δ2











q1
q2
p1
p2






=
1

2
(q1, q2, p1, p2).(δ1ωq1, 0, δ2ωp1, δ2p2)

=
1

2
(δ1ωq

2
1 + δ1ωp

2
1 + δ2p

2
2)

=
1

2
δ1ω(q

2
1 + p21) +

1

2
δ2p

2
2, δ1 = ±1, δ2 = ±1.

(3.53)

Esto finaliza la demostración del teorema.

3.3. Análisis del caso donde las frecuencias son no nulas,
iguales y la matriz A no es diagonalizable

Supongamos que la ecuación característica (3.2) tiene raíces imaginarias puras con multi-

plicidad doble λ1 = −λ2 = λ3 = −λ4 = iω y la matriz A no es diagonalizable. Describiremos

el algoritmo para la normalización de la función cuadrática H2 definida en la ecuación (3.3),

según el siguiente teorema que fue extraído del artículo [18].

79



Teorema 21 Si los valores propios de A son imaginarios puros con multiplicidad doble, es

decir, λ1 = −λ2 = λ3 = −λ4 = iω, ω != 0 y A no es diagonalizable, entonces existe una

matriz N ∈ Sp(2,R) tal que la forma normal del Hamiltoniano (3.3) es

K2(q, p) =
δ

2
(p21 + p22) + ω(q1p2 − q2p1),

donde δ = ±1.

Demostración. Demostraremos este teorema, siguiendo las mismas ideas de la demostración

en el Teorema 20, es decir, buscamos la solución de la ecuación (3.7) de la forma N = A1B1

con B1 = C−1, donde la matriz C reduce a la matriz JS∗ en su forma normal de Jordan G,

es decir,

JS∗C = CG ⇔ JS∗ = CGC−1 = B−1
1 GB1.

Se puede verificar fácilmente que la matriz C es de la forma

C =






c11 −ic11 ic31 −c31
−ic11 c11 c31 −ic31
0 0 δc11 −iδc11
0 0 −iδc11 δc11




 ,

con c11, c31 != 0.

Luego, como B1 = C−1, obtenemos que

B1 =






b1 ib1 −δb2 −iδb2
ib1 b1 −iδb2 −δb1
0 0 δb1 iδb1
0 0 iδb1 δb1




 ,

donde b1 = 1
2c11

y b2 = c31
2c211

. Notemos que bj (j = 1, 2) son números reales arbitrarios con

b1, b2 != 0, puesto que c11, c31 != 0. Sustituyendo N = A1B1 en (3.9) tenemos A−1
1 JSA1 =

B1JS∗B−1
1 = G, cuyos elementos de la diagonal principal satisfacen la ecuación

gkk = −g2+k 2+k = iω,

para k = 1, 2, respectivamente.

De donde concluimos que la matriz G es una forma canónica de Jordan de la matriz JS.

De ahí obtenemos

G = B1JS
∗B−1

1 =






iω 0 1 0
0 −iω 0 1
0 0 iω 0
0 0 0 −iω




 . (3.54)
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Ahora, sustituyendo N = A1B1 en (3.37) obtenemos que

J = NTJN = (A1B1)
TJA1B1 = BT

1 A
T
1 JA1B1 = BT

1 FB1, (3.55)

con F = AT
1 JA1, así, de (3.55) se deduce que F = (B−1

1 )TJB−1
1 = CTJC, es decir,

F =





c11 −ic11 0 0
−ic11 c11 0 0
ic21 c21 δc11 −iδc11
−c21 −ic21 −iδc11 δc11









0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0









c11 −ic11 ic21 −c21
−ic11 c11 c21 −ic21
0 0 δc11 −iδc11
0 0 −iδc11 δc11





=






0 0 0 if14
0 0 if14 0
0 −if14 0 f36

−if14 0 −f36 0




 ,

(3.56)

con f14 = −2δc211 y f36 = 4δc11c31. Notemos que f14, f36 != 0, dado que c11, c31 != 0 y además

f 4
14 = det(F ) = det(AT

1 JA1) = det2(A1) != 0.

Por otro lado, de acuerdo a (3.54), podemos construir la matriz A1 de la siguiente manera:

sus columnas deben ser los vectores propios y los vectores generalizados de la matriz JS.

La primera y la tercera columna son el vector propio a1 y el vector propio generalizado a3,

correspondientes al valor propio iω, respectivamente. La segunda y la cuarta columna son el

vector propio a2 y el vector propio generalizado a4 correspondientes al valor propio −iω.

Sean a1 = r1 + is1 un vector propio arbitrario de la matriz JS correspondiente al valor

propio iω y a3 = r2 + is2 el vector propio generalizado. Estos vectores satisfacen el sistema

de ecuaciones

Aa1 = iωa1, Aa3 = iωa3 + a1

⇔Ar1 = −ωs1, As1 = ωr1, Ar2 = −ωs2 + r1, Ar2 = ωs2 + s1,
(3.57)

con

a1 = r1 + is1, a2 = −i(r1 − is1), a3 = r2 + is2, a4 = −i(r2 − is2), (3.58)

De acuerdo con las ecuaciones (3.57) y (3.58) podemos construir la matriz A1 la cual garantiza

que la matriz N es real. Según (3.58), podemos definir la matriz A1 como

A1 =






r11 + is11 −i(r11 − is11) r21 + is21 −i(r21 − is21)
r12 + is12 −i(r12 − is12) r22 + is22 −i(r22 − is22)
r13 + is13 −i(r13 − is13) r23 + is23 −i(r23 − is23)
r14 + is14 −i(r14 − is14) r24 + is24 −i(r24 − is24)




 .
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Así, de la ecuación F = AT
1 JA1, obtenemos que

F =






0 {a1, a2} {a1, a3} {a1, a4}
{a2, a1} 0 {a2, a3} {a2, a4}
{a3, a1} {a3, a2} 0 {a3, a4}
{a4, a1} {a4, a2} {a4, a3} 0




 . (3.59)

De (3.59) y de la definición de aj, j = 1, 2, obtenemos que

{a2, a1} = 2{r1, s1},

{a3, a1} = {r2, r1}+ i{r2, s1}+ {s1, s2}+ i{s2, r1},

{a4, a1} = {a3, a2} = i{r1, r2}+ {r2, s1}+ {r1, s2}+ i{s1, s2},

{a4, a2} = {r1, r2}+ i{r2, s1}+ {s2, s1}+ i{s2, r1},

{a4, a3} = 2{r2, s2}.

De las ecuaciones (3.56) y (3.59), obtenemos las siguientes condiciones:

i) {r1, s1} = 0.

ii) {r2, r1}+ {s1, s2}+ i({r2, s1}+ {s2, r1}) = 0.

⇔{r2, r1}+ {s1, s2} = 0 y {r2, s1}+ {s2, r1} = 0.

⇔{r2, r1} = {s2, s1} y {r2, s1} = {r1, s2}.

iii) if14 = i{r1, r2}+ {r2, s1}+ {r1, s2}+ i{s1, s2}.

Usando ii), obtenemos que

f14 = {r1, r2}+ {s1, s2} = 2{r1, r2} != 0.

iv) f36 = 2{r2, s2} != 0.

Ahora, calculando la ecuación J = BT
1 FB1 determinamos algunas condiciones para las cons-

tantes bj , j = 1, 2,

BT
1 FB1 =






0 0 2δb21f14 0
0 0 0 2δb21f14

−2δb21f14 0 0 2b1(b1f36 − 2b2f14)
0 −2δb21f14 −2b1(b1f36 − 2b2f14) 0




 ,

en donde, será suficiente considerar

b1 =
1

√
2|{a1, a4}|

, δ = sgn({a1, a4}), (3.60)
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y además se debe verificar que

2b1(b1f36 − 2b2f14) = 0. (3.61)

en esta última ecuación, basta considerar

b2 = δb31{a3, a6}, (3.62)

así, se satisface (3.61). Luego, multiplicando A1 y B1 obtenemos la expresión para la matriz

N como

N =





2b1r11 −2b1s11 δ(2b2s11 + 2b1r21) δ(2b2r11 − 2b1s21)
2b1r12 −2b1s12 δ(2b2s12 + 2b1r22) δ(2b2r12 − 2b1s22)
2b1r13 −2b1s13 δ(2b2s13 + 2b1r23) δ(2b2r13 − 2b1s23)
2b1r14 −2b1s14 δ(2b2s14 + 2b1r24) δ(2b2r14 − 2b1s24)



 . (3.63)

De manera equivalente a (3.63), las columnas de la matriz N vienen dadas por

n1 = 2b1r1, n2 = −2b1s1, n3 = δ(2b2s1 + 2b1r2), n4 = δ(2b2r1 − 2b1s2). (3.64)

A partir de (3.64), hacemos κ1 = 2 b1 y κ2 = 2 b2 y tenemos otra expresión para las entradas

de la matriz N como

N = [κ1r1 − κ1s1 δ(κ2s1 + κ1r2) δ(κ2r1 − κ1s2)]. (3.65)

Las constantes κi, δ (i = 1, 2) son definidas a partir de las ecuaciones (3.60) y (3.62). Por lo

tanto, la matriz N es simpléctica.

Donde

δ = sgn{r1, r2}, κ1 =
1

√
|{r1, r2}|

, κ2 =
1

2
κ31{s2, Jr2}. (3.66)

Además, la matriz de normalización JS∗ está dada por

JS∗ = [A(κ1r1) A(−κ1s1) A(δ(κ2s1 + κ1r2)) A(δ(κ2r1 − κ1s2))]

= [κ1A(r1) − κ1A(s1) δ(κ2A(s1) + κ1A(r2)) δ(κ2A(r1)− κ1A(s2))].

Por lo tanto, usando (3.57) se sigue que

JS∗ = [−κ1ωs1 − κ1ωr1 δ(κ2ωr1 − κ1ωs2 + κ1r1) δ(−κ2ωs1 − κ1(ωr2 + s1))]

= [ω(−κ1s1) − ω(κ1r1) ωδ(κ2r1 − κ1s2) + δ(κ1r1) − ωδ(κ2s1 + κ1r2) + δ(−κ1s1)].

De donde se obtiene que la matriz JS∗ es de la forma

JS∗ =






0 −ω δ 0
ω 0 0 δ
0 0 0 −ω
0 0 ω 0




 , así, S∗ =






0 0 0 ω
0 0 −ω 0
0 −ω δ 0
ω 0 0 δ
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Luego, la forma normal para el Hamiltoniano H2 en (3.3) adquiere la siguiente forma

K2(q, p) =
1

2
(q1, q2, p1, p2)





0 0 0 ω
0 0 −ω 0
0 −ω δ 0
ω 0 0 δ









q1
q2
p1
p2





=
1

2
(q1, q2, p1, p2).(ωp2,−ωp1,−ωq2 + δp1,ωq1 + δp2)

=
1

2
(ωq1p2 − ωq2p1 − ωq2p1 + δp21 + ωq1p2 + δp22)

=
δ

2
(p21 + p22) + ω(q1p2 − q2p1), δ = ±1.

(3.67)

Esto finaliza la demostración del teorema.

3.4. Análisis del caso donde las frecuencias son no nulas,
iguales y la matriz A no es diagonalizable debido
a N. Burgoyne y R. Cushman para dos grados de
libertad

A continuación, describiremos con detalle el algoritmo general de N. Burgoyne y R.

Cushman en el caso n = 2, es decir, presentaremos una demostración alternativa del Teorema

21 para un Hamiltoniano con dos grados de libertad cuando los valores propios de A son

λ1 = −λ2 = λ3 = −λ4 = iω con ω != 0, y la matriz A no es diagonalizable.

Teorema 22 Si los valores propios de A son imaginarios puros λ1 = −λ2 = λ3 = −λ4 = iω,

ω != 0 y A no es diagonalizable, entonces existe una matriz N ∈ Sp(2,R) tal que la forma

normal del Hamiltoniano (3.3) es

K2(q, p) =
δ

2
(q21 + q22) + ω(q1p2 − q2p1),

donde δ = ±1.

Demostración. Supongamos que los valores propios de A son todos imaginarios puros y

que la matriz A no es diagonalizable, entonces el polinomio característico de A es de la forma

p(λ) = (λ2 + ω2)2, donde ω ∈ R+. De esta forma tenemos que el polinomio minimal de A es

pmin(λ) = (λ2 + ω2)2.
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Vamos a iniciar nuestro algoritmo haciendo una descomposición de A como la suma de una

matriz Σ semi-simple y una matriz M nilpotente. Note que la siguiente matriz

Σ = A

(
I +

(A2 + ω2I)

2ω2

)
, (3.68)

es una matriz semi-simple. También observe que la matriz

M = −A
(A2 + ω2I)

2ω2
, (3.69)

satisface M2 = 0, por lo que tenemos que M es nilpotente, y como A = Σ + M tenemos

la descomposición deseada. Notemos que las matrices Σ y M son ambas Hamiltonianas, la

demostración se realizará más adelante, ver Lema 8.

Por otro lado, sean Ki = {x ∈ R4/M ix = 0}, i = 0, 1, 2. Note que K0 = {0}, K1 =

{x ∈ R4 : Mx = 0} y K2 = {x ∈ R4 : M2x = 0} = R4. Defina el corchete de Poisson

{x, y} = 〈x, Jy〉 = xTJy, para todo x, y ∈ R4. Nuestro próximo paso es construir ciertos

subespacios convenientes de R4. La construcción es recursiva, así, supongamos que en el

(j − 1)−ésimo paso hemos encontrado un subespacio Wj−1, para j = 1 hacemos W0 = {0}
y construyamos subespacios Wj , de R4 mediante un proceso recursivo que describiremos a

continuación.

Obtenga un entero t = tj, 0 ≤ t ≤ 2, tal que

W⊥
j−1 ∩Kt+1 = W⊥

j−1, pero W⊥
j−1 ∩Kt != W⊥

j−1, (3.70)

donde W⊥
j−1 = {x ∈ R4/{x, w} = 0, ∀w ∈ Wj−1}. Note que si M = 0 (ésto es, m = 1),

entonces t = 0 (caso diagonalizable).

Ahora, de acuerdo a (3.70) y dado que j = 1 se tiene que

Si t1 = t = 0, entonces W⊥
0 ∩ K1 = K1 != W⊥

0 , pero W⊥
0 ∩ K0 = {0} != W⊥

0 .

Observe que la condición (3.70) no se satisface para este valor de t, por tanto pasamos

al siguiente paso.

Si t1 = t = 1 ⇒ W⊥
0 ∩K2 = W⊥

0 , pero W⊥
0 ∩K1 = K1 != W⊥

1 , así, vale la condición

(3.70), por lo tanto, se tiene que para nuestro caso t = 1.

Ahora, vamos a construir una base para el subespacio Z1, de acuerdo a la sección (2.6), como

t = 1 es impar, escoja z ∈ W⊥
0 tal que z /∈ K1, es decir, Mz != 0 y δ = {z,Mz}, donde
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δ2 = 1. Defina Z1 como el espacio generado por z,Σz,Mz,MΣz y escaja W1 = Z1 +W0 =

[z,Σz,Mz,MΣz]. Además, notemos que W1 = R4, es decir,

W1 = [z,Σz,Mz,MΣz] = R4.

El conjunto de vectores

B = {z,Σz,Mz,MΣz}, (3.71)

son linealmente independientes, ver Lema 10.

Sea z el vector encontrado anteriormente, con δ = {z,Mz} y r = 1
2(t+ 1) = 1, forme

z∗ = z +
δ

2ω2
〈z,Σz〉MΣz. (3.72)

Entonces la base deseada para Z1, es la base BZ1 = {v1, v2, v3, v4} cuyos elementos son

v1 = z∗, v2 =
1

ω
Σz∗, v3 = δMz∗, v4 =

δ

ω
ΣMz∗. (3.73)

Por lo tanto, obtenemos la expresión de la matriz N como

N = [v1 v2 v3 v4]. (3.74)

De hecho, tenemos que {vi, vj} = Jij, i, j = 1, ..., 4, luego esta es una base simpléctica

de Z1, ver Lemas (11)-(17). Además, con la finalidad de simplificar la notación hacemos

a = δ
2ω2{z0,Σz0} en (3.72), así, obtenemos que

z∗ = z + aMΣz. (3.75)

Por lo tanto, la ecuación (3.73) se convierte en

v1 = z + aΣMz, v2 =
1

ω
(Σz + aMΣ2z), v3 = δMz, v4 =

δ

ω
ΣMz. (3.76)

En esta base, la matriz de la restricción de A al subespacio Z1 es la matriz JS∗, que se

obtiene mediante

JS∗ = [A(v1) A(v2) A(v3) A(v4)],

con

A(v1) = (Σ+M)(z + aΣMz) = Σz +Mz + aMΣ2z = ωv2 + δv3.

A(v2) = 1
ω (Σ + M)Σ(z + aΣMz) = 1

ω [Σ
2z + MΣz + aMΣ3z] = 1

ωΣ
2(z + aMΣz) +

1
ωMΣz = −ωv1 + δv4.
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A(v3) = δ(Σ+M)ΣMz = δΣMz = ωv4.

A(v4) =
δ
ω (Σ+M)ΣMz = δ

ω (Σ
2Mz) = −δωMz = −ωv3.

De donde se obtiene que la matriz JS∗ es de la forma

JS∗ =






0 −ω 0 0
ω 0 0 0
δ 0 0 −ω
0 δ ω 0




 , así, S∗ =






−δ 0 0 ω
0 −δ −ω 0
0 −ω 0 0
ω 0 0 0




 . (3.77)

Por lo tanto, la forma normal para el Hamiltoniano H2 definido en (3.3) adquiere la siguiente

forma.

K2(q, p) =
1

2
(q1, q2, p1, p2)






−δ 0 0 ω
0 −δ −ω 0
0 −ω 0 0
ω 0 0 0











q1
q2
p1
p2






=
1

2
(q1, q2, p1, p2).(−δq1 + ωp2,−δq2 − ωp1,−ωq2,ωq1)

= −δ
2
(q21 + q22) + ω(q1p2 − q2p1).

(3.78)

Luego, haciendo el siguiente cambio de coordenadas simpléctico

q1 = iq1, q2 = iq2, p1 = −ip1, p2 = −ip2,

se tiene que el Hamiltoniano H2 en (3.78) queda expresado como

K2 =
δ

2
(q21 + q22) + ω(q1p2 − q2p1), δ = ±1.

Esto finaliza la demostración del teorema.

A continuación, demostraremos algunas propiedades importantes que satisfacen las ma-

trices Σ y M definidas según las ecuaciones (3.68) y (3.69), respectivamente, en el Teorema

22. Estas propiedades se muestran en los dos lemas siguientes.

Lema 8 Las matrices Σ y M definidas según (3.68) y (3.69), respectivamente, son Hamil-

tonianas.

Demostración. Sabemos que una combinación lineal de matrices Hamiltonianas es una

matriz Hamiltoniana, así, será suficiente demostrar que la matriz A3 es Hamiltoniana. En

efecto, notemos que

(A3)TJ + JA3 = ATATATJ + JAAA = −ATATJA− ATJAA

= −AT (ATJ + JA)A = 0.
(3.79)
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Por tanto, de la ecuación (3.79) concluimos que A3 es una matriz Hamiltoniana. Esto finaliza

la demostración del lema.

Lema 9 La matriz Σ definida en (3.68) satisface la siguiente propiedad Σ2 + ω2I = 0

Demostración. De acuerdo a (3.68), la matriz Σ está dada por

Σ = A +
1

2ω2
A3 +

1

2
A,

de donde se obtiene que

−M = Σ− A =
1

2ω2
A3 +

1

2
A. (3.80)

De (3.80) se tiene −2ω2M = A3 + ω2A, multiplicando por A en ésta última, se obtiene

−2ω2MA = A4 + ω2A2. (3.81)

Por otro lado, observe que 0 = (A2 + ω2I)2 = A4 + 2ω2A2 + ω4I, es decir,

A4 = −2ω2A2 − ω4I. (3.82)

Luego reemplazando (3.82) en (3.81) se tiene −2ω2MA = −ω2A2−ω4I, de donde obtenemos

que −2MA = −2M(Σ +M) = −(Σ +M)2 − ω2I, por lo tanto 2MΣ = Σ2 + 2MΣ + ω2I,

esta última igualdad implica que

Σ2 + ω2I = 0.

Por lo tanto el lema queda demostrado.

En el siguiente lema demostraremos que el conjunto B según la ecuación (3.71) del

Teorema 22, es una base de R4.

Lema 10 El conjunto B = {z,Σz,Mz,MΣz} es una base de R4.

Demostración. Notemos que Σ es diagonalizable y M es nilpotente tal que M2 = 0.

Además, observe que Av = iωv con A = Σ+M , ΣM = MΣ y Mz != 0.

i) Primeramente veamos que z y Σz son linealmente independientes. Suponga que

az + bΣz = 0 a, b ∈ R. (3.83)
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Demostraremos que a = b = 0, esto es, aplicando M en la ecuación (3.83) se tiene que

aMz + bMΣz = 0,

y como MΣ = M(A−M) = AM −M2 = AM obtenemos

aMz + bAMz = 0 ⇔ bAMz = −aMz.

En esta última ecuación tome v = Mz, entonces bAv = −av. Si b != 0, entonces

Av = −a
bv, esto contradice el hecho de que Av = iωv, a menos que a = b = 0. Por lo

tanto, z y Σz son linealmente independientes.

ii) Análogamente, se prueba que Mz y MΣz son linealmente independientes.

Ahora suponga que

α1z + α2Mz + α3Σz + α4MΣz = 0, αj ∈ R, j = 1, · · · , 4. (3.84)

Aplicando M en la ecuación (3.84), resulta que

α1Mz + α3MΣz = 0.

Luego de acuerdo a ii) se sigue que α1 = α2 = 0, así, de (3.84) se obtiene que

α2Mz + α4MΣz = 0.

Nuevamente por ii) se sigue α2 = α4 = 0.

Por lo tanto, de lo anterior α1 = α2 = α3 = α4 = 0, por consiguiente el conjunto

{z,Σz,Mz,MΣz} es linealmente independiente.

Finalmente, demostraremos que la base BZ1 = {b1, b2, b3, b4} definida en el Teorema 22,

cuyos elementos están definidos en (3.76) es simpléctica. Los siguientes lemas muestran que

efectivamente BZ1 es una base simpléctica.

Lema 11 Si bj ∈ BZ1, entonces {bj , bj} = 0, j = 1, 2, 3, 4.

Demostración. Sabemos que {bj , bj} = 0, ∀bj ∈ R2n, dado que bTj ⊥ Jbj , por lo tanto, el

lema queda demostrado.
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Comentario 1 Veamos una caso particular del Lema 11. Por ejemplo, de acuerdo al Lema

11 sabemos que se verifica la siguiente igualdad {b1, b1} = 0. Recuerde que z∗ = z + aMΣz

con a = δ
2ω2{z0,Σz0}. Luego, notemos que

0 = {b1, b1}

= (z + aMΣz)T J(z + aMΣz)

= (zT + azTΣTMT )(Jz + aMΣz)

= zTJz + 2aΣTMTJMz

= 0 + 2azTJMΣz

= zTJMΣz

= {z,MΣz}.

Por lo tanto, {z,MΣz} = 0.

Lema 12 Si b1, b2 ∈ BZ1, entonces {b1, b2} = 0.

Demostración. Para la demostración del lema, recordemos que las matrices Σ y M son

Hamiltonianas, además, usaremos la definición de a y recordemos también que δ = {z,Mz}.

{b1, b2} = z∗J
1

ω
Σz∗

=
1

ω
(z + aMΣz)TJΣ(z + aMΣz)

=
1

ω
(zT + azTΣTMT )(JΣz + aJMΣ2z)

=
1

ω
(zTJΣz + azTJMΣ2z + azTΣTMTJΣz)

=
1

ω
(2δω2a+ 2azTJMΣ2z)

=
1

ω
(2δω2a+ 2azTJM(−ω2I)z)

=
1

ω
(2δω2a− 2ω2azTJMz)

=
1

ω
(2δω2a− 2δω2a)

= 0.

Por lo tanto, {b1, b2} = 0. Así, el lema queda demostrado.

Lema 13 Si b1, b4 ∈ BZ1, entonces {b1, b4} = 0.
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Demostración. Para la demostración del lema, debemos recordar que {z,MΣz} = 0 según

el Comentario 1. Así,

{b1, b4} = z∗J
1δ

ω
ΣMz∗

=
δ

ω
(zT + azTΣTMT )TJΣM(z + aMΣz)

=
δ

ω
(zT + azTΣTMT )JΣMz

=
δ

ω
(zTJΣMz) = 0.

Por lo tanto, {b1, b4} = 0. Así, el lema queda demostrado.

Lema 14 Si b2, b3 ∈ BZ1, entonces {b2, b3} = 0.

Demostración. La demostración es similar al lema anterior, usaremos el hecho que {z,MΣz} =

0 de acuerdo al Comentario 1.

{b2, b3} =
1

ω
z∗JδMz∗

=
δ

ω
(zT + azTΣTMT )TΣTJM(z + aMΣz)

=
δ

ω
(zT + azTΣTMT )ΣTJMz

=
δ

ω
(zTΣTJMz)

= − δ

ω
(zTJΣMz) = 0.

Por lo tanto, {b2, b3} = 0. Así, el lema queda demostrado.

Lema 15 Si b3, b4 ∈ BZ1, entonces {b3, b4} = 0.

Demostración. Para demostrar este lema, recordemos que la matriz M es tal que M2 = 0.

{b3, b4} = (δMz∗)TJ
δ

ω
ΣMz∗

=
1

ω
(zT + azTΣTMT )TMTJΣM(z + aMΣz)

= − 1

ω
(zT + azTΣTMT )JM2Σ(z + aMΣz) = 0.

Por lo tanto, {b3, b4} = 0. Así, el lema queda demostrado.
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Lema 16 Si b1, b3 ∈ BZ1, entonces {b1, b3} = 1.

Demostración. Para la demostración del lema, recordar que δ = {z,Mz}.

{b1, b3} = (z + aMΣz)TJδM(z + aMΣz)

= (zT + azTΣTMT )Jδ(Mz + aM2Σz)

= zT (I + aΣTMT )JδMz

= δzT (JM + aΣTMTJM)z

= δzT (JM − aΣTJM2)z

= δzTJMz

= δ2

= 1.

Por lo tanto, {b1, b3} = 1. Así, el lema queda demostrado.

Lema 17 Si b2, b4 ∈ BZ1, entonces {b2, b4} = 1.

Demostración. La demostración de este lema es similar al lema anterior, es decir, usaremos

la definición de δ.

{b2, b4} =
1

ω
[Σ(z + aMΣz)]T J

δ

ω
ΣM(z + aMΣz)

=
δ

ω2
(zT + azTΣTMT )ΣTJΣ(Mz + aM2Σz)

=
δ

ω2
zT (I + aΣTMT )ΣTJΣMz

=
δ

ω2
zT (ΣTJΣM + aΣTMTΣTJΣM)z

=
δ

ω2
zT (−JΣ2M + aΣTΣTMTJMΣ)z

=
δ

ω2
zT (−J(−ω2I)M − aΣTΣTJM2Σ)z

= δzTJMz

= δ2

= 1.

Por lo tanto, {b2, b4} = 1. Así, el lema queda demostrado.

Luego, de acuerdo a los Lemas 11 -17, concluimos que BZ1 es una base simpléctica.
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3.5. Aplicaciones

En esta Sección, presentamos algunas aplicaciones en las que haremos uso de los resulta-

dos obtenidos en las secciones anteriores, referente a formas normales de la parte cuadrática

de un sistema Hamiltoniano cuando la matriz asociada al sistema linealizado no es diago-

nalizable.

3.5.1. Aplicación para el caso donde las frecuencias son todas nulas
y rg(S) = 2

Dado que en la literatura no existen problemas comunes con algún significado astronómi-

co que presenten frecuencias todas nulas, presentamos un ejemplo puramente académico, el

cual surgió del problema del satélite caso espacial (ver [10]) como producto de anular uno

de sus ángulos, esta función viene dada por

H =
1

2
Θ2

[
ν1
ν2

+ cot2 φ(ν1 cos
2 θ+ sin2 θ)

]
− 1

2
(1− ν1)ΦΘ cotφ sin(2θ) +

3(ν1 − 1) cos2 θ

2ν1

+
1

2
Θ2(ν1 sin

2 θ + cos2 θ),

(3.85)

donde ν1, ν2 son constantes reales positivas.

Usando el algoritmo descrito en el Teorema 18, vamos a obtener la forma normal de la

parte cuadrática de la función (3.85).

Notemos que el sistema asociado a la función H en (3.85) viene dado por

HΦ = (ν1 − 1)Θ cotφ sin θ cos θ + ν1Φ sin2 θ + Φ cos2 θ,

HΘ = Θ[
ν1
ν2

+ cot2 φ(ν1 cos
2 θ + sin2 θ)] + (ν1 − 1)Φ cotφ sin θ cos θ,

Hφ =
1

2
Θ csc2 φ[2Θ cotφ(ν1 cos

2 θ + sin2 θ) + (ν1 − 1)Φ sin(2θ)],

Hθ = −(ν1 − 1)[sin θ cos θ(−ν1Θ2 cot2 φ+ ν1Φ2 − 3) + ν1ΦΘ cotφ cos(2θ)]

ν1
.

(3.86)

Considerando el dominio de los ángulos de Euler como 0 ≤ φ < 2π, 0 ≤ θ < 2π, el

sistema (3.86) tiene como equilibrios (φ0, θ0,Φ0,Θ0) a

e1 = (
π

2
, 0, 0, 0), e2 = (

π

2
,−π, 0, 0), e3 = (

π

2
,−π

2
, 0, 0),

e4 = (
π

2
,
π

2
, 0, 0) y e5 = (

π

2
, π, 0, 0).

(3.87)
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Es de nuestro interés obtener un caso degenerado para algunos valores de los parámetros

ν1 y ν2, consideramos por ejemplo la solución de quilibrio e5 = (π2 , π, 0, 0), los otros casos

generan resultados equivalentes.

Después de realizar una traslación al origen y una expansión en serie de Taylor, la función

H en (3.85) admite la siguiente forma

H = H0 +H2 +H4 + · · · . (3.88)

donde

H0 =
3(ν1 − 1)

2ν1
,

H2 =
ν1Θ2

1

2ν2
+

3θ2

2ν1
+

Φ2

2
− 3θ2

2
,

H4 =
1

2
ν1φ

2Θ2
1 − ν1φΦθΘ+

1

2
ν1Φ

2θ2 − θ4

2ν1
+ φΦθΘ− Φ2θ2

2
+
θ4

2
.

(3.89)

De donde se tiene que la parte cuadrática de la función H en (3.88) está dado por

H2 =
ν1Θ2

1

2ν2
+

3θ2

2ν1
+

Φ2

2
− 3θ2

2
. (3.90)

La matriz asociada al sistema de ecuaciones correspondiente a H2 en (3.90) viene dada por

JS =






0 0 1 0
0 0 0 ν1

ν2
0 0 0 0
0 3− 3

ν1
0 0




 .

Si ν1 = 1 y ν2 > 0, los valores propios de la matriz JS del sistema linealizado son todos

nulos. En este caso rg(S) = 2 y la matriz JS tiene como vectores propios asociados a los

valores propios nulos a a1 = (1, 0, 0, 0) y a3 = (0, 1, 0, 0). Se puede verificar que los vectores

a2 = (a21, a22, 1, 0) y a4 = (a41, a42, 0, ν2) son vectores propios generalizados de los vectores

a1 y a2, respectivamente, el conjunto de vectores {a1, a2, a3, a4} satisface la ecuación (3.19).

Por lo tanto, de acuerdo a la notación del Teorema 18 se sigue que f12 = {a1, a2} = 1,

f24 = {a2, a4} = ν2a22 − a41, f34 = {a3, a4} = ν2, por lo tanto, δ1 = 1, δ2 = 1, b1 = 1,

b3 = ν2a22−a41√
ν2

y b4 = 1√
ν2

. De acuerdo a la ecuación (3.24) se sigue que la matriz N viene

dada por

N =






1 0 a21
√
ν2a22

0 1√
ν2

a22
a42√
ν2

0 0 1 0
0 0 0

√
ν2




 .
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Esta matriz es simpléctica, pues

NTJN =






1 0 0 0
0 1√

ν2
0 0

a21 a22 1 0√
ν2a22

a42√
ν2

0
√
ν2











0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0











1 0 a21
√
ν2a22

0 1√
ν2

a22
a42√
ν2

0 0 1 0
0 0 0

√
ν2






=






0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0




 .

Finalmente, usando la ecuación (3.25) en el Teorema 18, concluimos que la forma normal

K2 para H2 en (3.90) es dada por

K2(q, p) =
1

2
p21 +

1

2
p22.

3.5.2. Aplicación al problema lunar de Hill en R2

En esta subsección, vamos a obtener la forma normal de la parte cuadrática de la función

Hamiltoniana correspondiente al problema lunar de Hill en el caso planar, para este fin,

utilizaremos el algoritmo descrito en el Teorema 20.

Consideremos el problema lunar de Hill en R2 definido por el Hamiltoniano (ver detalles

en [13])

H =
1

2
||p||2 − qTKp− 1

||q||
+ [3q21 − ||q||2],

con K =

(
0 1
−1 0

)
, es decir,

H =
1

2

(
p21 + p22

)
+ p1q2 − p2q1 −

1
√

q21 + q22
+ 2q21 − q22. (3.91)

Notemos que el sistema Hamiltoniano asociado a la ecuación (3.91) es

q̇1 =
∂H

∂p1
= p1 + q2, ṗ1 = −∂H

∂q1
= p2 −

q1

(q21 + q22)
3/2

− 4q1,

q̇2 =
∂H

∂p2
= p2 − q1, ṗ2 = −∂H

∂q2
= −p1 −

q2

(q21 + q22)
3/2

+ 2q2.
(3.92)

Luego de algunos cálculos, obtenemos que las soluciones de equilibrio para el sistema (3.92)

viene dado en el siguiente conjunto: Eq = {e1, e2, e3, e4}, donde

e1 =

(
0,

1
3
√
3
,− 1

3
√
3
, 0

)
, e2 =

(
0,− 1

3
√
3
,
1
3
√
3
, 0

)
,
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e3 =

(
1
3
√
3
, 0, 0,

1
3
√
3

)
, e4 =

(
− 1

3
√
3
, 0, 0,− 1

3
√
3

)
.

Después de realizar una traslación al origen y una expansión en serie de Taylor, en cada uno

de los puntos del conjunto Eq, supongamos que el Hamiltoniano (3.92), admite la siguiente

forma

H = H0 +H1 +H2 +H3 +H4 +H5 +H6 + · · · . (3.93)

Se puede verificar que los puntos de equilibrio e1 y e2 generan el mismo Hamiltoniano H2 en

(3.93) y además, la matriz asociada al sistema Hamiltoniano correspondiente a H2 en (3.93),

tiene un valor propio imaginario puro y un valor propio real. Y los puntos de equilibrio e3

y e4 también generan el mismo Hamiltoniano H2 en (3.93) y además, dicha matriz tiene

un valor propio nulo y un valor propio imaginario puro. Dado que es de nuestro interés este

último caso, consideramos el punto de equilibrio e3 =
(

1
3√3
, 0, 0, 1

3√3

)
, haciendo una traslación

al origen y una expansión en serie de Taylor, vemos que

H = H0 +H1 +H2 +H3 +H4 +H5 +H6 + · · · , (3.94)

con

H0 = −
3
√
3

2
, H1 = −2

3
√
9q1, H2 =

1

2
(p21 + 2p1q2 + p22 − 2p2q1 − 2q21 + q22),

H3 = −3 3
√
3(q31 −

3

2
q1q

2
2), H4 = 3 3

√
9(−q41 + 3q21q

2
2 −

3

8
q42),

H5 = −9(q51 − 5q31q
2
2 +

15q1q42
8

), H6 = −9 3
√
3

16
(16q61 − 120q41q

2
2 + 90q21q

4
2 − 5q62).

De donde se tiene que la parte cuadrática del Hamiltoniano H en (3.94) está dado por

H2 =
1

2

(
p21 + 2p1q2 + p22 − 2p2q1 − 2q21 + q22

)
, (3.95)

cuya matriz asociada es

A =






0 1 1 0
−1 0 0 1
2 0 0 1
0 −1 −1 0




 .

La matriz A tiene como valores propios a {i,−i, 0, 0} y como vectores propios a (−1,−2i, i, 1)

y (0,−1, 1, 0) correspondientes a los valores propios i y 0, respectivamente. Así, de acuerdo

a la notación en el Teorema 20 se obtiene que r1 = (−1, 0, 0, 1), s1 = (0,−2, 1, 0), a2 =

(0,−1, 1, 0) y a4 =
(
2
3 , 0, 0,−

1
3

)
es el vector propio generalizado correspondiente al valor

propio nulo. Ahora notemos que {r1, s1} = 1 y {a2, a4} = −1
3 . Por lo tanto, κ1 = 1, κ2 =
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√
3, δ1 = 1 y δ2 = −1. Así, la matriz N en (3.52) viene dada como

N =





−1 0 0 2√
3

0
√
3 −2 0

0 −
√
3 1 0

1 0 0 − 1√
3




,

Ésta es simpléctica, pues

NTJN =






−1 0 0 1
0

√
3 −

√
3 0

0 −2 1 0
2√
3

0 0 − 1√
3











0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0











−1 0 0 2√
3

0
√
3 −2 0

0 −
√
3 1 0

1 0 0 − 1√
3






=






−1 0 0 1
0

√
3 −

√
3 0

0 −2 1 0
2√
3

0 0 − 1√
3











0 −
√
3 1 0

1 0 0 − 1√
3

1 0 0 − 2√
3

0 −
√
3 2 0






=






0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0




 .

Finalmente, usando la ecuación (3.53) en el Teorema 20, concluimos que la forma normal

K2 para el Hamiltoniano H2 en (3.95) es dada por

K2(q, p) =
1

2
(q21 + p21)−

1

2
p22.

3.5.3. Aplicación al problema planar restringido circular de tres
cuerpos

En esta subsección, utilizando los métodos descritos en los Teoremas 20-22, vamos a

obtener la forma normal de la parte cuadrática de la función Hamiltoniana correspondiente

al problema restringido circular de los tres cuerpos en el caso planar en una vecindad de los

puntos de libración Lagrangianos.

Consideremos el problema restringido circular de los tres cuerpos en el caso planar, en el

consideramos dos cuerpos de masa m1 y m2 (µ ∈ (0, 1/2)) que se mueve a lo largo de órbitas

circulares y con la misma velocidad angular
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1− µ µ

La función Hamiltoniano que modela este problema (ver detalles en [13]) viene dada por

H =
1

2

(
p21 + p22

)
+ q2p1 − q1p2 −

µ
√
(µ+ q1 − 1)2 + q22

− 1− µ
√
(µ+ q1)2 + q22

. (3.96)

Inicialmente escribiremos el Hamiltoniano de este problema dado en (3.96) en serie de Taylor

al rededor del equilibrio L4, es decir, en el punto (q1 =
1
2 −µ, q2 =

√
3
2 , p1 = −

√
3
2 , p2 =

1
2 −µ).

Éstas son dadas por

H = H0 +H1 +H2 +H3 +H4 + · · · , (3.97)

con

H0 = −1,

H1 =
1

2

(√
3p1 + 2µp2 − p2 − 2µq1 + q1 +

√
3q2
)
,

H2 =
1

8
q21 − kq1q2 − q1p2 −

5

8
q22 + q2p1 +

1

2
p21 +

1

2
p22,

H3 = −7
√
3

36
kq31 +

3
√
3

16
q21q2 +

11
√
3

12
kq1q

2
2 +

3
√
3

16
q32 ,

H4 =
37

128
q41 +

25

24
kq31q2 −

123

64
q21q

2
2 −

15

8
kq1q

3
2 −

3

128
q42,

donde k = 3
√
3

4 (1− 2µ) es el valor crítico de Routh.

Por lo tanto, se tiene que la parte cuadrática del Hamiltoniano H en (3.97) está dado

por

H2 =
1

8
q21 − kq1q2 − q1p2 −

5

8
q22 + q2p1 +

1

2
p21 +

1

2
p22, (3.98)

La matriz asociada a las ecuaciones Hamiltonianas correspondiente a H2 viene dada por

A =






0 1 1 0
−1 0 0 1

−1
4

3
√
3

4 − 3
√
3µ
2 0 1

3
√
3

4 − 3
√
3µ
2

5
4 −1 0






.
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Aplicación 1 Aplicación al caso donde una frecuencia es nula, una no nula y la matriz A

no diagonalizable.

Si µ = 0, los valores propios de la matriz A del sistema linealizado son

λ1 = ±i, λ2 = 0, (3.99)

Se verifica que el vector a1 =
(
1
4(5 + 3i

√
3), 1

4(−3
√
3 + i), i, 1

)
es el vector propio corres-

pondiente al valor propio i de la matriz A, el vector propio asociado al valor propio nulo es

a2 =
(
1,− 1√

3
, 1√

3
, 1
)

y el correspondiente vector propio generalizado es a4 =
(

8
3
√
3
, 0, 1, 5

3
√
3

)
.

Así, de acuerdo a la notación en el Teorema 20 se obtiene que r1 =
(
5
4 ,−

1
43
√
3, 0, 1

)
y

s1 =
(

3
√
3

4 , 1
4 , 1, 0

)
. De donde, se sigue que {r1, s1} = 1 y {a2, a4} = −9

4 , por lo tanto,

κ1 = 1, κ2 = 3/2, δ1 = 1 y δ2 = −1. Así, la matriz N en (3.52) viene dada como

N =






5
4 −3

2
3
√
3

4
4√
3

−1
4

(
3
√
3
) √

3
2

1
4 0

0 −
√
3
2 1 3

2
1 −3

2 0 5
2
√
3






,

Ésta es simpléctica, pues

NTJN =






5
4 −3

√
3

4 0 1

−3
2

√
3
2 −

√
3
2 −3

2
3
√
3

4
1
4 1 0

4√
3

0 3
2

5
2
√
3











0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0











5
4 −3

2
3
√
3

4
4√
3

−3
√
3

4

√
3
2

1
4 0

0 −
√
3
2 1 3

2
1 −3

2 0 5
2
√
3






=






0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0




 .

Finalmente, usando la ecuación (3.53) en el Teorema 20, concluimos que la forma normal

K2 para H2 en (3.98) es dada por

K2(q, p) =
1

2
(q21 + p21)−

1

2
p22.

Aplicación 2 Aplicación al caso donde las frecuencias son no nulas, iguales y la matriz A

no diagonalizable debido a Markeev.

Si µ = 1
2(1−

√
69
9 ), los valores propios de la matriz A del sistema linealizado son

λ1 =

√
2i

2
, λ1 = −

√
2i

2
, (3.100)
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cada uno con multiplicidad dos. La matriz A tiene como vector propio asociado al valor

propio iω a a1 = (
√
2,−i(

√
2 − 2), i(

√
2 − 1), 1) y el correspondiente vector generalizado es

a2 = (0, 2−
√
2, 2(

√
2− 1), i). Así, de acuerdo a la notación en el Teorema 21 se obtiene que

r1 = (
√
2, 0, 0, 1), r2 = (0, 2−

√
2, 2(

√
2− 1), 0),

s1 = (0, 2−
√
2,
√
2− 1, 0), s2 = (0, 0, 0, 1).

Ahora notemos que {r1, r2} = 2−
√
2 y {s2, r2} = −2+

√
2. Por lo tanto, κ1 = 1√

2−
√
2
, κ2 =

1
2

(
1√
2−

√
2

)3 (√
2− 2

)
y δ = 1. Así, la matriz N en (3.65) viene dada como

N =






√
2 +

√
2 0 0 − 1√

4−2
√
2

0 −
√

2−
√
2

√
2−

√
2

2 0

0 1−
√
2√

2−
√
2

3(−1+
√
2)

2
√

2−
√
2

0
1√
2−

√
2

0 0 − 3

2
√

2−
√
2






,

Ésta es simpléctica, pues

NTJN =





√
2 +

√
2 0 0 1√

2−
√
2

0 −
√

2−
√
2 1−

√
2√

2−
√
2

0

0
√

2−
√
2

2

3(−1+
√
2)

2
√

2−
√
2

0

− 1√
4−2

√
2

0 0 − 3

2
√

2−
√
2










0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0










√
2 +

√
2 0 0 − 1√

4−2
√
2

0 −
√

2−
√
2

√
2−

√
2

2 0

0 1−
√
2√

2−
√
2

3(−1+
√
2)

2
√

2−
√
2

0
1√
2−

√
2

0 0 − 3

2
√

2−
√
2





=






0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0




 .

Finalmente, usando la ecuación (3.67) en el Teorema 21, concluimos que la forma normal

K2 para H2 en (3.98) es dada por

K2(q, p) =
1

2
(p21 + p22) +

√
2

2
(q1p2 − q2p1).
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Aplicación 3 Aplicación al caso donde las frecuencias son no nulas, iguales y la matriz A

no diagonalizable debido a N. Burgoyne y R. Cushman.

Recordemos que la matriz asociada a las ecuaciones Hamiltonianas correspondiente a H2

viene dada por

A =





0 1 1 0
−1 0 0 1

−1
4

3
√
3

4 − 3
√
3µ
2 0 1

3
√
3

4 − 3
√
3µ
2

5
4 −1 0




.

Si µ = 1
2(1−

√
69
9 ), los valores propios de la matriz A del sistema linealizado son

λ1 =

√
2i

2
, λ1 = −

√
2i

2
, (3.101)

cada uno con multiplicidad dos. De aquí tenemos que el polinomio característico tiene la

forma

P (λ) =

(
λ2 +

1

2

)2

. (3.102)

Cálculos simples muestran que el polinomio minimal pmin(λ) es igual al polinomio carac-

terístico.

Para la descomposición de la matriz del sistema linealizado A como suma de una matriz

simple Σ con una matriz nilpotente M , siguiendo el algoritmo dado en el Teorema 22, tenemos

que

Σ =






0 2 +
√
2 −1−

√
2 0

−2 +
√
2 0 0 −1−

√
2

3
2(−2 +

√
2) 0 0 2−

√
2

0 1
2(−2−

√
2) 1 +

√
2 0




 (3.103)

y

M =






0 −1−
√
2 2 +

√
2 0

1−
√
2 0 0 2−

√
2

1
2(−2 +

√
2) 0 0 −1 +

√
2

0 1
2(−2−

√
2) 1 +

√
2 0.




 . (3.104)

Como M != 0 y M2 = 0 tenemos que t = 1. Ahora vamos a obtener z ∈ W⊥
0 = R4 tal que

Mz != 0 y {z,Mz} = δ, donde δ2 = 1. Si z = (σ, 0, 0, 0) para tener {z,Mz} = −1, podemos

escoger σ = (1−
√
2
2 )−1/2. Luego, la forma normal de A es

JS∗ =






0 −1√
2

0 0
1√
2

0 0 0

−1 0 0 −1√
2

0 −1 1√
2

0.






. (3.105)

101



La función Hamiltoniana cuadrática asociada a la matriz JS∗ está dada por

K2(q1, q2, p1, p2) =
1

2
(q21 + q22) +

√
2

2
(q1p2 − q2p1). (3.106)

Usando la ecuación (3.76) tenemos que la matriz N es dada como JS∗ = N−1AN es dada

por

N =






− 1
2σ 0 0 1

σ

0 −
√
2σ
2

√
2σ 0

0 −3σ
2 σ 0

−3
√
2

4σ 0 0
√
2

2σ ,




 , (3.107)

donde σ = (1−
√
2
2 )−1/2.

102



Capítulo 4

Formas normales para sistema
Hamiltonianos no lineales

En este Capítulo estudiamos formas normales para sistemas Hamiltonianos no lineales.

En particular, estudiaremos la forma normal para un Hamiltoniano con dos grados de libertad

hasta términos de quinto orden cuando la parte cuadrática es nula, y la forma normal hasta

cuarto orden para un Hamiltoniano con dos grados de libertad cuando la parte cuadrática

no es diagonalizable. Para este fin, centramos nuestro análisis en los tres casos estudiados

en el Capítulo 2, pues es de nuestro interés normalizar los términos de orden mayor o igual

a tres, ya que en muchos casos la parte lineal de un sistema Hamiltoniano no nos brinda

información sobre la estabilidad no lineal del sistema. Por esta razón necesitamos analizar

términos de mayor orden en el Hamiltoniano, lo cual puede resultar complicado por la can-

tidad de términos que pueden aparecer. Los métodos que utilizamos son la forma normal de

Gustavson, la forma normal de Birkhoff (según [15]) y el método de Lie o Deprit-Hori (de

acuerdo a [13]) para calcular la forma normal de sistemas Hamiltonianos no lineales.

4.1. Forma normal para un Hamiltoniano con dos grados
de libertad hasta términos de quinto orden cuando
la parte cuadrática es nula

En esta sección generalizaremos la forma normal de Gustavson para sistemas Hamilto-

nianos no lineales con dos grados de libertad expuesta en la subsección 2.7. Este resultado

es completamente original, debido a que en la literatura aún no ha sido estudiado por otros
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autores.

El análisis de este caso es cuando el Hamiltoniano

H(q1, q2, p1, p2) =
n∑

s=m

Hs(q1, q2, p1, p2) + H̃(q1, q2, p1, p2),

Hs(q1, q2, p1, p2) =
∑

k1+k2+l1+l2=s

h̃k1k2l1l2q
k1
1 qk22 pl11 p

l2
2 ,

(4.1)

comienza con términos de grado tres o más, mediante la construcción de un cambio de coor-

denadas simpléctico (q1, q2, p1, p2) → (Q1, Q2, P1, P2) que simplifica el Hamiltoniano (4.1).

Es importante señalar que la transformación simpléctica que introduce las nuevas varia-

bles Q = (Q1, Q2) y P = (P1, P2) está asociada a la función generadora S = S(q1, q2, P1, P2)

de la forma

S = q1P1 + q2P2 +
n−m+2∑

s=3

Ss(q1, q2, P1, P2),

Ss =
∑

k1+k2+l1+l2=s

sk1k2l1l2q
k1
1 qk22 P l1

1 P l2
2 , m ≥ 3, n ≥ 4,

(4.2)

donde sk1k2l1l2 son coeficientes constantes. Estos valores serán determinados mediante el

proceso de simplificación de la función H . Adicionalmente, al caso un grado de libertad

descrito en la sección 2.7, adaptado a la actual situación, es decir, para Hamiltonianos con

dos grados de libertad, se obtiene que la relación entre las antiguas y nuevas variables es

dada por

Qi =
∂S

∂Pi
, pi =

∂S

∂qi
, i = 1, 2. (4.3)

A partir de estas relaciones, encontramos las expresiones qi = qi(Q1, Q2, P1, P2), pi =

pi(P1, P2, Q1, Q2) i = 1, 2, para las antiguas variables en términos de las nuevas variables

como expansiones inclusive hasta términos de grado n−m+ 1 con respecto a Qi y Pi por

qi = qi(Q1, Q2, P1, P2) = Qi −
∂S3(Q1, Q2, P1, P2)

∂Pi
+ · · ·

pi = pi(Q1, Q2, P1, P2) = Pi +
∂S3(Q1, Q2, P1, P2)

∂Qi
+ · · ·

(4.4)

i = 1, 2. Aquí los puntos suspensivos denotan los términos de grado mayor a dos con respecto

a Qi y Pi (inclusive hasta términos de grado n−m+ 1).

Sustituyendo las expresiones (4.4) en (4.1), se produce la expansión en series de la función

Hamiltoniana Γ definida por

Γ =
l∑

s=m

Γs(Q1, Q2, P1, P2) + Γ̃(Q1, Q2, P1, P2), Γs =
∑

k1+k2+l1+l2=s

γk1k2l1l2Q
k1
1 Qk2

2 P l1
1 P l2

2 ,
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donde Γ̃(Q1, Q2, P1, P2) es una función que contiene términos de grado mayor que n con

respecto a Qi y Pi. Siguiendo el enfoque que brinda el algoritmo de la forma normal de

Gustavson como en [22], se obtiene que las funciones Γs(Q1, Q2, P1, P2) son encontradas

utilizando las fórmulas o relaciones:

Γm = Hm(Q1, Q2, P1, P2), (4.5)

Γm+1 = {S3, Hm}+Hm+1(Q1, Q2, P1, P2), (4.6)

Γr = {Sr−m+2, Hm}+Hr(Q1, Q2, P1, P2) + Fr(Q1, Q2, P1, P2) (r = m+ 2, . . . , n), (4.7)

de manera secuencial. En efecto, usando las mismas ideas que en el caso de un grado de

libertad, obtenemos que la relación entre el Hamiltoniano inicial H y el nuevo Hamiltoniano

Γ, es

H

(
q1, q2,

∂S

∂q1
,
∂S

∂q2

)
= Γ

(
∂S

∂P1
,
∂S

∂P2
, P1, P2

)
,

es decir,

Hm

(

q1, q2, P1 +
∂S3

∂q1
+ · · · , P2 +

∂S3

∂q2
+ · · ·

)

+Hm+1

(

q1, q2, P1 +
∂S3

∂q1
+ · · · , P2 +

∂S3

∂q2
+ · · ·

)

+ · · · =

Γm

(

q1 +
∂S3

∂P1
+ · · · , q2 +

∂S3

∂P2
+ · · · , P1, P2

)

+ Γm+1

(

q1 +
∂S3

∂P1
+ · · · , q2 +

∂S3

∂P2
+ · · · , P1, P2

)

+ · · ·

donde, Hs =
∑

k1+k2+l1+l2=s

h̃k1k2l1l2q
k1
1 qk22 P l1

1 P l2
2 y Γs =

∑

k1+k2+l1+l2=s

γk1k2l1l2q
k1
1 qk22 P l1

1 P l2
2 , y por

lo tanto:

1. Los términos de grado m deben satisfacer la relación:

Hm(q1, q2, P1, P2) = Γm(q1, q2, P1, P2).

2. Los términos de grado m+ 1 deben satisfacer la relación:
∑

|k|+|l|=m

h̃k1k2l1l2l1q
k1
1 ql22 P

l1−1
1 P l2

2

∂S3

∂q1
+

∑

|k|+|l|=m

h̃k1k2l1l2l2q
k1
1 ql22 P

l1
1 P l2−1

2

∂S3

∂q2
+Hm+1 =

∑

|k|+|l|=m

γk1k2l1l2k1q
k1−1
1 qk22 P l1

1 P l2
2

∂S3

∂P1
+

∑

|k|+|l|=m

γk1k2l1l2k2q
k1
1 qk2−1

2 P l1
1 P l2

2

∂S3

∂P2
+ Γm+1

Como h̃k1k2l1l2 = γk1k2l1l2 cuando |k|+ |l| = m, entonces

Γm+1 =
∑

|k|+|l|=m

h̃k1k2l1l2

(
l1q

k1
1 qk22 P l1−1

1 P l2
2

∂S3

∂q1
+ l2q

k1
1 qk22 P l1

1 P l2−1
2

∂S3

∂q2

− k1q
k1−1
1 qk22 P l1

1 P l2
2

∂S3

∂P1
− k2q

k1
1 qk2−1

2 P l1
1 P l2

2

∂S3

∂P2

)
+Hm+1

Γm+1 = {S3, Hm}+Hm+1.
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3. Los términos de grado m+ 2 deben satisfacer la relación:
∑

|k|+|l|=m

h̃k1k2l1l2 l1q
k1
1 qk2

2 P l1−1
1 P l2

2

∂S4

∂q1
+

∑

|k|+|l|=m

h̃k1k2l1l2 l2q
k1
1 qk2

2 P l1
1 P l2−1

2

∂S4

∂q2
+

∑

|k|+|l|=m

h̃k1k2l1l2

(l1
2

)

qk1
1 qk2

2 P l1−2
1 P l2

2

(

∂S3

∂q1

)2

+
∑

|k|+|l|=m

h̃k1k2l1l2

(l2
2

)

qk1
1 qk2

2 P l1
1 P l2−2

2

(

∂S3

∂q2

)2

+

∑

|k|+|l|=m+1

h̃k1k2l1l2 l1q
k1
1 qk2

2 P l1−1
1 P l2

2

∂S3

∂q1
+

∑

|k|+|l|=m+1

h̃k1k2l1l2 l2q
k1
1 qk2

2 P l1
1 P l2−1

2

∂S3

∂q2
+H∗

m+2 =

∑

|k|+|l|=m

h̃k1k2l1l2k1q
k1−1
1 qk2

2 P l1
1 P l2

2

∂S4

∂P1
+

∑

|k|+|l|=m

h̃k1k2l1l2k2q
k1
1 qk2−1

2 P l1
1 P l2

2

∂S4

∂P2
+

∑

|k|+|l|=m

γk1k2l1l2

(k1
2

)

qk1−2
1 qk2

2 P l1
1 P l2

2

(

∂S3

∂P1

)2

+
∑

|k|+|l|=m

γk1k2l1l2

(k2
2

)

qk1
1 qk2−2

2 P l1
1 P l2

2

(

∂S3

∂P2

)2

+

∑

|k|+|l|=m+1

γk1k2l1l2k1q
k1−1
1 qk2

2 P l1
1 P l2

2

∂S3

∂P1
+

∑

|k|+|l|=m+1

γk1k2l1l2k2q
k1
1 qk2−1

2 P l1
1 P l2

2

∂S3

∂P2
+ Γm+2.

Entonces,

Γm+2 =
∑

|k|+|l|=m

h̃k1k2l1l2

(
l1q

k1
1 qk22 P l1−1

1 P l2
2

∂S4

∂q1
+ l2q

k1
1 qk22 P l1

1 P l2−1
2

∂S4

∂q2
−

k1q
k1−1
1 qk22 P l1

1 P l2
2

∂S3

∂P1
− k2q

k1
1 qk2−1

2 P l1
1 P l2

2

∂S3

∂P2

)
+ Fm+2 +Hm+2

Γm+2 = {S4, Hm}+ Fm+2 +Hm+2.

donde

Fm+2 =
∑

|k|+|l|=m

h̃k1k2l1l2

(l1
2

)

qk1
1 qk2

2 P l1−2
1 P l2

2

(

∂S3

∂q1

)2

+
∑

|k|+|l|=m

h̃k1k2l1l2

(l2
2

)

qk1
1 qk2

2 P l1
1 P l2−2

2

(

∂S3

∂q2

)2

+

∑

|k|+|l|=m+1

h̃k1k2l1l2 l1q
k1
1 qk2

2 P l1−1
1 P l2

2

∂S3

∂q1
+

∑

|k|+|l|=m+1

h̃k1k2l1l2 l2q
k1
1 qk2

2 P l1
1 P l2−1

2

∂S3

∂q2
−

∑

|k|+|l|=m

γk1k2l1l2

(k1
2

)

qk1−2
1 qk2

2 P l1
1 P l2

2

(

∂S3

∂P1

)2

−
∑

|k|+|l|=m

γk1k2l1l2

(k2
2

)

qk1
1 qk2−2

2 P l1
1 P l2

2

(

∂S3

∂P2

)2

−

∑

|k|+|l|=m+1

γk1k2l1l2k1q
k1−1
1 qk2

2 P l1
1 P l2

2

∂S3

∂P1
−

∑

|k|+|l|=m+1

γk1k2l1l2k2q
k1
1 qk2−1

2 P l1
1 P l2

2

∂S3

∂P2
.

Considerando la forma polinomial de S3,

S3(q1, q2, P1, P2) = s3000q
3
1 + s0300q

3
2 + s0030P

3
1 + s0003P

3
2 + s2100q

2
1q2 + s2010q

2
1P1

+ s2002q
2
1P2 + s1200q1q

2
2 + s0210q

2
2P1 + s0201q

2
2P2 + s1020q1P

2
1

+ s0120q2P
2
1 + s0021P

2
1P2 + s1002q1P

2
2 + s0102q2P

2
2 + s0012P1P

2
2

+ s1110q1q2P1 + s1101q1q2P2 + s1011q1P1P2 + s0111q2P1P2,

se obtiene que
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Fm+2 = α2
1

∑

|k|+|l|=m

h̃k1k2l1l2

(l1
2

)

qk1
1 qk2

2 P l1−2
1 P l2

2 + α2
2

∑

|k|+|l|=m

h̃k1k2l1l2

(l2
2

)

qk1
1 qk2

2 P l1
1 P l2−2

2 +

α1

∑

|k|+|l|=m+1

h̃k1k2l1l2 l1q
k1
1 qk2

2 P l1−1
1 P l2

2 + α2

∑

|k|+|l|=m+1

h̃k1k2l1l2 l2q
k1
1 qk2

2 P l1
1 P l2−1

2 −

β2
1

∑

|k|+|l|=m

γk1k2l1l2

(k1
2

)

qk1−2
1 qk2

2 P l1
1 P l2

2 − β2
2

∑

|k|+|l|=m

γk1k2l1l2

(k2
2

)

qk1
1 qk2−2

2 P l1
1 P l2

2 −

β1
∑

|k|+|l|=m+1

γk1k2l1l2k1q
k1−1
1 qk2

2 P l1
1 P l2

2 − β2
∑

|k|+|l|=m+1

γk1k2l1l2k2q
k1
1 qk2−1

2 P l1
1 P l2

2 .

Donde

α1 = P1P2s1011 + 2P1q1s2010 + P1q2s1110 + P 2
1 s1020 + P 2

2 s1002 + 2P2q1s2001 + P2q2s1101+

3q21s3000 + 2q1q2s2100 + q22s1200,

α2 = h0111P1P2 + P1q1s1110 + 2P1q2s0210 + P 2
1 s0120 + P 2

2 s0102 + P2q1s1101 + 2P2q2s0201+

q21s2100 + 2q1q2s1200 + 3q22s0300,

β1 = h0111P2q2 + 3P 2
1 s0030 + 2P1P2s0021 + P 2

2 s0012 + P2q1s1011 + q21s2010 + q1q2s1110+

2P1q1s1020 + q22s0210 + 2P1q2s0120,

β1 = h0111P1q2 + P 2
1 s0021 + 2P1P2s0012 + P1q1s1011 + 3P 2

2 s0003 + 2P2q1s1002 + 2P2q2s0102+

q21s2001 + q1q2s1101 + q22s0201.

Es importante señalar que las relaciones (4.5)-(4.7) son la esencia del algoritmo, donde las

funciones Fr en (4.7) dependen de Hm, . . . , Hr−1 obtenidas por la expansión del Hamiltoniano

original (4.4), como también de Ss encontradas para s = 3, 4, . . . , r −m+ 1, que definen la

función generadora (4.7).

4.2. Forma normal hasta cuarto orden para un Hamil-
toniano con dos grados de libertad cuando la parte
cuadrática no es diagonalizable

A continuación determinamos la forma normal hasta términos de cuarto orden para los

Hamiltonianos con parte cuadrática obtenidos en los Teoremas 19 y 20, respectivamente.

Para la normalización, hacemos uso del algoritmo de Gustavson descrito anteriormente en la

sección 4.1, siendo en algunas situaciones un requisito en nuestro tipo de argumentos para el

estudio de la estabilidad o inestabilidad en el sentido de Liapunov de la solución de equilibrio

(0, 0, 0, 0).
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Comenzamos la normalización de los términos de orden tres de un Hamiltoniano cuando

los valores propios de la parte lineal son todos nulos en el caso de rg(S) = 1, esto se muestra

en el teorema que presentamos a continuación.

Teorema 23 Existe una transformación simpléctica (q1, q2, p1, p2) → (Q1, Q2, P1, P2) asocia-

da a la función generadora

S = q1P1 + q2P2 +
∑

s=3

Ss, Ss =
∑

|k|+|l|=s

sk1k2l1l2q
k1
1 qk22 P l1

1 P l2
2 ,

donde |k|+ |l| = k1 + k2 + l1 + l2 y satisfaciendo

p1 =
∂S

∂q1
, p2 =

∂S

∂q2
, Q1 =

∂S

∂P1
, Q2 =

∂S

∂P2
,

que transforma el Hamiltoniano

H = H(q1, q2, p1, p2) =
δ

2
p21 +H3 +H4 + · · · (4.8)

en el Hamiltoniano

K =
δ

2
P 2
1 + k3000Q

3
1 + k0300Q

3
2 + k0003P

3
2 + k2100Q

2
1Q2 + k2001Q

2
1P2 + k1200Q1Q

2
2 + k0201Q

2
2P2

+ k1002Q1P
2
2 + k0102Q2P

2
2 + k1101Q1Q2P2 +K4 + · · ·

(4.9)

donde k3000 = h3000, k0300 = h0300, k0003 = k0003, k2100 = h2100, k2001 = h2001, k1200 = h1200,

k0201 = k0201, k1002 = h1002, k0102 = h0102 y k1101 = k1101.

Demostración. Sabemos que la relación entre el Hamiltoniano inicial H y el nuevo Hamil-

toniano K (o normalizado) es

H

(
q1, q2,

∂S

∂q1
,
∂S

∂q2

)
= K

(
∂S

∂P1
,
∂S

∂P2
, P1, P2

)
,

si y solamente si,

δ

2

(
∂S

∂q1

)2

+H3

(
q1, q1, P1 +

∂S3

∂q1
+ · · · , P2 +

∂S3

∂q2

)
+ · · · =

δ

2
P 2
1 +K3

(
q1 +

∂S3

∂P1
+ · · · , q2 +

∂S3

∂P2
+ · · · , P1, P2

)
+ · · ·

Entonces, los términos de grado tres deben satisfacer la relación

K3 = H3 + δP1
∂S3

∂q1
,
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si y solamente si,

K3 = H3 +
∑

|k|+|l|=3
l1≥1

δ(k1 + 1)sk1+1,k2,l1−1,l2q
k1
1 qk12 P l1

1 P l2
2 ,

para todo |k| + |l| = 3. De esta última igualdad polinomial, tenemos la siguiente relación

entre los coeficientes de las formas cúbicas de los Hamiltonianos H y K, y de la función

generadora S,

kk1k2l1l2 = hk1k2l1l2 + δ(k1 + 1)sk1+1,k2,l1−1,l2, (4.10)

para todo |k| + |l| = 3. A continuación, procedemos a normalizar los términos cúbicos del

Hamiltoniano (4.8). Entonces, considerando las posibilidades para |k|+ |l| = 3 con kj ≥ 0 y

lj ≥ 0 (j = 1, 2), dadas por el siguiente Cuadro 4.1.

k1 3 0 0 0 2 2 2 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1 0
k2 0 3 0 0 1 0 0 2 2 2 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1
l1 0 0 3 0 0 1 0 0 1 0 2 2 2 0 0 1 1 0 1 1
l2 0 0 0 3 0 0 1 0 0 1 0 0 1 2 2 2 0 1 1 1

Cuadro 4.1: Relaciones para |k|+ |l| = 3 con kj ≥ 0 y lj ≥ 0 (j = 1, 2).

A partir de la ecuación (4.10) tenemos las siguientes relaciones entre coeficientes:

k3000 = h3000, k1200 = h1200, k0102 = h0102,
k0300 = h0300, k0210 = h0210 + δs1200, k0012 = h0012 + δs1002,
k0030 = h0030 + δs1020, k0201 = h0201, k1110 = h1110 + 2δs2100,
k0003 = h0003, k1020 = h1020 + 2δs2010, k1101 = h1101,
k2100 = h2100, k0120 = h0120 + δs1110, k1011 = h1011 + 2δs2001,
k2010 = h2010 + 3δs3000, k0021 = h0021 + δs1011, k0111 = h0111 + δs1101,
k2001 = h2001, k1002 = h1002.

Con el objetivo de obtener un Hamiltoniano K con la menor cantidad de coeficientes en

su forma cúbica, elegimos convenientemente los coeficientes de S3 de la función generadora

S, vía las relaciones

s3000 = − δ
3h2010, s2010 = − δ

2h1020, s1200 = −δh0210, s0012 = 0,
s0300 = 0, s2001 = − δ

2h1011, s0210 = 0, s1110 = −δh0120,
s0030 = 0, s0201 = 0, s0021 = 0, s1101 = −δh0111,
s0003 = 0, s1020 = −δh0030, s1002 = −δh0012, s1011 = −δh0021,
s2100 = − δ

2h1110, s0120 = 0, s0102 = 0, s0111 = 0.

En virtud de la elección realizada, se tiene que: k0030 = k2010 = k0210 = k1020 = k0120 =

k0021 = k0012 = k1110 = k1011 = k0111 = 0, k3000 = h3000, k0300 = h0300,k0003 = h0003,
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k2100 = h2100, k2001 = h2001, k1200 = h1200, k0201 = h0201, k1002 = h1002, k0102 = h0102 y

k1101 = h1101.

De este modo, hemos normalizado los términos cúbicos del Hamiltoniano (4.8) y por lo

tanto, su forma normal de términos cúbicos viene dada por

K3 = k3000Q
3
1 + k0300Q

3
2 + k0003P

3
2 + k2100Q

2
1Q2 + k2001Q

2
1P2 + k1200Q1Q

2
2 + k0201Q

2
2P2

+ k1002Q1P
2
2 + k0102Q2P

2
2 + k1101Q1Q2P2.

Por lo tanto la forma normal del Hamiltoniano (4.8) en como en (4.9).

A continuación, vamos a normalizar los términos de orden cuatro del Hamiltoniano

definido en la ecuación (4.8) del Teorema 23.

Teorema 24 Existe transformación simpléctica (q1, q2, p1, p2) → (Q1, Q2, P1, P2) asociada a

la función generadora

S = q1P1 + q2P2 +
∑

s=3

Ss, Ss =
∑

|k|+|l|=s

sk1k2l1l2q
k1
1 qk22 P l1

1 P l2
2 ,

donde |k|+ |l| = k1 + k2 + l1 + l2 y satisfaciendo

p1 =
∂S

∂q1
, p2 =

∂S

∂q2
, Q1 =

∂S

∂P1
, Q2 =

∂S

∂P2
,

que transforma el Hamiltoniano (4.8) en el Hamiltoniano

K =
δ

2
P 2
1 + k3000Q

3
1 + k0300Q

3
2 + k0003P

3
2 + k2100Q

2
1Q2 + k2001Q

2
1P2 + k1200Q1Q

2
2 + k0201Q

2
2P2

+ k1002Q1P
2
2 + k0102Q2P

2
2 + k1101Q1Q2P2 + k4000q

4
1 + k0400q

4
2 + k0004P

4
2 + k3100q

3
1q2+

k3001q
3
1P2 + k1300q1q

3
2 + k0301q

3
2P2 + k1003q1P

3
2 + k0103q2P

3
2 + k2200q

2
1q

2
2 + k2002q

2
1P

2
2+

k0202q
2
2P

2
2 + k2101q

2
1q2P2 + k1201q1q

2
2P2 + k1102q1q2P

2
2 + · · · .

(4.11)

Demostración. Debido al Teorema 23, los términos cúbicos del Hamiltoniano (4.8) ya han

sido normalizados. Por lo tanto, debemos normalizar los términos de grado cuatro, los cuales

deben satisfacer la relación

K4 = H4 + δP1
∂S4

∂q1
+ F4, (4.12)
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donde

F4 =
∑

|k|+|l|=4

fk1k2l1l2q
k1
1 qk22 P l1

1 P l2
2 =

δ

2

(
∂S3

∂q1

)2

+
∑

|k|+|l|=3

hk1k2l1l2

(
l1
1

)
qk11 qk22 P l1−1

1 P l2
2

∂S3

∂q1
+

∑

|k|+|l|=3

hk1k2l1l2

(
l2
1

)
qk11 qk22 P l1

1 P l2−1
2

∂S3

∂q2
−

∑

|k|+|l|=3

kk1k2l1l2

(
k1
1

)
qk1−1
1 qk22 P l1

1 P l2
2

∂S3

∂P1
−

∑

|k|+|l|=3

kk1k2l1l2

(
k2
1

)
qk11 qk2−1

2 P l1
1 P l2

2

∂S3

∂P2
.

y como por el teorema anterior se conoce explícitamente S3, la cual está definida por:

S3(q1, q2, P1, P2) = s3000q
3
1 + s2100q

2
1 + s2010q

2
1P1 + s2001q

2
1P2 + s1200q1q

2
2 + s1020q1P

2
1+

s1002q1P
2
2 + s1110q1q2P1 + s1101q1q2P2 + s1011q1P1P2.

Por tanto, se tiene que

F4 =
∑

|k|+|l|=4

fk1k2l1l2q
k1
1 qk22 P l1

1 P l2
2 =

δ

2
A2

1 + A1

∑

|k|+|l|=3

hk1k2l1l2

(
l1
1

)
qk11 qk22 P l1−1

1 P l2
2 +

A2

∑

|k|+|l|=3

hk1k2l1l2

(
l2
1

)
qk11 qk22 P l1

1 P l2−1
2 − B1

∑

|k|+|l|=3

kk1k2l1l2

(
k1
1

)
qk1−1
1 qk22 P l1

1 P l2
2 −

B2

∑

|k|+|l|=3

kk1k2l1l2

(
k2
1

)
qk11 qk2−1

2 P l1
1 P l2

2 ,

donde

A1 = P1P2s1011 + 2P1q1s2010 + P1q2s1110 + q1P1s1020 + P 2
2 s1002 + 2P2q1s2001 + P2q2s1101

+ 3q21s3000 + 2q1q2s2100 + q22s1200,

A2 = 2s2100q1q2 + s1200q
2
2 + s1110q2P1 + s1101q2P2,

B1 = s2010q
2
1 + 2s1020q1P1 + s1110q1q2 + s1011P1P2,

B1 = s2001q
2
1 + 2s1002q1P2 + s1001q1q2 + s1011q1P1.

Considerando la igualdad polinomial (4.12), tenemos la siguiente relación entre los coefi-

cientes de las formas cuárticas de los Hamiltonianos H y K, y de la función generadora

S,

kk1k2l1l2 = hk1k2l1l2 + δ(k1 + 1)sk1+1,k2,l1−1,l2 + fk1k2l1l2 (4.13)

para todo |k|+ |l| = 4. A continuación, procedemos a normalizar los términos cuárticos del

Hamiltoniano (4.8). Entonces, considerando las posibilidades para |k|+ |l| = 4 con kj ≥ 0 y

lj ≥ 0 (j = 1, 2), de acuerdo a los siguientes Cuadros 4.2 y 4.3.
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k1 4 0 0 0 3 3 3 1 0 0 1 0 0 1 0 0 2 2 2 0 0 0
k2 0 4 0 0 1 0 0 3 3 3 0 1 0 0 1 0 2 0 0 2 2 0
l1 0 0 4 0 0 1 0 0 1 0 3 3 3 0 0 1 0 2 0 2 0 2
l2 0 0 0 4 0 0 1 0 0 1 0 0 1 3 3 3 0 0 2 0 2 2

Cuadro 4.2: Relaciones para |k|+ |l| = 4 con kj ≥ 0 y lj ≥ 0 (j = 1, 2).

k1 2 2 2 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1
k2 1 1 0 2 2 2 1 0 1 1 0 1 1
l1 1 0 1 1 0 1 2 2 2 0 1 1 1
l2 0 1 1 0 1 1 0 1 1 2 2 2 1

Cuadro 4.3: Continuación relaciones para |k|+ |l| = 4 con kj ≥ 0 y lj ≥ 0 (j = 1, 2).

A partir de la ecuación (4.13) tenemos las siguientes relaciones entre coeficientes:

k4000 = h4000 + f4000, k2002 = h2002 + f2002,
k0400 = h0400 + f0400, k0220 = h0220 + δs1210 + f0220,
k0040 = h0040 + δs1030 + f0040, k0202 = h0202 + f0202,
k0004 = h0004 + f0004, k0022 = h0022 + δs1012 + f0022,
k3100 = h3100 + f3100, k2110 = h2110 + 3δs3100 + f2110,
k3010 = h3010 + 4δs4000 + f3010, k2101 = h2101 + f2101,
k3001 = h3001 + f3001, k2011 = h2011 + 3δs3001 + f2011,
k1300 = h1300 + f1300, k1210 = h1210 + 2δs2200 + f1210,
k0310 = h0310 + δs1300 + f0310, k1201 = h1201 + f1201,
k0301 = h0301 + f0301, k0211 = h0211 + δs1201 + f0211,
k1030 = h1030 + 2δs2020 + f1030, k1120 = h1120 + 2δs2110 + f1120,
k0130 = h0130 + δs1120 + f0130, k1021 = h1021 + 2δs2011 + f1021,
k0031 = h0031 + δs1021 + f0031, k0121 = h0121 + δs1111 + f0121,
k1003 = h1003 + f1003, k1102 = h1102 + f1102,
k0103 = h0103 + f0103, k1012 = h1012 + 2δs2002 + f1012,
k0013 = h0013 + δs1003 + f0013, k0112 = h0112 + δs1102 + f0112,
k2200 = h2200 + f2200, k1111 = h1111 + 2δs2101 + f1111,
k2020 = h2020 + 3δs3010 + f2020.

Con el objetivo de obtener un Hamiltoniano K con la menor cantidad de coeficientes en su

forma cuártica, elegimos convenientemente los coeficientes de S4 de la función generadora S,

vía las relaciones

s4000 = − δ
4(h3010 + f3010), s0031 = 0, s2011 = − δ

2(h1021 + f1021),
s0400 = 0, s1003 = −δ(h0013 + f0013), s1210 = −δ(h0220 + f0220),
s0040 = 0, s0103 = 0, s1201 = −δ(h0211 + f0211),
s0004 = 0, s0013 = 0, s0211 = 0,
s3100 = − δ

3(h2110 + f2110), s2200 = − δ
2(h1210 + f1210), s1120 = −δ(h0130 + f0130),

s3010 = − δ
3(h2020 + f2020), s2020 = − δ

2(h1030 + f1030), s1021 = −δ(h0031 + f0031),
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s3001 = − δ
3(h2011 + f2011), s2002 = − δ

2(h1012 + f1012), s0121 = 0,
s1300 = −δ(h0310 + f0310), s0220 = 0, s1102 = −δ(h0112 + f0112),
s0310 = 0, s0202 = 0, s1012 = −δ(h0022 + f0022),
s0301 = 0, s0022 = 0, s0112 = 0,
s1030 = −δ(h0040 + f0040), s2110 = − δ

2(h1120 + f1120), s1111 = −δ(h0121 + f0121),
s0130 = 0, s2101 = −δ(h1111 + f1111).

En virtud de la elección realizada, se tiene que k0040 = k3010 = k0310 = k1030 = k0130 =

k0031 = k0013 = k2020 = k0220 = k0022 = k2110 = k2011 = k1210 = k0211 = k1120 = k1021 =

k0121 = k1012 = k0112 = k1111 = 0 y

k0004 = h0004 +
δh1011h2100

2
+

3δh1020h3000

2
− δh1110h2001

2
+
δh2

2010

2
− δh2

2010.

k0400 = h0400 −
δh2

0210

2
.

k0004 = h0004 −
δh2

0012

2
.

k3100 = h3100 + δh0111h2100 + 3δh0120h3000 − 2δh0210h2001 + δh1011h1200 + δh1020h2100−
δh1101h1110

2
+ δh1110h2010 − 2δh1110h2010.

k3001 = h3001 + 2δh0012h2100 + 3δh0021h3000 − δh0111h2001 − δh1002h1110 +
δh1011h1101

2
+

δh1011h2010 − 2δh1011h2010 + δh1020h2001.

k1300 = h1300 + 3δh0111h0300 + δh0120h1200 − 2δh0201h0210 + δh0210h1110 − 2δh0210h1110.

k0301 = h0301 + δ3h0111h0210 − 2δh0111h0210.

k1003 = h1003 +−3δh0003h0111 + 2δh0012h0102 + δh0012h1011 − 2δh0012h1011 + δh0021h1002.

k0103 = h0103 + δ3h0012h0111 − 2δh0012h0111.

k2200 = h2200 + 2δh0111h1200 + 2δh0120h2100 −
δh0201h1110

2
− 2δh0210h1101 + δh0210h2010−

2δh0210h2010 +
3δh0300h1011

2
+
δh1020h1200

2
+
δh2

1110

2
− δh2

1110.

k2002 = h2002 −
3δh0003h1110

2
+ 2δh0012h1101 + δh0012h2010 − 2δh0012h2010 + 2δh0021h2001+

δh0102h1011

2
− 2δh0111h1002 +

δh1002h1020

2
+
δh2

1011

2
− δh2

1011.

k0202 = h0202 + δh0012h0210 − 2δh0012h0210 +
δh2

0111

2
− δh2

0111

k2101 = h2101 + 4δh0012h1200 + 2δh0021h2100 − δh0102h1110 + δh0111h2010 − 2δh0111h2010+

2δh0120h2001 − 4δh0210h1002 + δh1011h1110 − 2δh1011h1110 +
δh1020h1101

2
.

k1201 = h1201 + 6δh0012h0300 + δh0021h1200 − 4δh0102h0210 − δh0111h0201 + δh0111h1110−

2δh0111h1110 + δh0120h1101 + δh0210h1011 − 2δh0210h1011.
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k1102 = h1102 − 6δh0003h0210 + δh0012h1110 − 2δh0012h1110 + δh0021h1101 − δh0102h0111+

δh0111h1011 − 2δh0111h1011 + δh0120h1002.

De este modo, hemos normalizado los términos cuárticos del Hamiltoniano (4.8) y por lo

tanto, su forma normal de los términos cuárticos está dado por:

K4 = k4000q
4
1 + k0400q

4
2 + k0004P

4
2 + k3100q

3
1q2 + k3001q

3
1P2 + k1300q1q

3
2 + k0301q

3
2P2+

k1003q1P
3
2 + k0103q2P

3
2 + k2200q

2
1q

2
2 + k2002q

2
1P

2
2 + k0202q

2
2P

2
2 + k2101q

2
1q2P2+

k1201q1q
2
2P2 + k1102q1q2P

2
2 .

Pot lo tanto la forma normal hasta términos de orden cuatro del Hamiltoniano (4.8) es

como en 4.11.

A continuación normalizaremos los términos de orden tres de un Hamiltoniano cuando

una de las frecuencias de la parte lineal es nula, esto se muestra en el teorema que presentamos

a continuación.

Teorema 25 Existe transformación simpléctica (q1, q2, p1, p2) → (Q1, Q2, P1, P2) asociada a

la función generadora

S = q1P1 + q2P2 +
n−1∑

s=3

Ss(q1, q2, P1, P2),

Ss =
∑

k1+k2+l1+l2=s

sk1k2l1l2q
k1
1 qk22 P l1

1 P l2
2 , Qi =

∂S

∂Pi
, pi =

∂S

∂qi
, n ≥ 4, i = 1, 2

que transforma el Hamiltoniano

H(q, p) =
1

2
δ1q

2
1 +

1

2
δ2ω(q

2
2 + p22) +H3 +H4 +H5 + H̃(q1, q2, p1, p2) (4.14)

en el Hamiltoniano

K(Q1, Q2, P1, P2) =
1

2
δ1Q

2
1+

1

2
δ2(Q

2
2+P 2

2 )+k0030P
3
1 +k0210P1(q

2
2+P 2

2 )+K4+K5+· · · (4.15)

donde k0030 = h0030 y k0210 = k0012 =
1
2(h0210 + h0012).

Demostración. La demostración lo realizaremos usando el algoritmo de Gustavson descrito

anteriormente en la sección 4.1. Sabemos que la relación entre el Hamiltoniano inicial H y

el nuevo Hamiltoniano K (o normalizado) es

H

(
q1, q2,

∂S

∂q1
,
∂S

∂q2

)
= K

(
∂S

∂P1
,
∂S

∂P2
, P1, P2

)
,
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si y solamente si,

δ1
2
q21 +

δ2
2
ω

[

q22 +

(
∂S

∂q2

)2
]

+H3

(
q1, q2, P1 +

∂S3

∂q1
+ · · · , P2 +

∂S3

∂q2

)
+ · · · =

δ1
2

(
∂S

∂P1

)2

+
δ2
2
ω

[(
∂S

∂P2

)2

+ P 2
2

]

+K3

(
q1 +

∂S3

∂P1
+ · · · , q2 +

∂S3

∂P2
+ · · · , P1, P2

)
+ · · ·

si y solo si

δ1
2
q21+

δ2
2
ω

[

q22 +

(
P2 +

∂S3

∂q2
+
∂S4

∂q2
+ · · ·

)2
]

+H3

(
q1, q2, P1 +

∂S3

∂q1
+ · · · , P2 +

∂S3

∂q2

)
+· · · =

δ1
2

(
q1 +

∂S3

∂P1
+
∂S4

∂P1
+ · · ·

)2

+
δ2
2
ω

[(
q2 +

∂S3

∂P2
+
∂S4

∂P2
+ · · ·

)2

+ P 2
2

]

+K3 + · · ·

Entonces, los términos de grado tres deben satisfacer la relación

K3 = H3 + δ2ωP2
∂S3

∂q2
− δ1q1

∂S3

∂P1
− δ2ωq2

∂S3

∂P2
,

si y solamente si,

K3 = H3 +
∑

|k|+|l|=3
l2≥1

δ2ω(k2 + 1)sk1k2+1l1l2−1q
k1
1 qk12 P l1

1 P l2
2 −

∑

|k|+|l|=3
k1≥1

δ1(l1 + 1)sk1−1k2l1+1l2q
k1
1 qk22 P l1

1 P l2
2 −

∑

|k|+|l|=3
k2≥1

δ2ω(l2 + 1)sk1k2−1l1l2+1q
k1
1 qk22 P l1

1 P l2
2 ,

para todo |k| + |l| = 3. De esta última igualdad polinomial, tenemos la siguiente relación

entre los coeficientes de las formas cúbicas de los Hamiltonianos H y K, y de la función

generadora S,

kk1k2l1l2 = hk1k2l1l2 + δ2ω(k2 + 1)sk1k2+1l1l2−1 − δ1(1 + 1)sk1−1k2l1+1l2 − δ2ω(l2 + 1)sk1k2−1l1l2+1,

(4.16)

para todo |k| + |l| = 3. A continuación, procedemos a normalizar los términos cúbicos del

Hamiltoniano (4.14). Entonces, considerando las posibilidades para |k|+ |l| = 3 con kj ≥ 0

y lj ≥ 0 (j = 1, 2), dadas por el siguiente Cuadro 4.4.
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k1 3 0 0 0 2 2 2 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1 0
k2 0 3 0 0 1 0 0 2 2 2 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1
l1 0 0 3 0 0 1 0 0 1 0 2 2 2 0 0 1 1 0 1 1
l2 0 0 0 3 0 0 1 0 0 1 0 0 1 2 2 2 0 1 1 1

Cuadro 4.4: Relaciones para |k|+ |l| = 3 con kj ≥ 0 y lj ≥ 0 (j = 1, 2).

A partir de la ecuación (4.16) tenemos las siguientes relaciones entre coeficientes.

k3000 = h3000 − δ1s2010, k1020 = h1020 − 3δ1s0030,
k0300 = h0300 − δ2ωs0201, k0120 = h0120 − δ2ωs0021,
k0030 = h0030, k0021 = h0021 + δ2ωs0120,
k0003 = h0003 + δ2ωs0102, k1002 = h1002 + δ2ωs1101 − δ1s0012,
k2100 = h2100 − δ1s1110 − δ2ωs2001, k0102 = h0102 + 2δ2ωs0201 − 3δ2ωs0003,
k2010 = h2010 − 2δ1s1020, k0012 = h0012 + δ2ωs0111,
k2001 = h2001 + δ2ωs2100 − δ1s1011, k1110 = h1110 − 2δ1s0120 − δ2ωs1011,
k1200 = h1200 − δ1s0210 − δ2ωs1101, k1101 = h1101 + 2δ2ωs1200 − δ1s0111 − 2δ2ωs1002,
k0210 = h0210 − δ2ωs0111, k1011 = h1011 + δ2ωs1110 − 2δ1s0021,
k0201 = h0201 + 3δ2ωs0300 − 2δ2ωs0102, k0111 = h0111 + 2δ2ωs0210 − 2δ2ωs0012.

Con el objetivo de obtener un Hamiltoniano K con la menor cantidad de coeficientes en

su forma cúbica, elegimos convenientemente los coeficientes de S3 de la función generadora

S, vía las relaciones

s3000 = 0, s1020 =
δ1
2 h2010,

s0300 = − δ2
3ω (2h0003 + h0201), s0120 = − δ2

ω h0021,
s0030 =

δ1
3 h1020, s0021 =

δ2
ω h0120,

s0003 =
δ2
3ω (h0102 + 2h0300), s1002 = 0,

s2100 =
1
ω3 (δ1ωh1110 + 2δ2h0021 − δ2ω2h2001), s0102 = − δ2

ω h0003,
s2010 = δ1h3000, s0012 =

1
4ω (δ2h0111 + 2δ1ωh1002 + 2δ1ωh1200),

s2001 =
1
ω3 (δ2ω2h2100 − 2δ2h0120 + δ1ωh1011), s1110 =

1
ω2 (2δ1h0120 − δ2ωh1011),

s1200 =
1

4ω2 (δ1h0210 − δ1h0012 − 2δ2ωh1101), s1101 =
1

4ω2 (δ1h0111 − 2δ2ωh1002 + 2δ2ωh1200),
s0210 =

1
4ω (2δ1ωh1200 + 2δ1ωh1002 − δ2h0111), s1011 =

1
ω2 (δ2ωh1110 + 2δ1h0021),

s0201 =
δ2
ω h0300, s0111 =

δ2
2ω (h0210 − h0012).

En virtud de la elección realizada, se tiene que k3000 = k0300 = k0003 = k2100 = k2010 = k2001 =

k1200 = k0201 = k1020 = k0120 = k0021 = k1002 = k0102 = k1110 = k1101 = k1011 = k0111 = 0,

k0030 = h0030 y k0210 = k0012 =
1
2(h0210+h0012). De este modo, hemos normalizado los términos

cúbicos del Hamiltoniano (4.14) y por lo tanto, su forma normal hasta términos cúbicos está

dado como en 4.15.

En el siguiente teorema, vamos a normalizar los términos de grado cuatro del Hamilto-

niano definido en la ecuación (4.14) del Teorema 26.
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Teorema 26 Existe transformación simpléctica (q1, q2, p1, p2) → (Q1, Q2, P1, P2) asociada a

la función generadora

S = q1P1 + q2P2 +
n−1∑

s=3

Ss(q1, q2, P1, P2),

Ss =
∑

k1+k2+l1+l2=s

sk1k2l1l2q
k1
1 qk22 P l1

1 P l2
2 , Qi =

∂S

∂Pi
, pi =

∂S

∂qi
, n ≥ 4, i = 1, 2

que transforma el Hamiltoniano

H(q, p) =
1

2
δ1q

2
1+

1

2
δ2ω(q

2
2+p22)+k0030p

3
1+k0210p1(q

2
2+p22)+H4+H5+H̃(q1, q2, p1, p2) (4.17)

en el Hamiltoniano

K(Q1, Q2, P1, P2) =
1

2
δ1Q

2
1 +

1

2
δ2(Q

2
2 + P 2

2 ) + k0030P
3
1 + k0210P1(q

2
2 + P 2

2 )+

k0040P
4
1 + k0220P

2
1 (Q

2
2 + P 2

2 ) + k0400(Q
2
2 + P 2

2 )
2 +K5 + · · ·

(4.18)

donde k0030 = h0030 y k0210, k0040, k0220, k0400 son constantes que determinaremos.

Demostración. Debido al Teorema 25, los términos cúbicos del Hamiltoniano (4.17) ya

han sido normalizados. Por lo tanto, debemos normalizar los términos de grado cuatro, los

cuales en virtud de la sección 4.1 deben satisfacer la relación

K4 = H4 + δ2ωP2
∂S4

∂q2
− δ1q1

∂S4

∂P1
− δ2ωq2

∂S4

∂P2
+ F4, (4.19)

donde

F4 =
∑

|k|+|l|=4

fk1k2l1l2q
k1
1 qk22 P l1

1 P l2
2 =

δ2
2
ω

(
∂S3

∂q2

)2

− δ1
2

(
∂S3

∂P1

)2

− δ2
2
ω

(
∂S3

∂P2

)2

+

∑

|k|+|l|=3

hk1k2l1l2

(
l1
1

)
qk11 qk22 P l1−1

1 P l2
2

∂S3

∂q1
+

∑

|k|+|l|=3

hk1k2l1l2

(
l2
1

)
qk11 qk22 P l1

1 P l2−1
2

∂S3

∂q2
−

∑

|k|+|l|=3

kk1k2l1l2

(
k2
1

)
qk11 qk2−1

2 P l1
1 P l2

2

∂S3

∂P2
.

Luego, de acuerdo al Hamiltoniano definido en (4.17), se tiene que

F4 =
∑

|k|+|l|=4

fk1k2l1l2q
k1
1 qk22 P l1

1 P l2
2 =

δ2
2
ω

(
∂S3

∂q2

)2

− δ1
2

(
∂S3

∂P1

)2

− δ2
2
ω

(
∂S3

∂P2

)2

+

3h0030P
2
1

∂S3

∂q1
− 3/2(h0210 + h0012)

[
2P1P2

∂S3

∂q2
+ q22

∂S3

∂q1
+ P 2

2

∂S3

∂q1

]
−

(h0210 + h0012)q2P1
∂S3

∂P2
.
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Además, de acuerdo con el Teorema 25 anterior se conoce explícitamente S3, la cual está

definida por

S3(q1, q2, P1, P2) = P 3
1 s0030 + P 2

1P2s0021 + P 2
1 q1s1020 + P 2

1 q2s0120 + P1P
2
2 s0012+

P1P2q1s1011 + P1P2q2s0111 + P1q
2
1s2010 + P1q1q2s1110 + P1q

2
2s0210+

P 3
2 s0003 + P 2

2 q2s0102 + P2q
2
1s2001 + P2q1q2s1101 + P2q

2
2s0201+

q21q2s2100 + q1q
2
2s1200 + q32s0300.

Por tanto, se tiene que

F4 =
∑

|k|+|l|=4

fk1k2l1l2q
k1
1 qk22 P l1

1 P l2
2 =

δ2
2
ωA2

1 −
δ1
2
A2

2 −
δ2
2
ωA2

3+

A
∑

|k|+|l|=3

hk1k2l1l2

(
l1
1

)
qk11 qk22 P l1−1

1 P l2
2 + 3h0030P

2
1A+

1/2(h0210 + h0012)[2P1P2A1 + q22A+ P 2
2A]− (h0210 + h0012)q2P1A3.

donde

A =
∂S3

∂q1
= P 2

1 s1020 + P1P2s1011 + 2P1q1s2010 + P1q2s1110 + 2P2q1s2001 + P2q2s1101+

2q1q2s2100 + q22s1200.

A1 =
∂S3

∂q2
= P 2

1 s0120 + P1P2s0111 + P1q1s1110 + 2P1q2s0210 + P 2
2 s0102 + P2q1s1101+

2P2q2s0201 + q21s2100 + 2q1q2s1200 + 3q22s0300.

A2 =
∂S3

∂P1
= 3P 2

1 s0030 + 2P1P2s0021 + 2P1q1s1020 + 2P1q2s0120 + P 2
2 s0012 + P2q1s1011+

P2q2s0111 + q21s2010 + q1q2s1110 + q22s0210.

A3 =
∂S3

∂P2
= P 2

1 s0021 + 2P1P2s0012 + P1q1s1011 + P1q2s0111 + 3P 2
2 s0003 + 2P2q2s0102+

q21s2001 + q1q2s1101 + q22s0201.

Considerando la igualdad polinomial (4.19), tenemos la siguiente relación entre los coefi-

cientes de las formas cuárticas de los Hamiltonianos H y K, y de la función generadora

S,

kk1k2l1l2 = hk1k2l1l2 + δ2ω(k2 + 1)sk1,k2+1,l1,l2−1 − δ1(l1 + 1)sk1−1,k2,l1+1,l2−

δ2ω(l2 + 1)sk1,k2−1,l1,l2+1 + fk1k2l1l2 ,
(4.20)

para todo |k|+ |l| = 4. A continuación, procedemos a normalizar los términos cuárticos del

Hamiltoniano (4.17). Entonces, considerando las posibilidades para |k|+ |l| = 4 con kj ≥ 0

y lj ≥ 0 (j = 1, 2), de acuerdo a los Cuadros 4.5 y 4.6.
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k1 4 0 0 0 3 3 3 1 0 0 1 0 0 1 0 0 2 2 2 0 0 0
k2 0 4 0 0 1 0 0 3 3 3 0 1 0 0 1 0 2 0 0 2 2 0
l1 0 0 4 0 0 1 0 0 1 0 3 3 3 0 0 1 0 2 0 2 0 2
l2 0 0 0 4 0 0 1 0 0 1 0 0 1 3 3 3 0 0 2 0 2 2

Cuadro 4.5: Relaciones para |k|+ |l| = 4 con kj ≥ 0 y lj ≥ 0 (j = 1, 2).

k1 2 2 2 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1
k2 1 1 0 2 2 2 1 0 1 1 0 1 1
l1 1 0 1 1 0 1 2 2 2 0 1 1 1
l2 0 1 1 0 1 1 0 1 1 2 2 2 1

Cuadro 4.6: Continuación relaciones para |k|+ |l| = 4 con kj ≥ 0 y lj ≥ 0 (j = 1, 2).

A partir de la ecuación (4.20) tenemos las siguientes relaciones entre los coeficientes:

k4000 = h4000 − δ1s3010 + f4000, k2002 = h2002 + δ2ωs2101 − δ1s1012 + f2002,
k0400 = h0400 − δ2ωs0301 + f0400, k0301 = h0301 + 4δ2ωs0400 − 2δ2ωs0202 + f0301,
k0040 = h0040 + f0040, k0202 = h0202 + 3δ2ωs0301 − 3δ2ωs0103 + f0202,
k0004 = h0004 + δ2ωs0103 + f0004, k0103 = h0103 + 2δ2ωs0202 − 4δ2ωs0004 + f0103,
k3010 = h3010 − 2δ1s2020 + f3010, k3100 = h3100 − δ1s2110 − δ2ωs3001 + f3100,
k3001 = h3001 + δ2ωs3100 − δ1s2011 + f3001, k2011 = h2011 + δ2ωs2110 − 2δ1s1021 + f2011,
k1300 = h1300 − δ1s0310 − δ2ωs1201 + f1300, k1210 = h1210 − 2δ1s0220 − δ2ωs1111 + f1210,
k0220 = h0220 − δ2ωs0121 + f0220, k0211 = h0211 + 3δ2ωs0310 − 2δ2ωs0112 + f0211,
k1030 = h1030 − 4δ1s0040 + f1030, k1120 = h1120 − 3δ1s0130 − δ2ωs1021 + f1120,
k0130 = h0130 − δ2ωs0031 + f0130, k1021 = h1021 + δ2ωs1120 − 3δ1s0031 + f1021,
k0031 = h0031 + δ2ωs0130 + f0031, k0121 = h0121 + 2δ2ωs0220 − 2δ2ωs0022 + f0121,
k1003 = h1003 + δ2ωs1102 − δ1s0013 + f1003, k0310 = h0310 + δ2ωs0211 + f0310,
k0022 = h0022 + δ2ωs0121 + f0022, k1012 = h1012 + δ2ωs1111 − 2δ1s0022 + f1012,
k0013 = h0013 + δ2ωs0112 + f0013, k0112 = h0112 + 2δ2ωs0211 − 3δ2ωs0013 + f0112,
k2200 = h2200 − δ1s1210 − δ2ωs2101 + f2200, k2020 = h2020 − 3δ1s1030 + f2020,

k2110 = h2110 − 2δ1s1120 − δ2ωs2011 + 3δs3100 + f2110,

k2101 = h2101 + 2δ2ωs2200 − δ1s1111 − 2δ2ωs2002 + f2101,

k1201 = h1201 + 3δ2ωs1300 − δ1s0211 − 2δ2ωs1102 + f1201,

k1102 = h1102 + 2δ2ωs1201 − δ1s0112 − 3δ2ωs1003 + f1102,

k1111 = h1111 + 2δ2ωs1210 − 2δ1s0121 − 2δ2ωs1012 + f1111.

Con el objetivo de obtener un Hamiltoniano K con la menor cantidad de coeficientes en

su forma cuártica, elegimos convenientemente los coeficientes de S4 de la función generadora

S, vía las relaciones

s4000 = 0, δ1s1012 − δ2ωs2101 = h2002 + f2002,
δ1s2110 + δ2ωs3001 = h3100 + f3100, 2δ1s1120 + δ2ωs2011 = h2110 + f2110,
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s2020 =
δ1
2 (h3010 + f3010), δ1s1111 + 2δ2ωs2002 − 2δ2ω2200 = h2101 + f2101,

δ1s2011 − δ2ωs3100 = h3001 + f3001, 2δ1s1020 − δ2ωs2110 = h2011 + f2011,
δ1s0310 + δ2ωs1201 = h1300 + f1300, 2δ1s0220 + δ2ωs1111 = h1210 + f1210,
s0211 =

δ2
ω (h0310 + f0310), s3010 = 0,

2δ2ωs0202 − 4δ2ωs0400 = h0301 + f0301, δ1s0211 + 2δ2ωs1102 − 3δ2ωs1300 = h1201 + f1201,
s0040 =

δ1
4 (h1030 + f1030), 2δ2ωs0112 − 3δ2ωs0310 = h0211 + f0211,

s0031 =
δ2
ω (h0130 + f0130), 3δ1s0130 + δ2ωs1021 = h1120 + f1120,

s0130 = − δ2
ω (h0031 + f0031), 3δ1s0031 − δ2ωs1120 = h1021 + f1021,

δ1s0013 − δ2ωs1102 = h1003 + f1003, 2δ2ωs0022 − 2δ2ωs0220 = h0121 + f0121,
4δ2ωs0004 − 2δ2ωs0202 = h0103 + f0103, δ1s0112 + 3δ2ωs1003 − 2δ2ωs1201 = h1102 + f1102,
s0112 = − δ2

ω (h1003 + f1003), 2δ1s0022 − δ2ωs1111 = h1012 + f1012,
δ1s1210 + δ2ωs2101 = h2200 + f2200, 3δ2ωs00013 − 2δ2ωs0211 = h0112 + f0112,
s1030 =

δ1
3 (h2020 + f2020), 2δ1s0121 + 2δ2ωs1012 − 2δ2ωs1210 = h1111 + f1111.

Además, considerando

s0121 =
δ2
2ω

(h0220 + f0220 − h0022 − f0022),

s0301 =
δ2
8ω

(5h0400 − h0022 − 3h0004 + 5f0400 − 3f0004 − f0202),

s0103 =
δ2
8ω

(3h0400 + h0022 − 5h0004 + 3f0400 − 5f0004 + f0202).

En virtud de la elección realizada, se tiene que k4000 = k3100 = k3010 = k3001 = k1300 =

k0310 = k0301 = k1030 = k0130 = k0031 = k1003 = k0013 = k2200 = k2020 = k2002 = k2110 =

k2101 = k2011 = k1210 = k1201 = k0211 = k1120 = k1021 = k0121 = k1102 = k1012 = k0112 =

k1111 = 0 y

k0040 = h0040 + f0040,

k0220 = k0022 =
1

2
(h0220 + h0022 + f0220 + f0022),

k0400 =
1

2
k0202 = k0004,

k0400 =
1

8
(3h0400 + h0202 + 3h0004 + 3f0400 + 3f0004 + f0202),

donde

f0040 =
δ2h2

0021

2ω
+

3δ1h0030h2010

2
− δ2h2

0120

2ω
− 1

2
δ1h

2
1020,

f0220 =
δ1
2
(−2h0111h1002 − 2h0111h1200 + h0210h2010 − 2h1002h1020 − 2h1020h1200 + h0012h2010)+

δ2ω

2
(h1002 + h1200)

2 +
δ2
ω
(2h0003h0021 + h0021h0201 − h0120h0300)+

δ2
4ω

(h0012h0210 + h0111h1020) +
δ2
8ω

(3h2
0012 + h2

0111 − 5h2
0210)+

δ1
4ω2

(3h0030h0210 − 3h0012h0030 − 8h2
0021),
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f0022 =
δ1
4
(h0012h2010 + h0210h2010 − 2h0111h1002 − 2h0111h1200 − 2h1002h1020 − 2h1020h1200)−

2δ1
ω2

h2
0120 −

δ2
8ω

(2h0012h0210 − 8h0003h0021 − 3h2
0012 + 8h0102h0120 + h2

0111 + 2h0111h1020+

16h0120h0300 − 5h2
0210)−

δ2ω

2
(h1002 + h1200)

2,

f0400 =
δ2
8ω

(16h2
0003 + 16h0003h0201 + h0111h1002 + h0111h1200 + 4h2

0201 − 2h0012h1101−

2h0210h1101 − 4h2
0300)−

δ1
32ω2

(4h2
0012 + h2

0111 − 4h2
0210)−

δ1
8
(h1002 + h1200)

2,

f0004 = −δ1
8
(h1002 + h1200)

2 +
δ2
8ω

(4h2
0003 − 4h2

0102 − 16h0102h0300 − h0111h1002 + h0111h1200−

16h2
0300)−

δ1
32ω2

h2
0111,

f0202 = −δ1
4
(h1002 + h1200)

2 +
δ2

16ω2
(−4h2

0012 + h2
0111 + 4h0012h0210)+

δ2
4ω

(4h0003h0201 − 4h0102h0300 − h0012h1101 − h0012h0210).

De este modo, hemos normalizado los términos cuárticos del Hamiltoniano (4.17) y por

lo tanto, su forma normal hasta términos cuárticos es como en (4.18).

4.3. Forma normal de un sistema Hamiltoniano con dos
grados de libertad con parte lineal no diagonalizable
vía el método de Lie

En esta sección, usaremos el método de Lie o Deprit- Hori para encontrar ciertas restric-

ciones a cerca de los coeficientes del Hamiltoniano original con dos grados de libertad.

Para esto, considere la función Hamiltoniana (2.15) vista en el capítulo 2, definida como

H = H2(q, p) +H3(q, p) +H4(q, p) + · · ·+Hs(q, p) + · · · , (4.21)

donde Hs es un polinomio homogéneo de grado s, cuya expresión en las coordenadas q =

(q1, q2) y p = (p1, p2) es dado por (2.16).
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4.3.1. Normalización de los términos de orden tres en caso donde
todas las frecuencias son nulas y rg(S)=1

Consideremos un Hamiltoniano autónomo con dos grados de libertad y supongamos que

todos sus valores propios son nulos. Estudiaremos el caso donde la matriz de la parte lineal

tiene rango 1, así, de acuerdo al Teorema 19 la parte cuadrática tiene la forma

H2 =
δ

2
p21, (4.22)

donde δ = ±1.

Teorema 27 Existe una transformación simpléctica x = E(X) + · · · , que transforma el

Hamiltoniano

H =
δ

2
p21 +H3 +H4 + · · · , (4.23)

en el Hamiltoniano

K = h3000Q
3
1 + h0300Q

3
2 + h0003P

3
2 + h2100Q

2
1Q2 + h2001Q

2
1P2 + h1200Q1Q

2
2 + h0201Q

2
2P2

+ h1002Q1P
2
2 + h0102Q2P

2
2 + h1101Q1Q2P2 +K4 + · · · .

(4.24)

Demostración. Sabemos que la forma polinomial de H3 es dado por

H3(q1, q2, p1, p2) = h3000q
3
1 + h0300q

3
2 + h0030p

3
1 + h0003p

3
2 + h2100q

2
1q2 + h2010q

2
1p1

+ h2001q
2
1p2 + h1200q1q

2
2 + h0210q

2
2p1 + h0201q

2
2p2 + h1020q1p

2
1

+ h0120q2p
2
1 + h0021p

2
1p2 + h1002q1p

2
2 + h0102q2p

2
2 + h0012p1p

2
2

+ h1110q1q2p1 + h1101q1q2p2 + h1011q1p1p2 + h0111q2p1p2.

(4.25)

Luego, considerando H2 =
δ
2p

2
1, tenemos que

A =






0 0 δ 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




 .

Por lo tanto, se tiene que HT
2 = −δ1q21. Por otro lado, considerando la ecuación de Lie

{HT
2 , H3} = 0, entonces los términos cúbicos deben satisfacer la siguiente relación

−δq1
∂H3

∂p1
= 0. (4.26)

De donde, se debe verificar la siguiente ecuación

−δ(l1 + 1)hk1−1k2l1+1l2 = 0, (4.27)
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para todo |k| + |l| = 3, a continuación procedemos a normalizar los términos cúbicos del

Hamiltoniano (4.23). Entonces considerando las posibilidades para |k|+ |l| = 3 con k1 > 0 y

k2, l1, l2 ≤ 0, dadas en el siguiente cuadro

k1 3 0 0 0 2 2 2 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1 0
k2 0 3 0 0 1 0 0 2 2 2 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1
l1 0 0 3 0 0 1 0 0 1 0 2 2 2 0 0 1 1 0 1 1
l2 0 0 0 3 0 0 1 0 0 1 0 0 1 2 2 2 0 1 1 1

Cuadro 4.7: Relaciones para |k|+ |l| = 3 con kj ≥ 0 y lj ≥ 0 (j = 1, 2).

Y a partir de las ecuaciones (4.25) y (4.27) tenemos las siguientes restricciones sobre los

coeficientes

h0030 = h2010 = h0210 = h1020 = h0120 = h0021 = h0012 = h1110 = h1011 = h0111 = 0.

De modo que, hemos normalizado los términos cúbicos del Hamiltoniano (4.23) y por lo

tanto, el nuevo Hamiltoniano es como en (4.24).

4.3.2. Normalización del caso donde una frecuencia es nula

Sea la función Hamiltoniana

H =
δ1
2
q21 +

δ2ω

2
(q22 + p22) +H3(q, p) +H4(q, p) + · · · . (4.28)

Suponga también que dos de sus valores propios de la matriz del sistema linealizado asociado

a H en (4.28) son nulos y los demás imaginarios puros.

Por el Teorema 10, existe un cambio de coordenadas simpléctica tal que

{HT
2 , Hs} = 0, s ≥ 3, (4.29)

de donde obtenemos que la ecuación de Lie es dada por

∂HT
2

∂q1

∂Hs

∂p1
+
∂HT

2

∂q2

∂Hs

∂p2
− ∂HT

2

∂p1

∂Hs

∂q1
− ∂HT

2

∂p2

∂Hs

∂q2
= 0 (4.30)

Teorema 28 Existe una transformación simpléctica x = E(X) + · · · , que transforma el

Hamiltoniano (4.28) en el Hamiltoniano

K =
δ1
2
q21 +

δ2ω

2
(q22 + p22) +

M∑

s=3

[s/2]∑

j=0

as−2j,jP
s−2j
1 (q22 + P 2

2 )
j +KM+1 + · · · (4.31)
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donde as−2j son constantes reales. La normalización debe ser hasta orden M tal que aM,0 es

distinto de cero.

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que H2 en (4.31) es dado por

H2 =
δ1
2
q21 +

δ2ω

2
(q22 + p22),

con δ1 = ±1 y δ2 = ±1. Con el objetivo de simplificar los términos, hacemos un cambio de

coordenadas simpléctica.

p1 =
√

iδ1y1 , q2 =
1√
2
(iδ2x2 + y2)

q1 =
√

−iδ1x1, p2 =
1√
2
(x2 + iδ2y2)

(4.32)

Luego se tiene

H2(x1, x2, y1, y2) = −δ1
2
iδ1x

2
1 +

δ2ω

4
(x2

2 + 2iδ2x2y2 − y22 − x2
2 + 2iδ2x2y2 + y22)

= −1

2
ix2

1 + iωx2y2,
(4.33)

de donde, es fácil ver que

R = −JAT =





0 0 0 0
0 0 0 iω
0 0 i 0
0 iω 0 0



 .

Por lo tanto, obtenemos que

HT
2 =

1

2
xTRx =

1

2
iy21 + iωx2y2.

Así, de (4.29) tenemos ∇HT
2 J∇Hs = 0, con s ≥ 3. Por lo tanto, la ecuación de Lie (4.30) se

reduce a

iωy2
∂Hs

∂y2
− iy1

∂Hs

∂x1
− iωx2

∂Hs

∂x2
= 0,

o equivalentemente,

y1
∂Hs

∂x1
+ ω

[
x2
∂Hs

∂x2
− y2

∂Hs

∂y2

]
= 0. (4.34)

Además, dado que

Hs =
∑

k1+k2+l1+l2=s

hk1k2l1l2x
k1
1 xk2

2 yl11 y
l2
2 . (4.35)
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Entonces de (4.34) y (4.35) se tiene que

k1y1
∑

k1+k2+l1+l2=s

hk1k2l1l2x
k1−1
1 xk2

2 yl11 y
l2
2 + (k2 + l2)ωx1

∑

k1+k2+l1+l2=s

hk1k2l1l2x
k1−1
1 xk2

2 yl11 y
l2
2 = 0

⇔ [k1y1 + (k2 − l2)ωx1]
∑

k1+k2+l1+l2=s

hk1k2l1l2x
k1−1
1 xk2

2 yl11 y
l2
2 = 0

⇔ k1y1 + (k2 − l2)ωx1 ⇔ k1 = 0 y k2 = l2

Por lo tanto, haciendo k2 = l2 = k y l1 = l, obtenemos la siguiente expresión para Hs

Hs =
∑

2k+l=s

h0klkx
k
2y

l
1y

k
2 =

∑

2k+l=s

h0klky
l
1(x2y2)

k. (4.36)

Luego, haciendo k = j en (4.36) se sigue que l = s − 2j, además, s − 2j ≥ 0, así, j ≤ s/2.

En consecuencia Hs en (4.36) se transforma en

Hs =
∑

2k+l=s

h0klkP
l
1(q

2
2 + P 2

2 )
k =

∑

j=0

h0,j,s−2j,jP
s−2j
1 (q22 + P 2

2 )
j, s ≥ 3.

Por lo tanto, se tiene que la forma normal del Hamiltoniano (4.28) adquiere la siguiente

forma

K =
δ1
2
q21 +

δ2ω

2
(q22 + p22) +

M∑

s=3

[s/2]∑

j=0

as−2j,jP
s−2j
1 (q22 + P 2

2 )
j +KM+1 + · · ·

donde as−2j son constantes reales. La normalización debe ser hasta orden M tal que aM,0 es

distinto de cero. Así, el teorema queda demostrado.

Observación 2 Los coeficientes de la forma normal son expresados fácilmente en términos

de los coeficientes de la función Hamiltoniana original (4.28). Por ejemplo, mediante cálculos

simples se verifica que

a3,0 = h0030,

a4,0 = h0040 −
1

2
δ1h

2
1020 +

3

2
δ1h2010h0030 −

1

ω
δ2h0120h0021.

(4.37)

4.3.3. Normalización del caso donde las frecuencias son no nulas e
iguales

En esta subsección vamos a normalizar hasta términos de orden cuatro el Hamiltoniano

obtenido en la ecuación (3.78) Teorema 22. Para lograr nuestro objetivo, hacemos uso de la

teoría descrita en la sección 2.6 que se encuentra inmediatamente después del algoritmo de

N. Burgoyne y R. Cushman.
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Teorema 29 Existe una transformación simpléctica x = E(X) + · · · , que transforma el

Hamiltoniano

H(q, p) =
1

2
δ(q21 + q22) + ω(q1p2 − q2p1) +H3 +H4 +H5 + · · · , (4.38)

en el Hamiltoniano

K(q, p) =
1

2
δ(q21 + q22) + ω(q1p2 − q2p1)+

(p21 + p22)[k0202(p
2
1 + p22) + k0211(q1p2 − q2p1) + k1111(q

2
1 + q22)] +K5 + · · · .

(4.39)

Demostración. Considere la función Hamiltoniana H = H2+H3+H4+ · · · en R4 comen-

zando con el polinomio cuadrático H2, que según la ecuación (3.78) viene definido como

H2 = −1

2
δ(q21 + q22) + ω(q1p2 − q2p1); ω > 0, δ = ±1. (4.40)

De acuerdo al Teorema 22, sabemos que la función Hamiltoniana (4.40) es equivalente

a la parte cuadrática del Hamiltoniano definido en (4.38) vía un cambio de coordenadas

simpléctico, además, recordemos que la matriz A = JS asociada al sistema Hamiltoniano

correspondiente a la función Hamiltoniana (4.40), según la ecuación (3.77) Teorema 22 tiene

la siguiente forma

JS∗ =






0 −ω 0 0
ω 0 0 0
δ 0 0 −ω
0 δ ω 0




 , δ = ±1. (4.41)

Por lo tanto, podemos hacer una descomposición de la matriz A como A = Σ+M con

Σ =






0 −ω 0 0
ω 0 0 0
0 0 0 −ω
0 0 ω 0




 , M =






0 0 0 0
0 0 0 0
δ 0 0 0
0 δ 0 0




 .

Luego, calculamos la derivada de Lie

L =
∂H2

∂p1

∂

∂q1
+
∂H2

∂p2

∂

∂q2
− ∂H2

∂q1

∂

∂p1
− ∂H2

∂q2

∂

∂p2

= −ωq2
∂

∂q1
+ ωq1

∂

∂q2
− (−δq1 + ωp2)

∂

∂p1
− (−δq2 − ωp1)

∂

∂p2

=

(
−ωq2

∂

∂q1
+ ωq1

∂

∂q2
− ωp2

∂

∂p1
+ ωp1

∂

∂p2

)
+

(
δq1

∂

∂p1
+ δq2

∂

∂p2

)

= S + N .
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Así, obtenemos que

S = −ωq2
∂

∂q1
+ ωq1

∂

∂q2
− ωp2

∂

∂p1
+ ωp1

∂

∂p2
, (4.42)

N = δq1
∂

∂p1
+ δq2

∂

∂p2
. (4.43)

Ahora con la finalidad de simplificar las ecuaciones (4.42) y (4.43), introducimos las coorde-

nadas complejas (z, z̄) = (z1, z2, z̄1, z̄2) dadas por

z1 = q1 + iq2, z2 = p1 + ip2, z̄1 = q1 − iq2, z̄2 = p1 − ip2. (4.44)

Esto define un isomorfismo lineal complejo (q, p) ;→ (z, z̄) de C4 con sigo mismo, que trans-

forma cualquier polinomio Hn en (q, p) a un polinomio H̄n en (z, z̄). En estas coordenadas

(z, z̄) se verifica que S y N se transforma en

S̃ = iω

(
z1

∂

∂z1
− z̄1

∂

∂z̄1
+ z2

∂

∂z2
− z̄2

∂

∂z̄2

)
, (4.45)

Ñ = δ

(
z1

∂

∂z2
+ z̄1

∂

∂z̄2

)
. (4.46)

Usando la notación (k, l) = (k1, k2, l1, l2) para el monomio zk11 zk22 z̄l11 z̄
l2
2 cada polinomio real

homogéneo de grado m sobre R4 en las coordenadas complejas conjugadas (z, z̄) puede ser

escrito como ∑

m

ckl(k, l) con ckl = c̄lk.

Aquí,
∑

m denota la sumatoria sobre toda las posibles combinaciones k1, k2, l1, l2 con ki ≥ 0,

li ≥ 0 donde i = 1, 2 y k1 + k2 + l1 + l2 = m. Por consiguiente, tenemos

S̃ (k, l) = iω(k1 + k2 + l1 + l2)(k, l). (4.47)

Por lo tanto, el kernel de S̃ que actúa sobre el espacio de polinomios reales homegéneos de

grado n en las coordenadas complejas conjugadas, es generado por los monomios (k, l) con

k1 + k2 + l1 + l2 = n y k1+ k2 = l1+ l2, dado que en este caso tenemos resonancia 1 : 1, pues

ω1 = ω2. En consecuencia, se tiene que 2(k1 + k2) = 2(l1 + l2) = n. En particular, notemos

que cuando n es impar se tiene que ker(S̃n) = {0}. Por lo tanto, el subespacio digamos Y3

generado por S̃n para n impar es Y3 = {0}, es decir, la forma normal de H es nula para

téminos de orden tres. Para n = 4 de acuerdo con [22] el núcleo de S̃n es generado por los

siguientes monomios

(2, 0, 2, 0), (0, 2, 0, 2), (1, 1, 1, 1), (2, 0, 1, 1), (1, 1, 0, 2), (2, 0, 0, 2),

(1, 1, 2, 0), (0, 2, 1, 1), (0, 2, 2, 0).
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Esto implica que el kernel de S4 es generado por los siguientes polinomios reales de grado

cuatro

e1 = (2, 0, 2, 0) = (q21 + q22)
2, e4 = Re(1, 1, 2, 0) = (q21 + q22)(q1p1 + q2p2),

e2 = (0, 2, 0, 2) = (p21 + p22)
2, e5 = Im(1, 1, 2, 0) = (q21 + q22)(q1p2 − q2p1),

e3 = (1, 1, 1, 1) = (q21 + q22)(p
2
1 + p22), e6 = Re(0, 2, 1, 1) = (p21 + p22)(q1p1 + q2p2),

e7 = Im(0, 2, 1, 1) = (p21 + p22)(q1p2 − q2p1),

e8 = Re(0, 2, 2, 0) = (q1p1 + q2p2)
2 − (q1p2 − q2p1)

2,

e9 = Im(0, 2, 2, 0) = 2(q1p1 + q2p2)(q1p2 − q2p1).

Ahora, usando (4.46) encontramos la imagen de Ñ |ker(S̃4)
, esto es,

˜N (2, 0, 2, 0) = 0, ˜N (1, 1, 1, 1) = δ(2, 0, 1, 1) + δ(1, 1, 2, 0),

˜N (0, 2, 0, 2) = 2δ(1, 1, 0, 2) + 2δ(0, 2, 1, 1), ˜N (1, 1, 2, 0) = δ(2, 0, 2, 0) = ˜N (2, 0, 1, 1),

˜N (0, 2, 2, 0) = 2δ(1, 1, 2, 0) = ˜N (2, 0, 0, 2),

˜N (0, 2, 1, 1) = 2δ(1, 1, 1, 1) + δ(0, 2, 2, 0) = ˜N (1, 1, 0, 2).

Por lo tanto la acción de N sobre la base {e1, · · · , e9} de ker(S ) en P4(R4,R) es

N e1 = 0, N e4 = δe1, N e7 = δe9,

N e2 = 4δe6, N e5 = 0, N e8 = 2δe4,

N e3 = 2δe4, N e6 = δe8 + 2δe3, N e9 = 2δe5,

esto implica que la imagen de N |ker(S4) en P4(R4,R) es generado por {e1, e4, e5, e6, e8 +
2e3, e9}. Por lo tanto una elección del subespacio digamos Y4 de R4 es el generado por

{e2, e3, e7}. Notemos que Y4 no es único, por lo tanto, la forma normal de H para términos

de orden cuatro no es única. Debido a la elección que hemos considerado tenemos los términos

de cuarto orden en nuestro Hamiltoniano normalizado dado como

H4 = k0202(p
2
1 + p22)

2 + k0211(p
2
1 + p22)(q1p2 − q2p1) + k1111(q

2
1 + q22)(p

2
1 + p22)

= (p21 + p22)[k0202(p
2
1 + p22) + k0211(q1p2 − q2p1) + k1111(q

2
1 + q22)].

(4.48)

Por lo tanto, la forma normal para el Hamiltoniano (4.38) es como en (4.39)

Nuestro próximo paso es calcular el valor del coeficiente k0202 en (4.48) correspondiente

al monomio (0, 2, 0, 2) que en coordenadas reales es (p21+p22)
2. Antes de comenzar con nuestro

objetivo, con el afán de reducir nuestros cálculos veamos algunas nociones importantes que

nos permiten obtener el valor de k0202.
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Primeramente calcularemos la función F ∈ P3(R4,R) que genera la transformación φF

cuando normalizamos el Hamiltoniano 4.38 hasta orden tres (ver Corolario 2). Esta trans-

formación es determinada única, pues en el Teorema 29 encontramos que kerS3 = {0}. Por

lo tanto, por el Lema 4 L
−1
3 existe en Pn(R4,R) y así F = L −1H3. Además, el efecto de

la transformación H por φF es que agrega un término de cuarto orden a H . La colección de

términos de la forma deseada conduce a k0202.

Teorema 30 La transformación simpléctica φF definida por (2.32) con generador F ∈
P3(R4,R) tal que L F = H3 implica

i) (H ◦ φF )3(q, p) = 0,

ii) (H ◦ φF )4(q, p) = H4(q, p) +
1
2LFH3(q, p).

Demostración. La demostración de i) se sigue inmediatamente del Corolario 2 y el hecho

que Y3 = {0}. Usando (2.33) tenemos

(H ◦ φF )4(q, p) = H4(q, p) + LFH3(q, p) +
1

2
L

2
Fh2(q, p).

Además, tenemos

1

2
L

2
FH2(q, p) =

1

2
LF (LF (q, p)) = −1

2
LF (L F (q, p)) = −1

2
LFH3(q, p)

usando el hecho de que hemos elegido F de modo que L F = H3. Recuerde que L es la

derivada de Lie generada por H2. Esto prueba ii).

De acuerdo a las coordenadas complejas conjugadas definidas en (4.44) Teorema 29.

Denote por H̃(z, z̄) a la función Hamiltoniana H(q, p) en coordenadas complejas conjugadas.

Entonces las ecuaciones Hamiltonianas en estas coordenadas son
d

dz
(z, z̄) = XH̃(z, z̄),

donde

XH̃(z, z̄) = 2





0 0 0 1
0 0 −1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0



 dH̃(z, z̄).

Note que el factor 2 aparece porque nuestras coordenadas complejas conjugadas no son

complejas simplécticas. De hecho, se puede introducir coordenadas complejas que sean sim-

plécticas, por ejemplo

u1 =
1√
2
z2, u2 =

1√
2
z1, v1 =

1√
2
z̄1, v2 =

1√
2
z̄2.
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Sin embargo, trabajar con estas coordenadas en este caso muy especial no es conveniente.

Ahora, defina la derivada de Lie de f(z, z̄) con respecto a XH̃(z, z̄) por

LH̃f(z, z̄) = df(z, z̄)XH̃(z, z̄)

= 2

[
∂H̃(z, z̄)

∂z̄2

∂f(z, z̄)

∂z1
− ∂H̃(z, z̄)

∂z̄1

∂f(z, z̄)

∂z2
+
∂H̃(z, z̄)

∂z2

∂f(z, z̄)

∂z̄1
− ∂H̃(z, z̄)

∂z1

∂f(z, z̄)

∂z̄2

]

.

(4.49)

Además, sea Pn((z, z̄),C) el espacio de polinomios homogéneos en las coordenadas (z, z̄)

con coeficientes complejos. Una base compleja de Pn((z, z̄),C) es

Mn = {(k, l); k1 + k2 + l1 + l2 = n, ki ≥ 0, li ≥ 0, i = 1, 2}.

De donde se verifican las siguientes propiedades.

Propiedad 1 Sea H̃k(z, z̄) el polinomio real homogéneo H(q, p) en coordenadas complejas

conjugadas. Si (k, l) es un monomio de H̃k entonces (l, k) es tambien un monomio de H̃k y

ckl = c̄lk.

Propiedad 2 Si G(z, z̄) ∈ Pn((z, z̄),C) entonces [∂G(z, z̄)]/∂zi = [∂G(z, z̄)]/∂z̄i. Además,

si G(z, z̄) es algún polinomio real homogéneo en coordenadas complejas conjugadas entonces

[∂G(z, z̄)]/∂zi = [∂G(z, z̄]/∂z̄i.

Propiedad 3 LH̃ = L̃H .

Propiedad 4 LH̃(z,z̄)G̃(z, z̄) = (L̃HG)(z, z̄) = LH(q,p)G(q, p).

Usando las Propiedades 3 y 4 se sigue que

F̃ (z, z̄) = L̃
−1H̃3(z, z̄), (4.50)

φ̃F = exp(L̃F ) = exp(LF̃ ) = φF̃ , (4.51)

(H̃ ◦ φF̃ )4(z, z̄) = H̃4(z, z̄) +
1

2
LF̃ H̃3(z, z̄). (4.52)

De la Propiedad 2 se deduce directamente que en Mn los operadores con conjugación compleja

S̃ y ˜N y por lo tanto L̃ y L̃ −1 conmutan, es decir,

L̃ −1(k, l) = L̃
−1(k, l) = L̃

−1(l, k).
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Entonces para encontrar F̃ ∈ P3((z, z̄),C) solo tenemos que determinar la imagen del con-

junto M∗
3 = {(k, l); k1 + k2 + l1 + l2 = 3; ki ≥ 0; li ≥ 0, k1 + k2 > l1 + l2} bajo L̃ −1. Esto lo

hacemos de la siguiente manera. Usando (4.45) y (4.46) tenemos

S̃ (k, l) = iωρkl(k, l) donde ρkl = (k1 + k2 − l1 − l2), (4.53)

Ñ (k, l) = δk2(k1 + 1, k2 − 1, l1, l2) + δl2(k1, k2, l1 + 1, l2 − 1). (4.54)

Considerando la descomposición L̃ = S̃ + ˜N . Dado que S̃ ˜N = Ñ S̃ tenemos

L̃
−1 = (I + S̃

−1 ˜N )−1
S̃

−1

= [I − S̃
−1 ˜N + (S̃ −1 ˜N )2 − (S̃ −1 ˜N )3]−1

S̃
−1,

(4.55)

usando el hecho que ˜N 4 = 0 en P3((z, z̄),C).

Usamos la expresión (4.55) juntos con las fórmulas (4.54) y (4.54) para encontrar la

imagen del conjunto M∗
3 bajo L̃ −1. Así, también conocemos la imagen de M3 bajo L̃ −1,

esto es, la imagen de elementos básicos de P3((z, z̄),C). Podemos expresar L̃ −1 como la

matriz dada en el siguiente cuadro.

Cuadro 4.8: Matriz de transformación para L̃ −1

3000 2100 1200 0300 0030 0021 0012 0003 · · ·

3000 − i
3ω

2100 δ
9ω2 − i

3ω

1200 2i
27ω3

2δ
9ω2 − i

3ω

0300 − 2δ
27ω4

2i
9ω3

δ
3ω2 − i

3ω

0030 i
3ω

0021 δ
9ω2

i
3ω

0012 − 2i
27ω3

2δ
9ω2

i
3ω

0003 − 2δ
27ω4 − 2i

9ω3
δ

3ω2
i
3ω

...
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Cuadro 4.9: Continuación de la matriz de transformación para L̃ −1

2010 2001 1110 1101 0210 0201 1020 0120 1011 0111 1002 0102

2010 − i
ω

2001 δ
ω2 − i

ω

1110 δ
ω2 − i

ω

1101 2i
ω3

δ
ω2

δ
ω2 − i

ω

0210 2i
ω3

2δ
ω2 − i

ω

0201 − 6δ
ω4

2i
ω3

4i
ω3

2δ
ω2

δ
ω2 − i

ω

1020 i
ω

0120 δ
ω2

i
ω

1011 δ
ω2

i
ω

0111 − 2i
ω3

δ
ω2

δ
ω2

i
ω

1002 − 2i
ω3

2δ
ω2

i
ω

0102 − 6δ
ω4 − 2i

ω3 − 4i
ω3

2δ
ω2

δ
ω2

i
ω

Uno puede encontrar la imagen del i−ésimo monomio en la columna delantera agregando

los monomios en la fila superior, dando a cada monomio el coeficiente que se encuentra en

el i−ésimo lugar de la columna correspondiente.

Sea

H̃3(z, z̄) =
∑

3

hkl(k, l), F̃ (z, z̄) =
∑

3

fkl(k, l)

el polinomio H3(q, p) y F (q, p) en coordenadas complejas conjugadas. Dado que L̃ −1H̃3 = F̃

podemos usar los Cuadros 4.8 y 4.9 para expresar los coeficientes de F̃ en función de los

coeficientes de H̃3. Sea (k, l) el monomio en el j−ésimo lugar en la fila superior. Entonces el

correspondiente coeficiente fkl es la suma de los correspondientes hkl de los monomios en la

columna delantera, con los coeficientes encontrados en la j−ésima columna.
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Ahora, estamos en condiciones de calcular el coeficiente k0202 del monomio (0, 2, 0, 2),

que en coordenadas reales es (p21 + p22)
2, en la expresión dada por (4.48).

Lema 18 El coeficiente k0202 de (p21 + p22)
2 en (4.48) viene dado por k0202 = h0202 + c0202,

donde

c0202 =
4

ω
[Re(h1002)Im(h0201) + Im(h1002)Re(h0201)]−

4

ω
Re(h1200)Im(h0003)−

4

ω
Im(h1200)Re(h0003)−

8

ω
[Re(h1101)Im(h0102) + Im(h1101)Re(h0102)]−

10
δ

ω2
[Re(h0201)]

2 − 10
δ

ω2
[Im(h0201)]

2 − 2
δ

ω2
[Re(h0300)]

2 − 2
δ

ω2
[Im(h0300)]

2.

Demostración. Usando la Propiedad 2 y la ecuación (4.49) obtenemos que

1

2
LF̃ H̃3(z, z̄) = 2Re

(
∂H̃3(z, z̄)

∂z1

∂F̃ (z, z̄)

∂z̄2

)

− 2Re

(
∂H̃3(z, z̄)

∂z2

∂F̃ (z, z̄)

∂z̄1

)

, (4.56)

donde

∂H̃3(z, z̄)

∂z1
= 3h3000(2, 0, 0, 0) + 2h2100(1, 1, 0, 0) + 2h2010(1, 0, 1, 0) + h1020(0, 0, 2, 0)+

2h2001(1, 0, 0, 1) + h1110(0, 1, 1, 0) + h1011(0, 0, 1, 1) + h1200(0, 2, 0, 0)+

h1002(0, 0, 0, 2) + h1101(0, 1, 0, 1)

=
∑

2

(i+ 1)h(i+1)jkl(i, j, k, l)

y

∂H̃3(z, z̄)

∂z2
=
∑

2

(j + 1)hi(j+1)kl(i, j, k, l),

∂F̃3(z, z̄)

∂z̄1
=
∂F̃3(z, z̄)

∂z1
+
∑

2

(i+ 1)f̄(i+1)jkl(k, l, i, j),

∂F̃3(z, z̄)

∂z̄2
=
∂F̃3(z, z̄)

∂z2
+
∑

2

(j + 1)f̄i(j+1)kl(k, l, i, j).

Dado que (0, 2, 0, 2) es el producto de los monomios (0, 2, 0, 0) y (0, 0, 0, 2), (0, 0, 0, 2) y

(0, 2, 0, 0), (0, 1, 0, 1) y (0, 1, 0, 1), los coeficientes de (0, 2, 0, 2) en (4.56) es

c0202 = 2Re(3h1200f̄0300 + h1002f̄0102 + 2h1101f̄0201 − 3h0300f̄1200 − h0102f̄1002 − 2h0201f̄1101)

= 2Re(− i

ω
h1002h0201 +

i

ω
h1200h0300 + 2

i

ω
h1101h0102 +

i

ω
h0102h0210 −

δ

ω2
h0102h0201−

i

ω
h0300h0012 −

δ

ω2
h0300h0003 − 2

i

ω
h0201h0111 − 4

δ

ω2
h0201h0102)
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=
4

ω
[Re(h1002)Im(h0201) + Im(h1002)Re(h0201)]−

4

ω
Re(h1200)Im(h0003)−

4

ω
Im(h1200)Re(h0003)−

8

ω
[Re(h1101)Im(h0102) + Im(h1101)Re(h0102)]−

10
δ

ω2
[Re(h0201)]

2 − 10
δ

ω2
[Im(h0201)]

2 − 2
δ

ω2
[Re(h0300)]

2 − 2
δ

ω2
[Im(h0300)]

2.

Así, el coeficiente k0202 de (0, 2, 0, 2) es (4.47) es

k0202 = h0202 + c0202. (4.57)

De este modo hemos demostrado dicho lema.
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Capítulo 5

Estabilidad de soluciones de equilibrio de
un sistema Hamiltoniano con dos grados
de libertad con parte lineal no
diagonalizable

En este capítulo, nuestro objetivo es el estudio de la estabilidad de una solución de

equilibrio en el sentido de Lyapunov para un sistema Hamiltoniano con dos grados de libertad

cuando la parte lineal es no diagonalizable, en los siguientes casos: cuando una frecuencia

de las ecuaciones Hamiltonianas del sistema linealizado es nula y cuando las frecuencias

son no nulas e imaginarias puras. La estabilidad de equilibrio será estudiada a partir de los

coeficientes de la función Hamiltoniana. Para esto, tenemos como principal referencia las

trabajos realizados por Sokol’skii ([18, 19]).

Sea H una función Hamiltoniana analítica en una vecindad del origen, la cual corresponde

al equilibrio del sistema Hamiltoniano asociado a la función H ,

H = H2(q, p) +H3(q, p) +H4(q, p) + · · ·+Hs(q, p) + · · · , (5.1)

donde Hs es un polinomio homogéneo de grado s ∈ N cuya expresión en las coordenadas

q = (q1, q2) y p = (p1, p2) es

Hs(q, p) =
∑

k1+k2+l1+l2=s

hk1k2l1l2q
k1
1 qk22 pl11 p

l2
2 . (5.2)

Sin pérdida de generalidad, supondremos que la solución de equilibrio es el origen (0, 0, 0, 0).

Vamos a exibir algunos resultados importantes en la literatura, tomando como referencia los

trabajos de Sokol’skii ([18, 19]).
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5.1. Análisis del caso donde una frecuencia es nula

Sea la función Hamiltoniana

H =
δ1
2
q21 +

δ2ω

2
(q22 + p22) +

∞∑

v=3

hv1v2v3v4q
v1
1 qv22 pv31 pv42 (5.3)

Según el Teorema 28, la forma normal de (5.3) está dada por

H =
δ1
2
q21 +

δ2ω

2
(q22 + p22) +

M∑

s=3

[s/2]∑

j=0

as−2j,jp
s−2j
1 (q22 + p22)

j +HM+1 + · · · (5.4)

donde as−2j son constantes reales. La normalización debe ser hasta orden M tal que aM,0 es

distinto de cero.

Teorema 31 (A.G. Sokol’skii, 1977) Si M es impar, entonces el origen es una solución de

equilibrio inestable para el sistema asociado a H. Si M es par, tenemos que el equilibrio es

estable si δ1aM,0 > 0 e inestable si δ1aM,0 < 0.

Demostración. Considere la ecuación (5.4), introducimos el cambio de coordenadas sim-

pléctico acción-ángulo en las variables r2 y ϕ2 dadas por

q1 = q1, p1 = p1,

q2 =
√
2r2 sin(ϕ2), p2 =

√
2r2 cos(ϕ2),

y así obtenemos que (5.4) se transforma en (por simplicidad usamos la misma notación)

H(q1, p1, r2) =
δ1
2
q21 + δ2ωr2 +

M∑

s=3

[s/2]∑

j=0

as−2j,jp
s−2j
1 (2r2)

j + · · · . (5.5)

Notemos que (5.5) no depende de ϕ2 y por lo tanto ṙ2 = 0. Osea, r2 es una integral primera

del sistema asociado a H . Podemos reducir el sistema asociado a H a un sistema con un

grado de libertad, tomando ϕ2 como la nueva variable independiente. Para la nueva función

Hamiltoniana K se obtiene la expresión

K(q1, p1) =
1

δ2ω2

[
δ1
2
q21 + aM,0p

M
1 +KM +KM+1

]
, (5.6)

donde

KM = KM(q1, p1) =
M∑

m=3

[m/2]∑

k=1

a∗m−2k,kq
2k
1 pm−2k

1 (5.7)
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KM+1(q1, p1,ϕ2, H
0) = O((q21 + p21)

M+1
2 ).

En (5.7) las cantidades reales a∗m−2k,k son obtenidas mediante cálculos simples a partir de

las cantidades ai,j (i, j = 1, 2, · · · , m).

Por ejemplo, para M = 3 en (5.6) afirmamos que K viene dada por

K(q1, p1) =
1

δ2ω2

[
δ1
2
q21 + a3,0p

3
1 + a∗11p1q

2
1 +O[(q21 + p21)

2]

]
. (5.8)

En efecto, notemos que en la ecuación Hamiltoniana (5.5) una primera aproximación para

r2 es

r2 = − δ1
δ2ω2

q21. (5.9)

Luego, haciendo − δ1
δ2ω2

= γ se sigue que r2 = γq21, además, para M = 3 la ecuación (5.5)

tiene la siguiente forma

H∗ =
δ1
2
q21 + δ2ω2r2 + a3,0p

3
1 + a1,1p1(2r2) +H4 + · · · , (5.10)

donde H4 = a4,0p41 + a2,1p21(2r2) + a0,2(2r2)2.

Por lo tanto, de (5.10) se tiene una segunda aproximación para r2 dada por

−r2 = K =
1

δ2ω2

[
δ1
2
q21 + a3,0p

3
1 + a1,1p1(2r2) +H4

]
. (5.11)

Luego, reemplazando (5.10) en (5.23) obtenemos que

K =
1

δ2ω2

[
δ1
2
q21 + a3,0p

3
1 + a1,1p1(2γq

2
1) + a4,0p

4
1 + a2,1p

2
1(2γq

2
1) + a0,2(2γq

2
1)

2

]
. (5.12)

De donde, se obtiene que

K =
1

δ2ω2

[
δ1
2
q21 + a3,0p

3
1 + 2a1,1γp1q

2
1 + a4,0p

4
1 + 2γa2,1p

2
1q

2
1 + 2γ2a0,2q

4
1

]
. (5.13)

Ahora, haciendo 2a1,1γ = a∗1,1, a4,0 = 1, a2,1 = γ−1 y a0,2 =
1
2γ

−2 se sigue que

K =
1

δ2ω2

[
δ1
2
q21 + a3,0p

3
1 + a∗1,1p1q

2
1 + (q21 + p21)

2

]
, (5.14)

es decir,

K =
1

δ2ω2

[
δ1
2
q21 + a3,0p

3
1 + a∗1,1p1q

2
1 +O[(q21 + p21)

2]

]
. (5.15)

A continuación, demostraremos la primera afirmación del teorema, usando el Teorema de

inestabilidad de Lyapunov. Como función de Lyapunov tomamos la función de signo variable

V = δ2ω2(q1 −Mδ1aM,0q1p1).
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La derivada de la función V tomada en relación con las ecuaciones de movimiento con la

función Hamiltoniana (5.6) es

dV

dϕ2
= MaM,0(q

2
1 + pM−1

1 ) + V ∗. (5.16)

donde V ∗ denota términos de orden superior en q1 y p1 o términos de la forma qm1 pk1, donde

3 ≤ m+ k ≤ M − 1, pero m != 0.

Por ejemplo, para M = 3 se tiene que si V = δ2ω2(q1 − 3δ2a3,0q1p1), entonces dV
dϕ2

=

3a3,0(q21 + p21) + V ∗. En efecto, derivando V respecto a ϕ2 obtenemos que

V̇ = δ2ω2[q̇1 − 3δ1a3,0(q̇1p1 + q1ṗ1)]. (5.17)

Por otro lado, considerando la ecuación (5.15) se sigue que las ecuaciones de movimiento del

sistema Hamiltoniano asociado a K están dadas por

q̇1 =
1

δ2ω2

[
3a3,0p

2
1 + a∗1,1q

2
1 + · · ·

]

ṗ1 = − 1

δ2ω2

[
δ1q1 + 2a∗1,1p1q1 + · · ·

] (5.18)

Ahora, reemplazando (5.18) en (5.17) obtenemos que

V̇ = 3a3,0p
2
1 + a∗1,1q

2
1 + · · ·− 3δ1a3,0[(3a3,0p

2
1 + a∗1,1q

2
1 + · · · )p1 − q1(δ1q1 + 2a∗1,1p1q1 + · · · )]

= 3a3,0p
2
1 + a∗1,1q

2
1 − 9δ1a

2
3,0p

3
1 − 3δ1a3,0a

∗
1,1q

2
1p1 + 3a3,0q

2
1 + 6δ1a3,0a

∗
1,1p1q

2
1 + · · ·

= 3a3,0(q
2
1 + p21) + a∗1,1q

2
1 − 9δ1a

2
3,0p

3
1 − 3δ1a3,0a

∗
1,1q

2
1p1 + 6δ1a3,0a

∗
1,1p1q

2
1 + · · ·

= 3a3,0(q
2
1 + p21) + V ∗.

Continuando con la demostración del teorema, note que en una vecindad pequeña del origen

la función (5.16) es de signo definido. Esto es claro, dado que si cambiamos q1 → εM−1q y

p1 → ε2p, donde ε es un número suficientemente pequeño. Entonces todo los términos de

orden superior en ε y el signo de la función (5.16) coincide con el signo de aM,0. Por lo tanto,

el origen es inestable en el sentido de Lyapunov. Así, la primera afirmación del teorema está

demostrada.

Para probar las dos últimas afirmaciones del teorema hacemos el cambio de variable

canónica.

q1 =
√
2r

M
M+2Sn(ϕ), p1 =

M + 2

2
√
2

r
2

M+2Cs(ϕ), (5.19)

donde ϕ y r son las nuevas coordenadas y momento, respectivamente, mientras que Sn(ϕ)

y Cs(ϕ) son funciones de Lyapunov definidas por las fórmulas

dCs(ϕ)

dϕ
= −Sn(ϕ),

dSn(ϕ)

dϕ
= CsM−1(ϕ), Cs(0) = 1, Sn(0) = 0. (5.20)
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CsM(ϕ) +
1

2
MSn2(ϕ) = 1. (5.21)

El cambio de coordenadas en (5.19) es simpléctico, debido a que

J =





√
2r

M

M+2 Cs(ϕ) −
(

M+2
2
√

2

)

r
2

M+2Sn(ϕ)
(√

2M
M+2

)

r
− 2

M+2 Sn(ϕ) 1√
2
r
− M

M+2 Cs(ϕ)





(

0 1
−1 0

)





√
2r

M

M+2 Cs(ϕ)
(√

2M
M+2

)

r−
2

M+2 Sn(ϕ)

−
(

M+2
2
√

2

)

r
2

M+2 Sn(ϕ) 1√
2
r
− M

M+2 Cs(ϕ)





=

(

−
(

M+2
2

)

rSn(ϕ)CsM−1(ϕ) +
(

M+2
2

)

rSn(ϕ)CsM−1(ϕ) CsM (ϕ) + M
2 Sn2(ϕ)

−CsM (ϕ) − M
2 Sn2(ϕ) −M

2 r−1Sn(ϕ)Cs(ϕ) + M
2 r−1Sn(ϕ)Cs(ϕ)

)

=

(

0 1
−1 0

)

.

Ahora, note que cuando M = 4 tenemos Cs(ϕ) = cs(ϕ) y Sn(ϕ) = sn(ϕ)dn(ϕ), donde

cs(ϕ), sn(ϕ) y dn(ϕ) son funciones elípticas con módulo 1/
√
2 definidas en la Sección (2.1).

Las funciones Sn(ϕ) y Cs(ϕ) son periódicas con un período común expresado en términos

de la función Γ como sigue

TM =
2
√

2π
MΓ( 1

M )

M+2
2M

.

La función Hamiltoniana (5.6), escrita en variables r y ϕ, viene dada por

K∗ =
δ1r

2M
M+2

δ2ω2

[

Sn2(ϕ) + δ1aM,0

(
M + 2

2
√
2

)M

Cs2(ϕ)

]

+O(rα+α1); α =
2M

M + 2
, α1 =

2

M + 2

= r
2M
M+2Φ(ϕ) +O(rα+α1); α > 1, α1 > 0,

(5.22)

donde, Φ(ϕ) = δ1
δ2ω2

[
Sn2(ϕ) + δ1aM,0

(
M+2
2
√
2

)M
Cs2(ϕ)

]
.

Por lo tanto, la función Hamiltoniana K∗ adquiere la siguiente forma

K = rαΦ(ϕ) +K∗(r,ϕ, t, H0), α > 1, K∗ = O(rα+α1), (α1 > 0).

donde

α =
2M

M + 2
, α1 =

1

M + 2
, τ = TM , (5.23)

Φ(ϕ) =
δ1
δ2ω2

[Sn2(ϕ) + ACs4(ϕ)], A = δ1aM,0

(
M + 2

2
√
2

)M

. (5.24)

Si se compara la expresión (5.10) con la expresión entre paréntesis en (5.24) vemos que

la función Φ(ϕ) no tiene ceros cuando δ1aM,0 > 0. Para δ1aM,0 < 0 obtenemos Φ(ϕ∗) = 0,

cuando

Sn(ϕ∗) = −δ1δ2
[
−(1− AM

2
)/A

]− 1
2

, Cs(ϕ∗) = (1− AM

2
)−

1
M ,
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Φ′(ϕ∗) = − 2

ω

√
−A(1− AM

2
)
2−M
2M != 0.

Ahora haciendo uso del Teorema 14, obtenemos de inmediato las dos últimas afirmaciones

del teorema.

5.2. Cuando las frecuencias del sistema lineal son no nu-
las e iguales

Sea la función Hamiltoniana

H =
δ

2
(q21 + q22) + ω(q1p2 − q2p1) +

∞∑

v=3

hv1v2v3v4q
v1
1 qv22 pv31 pv42 . (5.25)

La forma H3 en (5.25) se anula completamente y la forma H4 según el Teorema 29 (que

denotaremos por H) se reduce a

H =
δ

2
(q21 + q22) + ω(q1p2 − q2p1)+

(p21 + p22)[k0202(p
2
1 + p22) + k0211(q1p2 − q2p1) + k1111(q

2
1 + q22)] +H5 + · · ·

(5.26)

Teorema 32 (A. G. Sokol’skii,1974) Si k0202 > 0, la posición de equilibrio es formalmente

estable. Si k0202 < 0, la posición de equilibrio es inestable en el sentido de Liapunov.

Demostración. Para probar la estabilidad formal notamos que por medio de un número

infinito de etapas de la transformación de Birkhoff (posiblemente divergente) se puede reducir

la función de Hamilton a

H =
1

2
(q21 + q21) + ω(q1p2 − q2p1)+

(p21 + p22)[k0202(p
2
1 + p22) + k0211(q1p2 − q2p1) + k1111(q

2
1 + q22)]+∑

α1+α2+α3=3

hα1α2α3(q
2
1 + q2)α1(p21 + p2)

α2(q1p2 − q2p1)
α2

(5.27)

Un sistema canónico con Hamiltoniano (5.27) tiene dos integrales formales H = cte y q1p2−
q2p1 = cte. Consecuentemente la expresión G ≡ H−ω(q1p2−q2p1) también será una integral

formal del sistema Hamiltoniano. Pero desde que la función

G2 +G4 =
1

2
(q21 + q21) + (p21 + p22)

[
k0202(p

2
1 + p22) + k0211(q1p2 − q2p1) + k1111(q

2
1 + q22)

]
,
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en la expansión

G = G2 +G4 +G6 + · · ·+G2m + · · · ,

es una función definida positiva en las variables q1, q2, p1, p2 cuando k0202 > 0 ver Lema 19,

por lo tanto, se sigue la estabilidad formal de la posición de equilibrio.

Para probar la inestabilidad hacemos uso teorema de inestabilidad de Liapunov. Como

la función Liapunov tomamos la función signo variable

V = q1p1 + q2p2,

la cual verifica

V̇ = Vq1 q̇1 + Vq2 q̇2 + Vp1 ṗ1 + Vp2 q̇2

= p1Hp1 + p2Hp2 − q1Hq1 + q2Hq2

= −(q21 + q22) + 4k0202(p
2
1 + p22)

2 + 2k0211(q1p2 − q2p1)(p
2
1 + p22) +O(q21 + q22 + p21 + p22)

5/2.

Así, la derivada de la función V , tomado con relación a las ecuaciones de movimiento con

Hamiltoniano (5.26) está dada mediante la siguiente ecuación.

dV

dt
= −(q21 + q22) + 4k0202(p

2
1 + p22) + 2k0211(q1p2− q2p1)(p

2
1 + p22) +O(q21 + q22 + p21 + p22)

5/2,

es una función definida negativa en estas variables cuando k0202 < 0, ver Lema 19. La función

V satisface toda la hipótesis del teorema de inestabilidad de Liapunov. Así el teorema queda

demostrado.

Lema 19 En el Teorema 32, se verifica

1. Si k0202 > 0, entonces la función

V =
1

2
(q21 + q21) + (p21 + p22)

[
k0202(p

2
1 + p22) + k0211(q1p2 − q2p1) + k1111(q

2
1 + q22)

]
,

es definida positiva en una vecindad del origen.

2. Si k0202 < 0, entonces la función

dV

dt
= −(q21 + q22) + 4k0202(p

2
1 + p22)

2 + 2k0211(p
2
1 + p22)(q1p2 − q2p1) + · · · ,

es definida negativa en una vecindad del origen.
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Demostración. Comenzamos por el item (1). Para una demostración de este hecho, con-

sidere los vectores u = (q1, q2) y v = (p2,−p1). Con esta notación la expresión 1
2(q

2
1 +

q21)+(p21+p22) [k0202(p
2
1 + p22) + k0211(q1p2 − q2p1) + k1111(q21 + q22] , asume la forma −1

2 ||u||
2+

k0202||v||4 + k0211||v||2u.v + k1111||u||2||v||2. Sabemos que −||u||||v|| ≤ u.v ≤ ||u||||v||. Tam-

bién notemos que ( 1√
2
||u|| −

√
k0202||v||2)2 ≥ 0. De esta última desigualdad se sigue que

1
2 ||u||

2 + k0202||v||4 ≥
√
2k0202||u||||v||2. Para el caso k0211 > 0, k1111 < 0 (caso contrario es

trivial), tenemos de estas desigualdades que:

V =
1

2
||u||2 + k0202||v||4 + k0211||v||2u.v + k1111||u||2||v||2

≥
√

2k0202||u||||v||2 − k0211||u||||v||3 + k1111||u||2||v||2

= ||u||||v||2(
√
2k0202 − k0211||v||+ k1111||u||)

> 0.

en una vecindad del origen.

Para una demostración del item (2), considere los vectores u = (q1, q2) y v = (p2,−p1).

Con esta notación la expresión −(q21 + q22) + 4k0202(p21 + p22)
2 + 2k0211(p21 + p22)(q1p2 − q2p1)

asume la forma −||u||2+4k0202||v||4+2k0211||v||2u.v. Sabemos que −||u||||v|| ≤ u.v ≤ ||u||||v||.
También notemos que (||u||−

√
−4k0202||v||2)2 ≥ 0. De esta última desigualdad se sigue que

||u||2 − 4k0202||v||4 ≥ 2
√
−4k0202||u||||v||2. Para el caso k0211 > 0 (caso k0211 < 0 es análogo),

tenemos de estas desigualdades que:

−||u||2 + 4k0202||v||4 + 2k0211||v||2u.v = −||u||2 + 4k0202||v||4 + 2k0211||v||2u.v

≤ −||u||2 + 4k0202||v||4 + 2k0211||u||||v||3

≤ −2||u||||v||2(
√

−4k0202 − k0211||v||)

< 0.

en una vecindad del origen.

5.3. Estabilidad de un sistema Hamiltoniano caso límite

Debemos precisar que en el Teorema 32, se muestra solo la estabilidad formal para una

solución de equilibrio de un sistema Hamiltoniano con dos grados de libertad. En esta sección

de acuerdo a [16] presentamos una versión mejorada del Teorema 32 para la estabilidad de

una solución de equilibrio en el sentido de Lyapunov.

Para este fin, introducimos los cuatro invariantes usuales (ver [13]) asociados con este
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Hamiltoniano H , estos son:

Γ1 = q2p1 − q1p2, Γ2 =
1

2
(q21 + q22), Γ3 =

1

2
(p21 + p22), Γ4 = q1p1 + q2p2. (5.28)

Luego, considere que el sistema Hamiltoniano no lineal tiene H2 como parte cuadrática y

según el Teorema 29 ha sido normalizado hasta términos de cuarto orden. Por lo tanto, de

acuerdo a (5.28) el Hamiltoniano (5.26) se reduce a

H = ωΓ1 + δΓ2 +
1

2
(aΓ1Γ2 + 2bΓ1Γ2 + cΓ2

3) + · · · , (5.29)

donde a = 2k0211, b = 2k1111, c = 4k0202 y los puntos suspensivos representan términos que

son al menos de quinto orden. Con el objetivo de reducir aún más el Hamiltoniano (5.29),

use el cambio de coordenadas simpléctico con multiplicador ε−3, introducido por Meyer y

Schmidt en [14].

q1 → ε2q1, q2 → ε2q2,

p1 → εp1, p2 → εp2,
(5.30)

así, el Hamiltoniano (5.29) resulta

H = ωΓ1 + ε(δΓ2 +
1

2
cΓ2

3) +O(ε2). (5.31)

Debemos tener en cuenta que nuestro problema es una pequeña perturbación del Hamil-

toniano Γ1 que el lector reconocerá como el momento angular, donde q ∈ R2 representa las

coordenadas y p ∈ R2 representa su momento conjugado. En lo que sigue se denotará por Γ,

es decir,

Γ ≡ Γ1 = q2p1 − q1p2. (5.32)

No obstante, como estamos considerando una perturbación de Γ, introducimos el sigu-

iente cambio lineal simpléctico de coordenadas

q1 =
1√
2
(u1 − v2), p1 =

1√
2
(u2 + v1),

q2 =
1√
2
(u2 − v1), p2 =

1√
2
(u1 + v2),

(5.33)

de modo que el Hamiltoniano (5.32) resulta

Γ ≡ Γ(u, v) =
1

2
(−u2

1 + u2
2 − v21 + v22), (5.34)

así, obtenemos que el Hamiltoniano (5.32) es equivalente a la parte cuadrática de un Hamil-

toniano con resonancia semisimple 1 : −1.
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Notemos que las ecuaciones de movimiento del Hamiltoniano (5.34) en el espacio uv

vienen dadas por:

u̇1 = −v1, u̇2 = v2,

v̇1 = u1, v̇2 = −u2,

que representa las ecuaciones de dos osciladores armónicos de periodo 2π.

En nuestro afán de analizar la estabilidad del Hamiltoniano en estudio, vamos a construir

una aplicación sección de Poincaré para el flujo. Comenzamos por transformar el Hamilto-

niano (5.31) usando el cambio de coordenada definidas en la ecuación (5.33) con la finalidad

de enfatizar la resonancia subyacente 1 : −1. Después de algunos cálculos, obtenemos como

resultado el siguiente Hamiltoniano

H =
ω

2
(−u2

1 + u2
2 − v21 + v22)

+
ε

32
(8δ(u2 − v1)

2 + (u1 − v2)
2 + c((u2 + v1)

2 + (u1 + v2)
2)2) +O(ε2).

(5.35)

Luego se introduce las coordenadas estándar de acción-ángulo dadas por

u1 =
√
2r1 cos θ̃1, v1 =

√
2r1 sin θ̃1,

u2 =
√
2r2 cos θ̃2, v2 =

√
2r2 sin θ̃2,

(note que du1 ∧ dv1 + du2 ∧ dv2 = dr1 ∧ dθ̃1 + dr2 ∧ dθ̃2) para llegar a

H = ω(r2 − r1)

+
ε

8
(4δ(r1 + r2) + c(r21 + 4r1r2 + r22)− 2cr1r2 cos(2(θ̃1 + θ̃2))

+ 4
√
r1r2(−2δ + c(r1 + r2)) sin(θ̃1 + θ̃2)) +O(ε2).

(5.36)

Luego hacemos el siguiente cambio de coordenadas simplécticas:

r1 =
1

2
(I1 + I2), r2 =

1

2
(−I1 + I2),

θ̃1 = θ1 + θ2, θ̃2 = −θ1 + θ2,

de modo que obtenemos el siguiente Hamiltoniano

H = −ωI1 +
ε

16
H1 +O(ε2), (5.37)

donde

H1 = −cI21 + 8δI2 + 3cI22 + c(I21 − I22 ) cos 4θ2 + 4(cI2 − 2δ)
√
I22 − I21 sin 2θ2. (5.38)

Note que I1 = −Γ y I2 ≥ 0.
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Así, las ecuaciones de movimiento son:

İ1 = O(ε2), İ2 =
ε

16

∂H1

∂θ2
+O(ε2),

θ̇1 = ω − ε

16

∂H1

∂I1
+O(ε2), θ̇2 = − ε

16

∂H1

∂I2
+O(ε2).

(5.39)

Y por fin, ahora calculemos la aplicación sección de Poincaré en el nivel de energía

H = −ωg donde g es un parámetro. En este nivel I1 = g +O(ε2).

θ1 = 0

T = 2π/ω + O(ε)

P

(I, θ)

(I∗, θ∗)

Tome la sección transversal para θ1 = 0 y use I2, θ2 como coordenadas en esta sección.

Por razones éticas dejamos el subíndice 2 en lo que sigue. El tiempo de primer retorno es

T = 2π/ω +O(ε), por lo tanto, la aplicación sección es P : (I, θ) → (I∗, θ∗) con

I∗ = I + ν
∂L

∂θ
+O(ν2),

θ∗ = θ − ν
∂L

∂I
+O(ν2),

(5.40)

donde ν = επ/(8ω) y

L = 8δI + 3cI2 + c(g2 − I2) cos 4θ + 4(cI − 2δ)
√
I2 − g2 sin 2θ. (5.41)

En este contexto, trataremos a L como una función generadora para P. Note que L es

π−periódica en θ. Tratamos a ν muy pequeño es equivalente a tratar a ε pequeño.

La aplicación P es un difeomorfismo simpléctico (simplectomorfismo) de una forma es-

pecial, ver [16] Apéndice A. Hemos escrito este difeomorfismo en esta forma para ilustrar su

conexión con la siguiente ecuación diferencial Hamiltoniana

dI

dν
=
∂L

∂θ
,

dθ

dν
= −∂L

∂I
. (5.42)
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Para ν fija las soluciones de estas ecuaciones tienen la forma (5.40) con posibles términos

O(ν2) diferentes. Dado que, en general, es más fácil cambiar variables en una ecuación

diferencial que en un difeomorfismo, explotaremos esta forma de ecuaciones.

En el siguiente teorema, por fin presentamos el resultado principal de esta sección para

la estabilidad.

Teorema 33 Si δc > 0 el origene es estable en el sentido de Lyapunov para el sistema cuyo

Hamiltoniano es (5.29).

Demostración. La demostración del teorema tiene dos etapas, comenzamos el análisis de

la estabilidad en el nivel de energía H = 0. Considerando el flujo sobre el nivel de energía

H = 0 y haciendo g = 0 se tiene que L en (5.41) se reduce a

L0 = 8δI(1− sin 2θ) + cI2(3− cos 4θ + 4 sin 2θ). (5.43)

En este caso I = 0 es un punto fijo del difeomorfismo P en (5.40) y un punto de equilibrio

para (5.41).

Se verifica que L0 en (5.43) puede ser escrito como

L0 = 16δI sin2(θ − π/4) + 8cI2 sin4(θ + π/4), (5.44)

entonces introducimos coordenadas q y p de modo que

16δI sin2(θ − π/4) = Aq2, 8cI2 sin4(θ + π/4) = Bp4,

donde A = 8δ y B = 2c. Es decir, definamos el cambio de coordenadas simpléctico:

I =
1

2
(q2 + p2), θ = tan−1

(
p+ q

p− q

)
,

cuya inversa es

q = ±
√
I(cos θ − sin θ), p = ±

√
I(cos θ + sin θ).

Aplicando este cambio a L0 resulta que

L0 = 8δq2 + 2cp4. (5.45)

Los términos dentro de O(ν2) de (5.40) son funciones analíticas en q y p; de hecho, son

polinomios en las dos coordenadas.

Además, para δc positivo aparece un centro no lineal y la gráfica para δc negativo parece

una silla de montar no lineal ver la siguiente figura.
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Nos concentramos en el caso δc > 0 para demostrar la estabilidad del punto fijo en el

origen en R2 cuando L0 es (5.43). Escalamos q y p de la siguiente manera:

q → q

32δ
√
δc
, p → p

4
√
δc
,

que es un cambio sinpléctico con multiplicador (128c)−1 así que

L0 = q2 + p4. (5.46)

Introduzca un tipo de coordenadas polares (ρ,α) como en [12]. En particular, define

q = ρ2η(α), p = ρξ(α), (5.47)

donde ξ(α) es la función lemniscata sinusoidal y η = dξ/(dα) ver [16] Apéndice B.

Como ρ y α no son canónicamente conjugados cambiamos las variables usando las ideas

en [16] Apéndice A, es decir, considerando la ecuación diferencial asociada. Comienza con

dq

dν
= 4p3,

dp

dν
= −2q,

dξ

dα
= η,

dη

dα
= −2ξ3.

Sustituyendo el cambio (5.47) en las ecuaciones por las derivadas de q y p anteriores se

obtiene:

2ρ
dρ

dν
η − 2ρ2ξ3

dα

dν
= 4ρ3ξ3,

dρ

dν
ξ + ρη

dα

dν
= −2ρ2η.

Multiplicando la primera ecuación por η y la segunda por 2ρξ3 y sumando las ecuaciones

resultantes dρ/(dν) = 0. Esto implica dα/(dν) = −2ρ. Al integrar estas ecuaciones, se

obtiene que la aplicación sección P : (ρ,α) → (ρ∗,α∗) es:

ρ∗ = ρ+O(ν2),

α∗ = α− 2νρ+O(ν2).
(5.48)
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Esta aplicación periódica en α con el período 2κ (ya que L era periódica en θ con período

π). Además, está definido en {(ρ,α)|ρ ≥ 0, α ∈ [0, 2κ)} y es analítica en este dominio. La

aplicación es una aplicación twist ya que el coeficiente de ρ en α∗ no se anula. Como este

aplicación proviene de una aplicación que preserva área, también satisface la hipótesis de

intersección del círculo, por lo que se aplica el Teorema 11, correspondiente al teorema de la

curva invariante de Moser. Para fijar ideas, veamos la siguiente figura.

(ρ,α)

(ρ∗,α∗)

ν0ν1

ϕ(t)

En particular, existe ν0 > 0 tal que cuando ν = ν0 para cualquier β > 0 la aplicación P
tiene una curva invariante de la forma ρ = ρ̃(α) = ρ̃(α + 2κ) > 0 con ρ̃(α) ≤ β. (De hecho,

hay infinitas curvas invariantes). Esto muestra que el punto fijo en el origen de R2 para P es

estable cuando ν = ν0. Sea ε0 corresponde a ν0, es decir, ν0 = ε0π/(8ω). La estabilidad para

P a su vez implica que el origen de R4 es estable para las ecuaciones de movimiento (5.39),

cuando ε = ε0 y H = 0 o g = 0. Para ε0 fijo la escala (5.30) es invertible. Entonces todas

las transformaciones hasta este punto son invertibles y así el origen de R4 es estable para

(5.29) en el nivel de energía H = 0 y además está rodeado por 2−toros invariantes que se

reconstruyen a partir de las curvas invariantes de la aplicación de Poincaré dado en (5.40).

Finalmente, en la segunda etapa demostraremos la estabilidad cuando H != 0, en este caso

(5.29) tienen dos familias de soluciones periódicas elípticas, una para H positivo y una para

H negativo, que están cerca del origen para ν pequeña. Estas son las soluciones Buchanan [1]

que aparecen como puntos fijos de la aplicación P periódica dado en (5.40). En [16] Apéndice

C incluye una prueba de su existencia que ha sido adaptada de la prueba de la bifurcación

Hamiltoniana-Hopf que se encuentra en [13, 14]. Eso significa que la aplicación que cambia
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el origen de nuestro sistema de coordenadas al punto fijo analítico. Por lo tanto, la aplicación

periódica será analítica en coordenadas rectangulares o tiene el carácter d′Alembert [13] en

variables acción-ángulo.

Para todo g, la aplicación sección de Poincaré P tiene la forma (5.40) donde

∂L

∂θ
= −4c(I2 − g2) sin(4θ) + 8(2δ − cI)(I2 − g2)(1/2) cos(2θ),

∂L

∂I
= 8δ + 2cI(3− cos(4θ)) + 4(c(I2 − g2)(1/2) + I(cI − 2δ)(I2 − g2)( − 1/2)) sin(2θ),

(5.49)

de donde se deduce que P tiene un punto fijo, (I0, θ0), de la forma

I0 =
((2|δ|)2/3 + |gc|(2/3))|g|2/3

24/3(δc)1/3
+O(ν), θ0 =

π

4
+O(ν), (5.50)

siempre que δc > 0 y 0 < |g| < 2(δ/c). Como g → 0, el punto (I0, θ0) tiende al origen de

R2. Según [16] Proposición 1 Apéndice C, este punto fijo es linealmente estable y mostramos

aquí que hay curvas invariantes que lo rodean, al menos para g muy pequeño. Para ese fin,

g = ν3/2d entonces L = L0 e I0 = O(ν) cuando |d| ≤ 1. Esto nos coloca en el caso H = 0 y

uno repite la prueba realizada en la primera etapa. De ahí, para todo |d| ≤ 1 y un ν0 fijo, el

punto (I0, θ0) está rodeado por curvas invariables, por lo que es un punto fijo estable para la

aplicación sección. Tenga en cuenta que el caso g = 0 o H = 0 está incluido. Reconstruyendo

el flujo de la ecuación (5.39) y fijándose ε = ε0, las soluciones periódicas Buchanan [1] están

rodeadas por 2− toros invariantes para ε0 pequeño, por lo tanto son soluciones periódicas

estables orbitalmente para (5.29) en el nivel de energía H = −ωg, con g pequeño. Como estas

soluciones periódicas rodean el origen de R4, esto proporciona una vecindad completa del

origen llena de 2− toros invariables, por lo que este es un punto estable para el Hamiltoniano

(5.29). Esto completa la demostración del teorema.

5.4. Aplicaciones

A continuación presentamos algunas aplicaciones a nuestros resultados obtenidos con

respecto a la estabilidad de soluciones de equilibrio de un sistema Hamiltoniano con dos

grados de libertad.
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5.4.1. Aplicación al problema restringido circular de los tres cuer-
pos

En esta sección, damos condiciones de estabilidad para el equilibrio L4 de la función

Hamiltoniana correspondiente al problema restringido circular de los tres cuerpos, caso pla-

nar.

Aplicación 4 Caso donde una frecuencia es nula y una no nula.

De acuerdo a la observación 2 se obtiene que

a3,0 = h0030,

a4,0 = h0040 −
1

2
δ1h

2
1020 +

3

2
δ1h2010h0030 −

1

ω
δ2h0120h0021

=
81

104
(13− 4

√
3) > 0.

(5.51)

Además, de acuerdo a la aplicación 1 tenemos que δ2 = 1 y δ1 = −1. Así, se obtiene que

δ1a4,0 < 0. Por lo tanto, según el Teorema 31 se sigue que la solución de equilibrio L4 es

inestable cuando µ = 0.

Aplicación 5 Caso donde las frecuencias son no nulas e iguales.

De acuerdo al Lema 18 se verifica k0202 = 59
864 y además, según el Teorema 21 tenemos que

δ = 1. De donde se sigue que k0202 > 0 y δc = 4δk0202 > 0. Entonces se tiene las condiciones

de estabilidad para la solución de equilibrio L4, cuando µ = 1
2

(
1−

√
69
9

)
.

1. Según Sokol’skii, como k0202 > 0, se sigue que la solución de equilibrio L4 es formal-

mente estable.

2. Según Meyer - Palacián - Yanguas, como δc = 4δk0202 > 0, se sigue que la solución de

equilibrio L4 es estable en el sentido de Lyapunov.
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Capítulo 6

Formas normales para sistemas
Hamiltonianos con tres grados de
libertad cuando la parte lineal es no
diagonalizable

En este capítulo, el objetivo es extender los resultados obtenidos en el Capítulo 2 al

caso n = 3 en algunas situaciones. Debido a que en la literatura no hay evidencias de

formas normales para sistemas Hamiltonianos con tres grados de libertad, cuando la matriz

asociada al sistema linealizado no es diagonalizable. En esta tesis presentamos algoritmos

para obtener las formas normales en tal situación, la mayoría de nuestros resultados obtenidos

son completamente originales.

Aquí, vamos a obtener una transformación simpléctica tal que el Hamiltoniano H2 des-

crito en la ecuación (2.17) asuma una forma particular, con menos factores que el Hamil-

toniano original. Para lograr nuestro objetivo usamos las mismas ideas que en el caso dos

grados de libertad Capítulo 2, así, vamos a dar algoritmos para normalizar el Hamiltoniano

(2.17) con tres grados de libertad. Comenzamos nuestro análisis en el caso donde todas las

frecuencias son nulas, es decir, cuando ω1 = ω2 = ω3 = 0, luego hacemos el análisis del

caso donde dos frecuencias son nulas, esto es, cuando ω1 = ω2 = 0 y ω3 != 0, seguidamente

analizamos el caso donde una frecuencia es nula, es decir, cuando ω1 = 0 y ω = ω2 = ω3

(o ω2 != ω3 != 0), y finalmente analizamos el caso donde las frecuencias son no nulas y con

multiplicidad, esto es, ω1 != 0 y ω = ω2 = ω3 con ω != ω1. En este último caso, estudiamos

también la estabilidad de soluciones de equilibrio en un nivel de energía fijo.
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6.1. Análisis del caso donde todas las frecuencias son nu-
las y la matriz no es diagonalizable

Veremos que mediante un cambio de variable adecuado, la función Hamiltoniana H2

definido en (2.17) se reduce a una forma más simple. Para lograr nuestro objetivo, suponga

que la ecuación característica (3.2) tiene todas sus raíces nulas, la matriz no es diagonalizable

y sea H2 = H2(x, y) la función cuadrática dada en (2.17), definida por

H2 = h200000x
2
1 + h020000x

2
2 + h002000x

2
3 + h000200y

2
1 + h000020y

2
2 + h000002y

2
3+

h110000x1x2 + h101000x1x3 + h100100x1y1 + h100010x1y2 + h100001x1y3+

h011000x2x3 + h010100x2y1 + h010010x2y2 + h010001x2y3 + h001100x3y1+

h001010x3y2 + h001001x3y3 + h000110y1y2 + h000101y1y3 + h000011y2y3.

(6.1)

Analizaremos la normalización del sistema Hamiltoniano, correspondiente a la función Hamil-

toniana H2 definida en (6.1).

Para este fin, considere el sistema linealizado (2.18) con tres grados de libertad. El pro-

blema de normalización se reduce en encontrar una matriz simpléctica no degenerada y real

N , tal que la transformación

z = Ny, yT = (q1, q2, q3, p1, p2, p3), (6.2)

reduce al sistema lineal a la forma

ẏ = JS∗y. (6.3)

A continuación, veremos que en este caso el Hamiltoniano (6.1) admite siete posibles formas

particulares, este hecho depende del rango de la matriz S, que denotaremos por rg(S) y de

la cantidad de formas canónicas de Jordan que la matriz S admite. En los siguientes siete

teoremas, vamos a describir el algoritmo de construcción para la normalización de la función

Hamiltoniana H2 en (6.1), para cada caso, seguimos las mismas ideas usadas en los Teoremas

17-19, caso dos grados de libertad. Comenzamos nuestro análisis con el caso rg(S) = 1 el

cual es original, dado que no ha sido estudiado anteriormente por otros autores, los detalles

se muestran en el siguiente teorema.

Teorema 34 Suponga que todo los valores propios de A = JS son nulos y la matriz A no

es diagonalizable. Si rg(S) = 1, entonces la forma normal para el Hamiltoniano en (6.1) es

K2 =
1

2
δp21,

donde δ = ±1.
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Demostración. Dado que rg(S) = 1 existen vectores linealmente independientes a1, a2, a3,

a4, a5, a6 en R6 tal que

Aa1 = 0, Aa2 = a1, Aa3 = 0, Aa4 = 0, Aa5 = 0, Aa6 = 0. (6.4)

A continuación, construiremos una matriz N ∈ Sp(3,R) que reduce a la matriz JS en la

forma JS∗, esto es,

JSN = NJS∗ ⇔ N−1JSN = JS∗, (6.5)

así, la ecuación (6.5) existe, si y solo si, JS es semejante a JS∗ y además, N debe ser

simpléctica, es decir, debe satisfacer

NTJN = J. (6.6)

Sea G una forma normal de Jordan para las matrices JS y JS∗. Claramente la matriz que

reduce a JS en su forma normal de Jordan, en general, no es simpléctica. Sin embargo, el

producto de matrices no simplécticas puede ser simpléctica, entonces buscamos la matriz de

normalización de la forma N = A1B1.

Aquí, A1 es una matriz arbitraria que reduce a la matriz JS a su forma normal de

Jordan, es decir, es una solución no degenerada de la ecuación JSA1 = A1G, cuyas columnas

están compuestas por los vectores propios y vectores generalizados aj , j = 1, · · · , 6 corres-

pondientes al valor propio nulo de la matriz JS.

La matriz B1 = C−1, donde la matriz C reduce a la matriz JS∗ en su forma normal de

Jordan G, es decir,

JS∗C = CG ⇔ JS∗ = CGC−1 = B−1
1 GB1. (6.7)

Denotemos por c1 al vector propio correspondiente al valor propio nulo de la matriz JS∗

y por c2, · · · , c6 a los vectores propios generalizados, donde

JS∗ =






0 0 0 δ 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0






.

Así, la matriz C es de la forma C = col(c1 c2 c3 c4 c5 c6), con cj, j = 1, · · · , 6
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linealmente independientes. Se puede verificar que la matriz C es de la forma

C =






c11 c21 0 0 0 0
0 c22 c32 0 0 0
0 c23 0 c43 0 0
0 δc11 0 0 0 0
0 c25 0 0 c55 0
0 c26 0 0 0 c66






, (6.8)

con c11, c32, c43, c55, c66 ∈ R− {0} y c21, c22, c23, c25, c26 ∈ R.

Por otro lado, como B1 = C−1 se tiene que

B1 =






b1 0 0 b2 0 0
0 0 0 b1δ 0 0
0 b3 0 b4 0 0
0 0 b5 b6 0 0
0 0 0 b7 b8 0
0 0 0 b9 0 b10






, (6.9)

donde b1 = 1
c11

, b2 = − c21δ
c211

, b3 = 1
c32

, b4 = − δc22
c11c32

, b5 = 1
c43

, b6 = − c23δ
c11c43

, b7 = − c24δ
c11c55

, b8 = 1
c55

,

b9 = − c25
c11c66

y b10 = 1
c66

. Notemos que bj , j = 1, · · · , 10 son número reales arbitrarios con

b1, b3, b5, b8, b10 != 0, debido a que c11, c32, c43, c55, c66 != 0.

Además, de la ecuación (6.6) obtenemos,

J = NTJN = (A1B1)
TJA1B1 = BT

1 (A
T
1 JA1)B1 = BT

1 FB1, (6.10)

donde F = AT
1 JA1 es una matriz antisimétrica, cuyas entradas son de la forma fkl = {ak, al}.

De hecho, la matriz F satisface

F T = (AT
1 JA1)

T = AT
1 J

TA1 = −AT
1 JA1 = −F.

También observe de (6.10) que F = (B−1
1 )TJB−1

1 = CTJC, es decir,

F =















c11 0 0 0 0 0
c21 c22 c23 c11δ c24 c25
0 c32 0 0 0 0
0 0 c43 0 0 0
0 0 0 0 c55 0
0 0 0 0 0 c66





























0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
−1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0





























c11 c21 0 0 0 0
0 c22 c32 0 0 0
0 c23 0 c43 0 0
0 c11δ 0 0 0 0
0 c24 0 0 c55 0
0 c25 0 0 0 c66















=















0 f12 0 0 0 0
−f12 0 f23 f24 f25 f26
0 −f23 0 0 f35 0
0 −f24 0 0 0 f46
0 −f25 −f35 0 0 0
0 −f26 0 −f46 0 0















,

(6.11)
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con f12 = δc211, f23 = −c32c24, f24 = −c43c25, f25 = c55c22, f26 = c66c23, f35 = c32c55

y f46 = c43c66. Note que f12, f35, f46 != 0, dado que c11, c32, c43, c55, c66 != 0 y además,

f 2
12f

2
35f

2
46 = det(F ) = det(AT

1 JA1) = det2(A1) != 0.

Luego, como A1 = col(a1 a2 a3 a4 a5 a6), definamos la matriz A1 como

A1 =






a11 a21 a31 a41 a51 a61
a12 a22 a32 a42 a52 a62
a13 a23 a33 a43 a53 a63
a14 a24 a34 a44 a54 a64
a15 a25 a35 a45 a55 a65
a16 a26 a36 a46 a56 a66






,

y dado que F = AT
1 JA1, obtenemos que

F =















a11 a12 a13 a14 a15 a16
a21 a22 a23 a24 a25 a26
a31 a32 a33 a34 a35 a36
a41 a42 a43 a44 a45 a46
a51 a52 a53 a54 a55 a56
a61 a62 a63 a64 a65 a66





























0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
−1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0





























a11 a21 a31 a41 a51 a61
a12 a22 a32 a42 a52 a62
a13 a23 a33 a43 a53 a63
a14 a24 a34 a44 a54 a64
a15 a25 a35 a45 a55 a65
a16 a26 a36 a46 a56 a66















=















0 {a1, a2} {a1, a3} {a1, a4} {a1, a5} {a1, a6}
{a2, a1} 0 {a2, a3} {a2, a4} {a2, a5} {a2, a6}
{a3, a1} {a3, a2} 0 {a3, a4} {a3, a5} {a3, a6}
{a4, a1} {a4, a2} {a4, a3} 0 {a4, a5} {a4, a6}
{a5, a1} {a5, a2} {a5, a3} {a5, a4} 0 {a5, a6}
{a6, a1} {a6, a2} {a6, a3} {a6, a4} {a6, a5} 0















.

(6.12)

Comparando (6.11) y (6.12), para i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, se tiene las siguientes condiciones:

{ai, a1} = 0, i != 2; {ai, a2} = 0, i = 2; {ai, a3} = 0, i = 1, 3, 4, 6; {ai, a4} = 0, i = 1, 3, 4, 5;

{ai, a5} = 0, i = 1, 4, 5, 6; {ai, a6} = 0, i = 1, 3, 5, 6; {a1, a2} = f12 != 0; {a2, a3} = f23;

{a2, a4} = f24; {a2, a5} = f25; {a2, a6} = f26; {a3, a5} = f35 != 0 y {a4, a6} = f46 != 0.

Ahora, calculando la ecuación J = BT
1 FB1, determinamos algunas condiciones para las

constantes bj , j = 1, · · · , 10, esto es,

BT
1 FB1 =






0 0 0 b21f12δ 0 0
0 0 0 β24 b3b8f35 0
0 0 0 β34 0 b10b5f46

−b21f12δ −β24 −β34 0 β45 β46
0 −b3b8f35 0 −β45 0 0
0 0 −b10b5f46 −β46 0 0






= J,

con β24 = b3(b7f35 − b1f23δ), β34 = b5(b9f46 − b1f24δ), β45 = b8(b4f35 + b1f25δ) y β46 =

b10(b6f46 + b1f26δ).

Note que la matriz BT
1 FB1 debe ser J , así, basta considerar

b1 =
1

√
|{a1, a2}|

, b3b8 =
1

{a3, a5}
, b5b10 =

1

{a4, a6}
, δ = sgn({a1, a2}), (6.13)
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y además, se debe verificar que β24 = β34 = β45 = β46 = 0, es decir,

b3(b7f35 − b1f23δ) = 0, b5(b9f46 − b1f24δ) = 0,

b8(b4f35 + b1f25δ) = 0, b10(b6f46 + b1f26δ) = 0.
(6.14)

Como buscamos una forma lo más simple posible para la matriz B1, sin pérdida de genera-

lidad, hacemos b2 = 0 y en (6.13) podemos considerar b8 = b10 = 1, así obtenemos

b1 =
1

√
|{a1, a2}|

, b3 =
1

{a3, a5}
, b5 =

1

{a4, a6}
, δ = sgn({a1, a2}). (6.15)

Además, como b3, b5 != 0 de (6.14), se sigue que

b4 = −b1δf25
f35

, b6 = −b1δf26
f46

, b7 =
b1δf23
f35

y b9 =
b1δf24
f46

. (6.16)

A partir de las restricciones b2 = 0, b8 = b10 = 1 y de las ecuaciones obtenidas en (6.15)

y (6.16), tenemos la expresión para la matriz N como

N = [b1a1 b3a3 b5a4 δb1a2 + b4a3 + b6a4 + b7a5 + b9a6 a5 a6]. (6.17)

De manera equivalente a (6.17), la matriz N puede ser expresada como

N =





b1a11 b3a31 b5a41 δb1a21 + b4a31 + b6a41 + b7a51 + b9a61 a51 a61
b1a12 b3a32 b5a42 δb1a22 + b4a32 + b6a42 + b7a52 + b9a62 a52 a62
b1a13 b3a33 b5a43 δb1a23 + b4a33 + b6a43 + b7a53 + b9a63 a53 a63
b1a14 b3a34 b5a44 δb1a24 + b4a34 + b6a44 + b7a54 + b9a64 a54 a64
b1a15 b3a35 b5a45 δb1a25 + b4a35 + b6a45 + b7a55 + b9a65 a55 a65
b1a16 b3a36 b5a46 δb1a25 + b4a36 + b6a46 + b7a56 + b9a66 a56 a66




.

Esta matriz es simpléctica con

b1 =
1

√
|{a1, a2}|

, b3 =
1

{a3, a5}
, b5 =

1

{a4, a6}
, δ = sgn({a1, a2}),

b4 = −b1δf25
f35

, b6 = −b1δf26
f46

, b7 =
b1δf23
f35

y b9 =
b1δf24
f46

.

Además, usando el hecho de que rg(S) = 2 en la ecuación (6.4), sabemos que la matriz de

normalización JS∗ está dada por

JS∗ = [A(b1a1) A(b3a3) A(b5a4) A(δb1a2 + b4a3 + b6a4 + b7a5 + b9a6) A(a5) A(a6)]

= [0 0 0 δb1a1 0 0],

de donde se obtiene que la matriz JS∗ es de la forma

JS∗ =





0 0 0 δ 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0




, así, S∗ =





0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 δ 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0




.
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Luego, la forma normal para el Hamiltoniano H2 en (6.1) adquiere la siguiente forma

K2(q, p) =
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3)






0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 δ 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0











q1
q2
q3
p1
p2
p3






=
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3).(0, 0, 0, δp1, 0, 0)

=
δ

2
p21, δ = ±1.

Esto finaliza la demostración del teorema.

En el siguiente teorema, analizamos el caso rg(S) = 2, este resultado es original, pues en

la literatura aún no hay evidencias de la construcción del algoritmo para la forma normal.

La demostración de este caso se realiza, usando las mismas ideas que en el caso rg(S) = 1.

Teorema 35 Suponga que todo los valores propios de A = JS son nulos y la matriz A no

es diagonalizable. Si rg(S) = 2, entonces la forma normal para el Hamiltoniano en (6.1) es

K2 =
1

2
δ1p

2
1 +

1

2
δ2p

2
2,

donde δ1 = ±1, δ2 = ±1.

Demostración. Supongamos que rg(S) = 2 y sean a1, a2, a3, a4, a5, a6 vectores en R6

linealmente independientes, entonces

Aa1 = 0, Aa2 = a1, Aa3 = 0, Aa4 = a3, Aa5 = 0, Aa6 = 0. (6.18)

Para la construcción de la matriz N ∈ Sp(3,R), se precede de manera similar al Teorema

34, es decir, buscamos una matriz de normalización de la forma N = A1B1. En este caso,

notemos que la matriz JS∗ viene dada por

JS∗ =





0 0 0 δ1 0 0
0 0 0 0 δ2 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0




.
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Así, se verifica fácilmente que la matriz C = col(c1 c2 c3 c4 c5 c6), con cj, j = 1, · · · , 6
linealmente independientes, es de la forma

C =






c11 c21 0 c41 0 0
0 c22 c32 c42 0 0
0 c23 0 c43 c53 0
0 c11δ1 0 0 0 0
0 0 0 c32δ2 0 0
0 c26 0 c46 0 c66






, (6.19)

con c11, c32, c53, c66 ∈ R− {0} y c21, c22, c23, c26, c41, c42, c43, c46 ∈ R.

Por otro lado, como B1 = C−1 se tiene que

B1 =






b1 0 0 b2 b3 0
0 0 0 b1δ1 0 0
0 b4 0 b5 b6 0
0 0 0 0 b4δ2 0
0 0 b7 b8 b9 0
0 0 0 b10 b11 b12






, (6.20)

donde b1 = 1
c11

, b2 = − δ1c21
c211

, b3 = − δ2c41
c11c32

, b4 = 1
c32

, b5 = − δ1c22
c11c32

, b6 = − δ2c42
c232

, b7 = 1
c53

, b8 =

− δ1c23
c11c53

, b9 = − δ2c43
c32c53

, b10 = − δ1c26
c11c66

, b11 = − δ2c46
c32c66

y b12 =
1
c66

. Notemos que bj , j = 1, · · · , 12
son número reales arbitrarios, con b1, b4, b7, b12 != 0, puesto que c11, c32, c53, c66 != 0 . Por

consiguiente, la matriz F = (B−1
1 )TJB−1

1 = CTJC tiene la siguiente forma

F =






0 f12 0 0 0 0
−f12 0 0 f24 f25 f26
0 0 0 f34 0 0
0 −f24 −f34 0 f45 f46
0 −f25 0 −f45 0 f56
0 −f26 0 −f46 −f56 0






, (6.21)

con f12 = δ1c211, f24 = −c26c43 + c23c46 − c11c41δ1 + c32c22δ2, f25 = −c53c26, f26 = c66c23,

f34 = c232δ2, f45 = −c53c46, f46 = c66c43 y f56 = c53c66. Note que f12, f34, f56 != 0, dado que

c11, c32, c53, c66 != 0 y además, f 2
12f

2
34f

2
56 = det(F ) = det(AT

1 JA1) = det2(A1) != 0.

De las ecuaciones (6.21) y (6.12), para i = 1, · · · , 6 se tiene las siguientes condiciones:

{ai, a1} = 0, i != 2; {ai, a2} = 0, i = 2, 3; {ai, a3} = 0, i != 4; {ai, a4} = 0, i = 1, 4; {ai, a5} =

0, i = 1, 3, 5; {ai, a6} = 0, i = 1, 3, 6; {a1, a2} = f12 != 0; {a2, a4} = f24; {a2, a5} = f25;

{a2, a6} = f26; {a3, a4} = f34 != 0; {a4, a5} = f45; {a4, a6} = f46 y {a5, a6} = f56 != 0.

Ahora, calculando la ecuación J = BT
1 FB1, determinamos algunas condiciones para las
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constantes bj , j = 1, · · · , 12, esto es,

BT
1 FB1 =






0 0 0 b21f12δ1 0 0
0 0 0 0 b24f34δ2 0
0 0 0 β34 β35 b12b7f56

−b21f12δ1 0 −β34 0 β45 β46
0 −b24f34δ2 −β35 −β45 0 β56
0 0 −b12b7f56 −β46 −β56 0






= J.

con β34 = b10b7f56−b1b7f25δ1, b35 = b11b7f56−b4b7f45δ2, β45 = b11b8f56−b10b9f56−b1b3f12δ1+

b1b9f25δ1+b1b11f26δ1+b4b5f34δ2−b4b8f45δ2−b10b4f46δ2+b1b4f24δ1δ2, β46 = b12b8f56+b1b12f26δ1,

β56 = b12b9f56 + b12b4f46δ2.

Note que la matriz BT
1 FB1 debe ser J , así, basta considerar

b1 =
1

√
|{a1, a2}|

, b4 =
1

|
√
{a3, a4}|

, b7b12 =
1

{a5, a6}
, δ1 = sgn({a1, a2}),

δ2 = sgn({a3, a4}),
(6.22)

y además, se debe verificar que β34 = β35 = β45 = β46 = β56 = 0, es decir,

0 = b10b7f56 − b1b7f25δ1, 0 = b11b7f56 − b4b7f45δ2,

0 = b11b8f56 − b10b9f56 − b1b3f12δ1 + b1b9f25δ1 + b1b11f26δ1 + b4b5f34δ2−

b4b8f45δ2 − b10b4f46δ2 + b1b4f24δ1δ2,

0 = b12b8f56 + b1b12f26δ1, 0 = b12b9f56 + b12b4f46δ2.

(6.23)

Como buscamos una forma lo más simple posible para la matriz B1, sin pérdida de gene-

ralidad, hacemos b2 = b5 = b6 = 0 y en (6.22) podemos tomar b12 = 1. Así, la ecuación (6.22)

queda expresada como

b1 =
1

√
|{a1, a2}|

, b4 =
1

|
√
{a3, a4}|

, b7 =
1

{a5, a6}
, δ1 = sgn({a1, a2}),

δ2 = sgn({a3, a4}).
(6.24)

Además, de (6.23) se obtiene que

b3 =
b4δ2(f24f56 − f25f46 + f26f45)

f12f56
, b8 = −b1δ1f26

f56
, b9 = −b4δ2f46

f56
,

b10 =
b1δ1f25
f56

y b11 =
b4δ2f45
f56

.
(6.25)

Finalmente, a partir de las restricciones b2 = b5 = b6 = 0, b12 = 1 y de las ecuaciones

obtenidas en (6.24) y (6.25), tenemos la expresión para la matriz N como

N = [b1a1 b4a3 b7a5 δ1b1a2 + b8a5 + b10a6 b3a1 + δ2b4a4 + b9a5 + b11a6 a6]. (6.26)
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De manera equivalente a (6.26), la matriz N se puede expresar como

N =





b1a11 b4a31 b7a51 δ1b1a21 + b8a51 + b10a61 b3a11 + δ2b4a41 + b9a51 + b11a61 a61
b1a12 b4a32 b7a52 δ1b1a22 + b8a52 + b10a62 b3a12 + δ2b4a42 + b9a52 + b11a62 a62
b1a13 b4a33 b7a53 δ1b1a23 + b8a53 + b10a63 b3a13 + δ2b4a43 + b9a53 + b11a63 a63
b1a14 b4a34 b7a54 δ1b1a24 + b8a54 + b10a64 b3a14 + δ2b4a44 + b9a54 + b11a64 a64
b1a15 b4a35 b7a55 δ1b1a25 + b8a55 + b10a65 b3a15 + δ2b4a45 + b9a55 + b11a65 a65
b1a16 b4a36 b7a56 δ1b1a26 + b8a56 + b10a66 b3a16 + δ2b4a46 + b9a56 + b11a66 a66




.

Esta matriz es simpléctica con

b1 =
1

√
|{a1, a2}|

, b4 =
1

|
√
{a3, a4}|

, b7 =
1

{a5, a6}
, δ1 = sgn({a1, a2}),

δ2 = sgn({a3, a4}),

b3 =
b4δ2(f24f56 − f25f46 + f26f45)

f12f56
, b8 = −b1δ1f26

f56
, b9 = −b4δ2f46

f56
,

b10 =
b1δ1f25
f56

y b11 =
b4δ2f45
f56

.

Además, usando el hecho de que rg(S) = 3 en la ecuación (6.18), sabemos que la matriz de
normalización JS∗ está dada por

JS∗ = [A(b1a1) A(b4a3) A(b7a5) A(δ1b1a2 + b8a5 + b10a6) A(b3a1 + δ2b4a4 + b9a5 + b11a6) A(a6)]

= [0 0 0 δ1b1a1 δ2b4a3 0].

de donde se obtiene que la matriz JS∗ es de la forma

JS∗ =






0 0 0 δ1 0 0
0 0 0 0 δ2 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0






, así, S∗ =






0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 δ1 0 0
0 0 0 0 δ2 0
0 0 0 0 0 0






.

Luego, la forma normal para el Hamiltoniano H2 en (6.1) adquiere la siguiente forma

K2(q, p) =
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3)






0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 δ1 0 0
0 0 0 0 δ2 0
0 0 0 0 0 0











q1
q2
q3
p1
p2
p3






=
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3).(0, 0, 0, δ1p1, δ2p2, 0)

=
δ1
2
p21 +

δ2
2
p22, δ1 = ±1, δ2 = ±1.
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Así, el teorema queda demostrado.

A continuación, analizamos el caso rg(S) = 3 el cual es un resultado original. En este

caso tenemos dos posibilidades, el primer caso es cuando la forma normal de Jordan de la

matriz A = JS tiene dos bloques, uno de orden 4 × 4 y otro de orden 2 × 2, y el segundo

caso es cuando la forma normal de Jordan de la matriz JS tiene tres bloques de orden 2× 2

cada uno. Los detalles se muestran en el siguiente teorema.

Teorema 36 Suponga que la matriz G es una forma normal de Jordan de la matriz A =

JS. Además, suponga que todos los valores propios de A son nulos y la matriz A no es

diagonalizable. Si rg(S) = 3, entonces las formas normales para el Hamiltoniano en (6.1)

están caracterizadas por:

1. Cuando la matriz G tiene dos bloques, uno de orden 4 × 4 y otro de orden 2 × 2, la

forma normal es K2 =
1
2δp

2
1 + q1p2, donde δ = ±1.

2. Cuando la matriz G tiene tres bloques de orden 2 × 2 cada uno, la forma normal es

K2 =
1
2δ1p

2
1 +

1
2δ2p

2
2 +

1
2δ3p

2
3, donde δ1 = ±1, δ2 = ±1, δ3 = ±1.

Demostración. Comenzamos la demostración con el item (1), en este caso existe base de

R6 a1, a2, a3, a4, a5, a6 tal que

Aa1 = 0, Aa2 = a1, Aa3 = a2, Aa4 = a3, Aa5 = 0, Aa6 = 0. (6.27)

Para la construcción de la matriz N ∈ Sp(3,R), se sigue las mismas que en el Teorema 35, es

decir, buscamos una matriz de normalización de la forma N = A1B1. En este caso, notemos

que la matriz JS∗ viene dada por

JS∗ =






0 0 0 δ 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0






.

Así, se puede verificar fácilmente que la matriz C = col(c1 c2 c3 c4 c5 c6), con cj, j =
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1, · · · , 6 linealmente independientes, es de la forma

C =






0 c12 c22 c32 0 0
c12 c22 c32 c42 0 0
0 0 0 c43 c53 0
0 0 c12δ c22δ 0 0
0 0 0 −c12δ 0 0
0 0 0 c46 0 c66






, (6.28)

con c12, c53, c66 ∈ R− {0} y c22, c32, c42, c43, c46 ∈ R.

Por otro lado, como B1 = C−1 se tiene que

B1 =






b1 b2 0 b3 b4 0
b2 0 0 b1δ −b3 0
0 0 0 b2δ −b1δ 0
0 0 0 0 −b2δ 0
0 0 b5 0 b6 0
0 0 0 0 b7 b8






, (6.29)

con b1 = − c22
c212

, b2 = 1
c12

, b3 = δ(c222−c12c32)
c312

, b4 = δ(c322−2c12c32c22+c212c42)
c412

, b5 = 1
c53

, b6 = δc43
c12c53

,

b7 = δc46
c12c66

y b8 = 1
c66

. Notemos que bj , j = 1, · · · , 8 son números reales arbitrarios con

b2, b5, b8 != 0, debido a que c12, c53, c66 != 0. Por consiguiente, la matriz F = (B−1
1 )TJB−1

1 =

CTJC tiene la siguiente forma

F =






0 0 0 f24 0 0
0 0 −f24 0 0 0
0 f24 0 f34 0 0

−f24 0 −f34 0 f45 f46
0 0 0 −f45 0 f56
0 0 0 −f46 −f56 0






, (6.30)

con f14 = −δc212, f34 = δ(c222 − 2c12c32), f45 = −c46c53, f46 = c43c66 y f56 = c53c66. Note

que f24, f56 != 0, dado que c12, c53, c66 != 0 y además, f 4
24f

2
56 = det(F ) = det(AT

1 JA1) =

det2(A1) != 0.

De las ecuaciones (6.30) y (6.12), para i = 1, · · · , 6, se tiene las siguientes condiciones:

{ai, a1} = 0, i != 4; {ai, a2} = 0, i != 3; {ai, a3} = 0, i = 1, 3, 5, 6; {ai, a4} = 0, i = 2, 4;

{ai, a5} = 0, i = 1, 2, 3, 5; {ai, a6} = 0, i = 1, 2, 3, 6; {a4, a1} = {a2, a3} = f24 != 0;

{a3, a4} = f34; {a4, a5} = f45; {a4, a6} = f46 y {a5, a6} = f56 != 0.

Ahora, calculando la ecuación J = BT
1 FB1, determinamos algunas condiciones para las
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constantes bj , j = 1, · · · , 8, esto es,

BT
1 FB1 =






0 0 0 −b22f24δ 0 0
0 0 0 0 −b22f24δ 0
0 0 0 0 β35 b5b8f56

b22f24δ 0 0 0 β45 0
0 b22f24δ −β35 −β45 0 β56
0 0 −b5b8f56 0 −β56 0






= J.

donde β35 = b5(b7f56 + b2f45δ), β45 = b21f24 − b22f34 − 2b2b3f24δ y β56 = b8(b6f56 − b2f46δ).

Note que la matriz BT
1 FB1 debe ser J , así, basta considerar

b2 =
1

√
|{a2, a4}|

, b5b8 =
1

{a5, a6}
, δ = −sgn({a2, a4}), (6.31)

y además, se debe verificar que b35 = b45 = b56 = 0, es decir,

b5(b7f56 + b2f45δ) = 0, b21f24 − b22f34 − 2b2b3f24δ = 0, b8(b6f56 − b2f46δ) = 0 (6.32)

Como buscamos una forma lo más simple posible para la matriz B1, sin pérdida de gene-

ralidad, hacemos b1 = b4 = 0 y en la ecuación (6.31) podemos considerar b8 = 1, así,

obtenemos

b2 =
1

√
|{a2, a4}|

, b5 =
1

{a5, a6}
, δ = −sgn({a1, a4}). (6.33)

Además, como b5, b8 != 0 de (6.32), se sigue que

b3 = −b2δf34
2f24

, b6 =
b2δf46
f56

y b7 = −b2δf45
f56

. (6.34)

A partir de las restricciones b1 = b4 = 0, b8 = 1 y de las ecuaciones obtenidas en (6.33)

y (6.34), tenemos la expresión para la matriz N como

N = [b2a2 b2a1 b5a5 b3a1 + δb2a3 − b3a2 − δb2a4 + b6a5 + b7a6 a6]. (6.35)

De manera equivalente a (6.35), la matriz N puede ser expresada como

N =






b2a21 b2a11 b5a51 b3a11 + δb2a31 −b3a21 − δb2a41 + b6a51 + b7a61 a61
b2a22 b2a12 b5a52 b3a12 + δb2a32 −b3a22 − δb2a42 + b6a52 + b7a62 a62
b2a23 b2a13 b5a53 b3a13 + δb2a33 −b3a23 − δb2a43 + b6a53 + b7a63 a63
b2a24 b2a14 b5a54 b3a14 + δb2a34 −b3a24 − δb2a44 + b6a54 + b7a64 a64
b2a25 b2a15 b5a55 b3a15 + δb2a35 −b3a25 − δb2a45 + b6a55 + b7a65 a65
b2a26 b2a16 b5a56 b3a16 + δb2a36 −b3a26 − δb2a46 + b6a56 + b7a66 a66






.
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Esta matriz es simpléctica con

b2 =
1

√
|{a2, a4}|

, b5 =
1

{a5, a6}
, δ = −sgn({a1, a4}),

b3 = −b2δf34
2f24

, b6 =
b2δf46
f56

y b7 = −b2δf45
f56

.

Además, usando el hecho de que rg(S) = 3 en la ecuación (6.27), sabemos que la matriz
de normalización JS∗ está dada por

JS∗ = [A(b2a2) A(b2a1) A(b5a5) A(b3a1 + δb2a3) A(−b3a2 − δb2a4 + b6a5 + b7a6) A(a6)]

= [b2a1 0 0 δ(b2a2) − (b3a1 + δb2a3) 0],

de donde se obtiene que la matriz JS∗ es de la forma

JS∗ =






0 0 0 δ 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0






, así, S∗ =






0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 δ 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0






.

Luego, la forma normal para el Hamiltoniano H2 en (6.1) adquiere la siguiente forma

K2(q, p) =
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3)





0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 δ 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0









q1
q2
q3
p1
p2
p3





=
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3).(0, 0, 0, δ1p1, δ2p2, 0)

=
δ

2
p21 + q1p2, δ = ±1.

Esto finaliza la demostración de la primera parte del teorema.

Ahora, vamos a demostrar el segundo item, en este caso existe base a1, a2, a3, a4, a5, a6

tal que

Aa1 = 0, Aa2 = a1, Aa3 = 0, Aa4 = a3, Aa5 = 0, Aa6 = a5. (6.36)

Construiremos la matriz N ∈ Sp(3,R), análogamente al caso anterior, es decir, buscamos

una matriz de normalización de la forma N = A1B1. En este caso, notemos que la matriz
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JS∗ viene dada por

JS∗ =






0 0 0 δ1 0 0
0 0 0 0 δ2 0
0 0 0 0 0 δ3
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0






.

Así, se verifica que la matriz C es de la forma C = col(c1 c2 c3 c4 c5 c6), con cj , j =

1, · · · , 6 linealmente independientes, es de la forma

C =






c11 c21 0 c41 0 c61
0 c22 c32 c42 0 c62
0 c23 0 c43 c53 c63
0 c11δ1 0 0 0 0
0 0 0 c32δ2 0 0
0 0 0 0 0 c53δ3






, (6.37)

con c11, c32, c53 ∈ R− {0} y c21, c22, c23, c41, c42, c43, c61, c63, c63 ∈ R.

Por otro lado, como B1 = C−1 se tiene que

B1 =






b1 0 0 b2 b3 b4
0 0 0 b1δ1 0 0
0 b5 0 b6 b7 b8
0 0 0 0 b5δ2 0
0 0 b9 b10 b11 b12
0 0 0 0 0 b9δ3






, (6.38)

donde b1 = 1
c11

, b2 = − δ1c21
c211

, b3 = − δ2c41
c11c32

, b4 = − δ3c61
c11c53

, b5 = 1
c32

, b3 = 1
c53

, b4 = − δ1c21
c211

,

b5 = − δ2c42
c232

, b6 = − δ1c22
c11c32

, b7 = − δ2c42
c232

, b8 = − δ3c62
c32c53

, b9 = 1
c53

, b10 = − δ1c23
c11c53

, b11 = − δ2c43
c32c53

, y

b12 = − δ3c63
c253

. Notemos que bj , j = 1, · · · , 12 son número reales arbitrarios, con b1, b5, b9 != 0,

puesto que c11, c32, c53 != 0. Por consiguiente, la matriz F = (B−1
1 )TJB−1

1 = CTJC tiene la

siguiente forma

F =






0 f12 0 0 0 0
−f12 0 0 f24 0 f26
0 0 0 f34 0 0
0 −f24 −f34 0 0 f46
0 0 0 0 0 f56
0 −f26 0 −f46 −f56 0






, (6.39)

con f12 = δ1c211, f24 = c32c22δ2 − c11c41δ1, f26 = c53c23δ3 − c11c61δ1, f34 = δ2c232, f46 =

c53c43δ3 − c32c62δ2, f56 = c253δ3. Note que f12, f34, f56 != 0, dado que c11, c32, c53 != 0 y

además, f 2
12f

2
34f

2
56 = det(F ) = det(AT

1 JA1) = det2(A1) != 0.
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De las ecuaciones (6.39) y (6.12), para i = 1, · · · , 6 se tiene las siguientes condiciones:

{ai, a1} = 0, i != 2; {ai, a2} = 0, i = 2, 3, 5; {ai, a3} = 0, i != 4; {ai, a4} = 0, i = 1, 4, 5;

{ai, a5} = 0, i != 6; {ai, a6} = 0, i = 1, 3, 6; {a1, a2} = f12 != 0; {a2, a4} = f24; {a2, a6} = f26;

{a3, a4} = f34; {a4, a6} = f46 y {a5, a6} = f56.

Ahora, calculando la ecuación J = BT
1 FB1 determinamos algunas condiciones para las

constantes bj , j = 1, · · · , 12, esto es,

BT
1 FB =






0 0 0 b21f12δ1 0 0
0 0 0 0 b25f34δ2 0
0 0 0 0 0 b29f56δ3

−b21f12δ1 0 0 0 β45 β46
0 −b25f34δ2 0 −β45 0 β56
0 0 −b29f56δ3 −β46 −β56 0






= J,

donde β45 = −b1b3f12δ1 + b1b5f24δ2δ1 + b5b6f34δ2, β46 = −b1b4f12δ1 + b1b9f26δ3δ1 + b10b9f56δ3,

β56 = −b5b8f34δ2 + b5b9f46δ3δ2 + b11b9f56δ3.

Note que la matriz BT
1 FB1 debe ser J , así, basta considerar

b1 =
1

√
|{a1, a2}|

, b5 =
1

√
{a3, a4}

, b9 =
1

√
{a5, a6}

,

δ1 = sgn({a1, a2}), δ2 = sgn({a3, a4}), δ3 = sgn({a5, a6}),
(6.40)

y además, se debe verificar que β45 = β46 = β56 = 0, es decir,

0 = −b1b3f12δ1 + b1b5f24δ2δ1 + b5b6f34δ2, 0 = −b1b4f12δ1 + b1b9f26δ3δ1 + b10b9f56δ3,

0 = −b5b8f34δ2 + b5b9f46δ3δ2 + b11b9f56δ3.
(6.41)

Como buscamos una forma lo más simple posible para la matriz B1, sin pérdida de gene-

ralidad, hacemos b4 = b6 = b8 = b12 = 0. Con estas restricciones, de (6.41) se obtiene

b3 =
b5δ2f24
f12

, b10 = −b1δ1f26
f56

, y b11 = −b5δ2f46
f56

. (6.42)

A partir de las restricciones b4 = b6 = b8 = b12 = 0 y de las ecuaciones obtenidas en

(6.40) y (6.42), tenemos la expresión para la matriz N como

N = [b1a1 b5a3 b9a5 b2a1 + δ1b1a2 + b10a5 b3a1 + δ2b5a4 + b11a5 b9δ3a6]. (6.43)

De manera equivalente a (6.42), la matriz N puede ser escrita como

N =





b1a11 b5a31 b9a51 b2a11 + δ1b1a21 + b10a51 b3a11 + δ2b5a41 + b11a51 b9δ3a61
b1a12 b5a32 b9a52 b2a12 + δ1b1a22 + b10a52 b3a12 + δ2b5a42 + b11a52 b9δ3a62
b1a13 b5a33 b9a53 b2a13 + δ1b1a23 + b10a53 b3a13 + δ2b5a43 + b11a53 b9δ3a63
b1a14 b5a34 b9a54 b2a14 + δ1b1a24 + b10a54 b3a14 + δ2b5a44 + b11a54 b9δ3a64
b1a15 b5a35 b9a55 b2a15 + δ1b1a25 + b10a55 b3a15 + δ2b5a45 + b11a55 b9δ3a65
b1a16 b5a36 b9a56 b2a16 + δ1b1a26 + b10a56 b3a16 + δ2b5a46 + b11a56 b9δ3a66




.
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Esta matriz es simpléctica con

b1 =
1

√
|{a1, a2}|

, b5 =
1

√
{a3, a4}

, b9 =
1

√
{a5, a6}

,

δ1 = sgn({a1, a2}), δ2 = sgn({a3, a4}), δ3 = sgn({a5, a6}),

b3 =
b5δ2f24
f12

, b10 = −b1δ1f26
f56

, y b11 = −b5δ2f46
f56

.

Además, usando el hecho de que rg(S) = 3 en la ecuación (6.36), sabemos que la matriz de
normalización JS∗ está dada por

JS∗ = [A(b1a1) A(b5a3) A(b9a5) A(b2a1 + δ1b1a2 + b10a5) A(b3a1 + δ2b5a4 + b11a5) A(b9δ3a6)]

= [0 0 0 δ1b1a1 δ2b5a3 δ3b9a5],

de donde se obtiene que la matriz JS∗ es de la forma

JS∗ =






0 0 0 δ1 0 0
0 0 0 0 δ2 0
0 0 0 0 0 δ3
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0






, así, S∗ =






0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 δ1 0 0
0 0 0 0 δ2 0
0 0 0 0 0 δ3






.

Luego, la forma normal para el Hamiltoniano H2 en (6.1) adquiere la siguiente forma

K2(q, p) =
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3)






0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 δ1 0 0
0 0 0 0 δ2 0
0 0 0 0 0 δ3











q1
q2
q3
p1
p2
p3






=
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3).(0, 0, 0, δ1p1, δ2p2, δ3p3)

=
δ1
2
p21 +

δ2
2
p22 +

δ3
2
p23, δ1 = ±1, δ2 = ±1, δ3 = ±1

Así, el teorema queda demostrado.

A continuación, analizamos el caso rg(S) = 4, del mismo modo que en el caso rango tres,

en este caso también tenemos dos posibilidades, el primer caso es cuando la forma normal

de Jordan de la matriz A = JS tiene dos bloques de orden 3 × 3 cada uno (estudiado por

Waz en [23]), y el segundo caso es cuando la forma normal de Jordan de la matriz JS tiene

dos bloques uno de orden 4× 4 y el otro de orden 2× 2, este resultado es original dado que

no a sido estudiado anteriormente. Los detalles se muestra en el siguiente teorema.
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Teorema 37 Suponga que la matriz G es una forma normal de Jordan de la matriz A = JS.

Además, suponga que todos los valores propios de A son nulos y que la matriz A no es

diagonalizable. Si rg(S) = 4, entonces las formas normales para el Hamiltoniano en (6.1)

están caracterizadas por:

1. Cuando la matriz G tiene dos bloques de orden 3 × 3 cada uno, la forma normal es

K2 = q1p2 + q2p3.

2. Cuando la matriz G tiene dos bloques uno de orden 4 × 4 y el otro de orden 2 × 2, la

forma normal es K2 =
1
2δ1p

2
1 + q2p3 +

1
2δ2p

2
2, donde δ1 = ±1, δ2 = ±1.

Demostración. Comenzamos la demostración con el apartado 1, en este caso existen vec-

tores linealmente independientes a1, a2, a3, a4, a5, a6 de R6 tal que

Aa1 = 0, Aa2 = a1, Aa3 = a2, Aa4 = 0, Aa5 = a4, Aa6 = a5. (6.44)

Construiremos la matriz N ∈ Sp(3,R), siguiendo las mismas ideas que en los teoremas

anteriores, es decir, buscamos una matriz de normalización de la forma N = A1B1. En este

caso, notemos que la matriz JS∗ viene dada por

JS∗ =





0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0




.

Así, se verifica que la matriz C = col(c1 c2 c3 c4 c5 c6), con cj , j = 1, · · · , 6 lineal-

mente independientes, es de la forma

C =






0 0 c13 0 0 0
0 c13 c23 0 0 c53
c13 c23 c33 0 c53 c63
0 c24 c34 c14 c54 c64
0 0 −c24 0 −c14 −c54
0 0 0 0 0 c14






, (6.45)

con c13, c14 ∈ R− {0} y c23, c24, c33, c34, c53, c54, c63, c64 ∈ R.
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Por otro lado, como B1 = C−1 se tiene que

B1 =






b1 b2 b3 0 b4 b5
b2 b3 0 0 0 −b4
b3 0 0 0 0 0
b6 b7 0 b8 b9 b10
b7 0 0 0 −b8 −b9
0 0 0 0 0 b8






, (6.46)

donde b1 =
c223c14−c13c33c14+c13c24c53

c313c14
, b2 = − c23

c213
, b3 = 1

c13
, b4 = c53

c13c14
, b5 = c14c23c53+c13c53c54−c13c14c63

c213c
2
14

,

b6 = c14c23c24−c13c14c34+c13c24c54
c213c

2
14

, b7 = − c24
c13c14

, b8 = 1
c14

, b9 = c54
c214

y b10 = − c54
c214

. Notemos que

bj , j = 1, · · · , 10 son número reales arbitrarios, con b3, b8 != 0, puesto que c13, c14 != 0. Por

consiguiente, la matriz F = (B−1
1 )TJB−1

1 = CTJC tiene la siguiente forma

F =






0 0 0 0 0 f16
0 0 f23 0 −f16 f26
0 −f23 0 f16 −f26 f36
0 0 −f16 0 0 0
0 f16 f26 0 0 f56

−f16 −f26 −f36 0 −f56 0






, (6.47)

con f16 = c13c14, f23 = −2c13c24, f26 = c14c23 − c13c54, f36 = c14c33 + c24c53 − c23c54 +

c13c64, f56 = 2c14c53. Note que f16 != 0, dado que c13, c14 != 0 y además, f 6
16 = det(F ) =

det(AT
1 JA1) = det2(A1) != 0.

De las ecuaciones (6.47) y (6.12), para i = 1, 2, 3, 4, 5, 6 se tiene las siguientes condiciones:

{ai, a1} = 0, i != 6; {ai, a2} = 0, i = 1, 2, 4; {ai, a3} = 0, i = 1, 3; {ai, a4} = 0, i != 3;

{ai, a5} = 0, i = 1, 4, 5; {ai, a6} = 0, i = 4, 6; {a1, a6} = {a5, a2} = {a3, a4} = f16 != 0;

{a2, a3} = f23; {a2, a6} = {a5, a3} = f26; {a3, a6} = f46 y {a5, a6} = f56.

Ahora, calculando la ecuación J = BT
1 FB1, determinamos algunas condiciones para las

constantes bj , j = 1, · · · , 10, esto es,

BT
1 FB1 =






0 β12 0 b3b8f16 β15 β16
−β12 0 0 0 b3b8f16 β15
0 0 0 0 0 b3b8f16

−b3b8f16 0 0 0 0 0
−β15 −b3b8f16 0 0 0 β56
−β16 −β15 −b3b8f16 0 −β56 0






= J,

con β12 = b3(2b7f16 − b3f23), β15 = b2b8f16 + b3b9f16 + b3b8f26, β16 = b10b3f16 − b4b7f16 +

b1b8f16 + b2b9f16 + b3b4f23 + b2b8f26 + b3b9f26 + b3b8f36 + b7b8f56 y β56 = b8(2b4f16 − b8f56).

Note que la matriz BT
1 FB1 debe ser J , así, basta considerar

b3b8 =
1

{a1, a6}
, (6.48)
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y además, se debe verificar que β12 = β15 = β16 = β56 = 0, es decir,

0 = b3(2b7f16 − b3f23), 0 = b2b8f16 + b3b9f16 + b3b8f26, 0 = b8(2b4f16 − b8f56),

0 = b10b3f16 − b4b7f16 + b1b8f16 + b2b9f16 + b3b4f23 + b2b8f26 + b3b9f26 + b3b8f36 + b7b8f56.
(6.49)

Como buscamos una forma lo más simple posible para la matriz B1, sin pérdida de generali-

dad, hacemos b2 = b10 = 0 y en (6.48) podemos considerar b8 = 1, así, obtenemos

b3 =
1

{a1, a6}
. (6.50)

Además, como b3, b8 != 0 de (6.49), se sigue que

b1 = −b3 (4f16f36 + 3f23f56 − 4f 2
26)

4f 2
16

, b4 =
f56
2f16

, b7 =
b3f23
2f16

y b9 = −f26
f16

. (6.51)

A partir de las restricciones b1 = b4 = 0, b8 = 1 y de las ecuaciones obtenidas en (6.50)

y (6.51), por fin obtenemos la expresión para la matriz N como

N = [b1a1 + b3a3 + b6a4 + b7a5 b3a2 + b7a4 b3a1 a4 b4a1 + b9a4 − a5 b5a1 − b4a2 − b9a5 + a6].

(6.52)
De manera equivalente a (6.52), la matriz N puede ser escrita como

N =















b1a11 + b3a31 + b6a41 + b7a51 b3a21 + b7a41 b3a11 a41 b4a11 + b9a41 − a51 b5a11 − b4a21 − b9a51 + a61
b1a12 + b3a32 + b6a42 + b7a52 b3a22 + b7a42 b3a12 a42 b4a12 + b9a42 − a52 b5a12 − b4a22 − b9a52 + a62
b1a13 + b3a33 + b6a43 + b7a53 b3a23 + b7a43 b3a13 a43 b4a13 + b9a43 − a53 b5a13 − b4a23 − b9a53 + a63
b1a14 + b3a34 + b6a44 + b7a54 b3a24 + b7a44 b3a14 a44 b4a14 + b9a44 − a54 b5a14 − b4a24 − b9a54 + a64
b1a15 + b3a35 + b6a45 + b7a55 b3a25 + b7a45 b3a15 a45 b4a15 + b9a45 − a55 b5a15 − b4a25 − b9a55 + a65
b1a16 + b3a36 + b6a46 + b7a56 b3a26 + b7a46 b3a16 a46 b4a16 + b9a46 − a56 b5a16 − b4a26 − b9a56 + a66















.

Esta matriz es simpléctica con

b3 =
1

{a1, a6}
,

b1 = −b3 (4f16f36 + 3f23f56 − 4f 2
26)

4f 2
16

, b4 =
f56
2f16

, b7 =
b3f23
2f16

y b9 = −f26
f16

.

Además, usando el hecho de que rg(S) = 4 en la ecuación (6.44), la matriz de normali-
zación JS∗ está dada por

JS∗ = [A(b1a1 + b3a3 + b6a4 + b7a5) A(b3a2 + b7a4) A(b3a1) A(a4) A(b4a1 + b9a4 − a5) A(b5a1 − b4a2 − b9a5 + a6)]

= [b3a2 + b7a4 b3a1 0 0 − a4 − (b4a1 + b9a4 − a5)],

de donde se obtiene que la matriz JS∗ es de la forma

JS∗ =





0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0




, así, S∗ =





0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0




.
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Luego, la forma normal para el Hamiltoniano H2 en (6.1) adquiere la siguiente forma

K2(q, p) =
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3)






0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0











q1
q2
q3
p1
p2
p3






=
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3).(p2, p3, 0, 0, q1, q2)

= q1p2 + q2p3.

Esto finaliza la demostración del item (1).

Ahora, demostraremos el item (2), en este caso existe base a1, a2, a3, a4, a5, a6 tal que

Aa1 = 0, Aa2 = a1, Aa3 = a2, Aa4 = a3, Aa5 = 0, Aa6 = a5. (6.53)

Construiremos la matriz N ∈ Sp(3,R), del mismo modo que en el caso anterior, es decir,

buscamos una matriz de normalización de la forma N = A1B1. En este caso, notemos que

la matriz JS∗ viene dada por

JS∗ =






0 0 0 δ1 0 0
0 0 0 0 δ2 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0






.

Así, se verifica fácilmente que la matriz C = col(c1 c2 c3 c4 c5 c6), con cj, j = 1, · · · , 6
linealmente independientes, es de la forma

C =






0 0 c31 c41 c51 c61
0 c13 c23 c33 0 0
c13 c23 c33 c43 0 c63
0 0 0 c31δ1 0 c51δ1
0 0 c13δ2 c23δ2 0 0
0 0 0 −c13δ2 0 0






, (6.54)

con c13, c51 ∈ R− {0} y c23, c31, c33, c41, c43, c61, c63 ∈ R.

Por otro lado, como B1 = C−1 se tiene que

B1 =





0 b1 b2 b3 b4 b5
0 b2 0 0 b1δ2 −b4
0 0 0 0 b2δ2 −b1δ2
0 0 0 0 0 −b2δ2
b6 0 0 b7 b8 b9
0 0 0 b6δ1 0 −b8




, (6.55)
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con b1 = − c23
c213

, b2 = 1
c13

, b3 = − δ1c63
c13c51

, b4 =
δ2(c223−c13c33)

c313
, b5 =

δ2(c51c323−2c13c33c51c23+c213(c43c51−c31c63))
c413c51

,

b6 = 1
c51

, b7 = − δ1c61
c251

, b8 = − δ2c31
c13c51

y b9 = − δ(c23c31c51−c13c41c51+c13c31c61)
c213c

2
51

. Notemos que

bj , j = 1, · · · , 9 son número reales arbitrarios, con b1, b2 != 0, puesto que c13, c51 != 0.

Por consiguiente, la matriz F = (B−1
1 )TJB−1

1 = CTJC tiene la siguiente forma

F =





0 0 0 f14 0 0
0 0 −f14 0 0 0
0 f14 0 f34 0 f36

−f14 0 −f34 0 −f36 f46
0 0 0 f36 0 f56
0 0 −f36 −f46 −f56 0




, (6.56)

con f14 = −δ2c213, f34 = δ1c231 + δ2c223 − 2δ2c13c33, f36 = δ1c31c51, f45 = −δ1c31c51, f46 =

δ1c41c51 − δ1c31c61 + δ2c13c62 y f56 = δ1c251. Note que f14, f56 != 0, dado que c13, c51 != 0 y

además f 4
14f

2
56 = det(F ) = det(AT

1 JA1) = det2(A1) != 0.

De las ecuaciones (6.56) y (6.12), para i = 1, 2, 3, 4, 5, 6 se tiene las siguientes condiciones:

{ai, a1} = 0, i != 4; {ai, a2} = 0, i != 3; {ai, a3} = 0, i = 1, 3, 5; {ai, a4} = 0, i = 2, 4;

{ai, a5} = 0, i = 1, 2, 3, 5; {ai, a6} = 0, i = 1, 2, 6; {a1, a4} = {a3, a2} = f14 != 0; {a3, a4} =

f34; {a3, a6} = {a5, a4} = f36; {a4, a6} = f46; {a5, a6} = f56 != 0.

Ahora, calculando la ecuación J = BT
1 FB1, determinamos algunas condiciones para las

constantes bj , j = 1, · · · , 9, esto es,

BT
1 FB =






0 0 0 b26f56δ1 0 β16
0 0 0 0 −b22f14δ2 0
0 0 0 0 0 −b22f14δ2

−b26f56δ1 0 0 0 δ1β16 β46
0 b22f14δ2 0 −δ1β16 0 β56
β16 0 b22f14δ2 −β46 .β56 0






= J,

con β16 = −b6(b8f56+b2f36δ2), β46 = −b2b3f14δ2−b7(b8f56+b2f36δ2)+b6δ1(−b9f56+b1f36δ2+

b2f46δ2) y β56 = b21f14 − b22f34 − b28f56 − 2b2(b4f14 + b8f36)δ2.

Note que la matriz BT
1 FB1 debe ser J , así, basta considerar

b2 =
1

√
|{a1, a4}|

, b6 =
1

√
|{a5, a6}|

, δ1 = sgn({a5, a6}), δ2 = −sgn({a1, a4}), (6.57)

y además, se debe verificar que β16 = β46 = β56 = 0, es decir,

0 = −b6(b8f56 + b2f36δ2), 0 = b21f14 − b22f34 − b28f56 − 2b2(b4f14 + b8f36)δ2

0 = −b2b3f14δ2 − b7(b8f56 + b2f36δ2) + b6δ1(−b9f56 + b1f36δ2 + b2f46δ2).
(6.58)
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Como buscamos una forma lo más simple posible para la matriz B1, sin pérdida de generali-

dad, podemos considerar b1 = b5 = b7 = b9 = 0, así, de (6.58) obtenemos

b3 =
b6δ1f46
f14

, b4 = −δ2 (b
2
2f34f56 − b22f

2
36)

2b2f14f56
y b8 = −b2δ2f36

f56
. (6.59)

A partir de las restricciones b1 = b5 = b7 = b9 = 0 y de las ecuaciones obtenidas en (6.57)

y (6.59), tenemos la expresión para la matriz N como

N = [b6a5 b2a2 b2a1 b3a1 + δ1b6a6 b4a1 + δ2b2a3 + b8a5 − b4a2 − δ2b2a4 − b8a6]. (6.60)

De manera equivalente la matriz N en (6.60), puede ser escrita como

N =















b6a51 b2a21 b2a11 b3a11 + δ1b6a61 b4a11 + δ2b2a31 + b8a51 −b4a21 − δ2b2a41 − b8a61
b6a52 b2a22 b2a12 b3a12 + δ1b6a62 b4a12 + δ2b2a32 + b8a52 −b4a22 − δ2b2a42 − b8a62
b6a53 b2a23 b2a13 b3a13 + δ1b6a63 b4a13 + δ2b2a33 + b8a53 −b4a23 − δ2b2a43 − b8a63
b6a54 b2a24 b2a14 b3a14 + δ1b6a64 b4a14 + δ2b2a34 + b8a54 −b4a24 − δ2b2a44 − b8a64
b6a55 b2a25 b2a15 b3a15 + δ1b6a65 b4a15 + δ2b2a35 + b8a55 −b4a25 − δ2b2a45 − b8a65
b6a56 b2a26 b2a16 b3a16 + δ1b6a66 b4a16 + δ2b2a36 + b8a56 −b4a26 − δ2b2a46 − b8a66















.

Esta matriz es simpléctica con

b2 =
1

√
|{a1, a4}|

, b6 =
1

√
|{a5, a6}|

, δ1 = sgn({a5, a6}), δ2 = −sgn({a1, a4}),

b3 =
b6δ1f46
f14

, b4 = −δ2 (b
2
2f34f56 − b22f

2
36)

2b2f14f56
y b8 = −b2δ2f36

f56
.

Además, usando el hecho de que rg(S) = 4 en la ecuación (6.53), la matriz de normalización
JS∗ está dada por

JS∗ = [A(b6a5) A(b2a2) A(b2a1) A(b3a1 + δ1b6a6) A(b4a1 + δ2b2a3 + b8a5) A(−b4a2 − δ2b2a4 − b8a6)]

= [0 b2a1 0 δ1b6a5 δ2b2a2 − (b4a1 + δ2b2a3 + b8a5)],

de donde se obtiene que la matriz JS∗ es de la forma

JS∗ =






0 0 0 δ1 0 0
0 0 0 0 δ2 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0






, así, S∗ =






0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 δ1 0 0
0 0 0 0 δ2 0
0 1 0 0 0 0






.

Luego, la forma normal para el Hamiltoniano H2 en (6.1) adquiere la siguiente forma

K2(q, p) =
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3)






0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 δ1 0 0
0 0 0 0 δ2 0
0 1 0 0 0 0











q1
q2
q3
p1
p2
p3






=
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3).(0, p3, 0, δ1p1, δ2p2, q2)

=
δ1
2
p21 + q2p3 +

δ2
2
p22, δ1 = ±1, δ2 = ±1.

(6.61)

173



Esto finaliza la demostración del teorema.

Finalmente, analizamos el caso rg(S) = 5, los detalles se muestra en el siguiente teorema.

Este resultado ya fue estudiado anteriormente por Waz en [23].

Teorema 38 Suponga que todo los valores propios de A = JS son nulos y la matriz A no

es diagonalizable. Si rg(S) = 5, entonces la forma normal para el Hamiltoniano en (6.1) es

K2 =
1

2
δp21 + q1p2 + q2p3,

donde δ = ±1.

Demostración. Supongamos que rg(S) = 5 y sean a1, a2, a3, a4, a5, a6 vectores en R6

linealmente independientes, entonces

Aa1 = 0, Aa2 = a1, Aa3 = a2, Aa4 = a3, Aa5 = a4, Aa6 = a5. (6.62)

Construiremos la matriz N ∈ Sp(3,R), análogamente al los teoremas anteriores, es decir,

buscamos una matriz de normalización de la forma N = A1B1. En este caso, notemos que

la matriz JS∗ viene dada por

JS∗ =






0 0 0 δ 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0






.

Así, se verifica fácilmente que la matriz C = col(c1 c2 c3 c4 c5 c6), con cj, j = 1, · · · , 6
linealmente independientes, es de la forma

C =






0 0 c14 c23 c33 c43
0 c14 c23 c33 c43 c53
c14 c23 c33 c43 c53 c63
0 0 0 c14δ c23δ c33δ
0 0 0 0 −c14δ −c23δ
0 0 0 0 0 c14δ






, (6.63)

con c14 ∈ R− {0} y c23, c33, c43, c53, c63 ∈ R.
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Por otro lado, como B1 = C−1 se tiene que

B1 =






b1 b2 b3 b4 b5 b6
b2 b3 0 b1δ −b4 −b5
b3 0 0 b2δ −b1δ b4
0 0 0 b3δ −b2δ b1δ
0 0 0 0 −b3δ b2δ
0 0 0 0 0 b3δ






, (6.64)

donde b1 =
c223−c14c33

c314
, b2 = − c23

c214
, b3 = 1

c14
, b4 = − δ

c414
(c323−2c14c23c33+ c214c43), b5 = − δ

c514
(c423−

3c14c223c33 + 2c214c23c43 + c214c
2
33 − c314c53), b6 = − δ

c614
(c523 − 4c14c323c33 +3c214c

2
23c43 + 3c214c

2
33c23 −

2c314c23c53 − 2c314c33c43 + c414c63). Notemos que bj , j = 1, · · · , 6 son número reales arbitrarios,

con b3 != 0, puesto que c14 != 0. Por consiguiente, la matriz F = (B−1
1 )TJB−1

1 = CTJC tiene

la siguiente forma

F =






0 0 0 0 0 f16
0 0 0 0 −f16 0
0 0 0 f16 0 f36
0 0 −f16 0 −f36 0
0 f16 0 f36 0 f56

−f16 0 −f36 0 −f56 0






, (6.65)

con f16 = c214δ, f36 = δ(2c14c33− c223), f56 = δ(c233− 2c23c43+2c14c53). Note que f16 != 0, dado

que c14 != 0 y además f 6
16 = det(F ) = det(AT

1 JA1) = det2(A1) != 0.

De las ecuaciones (6.65) y (6.12), para i = 1, 2, 3, 4, 5, 6 se tiene las siguientes condiciones:

{ai, a1} = 0, i != 6; {ai, a2} = 0, i != 5; {ai, a3} = 0, i = 1, 2, 3, 5; {ai, a4} = 0, i = 1, 2, 4, 6;

{ai, a5} = 0, i = 1, 3, 5; {ai, a6} = 0, i = 2, 4, 6; {a1, a6} = {a5, a2} = {a3, a4} = f16 != 0;

{a3, a6} = {a5, a4} = f36; {a5, a6} = f56.

Ahora, calculando la ecuación J = BT
1 FB1, determinamos algunas condiciones para las

constantes bj , j = 1, · · · , 6, esto es,

BT
1 FB1 =






0 0 0 b23f16δ 0 β16
0 0 0 0 b23f16δ 0
0 0 0 0 0 b23f16δ

−b23f16δ 0 0 0 δβ16 0
0 −b23f16δ 0 −δβ16 0 β56

−β16 0 −b23f16δ 0 −β56 0






= J,

donde β16 = −δ(f16b22−2b1b3f16−b23f36) y β56 = −b21f16+b22f36−2b1b3f36−b23f56+2b2b4f16δ+

2b3b5f16δ.

Note que la matriz BT
1 FB1 debe ser J , así, basta considerar

b3 =
1

√
{a1, a6}

, δ = sgn({a1, a6}), (6.66)
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y además, se debe verificar que β16 = β56 = 0, es decir,

0 = δ(f16b
2
2 − 2b1b3f16 − b23f36),

0 = b21f16 − b22f36 + 2b1b3f36 + b23f56 − 2b2b4f16δ − 2b3b5f16δ.
(6.67)

Como buscamos una forma lo más simple posible para la matriz B1, sin pérdida de generali-

dad podemos considerar b2 = b4 = b6 = 0, así, de de (6.67) obtenemos

b1 = −b3f36
2f16

y b5 =
b3δ (4f16f56 − 3f 2

36)

8f 2
16

. (6.68)

A partir de las restricciones b2 = b4 = b6 = 0 y de las ecuaciones obtenidas en (6.66) y

(6.68), tenemos la expresión para la matriz N como

N = [b1a1+b3a3 b3a2 b3a1 δ(b1a2+b3a4) b5a1−δ(b1a3+b3a5) −b5a2+δ(b1a4+b3a6)]. (6.69)

De manera equivalente la matriz N en (6.69), puede ser escrita como

N =















b1a11 + b3a31 b3a21 b3a11 δ(b1a21 + b3a41) b5a11 − δ(b1a31 + b3a51) −b5a21 + δ(b1a41 + b3a61)
b1a12 + b3a32 b3a22 b3a12 δ(b1a22 + b3a42) b5a12 − δ(b1a32 + b3a52) −b5a22 + δ(b1a42 + b3a62)
b1a13 + b3a33 b3a23 b3a13 δ(b1a23 + b3a43) b5a13 − δ(b1a33 + b3a53) −b5a23 + δ(b1a43 + b3a63)
b1a14 + b3a34 b3a24 b3a14 δ(b1a24 + b3a44) b5a14 − δ(b1a34 + b3a54) −b5a24 + δ(b1a44 + b3a64)
b1a15 + b3a35 b3a25 b3a15 δ(b1a25 + b3a45) b5a15 − δ(b1a35 + b3a55) −b5a25 + δ(b1a45 + b3a65)
b1a16 + b3a36 b3a26 b3a16 δ(b1a26 + b3a46) b5a16 − δ(b1a36 + b3a56) −b5a26 + δ(b1a46 + b3a66)















.

Esta matriz es simpléctica con

b3 =
1

√
{a1, a6}

, δ = sgn({a1, a6}),

b1 = −b3f36
2f16

y b5 =
b3δ (4f16f56 − 3f 2

36)

8f 2
16

.

Además, usando el hecho de que rg(S) = 5 en la ecuación (6.62), la matriz de normalización
JS∗ está dada por

JS∗ = [A(b1a1 + b3a3) A(b3a2) A(b3a1) A(δ(b1a2 + b3a4)) A(b5a1 − δ(b1a3 + b3a5)) A(−b5a2 + δ(b1a4 + b3a6))]

= [b3a2 b3a1 0 δ(b1a1 + b3a3) − δ(b1a2 + b3a4) − b5a1 + δ(b1a4 + b3a5)],

de donde se obtiene que la matriz JS∗ es de la forma

JS∗ =





0 0 0 δ 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0




, así, S∗ =





0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 δ 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0




.
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Luego, la forma normal para el Hamiltoniano H2 en (6.1) adquiere la siguiente forma

K2(q, p) =
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3)






0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 δ 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0











q1
q2
q3
p1
p2
p3






=
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3).(p2, p3, 0, δp1, q1, q2)

=
δ

2
p21 + q1p2 + q2p3.

Así, el teorema queda demostrado.

6.2. Análisis del caso donde dos frecuencias son nulas,
una no nula y la matriz A no es diagonalizable

A continuación, veremos que mediante un cambio de variable adecuado la función H2

definida en (6.1) con veinticuatro parámetros se reduce a una forma particular más simple.

Debido a que en la literatura aún no hay evidencias de formas normales para este caso, en

esta sección presentamos resultados puramente originales. Esto fue posible gracias a la teoría

desarrollada por K. Meyer en [13].

Para lograr nuestro objetivo, supongamos que la ecuación característica (3.2) asociada

a la parte cuadrática H2 en (6.1) tiene cuatro raíces nulas y dos raíces imaginarias puras, es

decir, λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = 0 y λ5 = −λ6 = iw3, en este caso, de acuerdo a la naturaleza de

los valores propios y al rango de la matriz S, notamos que pueden ocurrir tres casos posibles,

los cuales describiremos a continuación.

Suponga que la matriz G es una forma canónica de Jordan de la matriz JS, entonces G

es de la forma

G =

(
G1 0
0 G2

)
, (6.70)

donde G1 es una matriz de orden 4× 4 y G2 es una matriz de orden 2× 2, vamos a describir

el algoritmo de construcción para la normalización de la función Hamiltoniana H2 definida

en (6.1), es decir, haremos un cambio de variable por medio de una matriz N ∈ Sp(3,R), la

cual garantice una forma particular más simple.
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En el siguiente teorema, analizaremos con detalle el caso donde la matriz G1 no es

diaganalizable con rg(G1) = 1, y cuando la matriz G2 es diagonalizable, es decir, cuando la

matriz G en (6.70) adquiere la siguiente forma

G =






0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 δ3iω3 0
0 0 0 0 0 −δ3iω3






=

(
G1 0
0 G2

)
. (6.71)

Teorema 39 Si los valores propios de la matriz A son ω1 = ω2 = 0, ±iω3 != 0 y A no es

diagonalizable, entonces existe una matris N ∈ Sp(3,R) tal que el Hamiltoniano H2 en (6.1)

tiene la forma

K2 =
δ

2
p21 +

δ3ω3

2
(q23 + p23), (6.72)

donde δ = ±1 y δ3 = ±1.

Demostración. De acuerdo a la sección (2.3), se tiene que los vectores propios y vectores

propios generalizados, asociados a los valores propios ω1 = ω2 = 0 generan un subespacio

simpléctico Z1 de R6, con dim(Z1) = 4, y los vectores propios y vectores propios generali-

zados correspondientes al valor propio iω3 generan un subespacio simpléctico Z2 de R6, con

dim(Z2) = 2 de tal manera que

R6 := Z1 ⊕ Z2.

Luego en la ecuación (6.72), notemos que el término de la derecha está desacoplado, así, el

análisis se reduce a dos casos independientes, el análisis del primer término del Hamiltoniano

K2 en (6.72) se realiza como en el Teorema 19 caso dos grados de libertad y el análisis

del término de la derecha de (6.72) se realiza como en el Teorema 4 caso un grado de

libertad. Observe que en (6.71) la matriz G1 es una forma canónica de Jordan de JS para el

sistema Hamiltoniano correspondiente a la función Hamiltoniana K2 =
δ
2p

2
1 con dos grados de

libertad y la matriz G2 es una forma canónica de Jordan de JS para el sistema Hamiltoniano

correspondiente a la función Hamiltoniana K2 =
δ3ω3
2 (q23 + p23) con un grado de libertad.

Luego de acuerdo al Teorema 19, se tiene que B1 = {b1a1, b3a3, δb1a2+b4a3+b5a4, a4} es

una base simpléctica para Z1 y si a = r+ is es el vector propio asociado al valor propio iω3,

entonces de acuerdo al Teorema 4, se sigue que B2 = {−2δ3κs, 2κr} es una base simpléctica

para Z2. Además, recuerde que según la Proposición 1 sección 2.3 se tiene que {Z1, Z2} = 0.

Por lo tanto, el conjunto de vectores B = {b1a1, b3a3, δb1a2 + b4a3 + b5a4, a4, −2δ3κs, 2κr}
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forma una base simpléctica de R6. Así, obtenemos la expresión para la matriz N ∈ Sp(3,R)

como

N = [b1a1 b3a3 − 2δ3κs δb1a2 + b4a3 + b5a4 a4 2κr]. (6.73)

Esta matriz es simpléctica con

b1 =
1

√
|{a1, a2}|

, b3 =
1

{a3, a4}
, b4 = −b1δ

f24
f34

b5 = δb1
f23
f34

, δ = sign({a1, a2}),

κ =
1

2
√

|{r, s}|
y δ3 = sgn({r, s}).

Además, la matriz de normalización JS∗ está dada por

JS∗ = [A(b1a1) A(b3a3) A(−2δ3κs) A(δb1a2 + b4a3 + b5a4) A(a4) A(2κr)]

= [0 0 − δ3ω3(2κr) δ(b1a1) 0 δ3ω3(−2δ3κs)],

de donde se obtiene que la matriz JS∗ es de la forma

JS∗ =






0 0 0 δ 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 δ3ω3

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 −δ3ω3 0 0 0






, así, S∗ =






0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 δ3ω3 0 0 0
0 0 0 δ 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 δ3ω3






.

Luego, la forma normal para el Hamiltoniano H2 en (6.1) adquiere la siguiente forma

K2(q, p) =
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3)






0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 δ3ω3 0 0 0
0 0 0 δ 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 δ3ω3











q1
q2
q3
p1
p2
p3






=
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3).(0, 0, δ3ω3q3, δ1p1, 0, δ3ω3p3)

=
δ

2
p21 +

δ3ω3

2
(q23 + p23), δ = ±1, δ3 = ±1.

(6.74)

Esto finaliza la demostración del Teorema.

En el siguiente teorema, analizaremos el caso donde la matriz G1 no es diagonalizable con

rg(G1) = 2, y la matriz G2 es diagonalizable, es decir, cuando la matriz G (6.70) adquiere
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la siguiente forma

G =





0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 δ3iω3 0
0 0 0 0 0 −δ3iω3




=

(
G1 0
0 G2

)
. (6.75)

Teorema 40 Si los valores propios de la matriz A son ω1 = ω2 = 0, ±iω3 != 0 y A no es

diagonalizable, entonces existe una matris N ∈ Sp(3,R) tal que el Hamiltoniano H2 en (6.1)

tiene la forma

H2 =
δ1
2
p21 +

δ2
2
p22 +

δ3ω3

2
(q23 + p23), (6.76)

donde δ1 = ±1, δ2 = ±1 y δ3 = ±1.

Demostración. Para la demostración de este teorema, se sigue los mismos pasos que en

el Teorema 39, es decir, de acuerdo a sección (2.3), se tiene que los vectores propios y

vectores propios generalizados, asociados a los valores propios ω1 = ω2 = 0 generan un

subespacio simpléctico Z1 de R6, con dim(Z1) = 4, y los vectores propios y vectores propios

generalizados correspondientes al valor propio iω3 generan un subespacio simpléctico Z2 de

R6, con dim(Z2) = 2 de tal manera que

R6 := Z1 ⊕ Z2, con {Z1, Z2} = 0.

Note que en la ecuación (6.76), el término de la derecha está desacoplado, así, nuestro análisis

es tal como en el Teorema 39, es decir, analizamos de manera independiente los dos primeros

términos y el último término de (6.76) en uno y dos grados de libertad, respectivamente. En

este caso, observe que en (6.75) la matriz G1 es una forma canónica de Jordan de JS para el

sistema Hamiltoniano correspondiente a la función Hamiltoniana K2 =
δ1
2 p

2
1 +

δ2
2 p

2
2 con dos

grados de libertad y la matriz G2 es una forma canónica de Jordan de JS para el sistema

Hamiltoniano correspondiente a la función Hamiltoniana K2 = δ3ω3
2 (q23 + p23) con un grado

de libertad.

Luego de acuerdo con el Teorema 18, se tiene que B1 = {b1a1, b4a3, δ1b1a2, b3a1+δ2b4a4}
es una base simpléctica para Z1 y si a = r+is es el vector propio asociado al valor propio iω3,

nuevamente por el Teorema 4, se sigue que B2 = {−2δ3κs, 2κr} es una base simpléctica para

Z2. Por lo tanto, el conjunto de vectores B = {b1a1, b4a3, δ1b1a2, b3a1+δ2b4a4, −2δ3κs, 2κr}
forma una base simpléctica de R6. De este modo, obtenemos la expresión para la matriz
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N ∈ Sp(3,R) como

N = [b1a1 b4a3 − 2δ3κs δ1b1a2 b3a1 + δ2b4a4 2κr].

Esta matriz es simpléctica con

b1 =
1

√
|{a1, a2}|

, b4 =
1

√
|{a3, a4}|

, b3 =
b4δ2f24
f12

,

δ1 = sign({a1, a2}), δ2 = sign({a3, a4}),

κ =
1

2
√

|{r, s}|
y δ3 = sgn({r, s}).

Además, la matriz de normalización JS∗ está dada por

JS∗ = [A(b1a1) A(b4a3) A(−2δ3κs) A(δ1b1a2) A(b3a1 + δ2b4a4) A(2κr)]

= [0 0 − δ3ω3(2κr) δ1b1a1 δ2b4a3 δ3ω3(−2δ3κs)],

de donde se obtiene que la matriz JS∗ es de la forma

JS∗ =





0 0 0 δ1 0 0
0 0 0 0 δ2 0
0 0 0 0 0 δ3ω3

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 −δ3ω3 0 0 0




, así, S∗ =





0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 δ3ω3 0 0 0
0 0 0 δ1 0 0
0 0 0 0 δ2 0
0 0 0 0 0 δ3ω3




.

Luego, la forma normal para el Hamiltoniano H2 en (6.1) adquiere la siguiente forma

K2(q, p) =
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3)






0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 δ3ω3 0 0 0
0 0 0 δ1 0 0
0 0 0 0 δ2 0
0 0 0 0 0 δ3ω3











q1
q2
q3
p1
p2
p3






=
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3).(0, 0, δ3ω3q3, δ1p1, δ2p2, δ3ω3p3)

=
δ1
2
p21 +

δ2
2
p22 +

δ3ω3

2
(q23 + p23), δk = ±1, k = 1, 2, 3.

Esto finaliza la demostración del Teorema.

En el siguiente teorema, analizaremos el caso donde la matriz G1 no es diagonalizable

con rg(G1) = 3, y la matriz G2 es diagonalizable, es decir, cuando la matriz G en (6.70)
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adquiere la siguiente forma

G =






0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 δ3iω3 0
0 0 0 0 0 −δ3iω3






=

(
G1 0
0 G2

)
. (6.77)

Teorema 41 Si los valores propios de la matriz A son ω1 = ω2 = 0, ±iω3 != 0 y A es no

diagonalizable, entonces existe una matriz N ∈ Sp(3,R) tal que el Hamiltoniano H2 en (6.1)

tiene la forma

H2 =
δ

2
p21 − q1q2 +

δ3ω3

2
(q23 + p23), (6.78)

donde δ = ±1 y δ3 = ±1.

Demostración. La demostración de este teorema, se realiza de manera análoga al Teorema

40, es decir, de acuerdo a sección (2.3), se tiene que los vectores propios y vectores propios

generalizados, asociados a los valores propios ω1 = ω2 = 0 generan un subespacio simpléctico

Z1 de R6, con dim(Z1) = 4, y los vectores propios y vectores propios generalizados corre-

spondientes al valor propio iω3 generan un subespacio simpléctico Z2 de R6, con dim(Z2) = 2

de tal manera que

R6 := Z1 ⊕ Z2, con {Z1, Z2} = 0.

Nuevamente en la ecuación (6.76), el término de la derecha está desacoplado, por lo tanto,

del mismo modo que en el Teorema 39, analizamos de manera independiente los dos primeros

términos y el último término de (6.78) en uno y dos grados de libertad, respectivamente. En

este caso, observe que en (6.77) la matriz G1 es una forma canónica de Jordan de JS para

el sistema Hamiltoniano correspondiente a la función Hamiltoniana K2 =
δ
2p

2
1− q1q2 con dos

grados de libertad y la matriz G2 es una forma canónica de Jordan de JS para el sistema

Hamiltoniano correspondiente a la función Hamiltoniana K2 = δ3ω3
2 (q23 + p23) con un grado

de libertad.

Luego de acuerdo con el Teorema 17, se tiene que B1 = {b4a2, b3a2 + δb4a4, b3a1 +

δb4a3, b4a1} es una base simpléctica para Z1 y si a = r + is es el vector propio asociado

al valor propio iω3, nuevamente por el Teorema 4, se sigue que B2 = {−2δ3κs, 2κr} es

una base simpléctica para Z2. Así, el conjunto de vectores B = {b4a2, b3a2 + δb4a4, b3a1 +

δb4a3, b4a1, −2δ3κs, 2κr} forma una base simpléctica de R6. Por lo tanto, obtenemos la

expresión para la matriz N ∈ Sp(3,R) como

N = [δb4a2 b3a2 + δb4a4 − 2δ3κs b3a1 + δb4a3 b4a1 2κr].
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Esta matriz es simpléctica con

b3 = −δb4f34
2f14

, b4 =
1

√
|{a1, a4}|

, δ = −sgn({a1, a4}),

κ =
1

2
√

|{r, s}|
y δ3 = sgn({r, s}).

Además, la matriz de normalización JS∗ está dada por

JS∗ = [A(b4a2) A(b3a2 + δb4a4) A(−2δ3κs) A(b3a1 + δb4a3) A(b4a1) A(2κr)]

= [b4a1 b3a1 + δb4a3 − δ3ω3(2κr) δb4a2 0 δ3ω3(−2δ3κs)],

de donde se obtiene que la matriz JS∗ es de la forma

JS∗ =






0 0 0 δ 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 δ3ω3

0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 −δ3ω3 0 0 0






, así, S∗ =






0 −1 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
0 0 δ3ω3 0 0 0
0 0 0 δ 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 δ3ω3






.

Luego, la forma normal para el Hamiltoniano H2 en (6.1) adquiere la siguiente forma

K2(q, p) =
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3)






0 −1 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0
0 0 δ3ω3 0 0 0
0 0 0 δ 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 δ3ω3











q1
q2
q3
p1
p2
p3






=
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3).(−q2,−q1, δ3ω3q3, δp1, 0, δ3ω3p3)

=
δ

2
p21 − q1q2 +

δ3ω3

2
(q23 + p23), δ = ±1, δ3 = ±1.

Esto finaliza la demostración del Teorema.

6.3. Análisis del caso donde una frecuencia es nula, dos
no nulas y la matriz A no es diagonalizable

En esta sección, veremos que mediante un cambio de variable adecuado la función Hamil-

toniana H2 en (6.1) con veinticuatro parámetros se reduce a una forma particular más simple.

Los resultados que presentamos en esta sección son todos originales, pues aún no han sido
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estudiados por otro personaje. Usando la teoría descrita por K. Meyer en [13], fue posible

obtener nuestro resultados.

Para lograr nuestro objetivo, supongamos que la ecuación característica (3.3) asociada

a la parte cuadrática H2 en (6.1) tiene dos raíces nulas y cuatro raíces imaginarias puras, es

decir, λ1 = λ2 = 0, λ3 = −λ4 = iω2 y λ5 = −λ6 = iw3, con ω2 != 0, ω3 != 0, en este caso,

de acuerdo a la naturaleza de los valores propios, notamos que pueden ocurrir tres casos

posibles.

Suponga que la matriz G es una forma canónica de Jordan de la matriz JS, entonces G

es de la forma

G =

(
G1 0
0 G2

)
, (6.79)

donde G1 es una matriz de orden 2× 2 y G2 es una matriz de orden 4× 4, vamos a describir

el algoritmo de construcción para la normalización de la parte cuadrática de la función

Hamiltoniana H2 definida en (6.1), es decir, haremos un cambio de variable por medio de

una matriz N ∈ Sp(3,R), la cual garantice una forma particular más simple.

En el siguiente teorema, analizaremos con detalle el caso donde la matriz G1 no es

diaganalizable y la matriz G2 es diagonalizable, es decir, cuando la matriz G en (6.79)

adquiere la siguiente forma

G =






0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 δ2iω2 0 0 0
0 0 0 −δ2iω2 0 0
0 0 0 0 δ3iω3 0
0 0 0 0 0 −δ3iω3






=

(
G1 0
0 G2

)
. (6.80)

Teorema 42 Si los valores propios de la matriz A son ω1 = 0, ±iω2, ±iω3 con ω2 != ω3 != 0

y A no es diagonalizable, entonces existe una matris N ∈ Sp(3,R) tal que el Hamiltoniano

H2 en (6.1) tiene la forma

H2 =
δ1
2
p21 +

δ2ω2

2
(q22 + p22) +

δ3ω3

2
(q23 + p23), (6.81)

donde δ1 = ±1, δ2 = ±1 y δ3 = ±1.

Demostración. De acuerdo a la sección (2.3), se tiene que el vector propio y vector propio

generalizado, asociados al valor propio nulo ω1 = 0 generan un subespacio simpléctico Z1 de

R6, con dim(Z1) = 2 y los vectores propios y vectores propios generalizados correspondientes
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a los valores propios iω2, iω3, generan un subespacio simpléctico Z2 de R6, con dim(Z2) = 4

de tal manera que

R6 := Z1 ⊕ Z2.

Luego en la ecuación (6.81), notemos que los dos término de la derecha están desacoplados,

así, el análisis se reduce a dos casos independientes, el análisis del primer término del Hamil-

toniano K2 en (6.72) se realiza como en el Teorema 5 caso un grado de libertad y el análisis

de los dos términos de la derecha de (6.72) se realiza como en el Teorema 6 caso dos grados

de libertad. Observe que en (6.80) la matriz G1 es una forma canónica de Jordan de JS

para el sistema Hamiltoniano correspondiente a la función Hamiltoniana K2 =
δ1
2 p

2
1 con un

grados de libertad y la matriz G2 es una forma canónica de Jordan de JS para el sistema

Hamiltoniano correspondiente a la función Hamiltoniana K2 =
δ2ω2
2 (q22 + p22) +

δ3ω3
2 (q23 + p23)

con dos grados de libertad.

Luego de acuerdo al Teorema 5, se tiene que B1 = {δ1b1a1 b1a2} es una base simpléctica

para Z1 y si a1 = r1 + is1, a2 = r2 + is2 son los vectores propios asociados a los valores

propios iω2, iω3, respectivamente, entonces de acuerdo al Teorema 6, se sigue que B2 =

{−2s1δ2κ1 − 2s2δ3κ2 2r1κ1 2r2κ2} es una base simpléctica para Z2. Además, recuerde

que según la Proposición 1 sección 2.3 se tiene que {Z1, Z2} = 0. Por lo tanto, el conjunto de

vectores B = {δ1b1a1, b1a2, −2s1δ2κ1, −2s2δ3κ2, 2r1κ1, 2r2κ2} forma una base simpléctica

de R6. De este modo, obtenemos la expresión para la matriz N ∈ Sp(3,R) como

N = [δ1b1a1 − 2s1δ2κ1, −2s2δ3κ2 b1a2 2r1κ1, 2r2κ2], (6.82)

Esta matriz es simpléctica con

b1 =
1

√
|{a1, a2}|

, δ1 = sgn({a1, a2}),

κ1 =
1

2
√
|{r1, s1}|

, κ2 =
1

2
√
|{r2, s2}|

, δ2 = sgn({r1, s1}) y δ3 = sgn({r2, s2}).

Además, la matriz de normalización JS∗ está dada por

JS∗ = [A(δb1a1) A(−2δ2κ1s1) A(−2δ3κ2s2) A(b1a2) A(2κ1r1) A(2κ2r2)]

= [0 − δ2ω2(2κ1r1) − δ3ω3(2κ2r2) δ1(δ1b1a2) δ2ω2(−2δ2κ1s1) δ3ω3(−2δ3κ2s2)],

de donde se obtiene que la matriz JS∗ es de la forma

JS∗=





0 0 0 δ1 0 0
0 0 0 0 δ2ω2 0
0 0 0 0 0 δ3ω3

0 0 0 0 0 0
0 −δ2ω2 0 0 0 0
0 0 −δ3ω3 0 0 0




, así,S∗=





0 0 0 0 0 0
0 δ2ω2 0 0 0 0
0 0 δ3ω3 0 0 0
0 0 0 δ1 0 0
0 0 0 0 δ2ω2 0
0 0 0 0 0 δ3ω3




.
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Luego, la forma normal para el Hamiltoniano H2 en (6.1) adquiere la siguiente forma

K2(q, p) =
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3)






0 0 0 0 0 0
0 δ2ω2 0 0 0 0
0 0 δ3ω3 0 0 0
0 0 0 δ1 0 0
0 0 0 0 δ2ω2 0
0 0 0 0 0 δ3ω3











q1
q2
q3
p1
p2
p3






=
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3).(0, δ2ω2q2, δ3ω3q3, δ1p1, δ2ω2p2, δ3ω3p3)

=
δ1
2
p21 +

δ2ω2

2
(q22 + p22) +

δ3ω23

2
(q23 + p23), δk = ±1, k = 1, 2, 3.

(6.83)

Esto finaliza la demostración del teorema.

En el siguiente teorema, analizaremos el caso donde ω2 = ω3 = ω y las matrices G1, G2

son ambas no diagonalizable, es decir, cuando la matriz G adquiere la siguiente forma

G =






0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 δ2iω 1 0 0
0 0 0 −δ2iω 0 0
0 0 0 0 δ3iω 1
0 0 0 0 0 −δ3iω






=

(
G1 0
0 G2

)
. (6.84)

Teorema 43 Si los valores propios de la matriz A son ω1 = 0, ±iω2 = ±iω3 (ω = ω2 = ω3)

y A no es diagonalizable, entonces existe una matriz N ∈ Sp(3,R) tal que el Hamiltoniano

H2 en (6.1) tiene la forma

H2 =
δ1
2
p21 +

δ2
2
(p22 + p23) + ω(q2p3 − q3p2), (6.85)

donde δ1 = ±1 y δ2 = ±1.

Demostración. Para la demostración de este teorema, se sigue las mismas ideas que en el

Teorema 42, es decir, de acuerdo a sección (2.3), se tiene que el vector propio y vector propio

generalizado, asociado al valor propio nulo ω1 = 0 generan un subespacio simpléctico Z1 de

R6, con dim(Z1) = 2, y los vectores propios y vectores propios generalizados correspondientes

al valor propio iω generan un subespacio simpléctico Z2 de R6, con dim(Z2) = 4 de tal manera

que

R6 := Z1 ⊕ Z2, con {Z1, Z2} = 0.

Note que en la ecuación (6.85), el primer término está desacoplado, así, nuestro análisis es

tal como en el Teorema 42, es decir, analizamos de manera independiente el primer término
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y los dos términos de la derecha en (6.85) en uno y dos grados de libertad, respectivamente.

En este caso, observe que en (6.84) la matriz G1 es una forma canónica de Jordan de JS

para el sistema Hamiltoniano correspondiente a la función Hamiltoniana K2 =
δ1
2 p

2
1 con un

grado de libertad y la matriz G2 es una forma canónica de Jordan de JS para el sistema

Hamiltoniano correspondiente a la función Hamiltoniana K2 =
δ2
2 (p

2
2 + p23) + ω(q2p3 − q3p2)

con dos grados de libertad.

Luego de acuerdo con el Teorema 5, se tiene que B1 = {δ1b1a1, b1a2} es una base sim-

pléctica para Z1, además, si a1 = r1 + is1 es el vector propio asociado al valor propio iω y

a2 = r2 + is2 es el correspondiente vector propio generalizado, según el Teorema 21, se sigue

que B2 = {κ1r1, −κ1s1, δ(κ2s1+κ1r2), δ(κ2r1−κ1s2)} es una base simpléctica para Z2. Por lo

tanto, el conjunto de vectores B = {δ1b1a1, b1a2, κ1r1, −κ1s1, δ(κ2s1+κ1r2), δ(κ2r1−κ1s2)}
forma una base simpléctica de R6. Así, obtenemos la expresión para la matriz N ∈ Sp(3,R)

como

N = [δ1b1a1 κ1r1, −κ1s1 b1a2 δ2(κ2s1 + κ1r2), δ2(κ2r1 − κ1s2)]. (6.86)

Esta matriz es simpléctica con

b1 =
1

√
|{a1, a2}|

, δ1 = sgn({a1, a2}),

κ1 =
1

√
|{r1, r2}|

, κ2 =
1

2
κ31{s2, Jr2} y δ2 = sgn{r1, r2}.

Además, la matriz de normalización JS∗ está dada por

JS∗ = [A(δ1b1a1) A(κ1r1) A(−κ1s1) A(b1a2) A(δ2(κ2s1 + κ1r2)) A(δ2(κ2r1 − κ1s2))]

= [0 ω(−κ1s1) − ω(κ1r1) δ1(δ1b1a2) ωδ2(κ2r1 − κ1s2) + δ2(κ1r1) − ωδ2(κ2s1 + κ1r2) + δ2(−κ1s1)],

de donde se obtiene que la matriz JS∗ es de la forma

JS∗ =





0 0 0 δ1 0 0
0 0 −ω 0 δ2 0
0 ω 0 0 0 δ2
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −ω
0 0 0 0 ω 0




, así, S∗ =





0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ω
0 0 0 0 −ω 0
0 0 0 δ1 0 0
0 0 −ω 0 δ2 0
0 ω 0 0 0 δ2




.
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Luego, la forma normal para el Hamiltoniano H2 en (6.1) adquiere la siguiente forma

K2(q, p) =
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3)






0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ω
0 0 0 0 −ω 0
0 0 0 δ1 0 0
0 0 −ω 0 δ2 0
0 ω 0 0 0 δ2











q1
q2
q3
p1
p2
p3






=
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3).(0,ωp3,−ωp2, δ1p1,−ωq3 + δ2p2,ωq2 + δ2p3)

=
δ1
2
p21 +

δ2
2
(p22 + p23) + ω(q2p3 − q3p2), δk = ±1, k = 1, 2.

(6.87)

Esto finaliza la demostración del Teorema.

En el siguiente teorema, analizaremos el caso donde ω2 = ω3 = ω, la matriz G1 es

diagonalizable y G2 no es diagonalizable, es decir, cuando la matriz G en (6.79) adquiere la

siguiente forma

G =






0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 δ2iω 1 0 0
0 0 0 −δ2iω 0 0
0 0 0 0 δ3iω 1
0 0 0 0 0 −δ3iω






=

(
G1 0
0 G2

)
. (6.88)

Teorema 44 Si los valores propios de la matriz A son ω1 = 0, ±iω2, ±iω3 (ω2 = ω3 = ω !=
0) y A no es diagonalizable, entonces existe una matriz N ∈ Sp(3,R) tal que el Hamiltoniano

H2 en (6.1) tiene la forma

H2 =
δ2
2
(p22 + p23) + ω(q2p3 − q3p2), (6.89)

donde δ2 = ±1.

Demostración. Análogamente a los teoremas anteriores y de acuerdo a sección (2.3), se

tiene que los vectores propios, asociados al valor propio nulo ω1 = 0 generan un subespacio

simpléctico Z1, con dim(Z1) = 2 de R6, además, los vectores propios y vectores propios

generalizados correspondientes al valor propio iω != 0 generan un subespacio simpléctico Z2,

con dim(Z2) = 4 de R6 de tal manera que

R6 := Z1 ⊕ Z2, con {Z1, Z2} = 0.
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Notemos que claramente la matriz G1 no aporta términos en (6.89), de este modo nuestro

análisis se reduce a dos grados de libertad.

Luego de acuerdo a la observación 1, se tiene que B1 = {b1a1, b1a2} es una base sim-

pléctica para Z1, además, si a1 = r1 + is1 es el vector propio asociado al valor propio iω y

a2 = r2 + is2 es el correspondiente vector propio generalizado, según el Teorema 21, se sigue

que B2 = {κ1r1, −κ1s1, δ(κ2s1+ κ1r2), δ(κ2r1 −κ1s2)} es una base simpléctica para Z2. Por

lo tanto, el conjunto de vectores B = {b1a1, b1a2, κ1r1, −κ1s1, δ(κ2s1+κ1r2), δ(κ2r1−κ1s2)}
forma una base simpléctica de R6. Así, obtenemos la expresión para la matriz N ∈ Sp(3,R)

como

N = [b1a1 κ1r1, −κ1s1 b1a2 δ2(κ2s1 + κ1r2), δ2(κ2r1 − κ1s2)].

Esta matriz es simpléctica con

b1 =
1

{a1, a2}
, κ1 =

1
√

|{r1, r2}|
, κ2 =

1

2
κ31{s2, Jr2} y δ2 = sgn{r1, r2}.

Además, la matriz de normalización JS∗ está dada por

JS∗ = [A(δ1b1a1) A(κ1r1) A(−κ1s1) A(b1a2) A(δ2(κ2s1 + κ1r2)) A(δ2(κ2r1 − κ1s2))]

= [0 ω(−κ1s1) − ω(κ1r1) 0 ωδ2(κ2r1 − κ1s2) + δ2(κ1r1) − ωδ2(κ2s1 + κ1r2) + δ2(−κ1s1)],

de donde se obtiene que la matriz JS∗ es de la forma

JS∗ =






0 0 0 0 0 0
0 0 −ω 0 δ2 0
0 ω 0 0 0 δ2
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −ω
0 0 0 0 ω 0






, así, S∗ =






0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ω
0 0 0 0 −ω 0
0 0 0 0 0 0
0 0 −ω 0 δ2 0
0 ω 0 0 0 δ2






.

Luego, la forma normal para el Hamiltoniano H2 en (6.1) adquiere la siguiente forma

K2(q, p) =
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3)






0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ω
0 0 0 0 −ω 0
0 0 0 0 0 0
0 0 −ω 0 δ2 0
0 ω 0 0 0 δ2











q1
q2
q3
p1
p2
p3






=
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3).(0,ωp3,−ωp2, 0,−ωq3 + δ2p2,ωq2 + δ2p3)

=
δ2
2
(p22 + p23) + ω(q2p3 − q3p2), δ2 = ±1.

Esto finaliza la demostración del Teorema.
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6.4. Análisis del caso donde las frecuencias son no nulas
y la matriz A no es diagonalizable

En esta sección, veremos que mediante un cambio de variable adecuado la función Hamil-

toniana H2 en (6.1) con veinticuatro parámetros se reduce a una forma particular más simple.

El resultado que presentamos en esta sección es original ya que no ha sido estudiado ante-

riormente, al igual que en las dos secciones previas, este resultado está basado en la teoría

realizada por K. Meyer en [13].

Para lograr nuestro objetivo, supongamos que la ecuación característica (3.3) asociada a

la parte cuadrática H2 en (6.1) tiene raíces no nulas, es decir, λ1 = −λ2 = iω1, λ3 = −λ4 =
iω2 y λ5 = −λ6 = iw3, con ω1 != 0, ω2 != 0, ω3 != 0.

Suponga que la matriz G es una forma canónica de Jordan de la matriz JS, entonces G

es de la forma

G =

(
G1 0
0 G2

)
, (6.90)

donde G1 es una matriz de orden 2× 2 y G2 es una matriz de orden 4× 4, vamos a describir

el algoritmo de construcción para la normalización de la parte cuadrática de la función

Hamiltoniana H2 definida en (6.1), es decir, haremos un cambio de variable por medio de

una matriz N ∈ Sp(3,R), la cual garantice una forma particular más simple.

En el siguiente teorema, analizaremos con detalle el caso donde la matriz G en (6.90)

adquiere la siguiente forma

G =





δ1iω1 0 0 0 0 0
0 −δ1iω1 0 0 0 0
0 0 δ2iω2 1 0 0
0 0 0 −δ2iω2 0 0
0 0 0 0 δ3iω3 1
0 0 0 0 0 −δ3iω3




=

(
G1 0
0 G2

)
. (6.91)

Teorema 45 Si los valores propios de la matriz A son ±iω1, ±iω = ±ω2 = ±iω3, con

ω != ω1 y la matriz A no es diagonalizable, entonces existe una matris N ∈ Sp(3,R) tal que

el Hamiltoniano H2 en (6.1) tiene la forma

H2 =
δ1ω1

2
(q21 + p21) +

δ2
2
(p22 + p23) + ω(q2p3 − q3p2), (6.92)

donde δ1 = ±1 y δ2 = ±1.
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Demostración. Siguiendo las mismas ideas que en las secciones anteriores, se sigue el

vector propio y vector propio generalizado, asociados al valor propio nulo iω1 generan un

subespacio simpléctico Z1 de R6, con dim(Z1) = 2 y los vectores propios y vectores propios

generalizados correspondientes al valore propio iω, generan un subespacio simpléctico Z2 de

R6, con dim(Z2) = 4 de tal manera que

R6 := Z1 ⊕ Z2, con {Z1, Z2} = 0.

Luego de acuerdo al Teorema 4, se tiene que B1 = {−2δκs, 2κr} es una base simpléctica

para Z1, además, si a1 = r1+is1 es el vector propio asociado al valor propio iω y a2 = r2+is2

es el correspondiente vector propio generalizado, según el Teorema 21, se sigue que B2 =

{κ1r1, −κ1s1, δ(κ2s1 + κ1r2), δ(κ2r1 − κ1s2)} es una base simpléctica para Z2. Por lo tanto,

el conjunto de vectores B = {−2δκs, 2κr, κ1r1, −κ1s1, δ(κ2s1 + κ1r2), δ(κ2r1 − κ1s2)}
forma una base simpléctica de R6. De este modo, obtenemos la expresión para la matriz

N ∈ Sp(3,R) como

N = [−2δκs, κ1r1, −κ1s1, 2κr δ(κ2s1 + κ1r2), δ(κ2r1 − κ1s2)]. (6.93)

Esta matriz es simpléctica con

κ =
1

2
√

|{r, s}|
, δ = sgn({r, s}),

κ1 =
1

√
|{r1, r2}|

, κ2 =
1

2
κ31{s2, Jr2} y δ2 = sgn{r1, r2}.

Además, la matriz de normalización JS∗ está dada por

JS∗ = [A(−2δ1κs), A(κ1r1), A(−κ1s1), A(2κr) A(δ(κ2s1 + κ1r2)), A(δ(κ2r1 − κ1s2))]

= [−δ1ω1(2κr) ω(−κ1s1) − ω(κ1r1) δ1ω1(−2δ1κr) ωδ2(κ2r1 − κ1s2) + δ2(κ1r1) − ωδ2(κ2s1 + κ1r2) + δ2(−κ1s1)],

de donde se obtiene que la matriz JS∗ es de la forma

JS∗ =






0 0 0 δ1ω1 0 0
0 0 −ω 0 δ2 0
0 ω 0 0 0 δ2

−δ1ω1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −ω
0 0 0 0 ω 0






, así, S∗ =






δ1ω1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ω
0 0 0 0 −ω 0
0 0 0 δ1ω1 0 0
0 0 −ω 0 δ2 0
0 ω 0 0 0 δ2






.
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Luego, la forma normal para el Hamiltoniano H2 en (6.1) adquiere la siguiente forma

K2(q, p) =
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3)






δ1ω1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ω
0 0 0 0 −ω 0
0 0 0 δ1ω1 0 0
0 0 −ω 0 δ2 0
0 ω 0 0 0 δ2











q1
q2
q3
p1
p2
p3






=
1

2
(q1, q2, q3, p1, p2, p3).(δ1ω1q1,ωp3,−ωp2, δ1ω1p1,−ωq3 + δ2p2,ωq2 + δ2p3)

=
δ1ω1

2
(q21 + p21) +

δ2
2
(p22 + p23) + ω(q2p3 − q3p2), δk = ±1, k = 1, 2.

(6.94)

Esto finaliza la demostración del Teorema.

6.5. Aplicaciones

6.5.1. Aplicación al problema del satélite caso espacial

En esta subsección, presentamos algunas aplicaciones de nuestros resultados conseguidos

para formas normales en tres grados de libertad. Usando los algoritmos descritos en los

teoremas anteriores, vamos a obtener la forma normal de la parte cuadrática de la función

Hamiltoniana del problema del satélite en el caso espacial (ver [10]).

Consideremos la función Hamiltoniana que describe el movimiento de un satélite alrede-

dor de su centro de masa, donde se supone que el satélite es un cuerpo rígido dinámicamente

simétrico, es decir, cuando el elipsoide de inercia es un elipsoide de revolución y el centro de

masa del satélite se mueve en una órbita circular.

φ

ψ

θ
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Esta función viene dada por

H =
Θ2

2

[
ν1
ν2

+ cot2 φ(ν1 cos
2 θ+sen2θ)

]
+
1

2
Ψ2 csc2 φ(ν1 cos

2 θ+sen2θ)+
1

2
Φ2(ν1sen2θ+ cos2 θ)

+
3

2

[
(ν2 − 1) sen2φ sen2ψ + (ν1 − 1)(cos θ cosψ − cos φ senθ senψ)2

ν1

]
− ΦΘ cotφ sen(2θ)

2

+
ν1
2
ΦΘ cotφ sen(2θ)+

1

2
(1− ν1)ΦΨ cscφ sen(2θ)−ΘΨ cotφ cscφ(ν1 cos

2 θ+sen2θ)−Ψ,

(6.95)

donde ν1 =
a

b
, ν2 =

c

b
son parámetros y a, b, c los momentos de inercia. El sistema Hamil-

toniano asociado a la función Hamiltoniana H en (6.95) viene dado por

HΦ = (ν1 − 1) senθ cos θ(Θ cotφ−Ψ cscφ) + ν1Φ sen2θ + Φ cos2 θ,

HΘ =
ν1Θ

ν2
+ cotφ[cscφ(Θ cosφ−Ψ)(ν1 cos

2 θ + sen2θ) + (ν1 − 1)Φ senθ cos θ],

HΨ = −1 + cscφ[(ν1 cos
2 θ + sen2θ)(Ψ cscφ−Θ cotφ)− (ν1 − 1)Φ senθ cos θ],

Hφ =
csc3 φ

2ν1
[ν21 cos

2 θ(2 cosφ(Θ2+Ψ2)−ΘΨ(cos(2φ)+3)) − 3(ν1 − 1) sen4φ senθ cos θ sen(2ψ)

+ ν1(Θ−Ψ cosφ)
(
(ν1 − 1)Φ senφ sen(2θ)− 2 sen2θ(Ψ−Θ cosφ)

)
+ 6 sen4φ cosφ sen2ψ

− 6 sen4φ cosφ sen2ψ(ν2 − (ν1 − 1) sen2θ)],

Hθ =
ν1 − 1

ν1
[cos(2θ)(ν1ΦΨ cscφ− ν1ΦΘ cotφ+ 3cos φ senψ cosψ)− ν1ΘΨ cotφ cscφ sen(2θ)

+ senθ cos θ(ν1Θ
2 cot2 φ+ ν1Ψ

2 csc2 φ− ν1Φ
2 − 3 cos2 φ sen2ψ + 3cos2 ψ)],

Hψ =
3

ν1
[(ν1 − 1)(cos φ senθ cosψ + cos θ senψ)(cos θ cosψ − cosφ senθ senψ) +

1

2
sen2φ sen(2ψ)

− ν2 sen2φ senψ cosψ].

(6.96)

Considerando el dominio de los ángulos de eules como 0 ≤ φ < 2π, 0 ≤ θ < 2π, 0 ≤ ψ < 2π,

el sistema Hamiltoniano tiene como equilibrios (φ0, θ0,ψ0,Φ0,Θ0,Ψ0) a

e1 = (
π

2
, 0, 0, 0, 0,

1

ν1
), e2 = (

π

2
, 0,−π

2
, 0, 0,

1

ν1
), e3 = (

π

2
,−π

2
, 0, 0, 0, 1),

e4 = (
π

2
,−π

2
,−π

2
, 0, 0, 1), e5 = (

π

2
, 0, π, 0, 0,

1

ν1
), e6 = (

π

2
, π, 0, 0, 0,

1

ν1
),

e7 = (
π

2
, π, π, 0, 0,

1

ν1
), e8 = (

π

2
, π,−π

2
, 0, 0,

1

ν1
), e9 = (

π

2
,−π

2
, π, 0, 0, 1).

(6.97)

Es de nuestro interés obtener un caso degenerado para algún valor de los parámetros ν1 y

ν2, motivo por el cual consideramos la solución de equilibrio e4 = (π2 ,−
π
2 ,−

π
2 , 0, 0, 1).

Después de realizar una traslación al origen y una expansión en serie de Taylor, la función

Hamiltoniana H admite la siguiente forma

H = H0 +H2 +H3 +H4 + · · · . (6.98)
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donde

H0 =
1

2ν1
[3(ν2 − 1)− ν1],

H2 =
3(ν1φ21 − ν2φ

2
1 − ν2ψ

2
1 + ψ2

1)

2ν1
+
ν1
2
(
Θ2

1

ν2
+ Φ2

1 + θ21) +
φ21 − θ21 +Ψ2

1

2
+ (ν1 − 1)Φ1θ1 + φ1Θ1,

H3 = −3φ1θ1ψ1

ν1
+ (ν1 − 1)Φ1θ1Ψ1 + ν1θ

2
1Ψ1 + φ21Ψ1 + 3φ1θ1ψ1 + φ1Θ1Ψ1 − θ21Ψ1,

H4 =
φ21(ν2φ

2
1+3ν2ψ2

1+3θ21)− ν1φ
2
1(φ

2
1+3ν1θ21+3ν1ψ2

1)+ψ
2
1(ν2ψ

2
1+3ν1θ21 − 3θ21 − ψ2

1)

2ν1
+

5φ31Θ1

6
+

(ν1 − 1)Φ1(3φ21θ1 − 4θ31) + ν1θ
2
1(3φ

2
1 − θ21 + 3Ψ2

1) + φ21(2φ
2
1 − 3θ21 + 3Ψ2

1) + θ21(θ
2
1 − 3Ψ2

1)

6

+
φ21Θ

2
1 + Φ2

1θ
2
1 − ν1Φ2

1θ
2
1

2
+ (ν1 − 1)φ1Φ1θ1Θ1 + ν1φ1θ

2
1Θ1 − φ1θ

2
1Θ1.

(6.99)

De donde se tiene que la parte cuadrática del Hamiltoniano H en (6.99) está dado por

H2 =
3(ν1φ21 − ν2φ

2
1 − ν2ψ

2
1 + ψ2

1)

2ν1
+
ν1
2
(
Θ2

1

ν2
+Φ2

1+θ
2
1)+

φ21 − θ21 +Ψ2
1

2
+(ν1−1)Φ1θ1+φ1Θ1. (6.100)

La matriz asociada a las ecuaciones Hamiltonianas correspondiente a H2 viene dada por

JS =






0 ν1 − 1 0 ν1 0 0

1 0 0 0 1
2

(
2ν1
ν2

+ 2
)

0

0 0 0 0 0 0
1
2

(
−3(2ν1−2ν2)

ν1
− 2
)

0 0 0 −1 0

0 1
2(2− 2ν1) 0 1− ν1 0 0

0 0 −3(2−2ν2)
2ν1

0 0 0






.

Aplicación 6 Caso donde las frecuencias son todas nulas y rg(S) = 4 item 2 Teorema 37.

Si ν1 = 1 y ν2 = 4/3, los valores propios de la matriz JS del sistema linealizado son todos

nulos. En este caso rg(S) = 4 y la matriz JS tiene como vectores propios asociados al

valor propio nulo a a1 = (0, 1, 0, 0, 0, 0) y a5 = (0, 0, 0, 0, 0, 1). Se puede verificar que los

vectores a2 = (1, 0, 0, 0, 0, 0), a3 = (0, 0, 0, 1, 0, 0) y a4 = (7/4, 0, 0, 0,−1, 0) son vectores

propios generalizados del vector propio a1 y el vector a6 = (0, 1, 1, 0, 0, 1) es el vector propio

generalizado del vector a5, el conjunto de vectores {a1, a2, a3, a4, a5, a6} satisface la ecuación

(6.53). Por lo tanto, de acuerdo a la notación del Teorema 37 item 2 se sigue que: f14 =

{a1, a4} = 1, f36 = 0, f34 = −7
4 , f46 = 1, f56 = −1, δ1 = −1, δ2 = 1, b2 = 1, b3 = 1, b4 = −7

8 ,
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b6 = 1 y b8 = 0. De acuerdo a la ecuación (6.60) se sigue que la matriz N viene dada por

N =






0 1 0 0 0 −7
8

0 0 1 0 −7
8 0

0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 −1 0 0






Esta matriz es simpléctica, pues

NTJN=






0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 −1
0 −7

8 0 1 0 0
−7

8 0 0 0 1 0











0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
−1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0











0 1 0 0 0 −7
8

0 0 1 0 −7
8 0

0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 −1 0 0






=





0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
−1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0




.

Finalmente, usando la ecuación (6.61) en el Teorema 37, concluimos que la forma normal

K para H2 en (6.100) es dada por

K(q, p) = −1

2
p21 + q2p3 +

1

2
p22.

Aplicación 7 Caso donde dos frecuencias son nulas, una no nula y rg(G1) = 1.

Si ν1 = ν2 = 1, los valores propios de la matriz JS del sistema linealizado son {0, 0, 0, 0, i,−i}.
En este caso rg(G1) = 1 y siguiendo la notación del Teorema 19, la matriz JS tiene como vec-

tores propios asociados a los valores propios nulos a a1 = (0, 1, 0, 0, 0, 0), a3 = (0, 0, 1, 0, 0, 0)

y a4 = (0, 0, 0, 0, 0, 1). Se puede verificar que el vector a2 = (−1, 1, 1, 0, 1, 1) es un vector

propio generalizado del vector propio a1, es decir, se cumple que Aa2 = a1.

Por otro lado el vector a = (i,−1, 0, 1, 0, 0) es el vector propio correspondiente al valor

propio i, de acuerdo a la notación del Teorema 4 se sigue que r = (0,−1, 0, 1, 0, 0) y s =

(1, 0, 0, 0, 0, 0). Por lo tanto, se obtiene que b1 = 1, b3 = 1, b4 = −1, b5 = −1, δ = 1, κ = 1
2 y
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δ3 = 1. De acuerdo a la ecuación (6.73) se sigue que la matriz N viene dada por

N =






0 0 1 −1 0 0
1 0 0 1 0 −1
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0






.

Esta matriz es simpléctica, pues

NTJN=






0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0
−1 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 −1 0 1 0 0











0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
−1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0











0 0 1 −1 0 0
1 0 0 1 0 −1
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0






=





0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
−1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0




.

Finalmente, usando la ecuación (6.74) en el Teorema 39, concluimos que la forma normal

K para H2 en (6.100) es dada por

K(q, p) =
1

2
p21 +

1

2
(q23 + p23).

Aplicación 8 Caso donde una frecuencia es nula, dos no nulas y G2 no diagonalizable.

Si ν1 = ν2 = 5, los valores propios de la matriz JS del sistema linealizado son {0, 0,±i,±2i}.
En este caso rg(G1) = 1 y siguiendo la notación del Teorema 5, la matriz JS tiene como

vector propio asociados a al valor propio nulo a a1 = (0, 0, 0, 0, 0, 1). Se puede verificar que

el vector a2 = (0, 0, 5/12, 0, 0, 1) es un vector propio generalizado del vector propio a1, es

decir, se cumple que Aa2 = a1. Por otro lado el vector a3 = (i,−1, 0, 1, 0, 0) es el vector

propio correspondiente al valor propio i y el vector a4 = (−1, i
2 , 0, 0, 1, 0) es el vector propio

correspondiente al valor propio 2i, de acuerdo a la notación del Teorema 6 se sigue que

r1 = (0,−1, 0, 1, 0, 0), s1 = (1, 0, 0, 0, 0, 0), r2 = (−1, 0, 0, 0, 1, 0) y s2 = (0, 12 , 0, 0, 0, 0). Por lo

tanto, se obtiene que b1 = 2
√

3
5 , δ1 = −1, κ1 = 1

2 , κ2 =
1√
2
, δ2 = −1 y δ3 = −1. De acuerdo
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a la ecuación (6.82) se sigue que la matriz N viene dada por

N =






0 1 0 0 0 −
√
2

0 0 1√
2

0 −1 0

0 0 0
√

5
12 0 0

0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

√
2

−
√

12
5 0 0

√
12
5 0 0






.

Esta matriz es simpléctica, pues

NT JN=





















0 0 0 0 0 −
√

12
5

1 0 0 0 0 0
0 1√

2
0 0 0 0

0 0
√

5
12 0 0

√

12
5

0 −1 0 1 0 0
−
√
2 0 0 0

√
2 0



































0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
-1 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0



































0 1 0 0 0 −
√
2

0 0 1√
2

0 −1 0

0 0 0
√

5
12 0 0

0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

√
2

−
√

12
5 0 0

√

12
5 0 0





















=















0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
−1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0















.

Finalmente, usando la ecuación (6.83) en el Teorema 42, concluimos que la forma normal

K para H2 en (6.100) es dada por

K(q, p) = −1

2
p21 −

1

2
(q22 + p22)− (q23 + p23).

Considere la solución de equilibrio e4 = (π2 , 0, 0, 0, 0,
1
ν1
). Después de realizar una traslación

al origen y una expansión en serie de Taylor, la función Hamiltoniana H admite la siguiente

forma

H = H0 +H2 +H3 +H4 + · · · . (6.101)

donde

H0 =
3

2
− 2

ν1
,

H2 =
ν31Ψ

2
1 + ν1φ

2
1 − ν1θ

2
1 + θ21

2ν21
− 3(ν1θ21 + ν1ψ

2
1 − ν2ψ

2
1 − θ21)

2ν1
+
ν1Θ2

1

2ν2
− 2(ν1 − 1)Φ1θ1

2ν1
+ φ1Θ1

+
1

2
Φ2
1,

(6.102)
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H3 =
1

2

(
−6φ1θ1ψ1

ν1
+ 2ν1φ1Θ1Ψ1 − 2(ν1 − 1)Φ1θ1Ψ1 +

2θ21Ψ1

ν1
+ 2φ21Ψ1 + 6φ1θ1ψ1 − 2θ21Ψ1

)
,

H4 =
3ν31φ

2
1Ψ

2
1 − 3ν31θ

2
1Ψ

2
1 + 3ν21θ

2
1Ψ

2
1 + 2ν1φ41 − 3ν1φ21θ

2
1 + ν1θ

4
1 + 3φ21θ

2
1 − θ41

6ν21
+
φ1θ

2
1Θ1

ν1
+

ν1θ
4
1 + 3ν1θ21ψ

2
1 + ν1ψ

4
1 − 3ν2φ21ψ

2
1 − ν2ψ

4
1 + 3φ21ψ

2
1 − θ41 − 3θ21ψ

2
1

ν1
− (ν1 − 1)φ1Φ1θ1Θ1−

(ν1 − 1)Φ1
(
3φ21θ1 − 4θ31

)

6ν1
+
ν1
2
(φ21Θ

2
1 + Φ2

1θ
2
1) +

5φ31Θ1

6
− φ1θ

2
1Θ1 −

1

2
Φ2
1θ

2
1.

De donde se tiene que la parte cuadrática del Hamiltoniano H en (6.101) está dado por

H2 =
ν31Ψ

2
1 + ν1φ

2
1 − ν1θ

2
1 + θ21

2ν21
− 3(ν1θ21 + ν1ψ

2
1 − ν2ψ

2
1 − θ21)

2ν1
+
ν1Θ2

1

2ν2
− 2(ν1 − 1)Φ1θ1

2ν1
+ φ1Θ1

+
1

2
Φ2
1.

(6.103)

La matriz asociada a las ecuaciones Hamiltonianas correspondiente a H2 viene dada por

JS =





0 −ν1−1
ν1

0 1 0 0
1 0 0 0 ν1

ν2
0

0 0 0 0 0 ν1
− 1
ν1

0 0 0 −1 0

0 1
2

(
3(2ν1−2)

ν1
− 2−2ν1

ν21

)
0 ν1−1

ν1
0 0

0 0 3(2ν1−2ν2)
2ν1

0 0 0





.

Aplicación 9 Caso donde una frecuencia es nula y dos no nulas e iguales.

Si ν1 = ν2 = 1
10

(
3
√
5 + 5

)
, los valores propios de la matriz JS del sistema linealizado son

{0, i
√

7− 3
√
5,−i

√
7− 3

√
5} cada uno con multiplicidad dos . En este caso ambas matrices

G1 y G2 no son diagonalizables, además, la matriz JS tiene como vectores propios asociados

al valor propio nulo a a1 = (0, 0, 1, 0, 0, 0) y como vector propio generalizado correspondiente

al valor propio nulo a a2 = (0, 0, 0, 0, 0, 12
(
3
√
5− 5

)
). Por otro lado el vector propio y vector

propio generalizado correspondiente al valor propio i
√

7− 3
√
5 son a2 y a4, respectivamente,

donde

a2 =

(

−1 +
√
5

2
,
i

2

√
3 +

√
5, 0,− i√

2
, 1, 0

)

,

a4 =

(

0,
2 +

√
5

6
, 0,−7 + 5

√
5

12
,
2i

3

√
3 +

√
5, 0

)

.
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Por lo tanto, de acuerdo a la notación del Teorema 21 se sigue que r1 =
(
−1+

√
5

2 , 0, 0, 0, 1, 0
)
,

s1 =

(
0,

√
3+

√
5

2 , 0,− 1√
2
, 0, 0

)
, r2 =

(
0, 2+

√
5

6 , 0,−7+5
√
5

12 , 0, 0
)

y s2 =

(
0, 0, 0, 0, 2

√
3+

√
5

3 , 0

)
.

Así, se obtiene que b1 =
√

1
10

(
5 + 3

√
5
)
, δ1 = 1, κ1 =

√
3

3+
√
5
, κ2 = −1

4

√
1
6

(
3 +

√
5
)

y

δ2 = 1. De acuerdo a la ecuación (6.86) se sigue que la matriz N viene dada por

N=






0 − (1+
√
5)
√
3

2
√

3+
√
5

0 0 0 (1+
√
5)
√

3+
√
5

8
√
6

0 0 −
√
3
2 0 2+

√
5

2
√

3(3+
√
5)

− 3+
√
5

8
√
6

0
√

5+3
√
5

10 0 0 0 0 0

0 0
√

3
2(3+

√
5)

0 − 11+9
√
5

8
√

3(3+
√
5)

0

0
√

3
3+

√
5

0 0 0 −
√

2(3+
√
5)+16

8
√
3

0 0 0 (3
√
5−5)

√
5+3

√
5

2
√
10

0 0






.

Se puede verificar que esta matriz es simpléctica.

Finalmente, usando la ecuación (6.87) en el Teorema 43, concluimos que la forma normal

K para H2 en (6.103) es dada por

K(q, p) =
1

2
p21 +

1

2
(p22 + p23) +

√
7− 3

√
5(q2p3 − q3p2).

6.5.2. Aplicación al problema restringido circular de los tres cuer-
pos caso espacial

En esta subsección aplicamos el resultado obtenido en el Teorema 45 para conseguir la

forma normal de la parte cuadrática de la función Hamiltoniana correspondiente al problema

restringido circular de los tres cuerpos en el caso espacial en una vecindad de los puntos de

libración Lagrangianos.

Consideremos el problema restringido circular de los tres cuerpos en el caso espacial

definido por el Hamiltoniano (ver detalles en [13])

H =
1

2

(
p21 + p22 + p23

)
+ q2p1 − q1p2 − V − 1

2
µ(µ− 1), (6.104)

donde

V =
µ

√
(µ+ q1 − 1)2 + q22 + q23

+
1− µ

√
(µ+ q1)2 + q22 + q23

.

199



Inicialmente escribiremos el Hamiltoniano de este problema dado en (6.104) en serie de

Taylor al rededor del equilibrio L4, es decir, en el punto
(

q1 =
1

2
− µ, q2 =

√
3

2
, q3 = 0, p1 = −

√
3

2
, p2 =

1

2
− µ, p3 = 0

)

.

Éstas son dadas por

H = H0 +H2 +H3 +H4 + · · · (6.105)

H0 = −µ2

2
+

µ

2
− 5

2
,

H2 =
1

2
(p21 + p22 + p23) + p1q2 − q1p2 +

1

2
q23 +

1

8
(q21 − 8kq1q2 − 5q22),

H3 = −7
√
3

36
kq31 +

3
√
3

16
q21q2 +

11
√
3

12
kq1q

2
2 +

3
√
3

16
q32 −

√
3

3
kq1q

2
3 −

3
√
3

4
q2q

2
3,

H4 =
37

128
q41 +

25

24
kq31q2 −

123

64
q21q

2
2 −

15

8
kq1q

3
2 −

3

128
q42 +

3

16
q21q

3
3 +

33

16
q22q

2
3,

H5 =
23
√
3

576
kq51 −

285
√
3

256
q41q2 −

215
√
3

288
kq31q

2
2 +

345
√
3

128
q21q

3
2 +

555
√
3

576
kq1q

4
2 −

33
√
3

256
q52+

25
√
3

72
q31q

2
3 −

45
√
3

32
q21q2q

2
3 −

85
√
3

24
kq1q

2
2q

2
3 −

45
√
3

32
q32q

2
3 +

5
√
3

12
kq1q

4
3 +

15
√
3

16
q2q

4
3,

donde k = 3
√
3

4 (1− 2µ) es el valor crítico de Routh.

Por lo tanto, se tiene que la parte cuadrática del Hamiltoniano H en (6.105) está dado

por

H2 =
1

2
(p21 + p22 + p23) + p1q2 − q1p2 +

1

2
q23 +

1

8
(q21 − 8kq1q2 − 5q22), (6.106)

La matriz asociada a las ecuaciones Hamiltonianas correspondiente a H2 viene dada por

A =






0 1 0 1 0 0
−1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
−1

4
3
4

√
3(1− 2µ) 0 0 1 0

3
4

√
3(1− 2µ) 5

4 0 −1 0 0
0 0 −1 0 0 0






.
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Aplicación 10 Caso donde las frecuencias son no nulas.

Si µ = 1
2

(
1−

√
69
9

)
, los valores propios de la matriz A del sistema linealizado son

λ1 = ±i, λ2 = λ3 = ±i
√
2

2
, (6.107)

Se verifica que (0, 0, i, 0, 0, 1) es el vector propio correspondiente al valor propio i de la matriz

A, el vector propio y vector propio generalizado correspondiente al valor propio i
√
2

2 son a1

y a2, respectivamente, donde

a1 =

(
14 + i

√
46

11
,
3i
√
2− 2

√
23

11
, 0,

√
23 + 4i

√
2

11
, 1, 0

)

,

a2 =

(

0,
8

11
, 0,

6 + i
√
46

11
,
7i
√
2− 2i

√
23

11
, 0

)

.

Así, de acuerdo a la notación en el Teorema 4 se obtiene que r = (0, 0, 0, 0, 0, 1) y s =

(0, 0, 1, 0, 0, 0) y según la notación del Teorema 21 se sigue que r1 =
(

14
11 ,−

2
√
23

11 , 0,
√
23
11 , 1, 0

)
,

s1 =
(√

46
11 , 3

√
2

11 , 0, 4
√
2

11 , 0, 0
)
, r2 =

(
0, 8

11 , 0,
6
11 ,−

2
√
23

11 , 0
)

y s2 =
(
0, 0, 0,

√
46
11 , 7

√
2

11 , 0
)
. Ahora

notemos que {r, s} = −1, así, δ1 = −1, κ = 1
2 , además, {r1, r2} = 8

11 y {r2, s2} = −56
√
2

121 ,

de donde se sigue que κ1 =
√

11
2

2 , κ2 = − 7
4
√
11

y δ2 = 1. Por lo tanto, la matriz N en (6.93)

viene dada como

N =





0 7√
22

−
√

23
11

2 0 − 1
22

(
7
√

23
22

)
− 49

22
√
11

0 −
√

23
22 − 3

2
√
11

0 67
22

√
22

7
√

23
11

22

1 0 0 0 0 0

0
√

23
22

2 − 2√
11

0 19
11

√
22

− 1
44

(
29
√

23
11

)

0
√

11
2

2 0 0 −
√

23
22 − 21

4
√
11

0 0 0 1 0 0





.

Ésta es simpléctica, pues
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NTJN =





0 0 1 0 0 0

7√
22

−
√

23
22 0

√

23
22

2

√

11
2

2 0

−
√

23
11

2 − 3
2
√
11

0 − 2√
11

0 0

0 0 0 0 0 1

− 1
22

(
7
√

23
22

)
67

22
√
22

0 19
11

√
22

−
√

23
22 0

− 49
22

√
11

7
√

23
11

22 0 − 1
44

(
29
√

23
11

)
− 21

4
√
11

0










0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
−1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0










0 7√
22

−
√

23
11

2 0 − 1
22

(
7
√

23
22

)
− 49

22
√
11

0 −
√

23
22 − 3

2
√
11

0 67
22

√
22

7
√

23
11

22

1 0 0 0 0 0

0

√

23
22

2 − 2√
11

0 19
11

√
22

− 1
44

(
29
√

23
11

)

0

√

11
2

2 0 0 −
√

23
22 − 21

4
√
11

0 0 0 1 0 0





=






0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
−1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0






.

Finalmente, usando la ecuación (6.94) en el Teorema 45, concluimos que la forma normal

K para H2 en (6.106) es dada por

K(q, p) = −1

2
(q21 + p21) +

1

2
(p22 + p23) +

√
2

2
(q2p3 − q3p2).

202



Capítulo 7

Estabilidad de un sistema Hamiltoniano
con tres grados de libertad cuando una
de las frecuencias es nula

En este Capítulo trataremos el problema de estabilidad de una solución de equilibrio para

un sistema Hamiltoniano con tres grados de libertad asumiendo que una de sus frecuencias

es nula, dos frecuencias no nulas diferentes y la matriz asociada a la parte lineal no es

diagonalizable.

7.1. Formulación del problema

Consideremos un Hamiltoniano autónomo con tres grados de libertad en coordenadas

q1, q2, q3 y momento p1, p2, p3

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
, i = 1, 2, 3, (7.1)

con función Hamiltoniana

H = H0 +H1 +H2 + · · ·+Hs + · · · (7.2)

que es analítica cerca de la posición de equilibrio qi = 0, pi = 0, i = 1, 2, 3 del sistema de

ecuaciones diferenciales (7.1), Hs en (7.2) son polinomios homogéneos de grado s+ 2 en las

coordenadas qi y pi y el sistema linealizado tiene frecuencias ω1, ω2 y ω3 números no negativos

y donde uno de ellos es cero. En general podemos encontrar once subcasos dependiendo de

cuantos de ellos son cero y si la parte lineal asociada a (7.1) es o no diagonalizable. Esta
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sección muestra una aproximación inicial al estudio de la estabilidad en este tipo de problema

con tres grados de libertad.

Asumiendo que los valores propios de la parte lineal de (7.1) son

λ1 = ±ω1i, λ2 = ±ω2i, λ3 = ±ω3i, (7.3)

en este trabajo analizaremos la estabilidad solo en el caso donde ω1 = 0 < ω2 < ω3 y cuando

la parte lineal es no diagonalizable. Asumiendo que no existen relaciones de resonancia de

ningún orden, obtenemos condiciones de estabilidad e inestabilidad, también se obtiene una

expresión de estas condiciones en términos de los coeficientes de H dado por (7.2).

7.2. Forma normal de la parte cuadrática

La primera etapa para llegar a nuestro resultado es la determinación de la forma normal

del sistema lineal. Por lo tanto, de acuerdo al Teorema 42 la parte cuadrática del Hamil-

toniano (7.2) está en la forma normal. Debemos recordar que ésta es obtenida haciendo

una transformación lineal simpléctica en nuestro sistema Hamiltoniano (7.2). Por lo tanto,

tenemos la siguiente forma canónica para A, en el caso no diagonalizable

A =






0 0 0 δ1 0 0
0 0 0 0 δ2ω2 0
0 0 0 0 0 δ3ω3

0 0 0 0 0 0
0 −δ2ω2 0 0 0 0
0 0 −δ3ω3 0 0 0






,

donde δj = ±1 para j = 1, 2, 3.

Note que la parte cuadrática es definida por H2 =
1
2x

TSx con x = (q1, q2, q3, p1, p2, p3) y

S = −JA.

Ahora, consideremos el sistema Hamiltoniano definido por (7.1) con tres grados de liber-

tad, el origen (0, 0, 0, 0, 0, 0) del espacio de face corresponde a la solución de equilibrio del

sistema, y sea H la función Hamiltoniana dado por (7.2) analítica en alguna vecindad de la

posición de equilibrio, así tenemos

Hs−2 =
∑

|(k,l)|=s

aklq
kpl (7.4)

donde k = (k1, k2, k3), l = (l1, l2, l3), |(k, l)| = k1 + k2 + k3 + l1 + l2 + l3, s ≥ 3. Recordemos

que la parte lineal de (7.1) denotado por A = JS, siendo S una matriz simétrica de 6× 6 y

H2 =
1
2x

TSx con x = (q1, q2, q3, p1, p2, p3) que ya ha sido normalizado, ver Teorema 42.
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En este caso tenemos

S = diag(0, δ2ω2, δ3ω3, δ1, δ2ω2, δ3ω3)

y entonces

H2(x) =
1

2
xTSx = −1

2
xTJAx

=
δ1
2
p21 +

δ2ω2

2
(q22 + p22) +

δ3ω3

2
(q23 + p23).

(7.5)

Observe que la parte cuadrática nunca es una función definida positiva.

7.3. Forma normal de Lie de los términos de orden supe-
rior

De acuerdo a nuestra notación , sea

H(y) =
∞∑

s=0

Hs(y), (7.6)

el Hamiltoniano en la forma normal, donde los Hs son polinomios de grado s + 2 en la

variable y = (q, p) (para simplificar usamos la misma notación)

Hs−2 =
∑

|(k,l)|=s

hklq
kpl. (7.7)

Usamos el Teorema 10 para obtener la forma normal, es necesario verificar la ecuación de

Lie, es decir,

0 = {HT
0 , Hs} =

3∑

i=1

[
∂HT

0

∂qi

∂Hs

∂pi
− ∂HT

0

∂pi

∂Hs

∂qi

]
(7.8)

donde

HT
0 (x) =

1

2
xTRx = −1

2
xTJATx = −H0(x)

= −δ1
2
q21 −

δ2ω2

2
(q22 + p22)−

δ3ω23

2
(q23 + p23).

(7.9)

Así que (7.8) asume la forma:

−δ1q1
∂Hs

∂p1
+ δ2ω2

[

q2
∂Hs

∂p2 − p2
∂Hs
∂q2

]

+ δ3ω3

[
q3
∂Hs

∂p3
− p3

∂Hs

∂q3

]
= 0. (7.10)
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Por conveniencia en la solución del operador (7.10) hacemos un cambio canónico complejo

lineal de coordenadas

x1 =
1√
−iδ1

q1, y1 =
1√
iδ1

p1

x2 =

√
2

2
(q2 − iδ2p2), y2 =

√
2

2
(p2 − iδ2q2)

x3 =

√
2

2
(q3 − iδ3p3), y3 =

√
2

2
(p3 − iδ3q3).

(7.11)

Así, por la regla de la cadena tenemos

∂

∂p1
= iδ1

∂

∂y1
,

∂

∂qj
=

√
2

2

[
∂

∂xj
− iδj

∂

∂yj

]
,

∂

∂pj
=

√
2

2

[
∂

∂yj
− iδj

∂

∂xj

]
, (7.12)

j = 1, 2. Así, el operador LAT
1

en las variables complejas asume la forma

LAT
1
= −iδ1x1

∂

∂y1
+ iδ1ω2

[
x2

∂

∂x2
− y2

∂

∂y2

]
+ iω3

[
x3

∂

∂x3
− y3

∂

∂y3

]
. (7.13)

Denotando el nuevo Hamiltoniano, es decir, el Hamiltoniano en las variables complejas
por

H(x, y) = H(
√

−iδ1x1,

√
2

2
(x2 + iδ2y2),

√
2

2
(x3 + iδ3y3),

√
iδ1y1,

√
2

2
(y2 + iδ2x2),

√
2

2
(y3 + iδ3x3))

=
∞∑

s=2

∑

|(k,l)|=s

gklx
kyl,

(7.14)

y el correespondiente polinomio homogéneo por

Hs−2 =
∑

|(k,l)|=s

gklx
kyl, (7.15)

donde hemos mantenido la notación gkl = αkl + iβkl, primero observe que el operador LAT
2

satisface

LAT
2
(xkyl) = −iδ1l1x

k1+1
1 xk2

2 xk3
3 yl1−1

1 yl22 y
l3
3 + i[ω2(k2 − l2) + ω3(k3 − l3)]x

kyl = 0, (7.16)

entonces aplicando el operador LAT
2

a Hs−2 dado por (7.15) y usando las relaciones dadas

por (7.16) para l1 ≥ 1 obtenemos

LAT
2
(Hs−2) =

∑

|(k,l)|=s,k1 &=0

{iδ1(l1 + 1)gk1−1k2k3 + l1 + 1l2 + l3+

i[ω2(k2 − l2) + ω3(k3 − l3)]gk1k2k3l1l2l3}xk1
1 xk2

2 xk3
3 yl11 y

l2
2 y

l3
3 +∑

(k,l)=s

i[ω2(k2 − l2) + ω3(k3 − l3)]g0k2k3l1l2l3x
k2
2 xk3

3 yl11 y
l2
2 y

l3
3 = 0.

(7.17)
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Por lo tanto, ontenemos las ecuaciones,

{iδ1(l1 + 1)gk1−1k2k3 + l1 + 1l2 + l3 + i[ω2(k2 − l2) + ω3(k3 − l3)]gk1k2k3l1l2l3} = 0

i[ω2(k2 − l2) + ω3(k3 − l3)] = 0.
(7.18)

o, equivalentemente, para l1 ≥ 1 y si [ω2(k2 − l2) + ω3(k3 − l3)] != 0 tenemos las relaciones

gk1k2k3l1l2l3 =
δ1(l1 + k1)!

[ω2(k2 − l2) + ω3(k3 − l3)]
g0k2k3l1l2l3 ,

g0k2k3l1l2l3 = 0.

(7.19)

Iterando la anterior fórmula (7.19) k1 − 2 veces, obtenemos para k1 ≥ 1 y si [ω2(k2 −
l2) + ω3(k3 − l3)] != 0

gk1k2k3l1l2l3 =
δk11 (l1 + k1)!

[ω2(k2 − l2) + ω3(k3 − l3)]
g0k2k3l1l2l3 . (7.20)

Asumiendo que no existen relaciones de resonancia hasta oreden s, inclusive, es decir,

n1ω2 + n2ω2 != 0, con n1n2 ∈ Z\{0} y |n1|+ |n2| ≤ s (7.21)

y k2 − l2 != 0, k3 − l3 != 0, l1 != 0, k2 − l2 != 0, k3 − l3 != 0, sustituyendo las relaciones dadas

por (7.19) en (7.20), obtenemos para l1 != 0.

gk1k2k3l1l2l3 = 0. (7.22)

Por lo tanto, la ecuación de Lie y si no hay relaciones de resonancia hasta el orden s, inclusive,

vemos que en la nueva función Hamiltoniana no podemos anular solo los términos para los

cuales

l1 = 0, k2 − l2 = 0, k3 − l3 = 0, (7.23)

con k1 + k2 + k3 + l1 + l2 + l3 = s, kj ≥ 0 y lj ≥ 0. Después de este análisis, asumiendo que

no esxisten relaciones de resonancia hasta orden s, inclusive, los términos

xk1
1 (x2y2)

k2(x3y3)
k3 (7.24)

pueden aparecer en la forma normal y enconcecuencia, los coeficientes gkl asociados son

gk1k2k3l1l2l3 con l1 = 0, k2 = l2, k3 = l3. (7.25)

Por otra parte, como en la subsección previa estamos interesados en la forma normal real

para el Hamiltoniano en (7.14), teniendo en cuenta que

x̄1 = iδx1, ȳ1 = iδy1, x̄1 = iδjyj, j = 3, 4 (7.26)
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tenemos que los coeficientes de H debe satisfacer la relación

gk1k2k3l1l2l3 = (−1)k1ik1+k2+k3+l1+l2+l3δk1+l1
1 δk2+l2

2 δk3+l3
3 ḡk1k2k3l1l2l3 (7.27)

En Hs−2 (s ≥ 0) si no existen relaciones de resonancia hasta orden s, inclusive, las relaciones

en (7.27) asumen la forma

gk1k2k30l2l3 = (−1)kil1δl11 ḡk1k2k30l2l3 , (7.28)

donde k2 = l2, k3 = l3, k1 + k2 + k3 + l2 + l3 = s, y k2 + k3 + l2 + l3 = 2k = s− k1.

Como,

x1 =

√
2

2
(1 + δ1i)q1

xjyj = −1

2
iδj(q

2
j + p2j), j = 2, 3,

(7.29)

entonces

Hs−2 = gs00000[

√
2

2
(1 + δ1i)]

sqs1+

∑

k1+2k2=s, k2=l2 &=0

gk1k200k20[

√
2

2
(1 + δ1i)q1]

k1(−1δ2
2

)k2(q22 + p22)
k2+

∑

k1+2k3=s, k3=l3 &=0

gk10k300k3 [

√
2

2
(1 + δ1i)q1]

k1(−1δ3
2

)k3(q23 + p23)
k2+

∑

|(k,l)|=s, k2l3 &=0

gk1k2k30k2k3[

√
2

2
(1 + δ1i)]

k1(−1δ2
2

)k2(−δ3
2
)k3qk11 (q22 + p22)

k2(q23 + p23)
k3 .

(7.30)

Retornando a las variables reales, tomando y teniendo en cuenta la ecuación (7.28) y

(7.30) obtenemos que

H0 = 1
2δ1p

2
1 +

1
2δ2ω2(q22 + p22) +

1
2δ3ω3(q23 + p23).

Para H1 tenemos las siguientes posibilidades dadas en la Tabla 3.

k1 3 1 1
k2 0 1 0
k3 0 0 1
l1 0 0 0
l2 0 1 0
l3 0 0 1
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por lo tanto,

H1 = −
√
2α300000q

3
1 −

√
2

2
δ1δ2α110010q1(q

2
2 + p22)−

√
2

2
δ1δ2α101001q1(q

2
3 + p23),

donde por el triángulo de Lie (ver [13]) tenemos

α300000 = −
√
2

2
a300000, α110010 = −

√
2

2
δ1δ2(a120000 − a100020),

α101001 = −
√
2

2
δ1δ3(a102000 + a100002).

Para H2 tenemos las siguientes posibilidades dadas en la Tabla 4.

k1 4 0 0
k2 0 2 0
k3 0 0 2
l1 0 0 0
l2 0 2 0
l3 0 0 2

por lo tanto,

H2 = −α400000q
4
1 −

1

2
α020020(q

2
2 + p22)

2 − 1

2
α002002(q

2
3 + p23)

3.

En general la forma normal de la función Hamiltoniana 2 es dada por

H# =
1

2
δ1p

2
1 +

1

2
δ2ω2(q

2
2 + p22) +

1

2
δ3ω3(q

2
3 + p23) +H1 +H2 + · · ·

=
1

2
δ1p

2
1 +

1

2
δ2ω2(q

2
2 + p22) +

1

2
δ3ω3(q

2
3 + p23)+

+
M∑

3

[s/2]∑

k+l=0

as−2(k+1),k+lq
s−2(k+l)
1 (q22 + p22)

k(q23 + p33)
l +H∗,

(7.31)

donde as−2(k+1),k+lq
s−2(k+l)
1 son coeficientes reales, mientras que los corchetes denotan

la operación de tomar la parte entera de un número. Se asume que la normalización se

debe realizar hata orden M tal que el el coeficiente aM0 es diferente de cero. Los coefi-

cientes de la forma normal se expresan de manera simple en términos de los coeficientes

de la función Hamiltoniana original (7.2).
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7.4. Resultado principal

A continuación presentamos nuestro resultado principal de este Capítulo, el cual es un

resultado original, pues hasta la actualidad en la literatura no hay evidencias de su existencia.

Este resultado surgió como una extención del Teorema 31 al caso tres grados de libertad, los

detalles se muestran en el siguiente teorema

Teorema 46 Suponga que hM00000 = aM0 != 0, entonces

1. Si M es impar, la solución de equilibrio es inestable en el sentido de Lyapunov para

cualquier orden pero finito.

2. Si M es par y δ1δ3aM0 < 0, la solución de equilibrio es inestable en el sentido de

Lyapunov para cualquier orden pero finito.

3. Si M es par y δ1δ3aM0 > 0, la solución de equilibrio es estable en el sentido de Lyapunov

para cualquier orden pero finito.

Demostración. Introducimos coordenadas acción - ángulo rj , ϕj por la fórmula

q1 = q1, p1 = p1,

qj =
√

2rj sin(ϕj), pj =
√
2rj cos(ϕj), j = 2, 3.

(7.32)

la función Hamiltoniana (7.31) se convierte en

H =
1

2
δ1p

2
1 + δ2ω2r2 + δ3ω3r3 +H3 +H4 + · · ·

=
1

2
δ1p

2
1 + δ2ω2r2 + δ3ω3r3 +

M∑

s=3

[s/2]∑

k+l=0

as−2(k+1),k+lq
s−2(k+l)
1 rk2r

l
3 +H∗.

(7.33)

Usando la integral H = constante en coordenadas polares (7.33) reducimos el orden del

sistema en dos unidades y se reduce la investigación del sistema autónomo con tres grados

de libertad a la investigación de un sistema con dos grados de libertad que es autonómo si

asumimos que no existen relaciones de resonancia para todo orden. El nuevo Hamiltoniano

es dado por

K = −r3 =
1

2ω3
δ1δ3p

2
1 + δ2δ3

ω2

ω3
r2+

+
δ3
ω3

M∑

s=3

[s/2]∑

k+l=0

as−2(k+1),k+lq
s−2(k+l)
1 rk2(

1

2ω3
δ1δ3p

2
1 + δ2δ3

ω2

ω3
r2)

l +H∗.
(7.34)
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De esta última igualdad, se sigue que

K =
1

δ3ω3

[
δ1
2
p21 + aM,0q

M
1 +KM +KM+1 +O

]
. (7.35)

donde

KM (q1, p1) =
M∑

s=3

[s/2]∑

k+l=1

a∗s−2(k+l),k+lq
s−2(k+l)
1 pk+l

1 ,

KM+1(q1, q2, p1, p2) =
M∑

s=3

[(q21 + p21)
s+1
2 + (q22 + p22)

s+1
2 ].

Ahora, estamos en condiciones de aplicar el Teorema 31, el cual garantiza el resultado.

Observación 3 Los coeficientes as−2(k+l) se puede obtener en función de los coeficientes del

Hamiltoniano original, por ejemplo, si M = 3 entonces se tiene que h300000 = a30.
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