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Resumo

Neste trabalho estudaremos a evolução de uma população no Dilema do Pri-
sioneiro infinitamente repetido (DPIR) com três estratégias reativas ALLD,
QTFT (quase TFT, ou TFT com erros) e S(1, q), onde esta última genera-
liza a estratégia generosa GTFT. Mostraremos a dinâmica destas estratégias
quando jogam o DP repetido utilizando noções básicas de Teoria de Jogos e
análise qualitativa de equações diferenciais ordinárias no plano.

Palavras-chave: Evolução da cooperação, Dilema do Prisioneiroinfinita-
mente repetido, estratégias reativas, equação do replicador, equiĺıbrios de
Nash.



Abstract

We develop the evolution of a population on infinitely repeated prisoner’s
dilemma (IRPD) with three reactive strategies ALLD, QTFT (almost TFT)
and S(1, q), where the last one generalizes the generous strategy GTFT. It is
shown the dynamic of those strategies when the prisoner’s dilemma is played
repeatedly using basic notions of game theory and qualitative analysis of or-
dinary differential equations on the plane.

Keywords: Evolution of cooperation, prisoner’s dilemma infinitely repea-
ted, reactive strategies, replicator’s equation, Nash equilibrium.



Introdução

A cooperação é um dos grandes mistérios no estudo da evolução. A coo-
peração está por trás da emergência de novos ńıveis de organização biológica
que, assim como os casos de cooperação entre indiv́ıduos, envolvem ganhos
e perdas para os ‘indiv́ıduos’ que ‘ajudam’ aos outros [22].

As sociedades humanas apresentam a socialidade como sua caracteŕıstica
distintiva e há evidência de que um aparato cognitivo promotor de cooperação
tenha emergido [7], [19]. Na śıntese moderna da teoria de evolução por
seleção natural entende-se que genes subjacentes a caracteres cooperativos
têm que ser diretamente beneficiados de forma desproporcional para que sua
frequência aumente em uma dada população [18]. A cooperação, no entanto,
envolve interações que beneficiam o receptor e reduzem o benef́ıcio do do-
ador, o que parece contrastar com o caráter fundamentalmente egóısta da
seleção de genes [6].

O Dilema do Prisioneiro (DP) capta a essência do probLema e é a porta
de entrada de muitos dos sistemas de modelagem e investigação da evolução
da cooperação e altrúısmo. No DP dois jogadores podem cooperar ou trair
um ao outro e a recompensa para cooperação mútua, R, é maior do que o
retorno da traição mútua, P . Mas um traidor versus um cooperador recebe
a maior recompensa, T , enquanto que o cooperador, denominado sucker,
obtém a menor recompensa, S. Desta forma, o Dilema do Prisioneiro é de-
finido pelo seguinte ranking de recompensas T > R > P > S [22]. Dois
indiv́ıduos jogando o Dilema do prisioneiro apenas uma vez, se forem racio-
nais e egóıstas, optarão pela traição.

Do ponto de vista da investigação teórica, a formalização de situações de
cooperação tem ińıcio com o Dilema do prisioneiro. Contudo, para entender-
mos a evolução da cooperação podemos voltar ao Dilema do prisioneiro, mas
dessa vez jogá-lo repetidamente, como o teórico Robert Axelrod fez durante
os anos 60 e 70[1], e observar que tipo de estratégia é a mais efetiva quando
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ocorrem repetidas rodadas deste tipo de interação. Neste caso o jogo torna-se
muito mais complicado e fascinante [5].

Em uma das formulações para o DP repetido, assumimos a cada interação
entre os indiv́ıduos que existe uma probabilidade w > 0 de que haja uma nova
interação. As estratégias do jogo podem ser estocásticas ou determińısticas
e são definidas especificando uma regra para escolher cooperar C ou trair D
em cada rodada do jogo em função das jogadas anteriores. Mas o conjunto
de todas as estratégias posśıveis para o DP repetido cresce de maneira muito
rápida com o número de jogadas, de modo que o espaço de todas as estratégias
posśıveis é computacionalmente imposśıvel de simular. Assim, na procura de
uma estratégia ótima, Robert Axelrod, cientista poĺıtico da Universidade de
Michigan, realizou um campeonato do DP repetido em 1978 [1], onde vários
jogadores submeteram estratégias na forma de programas de computador.
As várias estratégias jogaram umas contra todas as outras e se analisou
qual delas teve o maior pagamento final. A estratégia que ganhou foi a
“olho por olho, dente por dente” ou em inglês “Tit-for-Tat” (TFT), a qual
começa cooperando e em seguida faz o mesmo que o seu oponente fez na
jogada anterior. Mas esta estratégia não é a melhor. Ela induz as outras
à cooperação, e por isso saiu ganhadora nas competições de Axelrod. No
entanto TFT é muito senśıvel com relação a erros, os quais estavam ausentes
no campeonato de Axelrod: uma pequena probabilidade de erros tem um
custo muito alto no seu fitness, podendo ela ser invadida e inclusive dominada
por outras estratégias [20].

Além do mais, Axelrod notou que muitas outras estratégias são quase
tão boas quanto TFT e que o sucesso de TFT em um conjunto finito de
estratégias depende também fortemente da composição desse conjunto.

A teoria de jogos clássica trata de situações estáticas. Os fundadores
dessa teoria sentiram a falta de algum tipo de dinâmica, e que os jogadores
pudessem mudar de estratégia ao longo do tempo. Uma tal dinâmica foi
fornecida pelo biólogo Maynard Smith, considerado o inventor da Teoria de
Jogos Evolutivos. Maynard sugeriu que estratégias que tivessem maior ganho
teriam com o passar do tempo sua frequência aumentada na população [17].
Uma versão a tempo cont́ınuo da dinâmica de Maynard Smith foi introduzida
por Taylor e Jonker [21]. Esta dinâmica, conhecida ainda como “dinâmica
do replicador”, é a que será usada neste trabalho.

Neste trabalho vamos definir uma versão do DP repetido em que w = 1 e
portanto as jogadas entre dois indiv́ıduos acontecem infinitas vezes [14, 12].
Vamos considerar também que as estratégias são estocásticas e dependem so-
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mente da última jogada feita pelo oponente, o que reflete bem a tendência de
cooperar ou retaliar como resposta ao movimento do outro jogador. Isto se
aplica bem às interações biológicas, onde a memória é curta e as decisões in-
certas. Mais concretamente, o conjunto de estratégias que iremos considerar
é o das estratégias estocásticas reativas, S(p, q), onde p e q são respectiva-
mente as probabilidades de cooperar se o outro jogador cooperou na jogada
anterior e de cooperar se o outro jogador traiu na jogada anterior. Assim,
por exemplo, TFT corresponde a S(1, 0), ALLD (estratégia que trai sempre
em todas as jogadas) é S(0, 0) e ALLC (estratégia que colabora sempre em
todas as jogadas) é S(1, 1).

Também consideraremos uma população com reprodução assexuada, onde
cada descendente tem a mesma estratégia que seu antecessor e o número de
descendentes de um indiv́ıduo é proporcional à sua aptidão, ou seja aos pa-
gamentos que recebeu.

Nowak e Sigmund [20] realizaram um experimento computacional do Di-
lema do Prisioneiro infinitamente repetido com a dinâmica do replicador, es-
colhendo uma amostra aleatória de estratégias reativas S(p1, q1), . . . , S(pn, qn),
(pi, qi) ∈ [0, 1]×[0, 1], i = 1, . . . , n com frequências iniciais iguais e observando
como suas frequências evoluem com o tempo. Quando n = 100 e com as es-
tratégias reativas sorteadas uniformemente no quadrado unitário a evolução
segue da maneira indicada na Figura 1.

Primeiramente (t = 20, t = 100), as estratégias da amostra que estão
próximas de S(0, 0), isto é de ALLD, aumentam em frequência e o resto di-
minui. Isto acontece porque uma grande porcentagem de estratégias tem um
valor alto de q e não tomam represálias contra os traidores, assim temos uma
grande quantidade de pagamentos do menor valor S. Mais tarde (t = 150,
t = 200) o panorama muda e as estratégias próximas de TFT, isto é de
S(1, 0), são as que crescem em frequência, pois os suckers estão quase extin-
tos e assim os traidores tendem à extinção. Mas sem traidores as estratégias
próximas do TFT também se extinguem e finalmente (t = 1000) sobressai
uma estratégia denominada ‘generous TFT’, GTFT, anteriormente descrita
por Molander [10]. E segundo Nowak e Sigmund [20] ainda quando intro-
duzimos ocasionalmente uma porcentagem pequena de outra estratégia, ela
desaparecerá. É importante mencionar que em [4] foram obtidos resultados
numéricos que confirmam estas afirmações para um número de estratégias
menor que 100 e parecem desment́ı-las para números de estratégias da or-
dem de 100 ou mais.

Neste trabalho estudaremos a evolução de uma população no Dilema do
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Figura 1: Resultados dos experimentos de Nowak e Sigmund, figura extráıda
de [20].
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Prisioneiro infinitamente repetido (DPIR) com somente as três estratégias
reativas que ressaltaram nesse experimento: ALLD, QTFT (quase TFT, ou
TFT com erros) e S(1, q), onde esta última generaliza a estratégia GTFT.
Mostraremos a dinâmica destas estratégias quando jogam o DP repetido uti-
lizando noções básicas de Teoria de Jogos e análise qualitativa de equações
diferenciais ordinárias no plano.

Organizamos este trabalho em 5 caṕıtulos:

1. No primeiro caṕıtulo apresentamos conceitos básicos de teoria de jogos
e teoria de jogos evolutivos, como são os equiĺıbrios de Nash e a equação
do replicador.

2. No segundo caṕıtulo introduzimos o conceito do Dilema do Prisioneiro
infinitamente repetido, assim como ferramentas para a boa definição
do pagamento neste caso, fazendo uso de cadeias de Markov. Parte
importante neste caṕıtulo é mostrar a impossibilidade de definir o pa-
gamento da estratégia TFT contra ela mesma no Dilema do Prisioneiro
infinitamente repetido.

3. Sendo a parte mais importante de nosso trabalho, no terceiro caṕıtulo
desenvolvemos o estudo anaĺıtico do Dilema do Prisioneiro infinita-
mente repetido com as estratégias ALLD, QTFT e G. Apresentamos
o estudo detalhado dos pontos de equiĺıbrio neste caso, quando eles são
e deixam de ser biologicamente relevantes ao variar o parâmetro q, que
define o ńıvel de “perdão”da estratégia G.
Neste caṕıtulo separamos nosso estudo em três casos, separados por
uma propriedade dos parâmetros do Dilema do Prisioneiro T,R, P e S,
dos quais o primeiro caso (G1 < 0) corresponde aos parâmetros usa-
dos no torneio organizado por Axelrod e repetidos no experimento de
Nowak e Sigmund.
É importante ressaltar que neste caṕıtulo todos os resultados são ori-
ginais.

4. No quarto caṕıtulo apresentamos os retratos de fase do Dilema do Pri-
sioneiro infinitamente repetido com as estratégias ALLD, QTFT e G
seguindo a classificação feita por Bomze em 1983 [2], chegando em al-
guns dos casos a uma indeterminação para sua classificação.

5. No quinto e último caṕıtulo apresentamos as conclusões do nosso estudo
assim como conjecturas que resolvem as indeterminações obtidas no
caṕıtulo anterior.
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Caṕıtulo 1

Jogos Evolutivos

A teoria de jogos foi inventada por John von Neumann e Oskar Morgens-
tern com a finalidade de desenhar uma teoria matemática para estudar a
escolha do melhor comportamento em situações de decisões estratégicas e
econômicas. Na teoria de jogos existem quatro ingredientes essenciais que
são:

• Jogo é toda situação em que existem duas ou mais entidades em uma
posição em que as ações de uma interferem nos resultados da outra.

• Jogador é todo agente que participa e possui objetivos em um jogo.

• Estratégia é uma decisão que um jogador toma para alcançar seu ob-
jetivo. Um jogador sempre procura uma estratégia que aumente seus
ganhos ou diminua suas perdas. Grande parte do probLema reside
no fato de prever-se o que os outros participantes irão fazer ou estão
fazendo.

• Pagamento é o valor que recebe o jogador, determinado pela escolha de
estratégia realizada por si e pelo seu oponente nas jogadas anteriores à
atual, e é definido a priori em cada jogo.

Resumidamente, podemos dizer que a Teoria dos Jogos Clássica lida pre-
dominantemente com interações (jogos) entre indiv́ıduos (jogadores) “raci-
onais”, isto é, cada jogador decide entre as opções de jogada (estratégias)
e qual delas usar visando maximizar seu ganho (pagamento) e toma tal de-
cisão consciente de que os demais jogadores também têm o mesmo objetivo
de maximizar seus respectivos ganhos. A teoria dos jogos evolutivos trata
de populações de organismos (jogadores) que interagem entre si em dada si-
tuação (jogo) e estão programados para ter um determinado comportamento
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(usar sempre uma determinada estratégia). Assume-se que tal situação se
repete com frequência suficientemente grande e que o pagamento para cada
indiv́ıduo que escolhe uma determinada estratégia é a sua aptidão ou “fit-
ness”, ou seja, o número de descendentes que deixará na próxima geração.
Cada descendente usa a mesma estratégia que seu ancestral, e, por simpli-
cidade, a reprodução é considerada assexuada. As estratégias que geram
maiores pagamentos se disseminam à medida que o tempo passa, sendo que
o resultado final da evolução irá depender da composição de estratégias do
resto da população.

Assim a teoria de jogos evolutivos não se baseia na racionalidade dos seus
jogadores, mas considera uma população de jogadores que interagem aleato-
riamente no jogo e onde cada jogador participa com uma estratégia fixa. Os
pagamentos de todos os encontros se somam, e o sucesso no jogo é o sucesso
reprodutivo.

1.1 Matriz de pagamento

Os pagamentos em um jogo com duas estratégias A e B são descritos por
uma matriz de pagamento (A B

A a b
B c d

)
. (1.1)

A matriz de pagamento se entende da seguinte maneira: A recebe o pa-
gamento a quando joga contra A, A recebe o pagamento b se joga contra B,
B recebe o pagamento c se joga contra A e B recebe o pagamento d se joga
contra B.

A ideia chave nos jogos evolutivos é considerar uma população com joga-
dores do tipo A ou B, e entender seus pagamentos como seus fitness. Se xA
é a frequência de A e xB é a frequência de B, os pagamentos esperados para
A e para B são respectivamente

fA = axA + bxB (1.2)

fB = cxA + dxB . (1.3)

Nestas equações assumimos que para cada jogador a probabilidade de in-
teragir com um jogador de A é xA, e a probabilidade de interagir com um
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jogador de B é xB.

Generalizando, a matriz de pagamento de um jogo entre dois jogadores
que podem escolher entre n estratégias é a seguinte



E1 E2 · · · Ej · · · En
E1 a11 a12 · · · a1j · · · a1n

E2 a21 a22 · · · a2j · · · a2n
...

...
Ej aj1 aj2 · · · ajj · · · ajn
...

...
En an1 an2 · · · anj · · · ann


.

A matriz de pagamento se entende da seguinte maneira: Ei recebe o paga-
mento aij quando joga contra Ej e Ej recebe o pagamento aji se joga contra
Ei.

Considerando uma população com jogadores do tipo Ei para i = 1, ..., n,
se xi é a frequência de Ei, o pagamento esperado para Ei é:

fi =
n∑
j=1

aijxj .

Aqui também assumimos que para cada jogador a probabilidade de inte-
ragir com um jogador de Ei é xi.

Exemplo 1.1.1. O Dilema do prisioneiro, em sua forma clássica, foi origi-
nalmente criado por Albert Tucker em 1950, a partir de elaborações prévias
de Merrill Flood e Melvin Dresher, da RAND Corporation. Sua descrição
clássica é a seguinte:

Dois suspeitos, A e B, são presos pela poĺıcia. A poĺıcia não tem pro-
vas suficientes para condená-los, mas, mantendo os prisioneiros separados,
oferece a ambos o mesmo acordo: se um dos prisioneiros, confessando, teste-
munhar contra o outro e esse outro permanecer em silêncio, o que delatou sai
livre enquanto o cúmplice silencioso cumpre 5 anos de sentença. Se ambos
ficarem em silêncio, a poĺıcia só pode condená-los a 1 ano de cadeia cada
um. Se ambos tráırem o comparsa, cada um passará 3 anos na cadeia. Cada
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prisioneiro faz a sua decisão sem saber que decisão o outro vai tomar, e ne-
nhum tem certeza da decisão do outro.

Uma forma visual de percebermos melhor a situação dos dois prisionei-
ros é colocar seus ganhos numa matriz 2 × 2. Chamaremos ‘cooperar’ (C)
a decisão de não delatar o companheiro; ‘trair’ (D) a de delatar), e os pa-
gamentos serão T a tentação de trair o companheiro, que é maior que R a
recompensa por colaborar com o companheiro, que por sua vez é maior que P
punição por se tráırem mutuamente e este último maior que S o pagamento
do sucker por colaborar sendo tráıdo (os ganhos neste exemplo, lembrando
que ficar na cadeia é um ganho negativo, são T = 0, R = −1, P = −3 e
S = −5). A hierarquia de ganhos que define o jogo Dilema do Prisioneiro é

T > R > P > S . (1.4)

A matriz de pagamento do Dilema do Prisioneiro é

(C D

C R S
D T P

)
. (1.5)

Claramente a estratégia D é a melhor, qualquer que seja a escolha do
outro jogador. Explicando detalhadamente: você não sabe o que seu compa-
nheiro fará, se irá delatá-lo ou se irá silenciar. Porém, se seu companheiro
silenciar (C), sua melhor jogada é delatá-lo (D): você sairá livre da prisão;
se, por outro lado, seu companheiro delatá-lo (D), a melhor jogada é delatá-lo
também, pois assim você cumprirá uma pena de três, e não de cinco anos.

O que temos aqui é um aparente paradoxo. Por um lado, a melhor opção
individual é trair. Contudo, levando-se em conta “ambos” os prisioneiros, a
melhor opção é que ambos cooperem e ganhem R, em vez de ganharem P ,
que é pior. A relação que faremos com o comportamento animal é que, em
certas situações, trair leva a maiores ganhos individuais, enquanto cooperar
leva a um maior ganho geral, mesmo que o ganho individual seja menor.
Assim, como podemos usar a teoria dos jogos para analisar a evolução dos
comportamentos altrúıstas e egóıstas entre animais?

Uma resposta posśıvel pode ser encontrada no interessante livro de Robert
Axelrod, chamado “The evolution of cooperation”, de 1984 [1] e na aplicação
do Dilema do Prisioneiro infinitamente repetido.
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1.2 Equiĺıbrios de Nash

Consideremos uma população infinita de jogadores, onde a interação de dois
deles por meio de um jogo depende unicamente das escolhas de cada um
dos jogadores. Cada jogador escolhe uma estratégia de um conjunto de es-
tratégias puras posśıveis (Pi)i=1,...,n, ou uma estratégia mista, as quais consis-
tem em jogar as estratégias puras P1, . . . , Pn com probabilidades p1, . . . , pn
respectivamente. No caso do Dilema do Prisioneiro as estratégias puras são
C cooperar ou D trair. Como pi ≥ 0 e

∑
i pi = 1, uma estratégia geral

corresponde a um ponto p no simplexo

Sn = {p = (p1, ..., pn) ∈ Rn : pi ≥ 0 e
n∑
i=1

pi = 1} .

Observemos que os vértices do simplexo são os vetores unitários canônicos
ei (onde a i-ésima componente é 1 e o resto são 0) e correspondem às n es-
tratégias puras Pi. O interior int(Sn) é o conjunto das estratégias puramente
mistas, isto é, as estratégias p ∈ Sn com pi > 0 ∀i.

Dado p ∈ Sn, podemos definir o suporte de p como

supp(p) = {i : 1 ≤ i ≤ n e pi > 0} .

A fronteira de Sn, denotada por bd Sn são as estratégias p ∈ Sn tal que o
suporte seja um subconjunto próprio J de {1, ..., n}. Reciprocamente, cada
subconjunto próprio J de {1, ..., n} define uma face gerada pelos ei com i ∈ J .

Especificamente, a matriz de pagamento n×n é dada por A = (aij) onde
aij é o pagamento de um jogador que usa a estratégia Pi contra um jogador
que usa a estratégia pura Pj.

O resultado do enfrentamento de um jogador com estratégia pura Pi e o
resto de jogadores será representado pela função E(Pi,−) : Sn −→ R. Assim
o pagamento que obtém o jogador i que escolhe a estratégia Pi quando seu
oponente joga com a estratégia mista q é dado por

E(Pi,q) := (Aq)i =
n∑
j=1

aijqj ,

onde qj é a probabilidade de que ele escolha a estratégia pura Pj. Final-
mente o pagamento que recebe um jogador com estratégia mista p contra
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um jogador com estratégia mista q é

E(p,q) := p.Aq =
n∑

i,j=1

aijpiqj .

Nosso objetivo é estudar a interação e modelo que nos permitam entender
a evolução no tempo do comportamento dos jogadores, pois as estratégias
com melhores fitness ou aptidão vão se expandir, ter mais descendentes, e as
que tenham menores fitness vão reduzir seus jogadores.

Para isto é importante introduzir as definições de equiĺıbrio dadas por
Nash realizadas por J. F. Nash em 1950.

Definição 1.2.1. Um equiĺıbrio de Nash puro é uma estratégia Pi, tal que

E(Pi, Pi) ≥ E(Pj, Pi) , ∀ j = 1, ..., n .

Isto é, Pi será um equiĺıbrio de Nash puro se nenhum jogador tiver inte-
resse em mudar sua escolha de estratégia sabendo que o seu oponente usa a
estratégia Pi. Pi é um equiĺıbrio de Nash puro se for a melhor resposta a um
oponente que também jogue Pi.

Podemos generalizar este conceito de melhor resposta na seguinte de-
finição:

Definição 1.2.2. O conjunto das melhores respostas para q é dado por

β(q) = {p ∈ Sn : p.Aq ≥ x.Aq , ∀x ∈ Sn} .

Dizer que p ∈ β(q) significa que p é uma estratégia na qual a função
linear p 7→ p.Aq atinge seu máximo.

Provaremos alguns fatos sobre β(q):

Proposição 1.2.3. • β(q) 6= ∅,

• β(q) é compacto, e

• β(q) é convexo.

Demonstração. • β(q) 6= ∅: Como Sn é compacto e a função cont́ınua
x ∈ Sn 7→ x.Aq, pelo Teoremade Weierstrass atinge seu máximo em
Sn; isto é, existe p ∈ Sn tal que p.Aq ≥ x.Aq.
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• β(q) é compacto: Como β(q) ⊂ Sn e Sn é limitado, basta mostrar que
β(q) é fechado. Isto é imediato, pois o complemento de β(q) é aberto
por causa da continuidade de E(q,−).

• β(q) é convexo: Tome y, z ∈ β(q) e note que [(1 − s)y + sz].Aq =
(1− s)y.Aq + sz.Aq ≥ (1− s)x.Aq + sx.Aq = x.Aq , ∀x ∈ Sn.

Com a seguinte Proposição podemos concluir que o conjunto das melhores
respostas β(q) é uma face de Sn.

Proposição 1.2.4. Seja x ∈ β(q) e i ∈ supp(x), então ei ∈ β(q).

Demonstração. Temos que ei.Aq ≤ x.Aq pois x ∈ β(q). Suponhamos que
para algum i ∈ supp(x) se tenha ei.Aq < x.Aq. Teŕıamos então

x.Aq =

=1︷ ︸︸ ︷∑
i∈supp(x)

xi (x.Aq)

>
∑

i∈supp(x)

xi(ei.Aq)

=
∑

i∈supp(x)

xi(Aq)i

= x.Aq .

Esta contradição mostra que ei.Aq = x.Aq , ∀ i ∈ supp(x).

Como β(q) é convexo, então será a face gerada por todos ei ∈ β(q).
Agora podemos formular a definição geral de equiĺıbrio de Nash:

Definição 1.2.5. Uma estratégia q é um equiĺıbrio de Nash se é a melhor
resposta para si mesma, isto é

q.Aq ≥ p.Aq , ∀p ∈ Sn .

Uma estratégia q é um equiĺıbrio de Nash estrito se é a única melhor
resposta para si mesma, isto é

q.Aq > p.Aq , ∀p ∈ Sn .

O que nos diz esta definição é que uma estratégia q ∈ Sn é um equiĺıbrio
de Nash se quando dois jogadores a escolhem, nenhum deles se arrepende
sabendo que seu oponente a escolheu.
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Proposição 1.2.6. Um equiĺıbrio de Nash estrito tem que ser uma estratégia
pura.

Demonstração. Se q é um equiĺıbrio de Nash, então q ∈ β(q). Se for
equiĺıbrio de Nash estrito, então q = β(q). Mas como da Proposição an-
terior temos que β(q) é uma face e tem um único elemento, este deve ser
uma estratégia pura.

É importante também encontrar definições e estratégias que nos permitam
estabelecer uma noção de estabilidade no tempo. Para isto imaginemos um
grupo de jogadores com uma estratégia tal que a população não se modifica
quando aparece um grupo pequeno jogando com outra estratégia diferente.
Isto é, um grupo de jogadores que se mantém estável quando é invadido por
um grupo menor de indiv́ıduos com outra estratégia.

Este conceito foi desenvolvido por John Maynard Smith, em paralelo
com a teoria de Nash, e é conhecido como estratégia evolutivamente estável.
Considerando um jogo entre duas estratégias p e q, a condição para que
exista resistência à invasão de p por q é a seguinte: se a frequência de q
é infinitesimal com relação à de p, isto é suas frequências são ε e 1 − ε
respectivamente, para que a população p resista à invasão de q é necessário
que

q.A(εq + (1− ε)p) < p.A(εq + (1− ε)p) ,

para um ε suficientemente pequeno.
Mas a última expressão pode ser reescrita como

(1− ε)(p.Ap− q.Ap) + ε(p.Aq− q.Aq) > 0 .

As condições para que tal desigualdade valha para ε > 0 suficientemente
pequeno definem o conceito de estratégia evolutivamente estável.

Definição 1.2.7. Diremos que p é uma estratégia evolutivamente estável
(ESS) se

q.Ap ≤ p.Ap , ∀ q ∈ Sn , (1.6)

e, caso q 6= p e q.Ap = p.Ap, se

q.Aq < p.Aq . (1.7)

A desigualdade em 1.6 é a que define equiĺıbrio de Nash (EN). Portanto
uma estratégia ESS é necessariamente um EN. Também, se p é EN estrito,
então a da desigualdade 1.2.7 não se aplica e p é ESS. Simbolicamente,

EN estrito ⇒ ESS ⇒ EN .
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Para finalizar esta seção, temos a seguinte maneira prática de aplicar a
definição de equiĺıbrio de Nash para estratégias puras.

Observação 1.2.8. Considerando a matriz de pagamento para n estratégias



E1 E2 · · · Ej · · · En
E1 a11 a12 · · · a1j · · · a1n

E2 a21 a22 · · · a2j · · · a2n
...

...
Ej aj1 aj2 · · · ajj · · · ajn
...

...
En an1 an2 · · · anj · · · ann


.

temos o seguinte critério:

• A estratégia pura Ej é um equiĺıbrio de Nash estrito se ajj > aij para
todo i ∈ {1, 2, ..., n}, i 6= j.

• A estratégia Ej é um equiĺıbrio de Nash se ajj ≥ aij para todo i ∈
{1, 2, ..., n}.

Exemplo 1.2.9. No Dilema do Prisioneiro, definido pela matriz (1.5) respei-
tando as desigualdades (1.4), temos que a traição D é um equiĺıbrio de Nash,
mais precisamente um equiĺıbrio de Nash estrito, enquanto a cooperação C
não é equiĺıbrio de Nash.

1.3 Equação do Replicador caso n = 2

Formalizemos agora a dinâmica para seleção dependente da frequência para
uma população com indiv́ıduos adotando duas estratégias A e B.

A matriz de pagamento é (1.1) e xA e xB denotam as frequências dos
indiv́ıduos A e B respectivamente. O vetor x̄ = (xA, xB) define a composição
da população. Denotemos por fA(x̄) o fitness dos indiv́ıduos de tipo A e por
fB(x̄) o fitness dos indiv́ıduos de tipo B. A dinâmica da seleção natural,
proposta por Taylor e Jonker em [21], pode ser escrita como

ẋA = xA[fA(x̄)− φ]

(1.8)

ẋB = xB[fB(x̄)− φ] ,
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onde as fitnesses fA e fB são definidas em (1.2) e a fitness média é dada por

φ = xAfA(x̄) + xBfB(x̄) .

Como xA + xB = 1, podemos introduzir a variável x como xA = x e
xB = 1−x. E podemos escrever as funções fitness como fA(x) e fB(x). Assim
o sistema (1.8) resulta ser equivalente à única equação, que é conhecida como
a equação do replicador no caso de duas estratégias

ẋ = x(1− x)[fA(x)− fB(x)] . (1.9)

Os equiĺıbrios dessa equação diferencial são:

1. x = 0, isto é, só existem indiv́ıduos da estratégia B.

2. x = 1, isto é, só existem indiv́ıduos da estratégia A.

3. Os eventuais valores x ∈ (0, 1) tais que fA(x) = fB(x).

Vamos estudar a existência e a estabilidade desses pontos de equiĺıbrio.

Caso 1: Se nem a estratégia A nem a estratégia B são equiĺıbrios de
Nash.
Note que

fA(x)− fB(x) = (a+ d− b+ c)x+ b− d : 0 ≤ x ≤ 1 . (1.10)

Se a estratégia A não é equiĺıbrio de Nash, então a < c, que equivale a
fA(1) < fB(1). Se a estratégia B não é equiĺıbrio de Nash então d < b,
que equivale a fA(0) > fB(0).

Neste caso, pelo Teoremado Valor Intermediário e se a+ d− b+ c > 0
ou < 0, existe um único ponto x∗ ∈ (0, 1) tal que fA(x∗) = fB(x∗).
Portanto existe um único ponto de equiĺıbrio do tipo 3 em (0, 1), além
dos equiĺıbrios em x = 0 e x = 1, ver figura (1.1).

Agora consideremos o PVI{
ẋ = x(1− x)[fA(x)− fB(x)]

x(0) = x0

com 0 < x(0) < x∗.
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Figura 1.1: Caso 1
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Como x(t) = x∗ é solução da EDO, então, pelo Teoremade Existência
e Unicidade, a solução do PVI acima não pode cortar x = x∗. E como
fA(x) > fB(x) na região 0 < x < x∗, então a solução do PVI é crescente
e tem que tender a x∗ quando t→∞.

Analogamente se consideramos o PVI{
ẋ = x(1− x)[fA(x)− fB(x)]

x(0) = x0

com 0 < x∗ < x(0) < 1, temos que a solução também tende a x∗

quando t→∞.

Os equiĺıbrios x = 0 x = 1 são portanto instáveis, enquanto x∗ ∈ (0, 1)
é assintoticamente estável.

Caso 2: Tanto a estratégia A como a estratégia B são equiĺıbrios de
Nash estritos:
Se a estratégia A é equiĺıbrio de Nash estrito, então a > c, ou seja
fA(1) > fB(1). Se a estratégia B é equiĺıbrio de Nash estrito, então
d > b, que equivale a fB(0) > fA(0).

Neste caso também existe um único ponto x∗ ∈ (0, 1) tal que fA(x∗) =
fB(x∗), logo temos que existe o ponto de equiĺıbrio do tipo 3 em (0, 1)
e ele é único, além dos pontos x = 0 e x = 1, ver figura (1.2).

Agora consideremos o PVI{
ẋ = x(1− x)[fA(x)− fB(x)]

x(0) = x0

com 0 < x(0) < x∗.

Usando argumentos análogos aos do caso 1, obtemos que ẋ < 0, isto é
x(t) é decrescente com 0 < x(0) < x∗, de onde limt→∞ x(t) = 0. Vê-se
que x(t) = 0 é solução de equiĺıbrio assintoticamente estável.

E se consideramos o PVI{
ẋ = x(1− x)[fA(x)− fB(x)]

x(0) = x0

com 0 < x∗ < x(0) < 1, temos que ẋ > 0, isto é x(t) é crescente e
portanto limt→∞ x(t) = 1. O equiĺıbrio x(t) = 1 é assintoticamente
estável.
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Figura 1.2: Caso 2
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Caso 3: Somente uma das estratégias é equiĺıbrio de Nash, estrito ou
não.
Podemos supor sem perda de generalidade que a estratégiaB é equiĺıbrio
de Nash (estrito ou não), e a estratégia A não é.
Se a estratégia A não é equiĺıbrio de Nash estrito, então a < c, isto
equivale a que fA(1) < fB(1) e se a estratégia B é equiĺıbrio de Nash
(estrito ou não) então d ≥ b, isto equivale a que fA(0) ≤ fB(0).

Figura 1.3: Caso 3

Neste caso não existe solução de equiĺıbrio x∗ ∈ (0, 1), segue de relação
1.10, pois fA(0) − fB(0) = b − d ≤ 0 e fA(1) − fB(1) = a − c ≥ 0 ver
figura (1.3).

E considerando o PVI{
ẋ = x(1− x)[fA(x)− fB(x)]

x(0) = x0

Se 0 ≤ x(0) temos que ẋ < 0, isto é x(t) é decrescente, então lim x(t) =
0, assim x(t) = 0 (extinção da estratégia A) é solução de equiĺıbrio
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assintoticamente estável, enquanto x(t) = 1 (extinção da estratégia B)
é solução instável.

Do estudo feito nos casos anteriores provamos o seguinte resultado:

Proposição 1.3.1. 1. Se nenhuma das estratégias A nem B forem equiĺıbrios
de Nash, existe a solução de equiĺıbrio x∗ ∈ (0, 1). E a solução x(t) do
PVI {

ẋ = x(1− x)[fA(x)− fB(x)]
x(0) = x0

é tal que limt→∞ x(t) = x∗ se 0 < x0 < 1, portanto as soluções de
equiĺıbrio x = 0 e x = 1 (extinção da estratégia A e B respectiva-
mente) são instáveis, e a solução de equiĺıbrio x = x∗ é assintotica-
mente estável.

2. Se ambas estratégias A e B forem equiĺıbrios de Nash estritos, existe a
solução de equiĺıbrio x∗ ∈ (0, 1). E a solução x(t) do PVI{

ẋ = x(1− x)[fA(x)− fB(x)]
x(0) = x0

é tal que limt→∞ x(t) = 0 se 0 < x0 < x∗, e limt→∞ x(t) = 1 se
0 < x∗ < x0. Portanto as soluções de equiĺıbrio x = 0 e x = 1
(extinção da estratégia A e B respectivamente) são assintoticamente
estáveis, e a solução de equiĺıbrio x = x∗ é instável.

3. Se somente a estratégia B for equiĺıbrio de Nash (estrito ou não), então
não existe solução de equiĺıbrio x∗ ∈ (0, 1). E a solução x(t) do PVI{

ẋ = x(1− x)[fA(x)− fB(x)]
x(0) = x0

é tal que limt→∞x(t) = 0 para todo 0 ≤ x0, consequentemente a
solução de equiĺıbrio x = 0 (extinção da estratégia A) é assintotica-
mente estável, enquanto x = 1 (extinção da estratégia B) é instável.

Analogamente se somente a estratégia A é equiĺıbrio de Nash, então
não existe solução de equiĺıbrio x∗ ∈ (0, 1), a solução x = 0 (extinção
da estratégia A) é instável, enquanto a solução x = 1 (extinção da
estratégia B) é assintoticamente estável.
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1.4 Equação do Replicador caso geral

Consideremos um jogo com n estratégias, onde o pagamento para a estratégia
i quando se encontra com a estratégia j é dada por aij, logo a matriz de
pagamento resulta



E1 E2 · · · Ej · · · En
E1 a11 a12 · · · a1j · · · a1n

E2 a21 a22 · · · a2j · · · a2n
...

...
Ej aj1 aj2 · · · ajj · · · ajn
...

...
En an1 an2 · · · anj · · · ann


.

Denotemos por xj a frequência da estratégia j, assim o fitness de um
indiv́ıduo usando a estratégia j é uma função da composição da população,
isto é, do estado x = (x1, ..., xn) dado explicitamente por

fj(x) =
n∑
i=1

xiaji .

E o fitness médio é dado por

φ(x) =
n∑
j=1

xjfj .

É razoável postular que a taxa de crescimento da fração de indiv́ıduos de
tipo j seja a diferença entre seu fitness e o fitness médio. Temos assim a
equação do replicador, proposta por Taylor e Jonker em 1978 [21]:

ẋj = xj(fj − φ); j = 1, ..., n . (1.11)

Proposição 1.4.1. Sn é invariante pela equação do replicador.

Demonstração. Como os lados direitos das equações (1.11) são polinômios,
então são localmente lipschitzianas e podemos aplicar sem probLemas o Te-
oremade Existência e Unicidade.

Para provarmos que as soluções de (1.11) com condições iniciais em Sn
permanecem em Sn, definimos S : R −→ R, dada por S(t) =

∑n
j=1 xi(t).
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Temos

Ṡ =
n∑
j=1

ẋj

=
n∑
j=1

xj(fj(x)− φ)

=
n∑
j=1

xjfj(x)− φ
n∑
j=1

xj

= φ− φ
n∑
j=1

xj

= φ(1− S) .

A função constante S(t) = 1 é solução de Ṡ = φ(1− S). Logo, toda solução
x(t) de (1.11) com condição inicial satisfazendo S(0) =

∑n
j=1 xj(0) = 1 cum-

pre
∑n

j=1 xj(t) = 1 para todo t no intervalo de definição de x(t). Isto prova
que as soluções de (1.11) com condições iniciais no hiperplano {(x1, ..., xn) ∈
Rn ;

∑
xi = 1} permanecem neste hiperplano.

Agora, consideremos uma solução x(t) de (1.11) com condição inicial x(0)
em uma face do Sn. Se J ⊆ {1, ..., n} e J 6= ∅, a face do simplexo Sn cujos
pontos possuem suporte em J c = {1, ..., n} \ J é definida como sendo o
conjunto

Sn(J) = {(x1, ...xn) ∈ Sn ; xi = 0 , ∀i ∈ J , e xi 6= 0 , ∀i ∈ J c} .

Um racioćınio análogo ao anterior, onde em vez de somar sobre todo {1, 2, . . . , n}
somamos somente sobre J c mostra que uma solução que começa numa face
Sn(J) permanece sempre no conjunto

∑
j∈Jc xj = 1.

Pela unicidade das soluções de (1.11) temos que as soluções que começam
no interior de Sn não podem entrar na sua fronteira, que é a união de todas
as faces. Da mesma forma, as soluções que começam em uma face não podem
sair dessa face.

Para terminar este caṕıtulo, vamos apresentar o Teoremade Folk, que
relaciona o conceito de equiĺıbrio de Nash com a equação do replicador. Este
é o Teorema7.2.1 do livro [9] e sua demonstração encontra-se lá.

Teorema 1.4.2. 1. Se x̂ ∈ Sn é um equiĺıbrio de Nash de um jogo com
matriz de pagamento A, então x̂ é ao mesmo tempo uma solução de
equiĺıbrio do sistema 1.11.
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2. Se x̂ ∈ Sn é o conjunto ω limite de alguma órbita x(t) ∈ int(Sn), então
x̂ é um equiĺıbrio de Nash.

3. Se x̂ é ponto de equiĺıbrio estável da dinâmica, então x̂ é um equiĺıbrio
de Nash.

19



Caṕıtulo 2

Dilema do Prisioneiro
Infinitamente repetido (DPIR)

Como já vimos, no Dilema do Prisioneiro dois jogadores se encontram e esco-
lhem entre as possibilidades de cooperar C ou trair D. Com os pagamentos
conhecidos que o definem, ver (1.5) e (1.4), em um único encontro a escolha
racional é a traição D, mesmo ganhando mais se cooperassem um com o
outro. Na linguagem do caṕıtulo anterior, D é um equiĺıbrio de Nash estrito
e C não é equiĺıbrio de Nash. Pela Proposição 1.3.1, caso 3, em uma po-
pulação mista de indiv́ıduos C e D os de tipo C serão extintos. Mas uma
maior variedade de estratégias é posśıvel se existe uma probabilidade ω > 0
para que os mesmos jogadores se encontrem mais de uma vez.

No Dilema do Prisioneiro infinitamente repetido assumimos uma proba-
bilidade constante w = 1 para a seguinte rodada do jogo. Assim, dois joga-
dores têm a certeza de se encontrar novamente para outra rodada do jogo.
No entanto, como podemos definir a matriz de pagamentos para este Dilema
infinitamente repetido? Daremos resposta a esta pergunta neste caṕıtulo.

Definição 2.0.3. Uma estratégia reativa [14, 12] no Dilema do Prisioneiro
Repetido é tal que a escolha C ou D de um jogador depende unicamente da
escolha do oponente na rodada anterior e é determinada por um par da forma
(p, q), com p, q ∈ [0, 1]. p é a probabilidade do jogador escolher a estratégia
C (cooperar) quando o seu oponente escolheu C na jogada anterior, e q é
a probabilidade do jogador escolher a estratégia C quando o seu oponente
escolheu D (trair) na jogada anterior.

Assim p vem a ser o ńıvel de fidelidade do jogador, e q o ńıvel de perdão
do jogador.

O Dilema do Prisioneiro infinitamente repetido entre dois jogadores usando
as estratégias S = (p, q) e Ŝ = (p̂, q̂) pode ser descrita como uma cadeia de
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Markov no espaço de estados

Estado 1 :

(
C
C

)
,

Estado 2 :

(
C
D

)
,

Estado 3 :

(
D
C

)
,

Estado 4 :

(
D
D

)
.

Como mencionamos na Definição 2.0.3, restringimos nossas estratégias
àquelas onde a probabilidade de cooperar depende somente da escolha do
oponente na rodada anterior.

Consideremos dois jogadores com estratégias reativas S(p, q) e Ŝ(p̂, q̂). A
cadeia de Markov é definida por uma matriz de transição 4× 4, M = (mij),
onde a entrada mij denota a probabilidade de passar do estado i ao estado
j:

M =


1 2 3 4

1 pp̂ p(1− p̂) (1− p)p̂ (1− p)(1− p̂)
2 qp̂ q(1− p̂) (1− q)p̂ (1− q)(1− p̂)
3 pq̂ p(1− q̂) (1− p)q̂ (1− p)(1− q̂)
4 qq̂ q(1− q̂) (1− q)q̂ (1− q)(1− q̂)

 . (2.1)

Por exemplo, a probabilidade de passar do estado 1 para o estado 1 é
dado por pp̂. Este termo é o produto de duas probabilidades: p que denota a
probabilidade que o jogador S escolha C quando o seu oponente escolheu C
na rodada anterior, e p̂ que denota a probabilidade que o jogador Ŝ escolha
C quando o seu oponente escolheu C na rodada anterior.(

C
C

)
−→

(
C
C

)
→ p
→ p̂

−→ pp̂ .

Também podemos, por exemplo, calcular a probabilidade de passar do
estado 2 para o estado 3 que é (1− q)p̂, pois a probabilidade que o jogador S
escolha D quando o seu oponente escolheu D na rodada anterior é (1− q), e
a probabilidade que o jogador Ŝ escolha C quando o seu oponente escolheu
C na rodada anterior é p̂(

C
D

)
−→

(
D
C

)
→ (1− q)
→ p̂

−→ (1− q)p̂ .
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Denotemos por vt a distribuição de probabilidade do jogo após t rodadas.
Isto significa que o vetor vt tem quatro componentes que determinam as
probabilidades de que o jogo se encontre nos quatro posśıveis estados 1,2,3 ou
4. Obtemos a distribuição de probabilidade da jogada seguinte multiplicando
o vetor por sua matriz de transição [11]

vt+1 = vtM .

Introduzimos agora a definição de cadeia de Markov irredut́ıvel:

Definição 2.0.4. Uma cadeia de Markov finita com estados {1, 2, ..., n} é
dita irredut́ıvel se para quaisquer estados i e j for não nula a probabilidade
de ir de j para i em um número finito de passos.

A importância do conceito de irredutibilidade de uma matriz vem do fato
de ser posśıvel mostrar que toda cadeia de Markov com espaço de estados
finito (como no caso do Dilema do Prisioneiro infinitamente repetido que
possui 4 estados) possui uma distribuição de probabilidade de equiĺıbrio, ou
seja, vetores de probabilidade que são invariantes pela evolução temporal da
cadeia, e caso a matriz de transição da cadeia seja irredut́ıvel, tal distribuição
de equiĺıbrio é única e todas suas componentes são estritamente positivas [11].

Observemos que para a cadeia do Dilema do Prisioneiro com matriz de
transição (2.1) seja irredut́ıvel é suficiente que nenhuma das probabilidades
p, p̂, q, q̂ seja 0 ou 1, pois neste caso as probabilidades de passar de um estado
i para um estado j qualquer com i, j = 1, 2, 3, 4 são sempre positivas, pois
aij > 0 ∀i, j = 1, 2, 3, 4.

No entanto a irredutibilidade da matriz não nos garante que para qual-
quer distribuição de probabilidade inicial da cadeia a distribuição convirja
para a distribuição de equiĺıbrio. Para este resultado mais forte precisamos
além disso que o traço da matriz de transição seja positiva, para evitar que
haja outros autovalores com módulo 1 na matriz de transição [11]. Temos o
seguinte resultado:

Proposição 2.0.5. Considere cadeia de Markov com n estados com matriz
de transição M irredut́ıvel e tal que TrM > 0. Então, para qualquer vetor
de probabilidade ω ∈ R

lim
k→∞

ωMk = v ,

onde v é a distribuição de equiĺıbrio da cadeia de Markov. Em outras pala-
vras, qualquer que seja a distribuição de probabilidade ω para o estado ini-
cial, a distribuição de probabilidade da cadeia convergirá para a distribuição
de equiĺıbrio.
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No caso da matriz de transição (2.1), considerando aquelas com p, p̂, q, q̂ 6=
0, 1 temos que TrM > 0. Assim, neste caso, existe uma única distribuição
de probabilidade de equiĺıbrio que é também a distribuição assintótica.

Isto nos leva à ideia de que é posśıvel definir o pagamento do Dilema
do Prisioneiro infinitamente repetido como o pagamento médio por rodada
supondo que a cadeia esteja na distribuição de equiĺıbrio. No entanto, o
que fizemos até aqui mostra condições suficientes, mas não necessárias, para
a boa definição deste pagamento no infinito (p, p̂, q, q̂ 6= 0, 1). Como neste
trabalho vamos considerar por exemplo a estratégia ALLD = S(0, 0), que
não satisfaz essa condição, precisamos tentar estender o pagamento do Dilema
do prisioneiro infinitamente repetido também a estratégias como ALLD. Isto
nos leva às considerações seguintes.

Passamos a calcular explicitamente o valor dessa distribuição de pro-
babilidade de equiĺıbrio, para casos mais gerais, no Dilema do Prisioneiro
infinitamente repetido [15].

Definição 2.0.6. Sejam dois jogadores, o jogador 1 com estratégia S(p, q) e
o jogador 2 com estratégia S(p̂, q̂). O ńıvel de confiança do jogador 1, na
n-ésima rodada, denotado por cn, é a probabilidade do jogador 1 escolher C
na n-ésima rodada.

Para um jogador com estratégia reativa (p, q) é fácil ver que se o oponente
possúıa ńıvel de confiança x, então seu ńıvel de confiança na rodada seguinte
está dado por

α(x) = px+ q(1− x) = q + rx ,

onde r := p− q.

Teorema 2.0.7. Considere jogadores com estratégias S(p, q), com r = p−q,
e Ŝ(p̂, q̂), com r̂ = p̂− q̂.
Se |rr̂| < 1, seus ńıveis de confiança dados por cn e ĉn respectivamente,
convergem aos pontos estacionários c e ĉ à taxa geométrica |rr̂|1/2, indepen-
dentemente dos valores iniciais c0 e ĉ0. Além do mais, c e ĉ satisfazem

1) α(ĉ) = c, α̂(c) = ĉ,

2) (1− rr̂)c = α(q̂) = α ◦ α̂(0),

3) (1− rr̂)ĉ = α̂(q̂) = α̂ ◦ α(0).

Demonstração. Se um jogador com estratégia S(p, q) se enfrenta com um
oponente de estratégia Ŝ(p̂, q̂), seu ńıvel de confiança cn determina o ńıvel

23



de confiança ĉn+1 do seu oponente, o qual, na sua vez determina cn+2. Este
efeito em cadeia é descrito nas relações recursivas

ĉn+1 = pcn + q(1− cn) = α̂(cn) ,

cn+1 = pĉn + q(1− ĉn) = α(ĉn) ,

onde α(x) = q + rx e α̂(x) = q̂ + r̂x. Assim

cn+2 = α ◦ α̂(cn) , (2.2)

ĉn+2 = α̂ ◦ α(ĉn) ,

Observemos que também

α ◦ α̂(x) = rα̂(x) + q = r(r̂x+ q̂) + q = rr̂x+ rq̂ + q . (2.3)

Temos que o ponto fixo é

c =
rq̂ + q

1− rr̂
. (2.4)

Observe que, de 2.3 e 2.2, temos:

|cn+2 − c| = |α ◦ α̂(cn)− α ◦ α̂(c)|
= |rr̂||cn − c| , (2.5)

então a sequência dos cn converge sempre para c independente de c0. Além
disso c é o único ponto fixo de α ◦ α̂ e é atrator.

Os items 2 e 3 seguem das definições de c e ĉ e de cálculos simples.

No Teoremaanterior calculamos especificamente o ńıvel de confiança es-
tacionário entre duas estratégias. Em particular, podemos encontrar o ńıvel
de confiança estacionário de S(p, q) contra si mesmo. Tomando q̂ = q e r̂ = r
em (2.4), esse é dado por q

1−r .
Como consequência do Teoremaanterior, no enfrentamento de dois joga-

dores S(p, q) e Ŝ(p̂, q̂) no Dilema do Prisioneiro repetido, existem as proba-
bilidades assintóticas de cooperação c e ĉ. Dáı pode-se provar que se rr̂ 6= 1
a cadeia de Markov possui distribuição estacionária única obtida através de
c e ĉ, dada por

v = (cĉ, c(1− ĉ), (1− c)ĉ, (1− c)(1− ĉ)) . (2.6)
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Lembrando que o primeiro jogador recebe R quando a cadeia se encontra
no estado 1, S quando a cadeia se encontra no estado 2, T quando a cadeia
está no estado 3 e P quando está no estado 4, podemos finalmente usar a
distribuição estacionária para definir o pagamento estacionário no Dilema do
prisioneiro infinitamente repetido:

Definição 2.0.8. O pagamento estacionário para a estratégia S(p, q) versus
Ŝ(p̂, q̂), no Dilema do Prisioneiro infinitamente repetido, é dada por

E(S, Ŝ) = Rcĉ+ Sc(1− ĉ) + T (1− c)ĉ+ P (1− c)(1− ĉ) . (2.7)

Observação 2.0.9. Podemos [15] reescrever o pagamento (2.7) como

E(S, Ŝ) = G1cĉ+ (S − P )c+ (T − P )ĉ+ P , (2.8)

onde

G1 = (R− T ) + (P − S) . (2.9)

Por exemplo, consideremos a estratégia conhecida como sempre trair,
denotada por ALLD = S(0, 0), que consiste em começar traindo, e conti-
nuar traindo independente da escolha do oponente. O ńıvel de confiança
estacionário de ALLD contra si mesmo é dado pela equação (2.4) com
q = q̂ = r = r̂ = 0 e resulta c = 0. O pagamento estacionário contra si
mesmo é R0 + S0(1− 0) + T (1− 0)0 + P (1− 0)(1− 0) = P .

Consideremos agora a estratégia conhecida como Tit for Tat, denotada
por TFT = S(1, 0), que consiste no seguinte:

• Inicialmente sempre coopera.

• Se recebe cooperação do oponente na jogada anterior, sempre coopera.

• Se tráıdo pelo oponente na jogada anterior, trai.

Sobre os pagamentos de uma outra estratégia contra TFT temos a se-
guinte Proposição:

Proposição 2.0.10. Sejam S = S(p, q) e Ŝ = S(p̂, q̂) estratégias reativas
quaisquer com (p− q)(p̂− q̂) 6= 1. Então:

1. E(Ŝ, S) pode ser obtido de E(S, Ŝ) através da troca de S por T , e vice
versa.

2. Além disso temoms que se p − q 6= 1, E(S, TFT ) = E(TFT, S) =
E(S, S).
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Demonstração. Para provar a primeira afirmativa, basta observar a equação
2.7.

Para provar a segunda, observe que os ńıveis de confiança de S con-

tra TFT e de TFT contra S são ambos iguais a
q

1− (p− q)
=

q

1− r
, que

é também o ńıvel de confiança estacionário da estratégia S(p, q) contra si
mesma. Dáı, como o pagamento depende somente dos ńıveis de confiança,
ver (2.7), segue a segunda afirmativa.

Observe que não podemos definir o ńıvel de confiança estacionário de TFT
contra si mesmo, pois a hipótese |rr̂| < 1 no Teorema2.0.7 falha. Conside-
rando porém a condição inicial de que um TFT sempre colabora na primeira
rodada, podeŕıamos definir o pagamento estacionário de um TFT contra ou-
tro como sendo R, pois dois TFT permaneceriam para sempre no estado 1
da cadeia de Markov. Tal definição é porém artificial, pois viola a afirmativa
que fizemos de que uma estratégia reativa é definida somente pelos valores
dos parâmetros p e q e não pela jogada inicial. Observe ainda que o ńıvel de
confiança de S(p, q) contra TFT , visto como função de (p, q) é descont́ınua
quando (p, q) = (1, 0), o que nos causaria probLemas adiante.

Devido a este probLema de definição do pagamento da estratégia TFT
contra ela mesma, vamos eliminá-la do DPIR e, em seu lugar, considerar
estratégias próximas do TFT , que chamaremos quase Tit for Tat, e deno-
taremos Q − TFT = S(1 − ε1, ε2) com ε1, ε2 ∈ (0, 1] pequenos. Q − TFT
consiste então em uma estratégia que não é completamente fiel, mas possui
certa capacidade de perdoar uma traição.

Finalmente queremos considerar também uma estratégia reativa chamada
de colaborador generoso, denominada G = S(1, q) com q ∈ (0, 1], a qual
consiste em uma estratégia completamente fiel e com algum ńıvel de perdão.

Nos seguintes caṕıtulos passamos a estudar a equação do replicador e sua
dinâmica considerando as três estratégias que ressaltaram no experimento
computacional de Nowak e Sigmund [20]: ALLD, Q− TFT e G.
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Caṕıtulo 3

Os pontos de equiĺıbrio no
DPIR para as estratégias
ALLD, QTFT e GTFT .

3.1 Matriz de pagamento

Introduzimos as condições e restrições que definem o Dilema do Prisioneiro
infinitamente repetido. Em primeiro lugar recordemos a ordem entre os
parâmetros de pagamento que definem o Dilema do Prisioneiro dadas na
equação (1.4):

T > R > P > S . (3.1)

Consideraremos também que daqui para frente que valem as desigualda-
des

P <
S + T

2
< R . (3.2)

A desigualdade R >
S + T

2
, introduzida já em [15], é postulada para

garantir que num enfrentamento a cooperação mútua seja melhor recompen-

sada que a alternância entre C e D [15]. Já a desigualdade
S + T

2
> P

parece ser uma restrição nova, introduzida pela primeira vez neste trabalho,
e que será de grande utilidade para nossos resultados.

Nosso trabalho estuda a evolução da cooperação no Dilema do Prisioneiro
infinitamente repetido com três seguintes estratégias reativas:

• Quase TFT (1) dada por QTFT = (1− ε1, ε2), com ε1, ε2 ∈ (0, 1).

• ALLD (2) dada por ALLD = (0, 0).
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• Colaborador Generoso (3) dada por G = (1, q), q ∈ (0, 1].

A matriz de pagamento para o Dilema do Prisioneiro infinitamente repe-
tido entre essas 3 estratégias, calculada utilizando as equações (2.4) e (2.7),
resulta:

A =


1 2 3

1 F

(
ε1
ε2

)
(1− ε2)P + ε2S a13

2 (1− ε2)P + ε2T P (1− q)P + qT
3 a31 (1− q)P + qS R

 , (3.3)

onde

F (ρ) =
Pρ2 + (S + T )ρ+R

(1 + ρ)2
. (3.4)

E também obtemos, após diversas simplificações,

a13 = G1
ε21(1− q)

[q + (1− q)(ε1 + ε2)]2

− ε1
q + (1− q)(ε1 + ε2)

2R− S − T + (T −R)(ε1 + ε2)

1− ε1 − ε2
(3.5)

+
R(1− ε2)− ε1S

1− ε1 − ε2
,

e

a31 = G1

ε21
1− ε1 − ε2

[q + (1− q)(ε1 + ε2)]2

− ε1
q + (1− q)(ε1 + ε2)

2R− S − T − [ε1(T − P ) + ε2(R− S)]

1− ε1 − ε2
(3.6)

+
R(1− ε2)− ε1T

1− ε1 − ε2
,

onde
G1 = (R− T ) + (P − S) (3.7)

é o mesmo parâmetro que já havia aparecido antes em (2.9).
É importante lembrar deste parâmetro pois será de grande importância

no decorrer deste trabalho, já que o sinal do G1 nos levará a diferenciar três
casos diferentes com relação à dinâmica do nosso probLema.

Consideremos as entradas a13 e a31 da matriz de pagamento, dadas por
(3.5) e (3.6) respectivamente. Estes pagamentos dependem dos parâmetros
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T , R, P e S, assim como da escolha de ε1 e ε2 ∈ (0, 1) e de q ∈ [0, 1], mas de
agora em adiante, vamos considerar a13 e a31 como funções que dependem de
uma única variável, e esta será q.

Observemos que se q = 1, então

a13(1) = R + (T −R)ε1 , (3.8)

a31(1) = R− (R− S)ε1 . (3.9)

E se q = 0, então a estratégia G resulta ser exatamente TFT . Logo, pela
Proposição 2.0.10, temos que o pagamento da estratégia QTFT contra ela
mesma (a11) é igual ao pagamento dela contra TFT (a13), isto é:

a13(0) = a31(0) = F

(
ε1
ε2

)
. (3.10)

3.2 Análise assintótica.

Definiremos um tipo de região e alguns resultados sobre ela, que serão úteis
no que segue. Esta região é, intuitivamente, a interseção de um disco com o
primeiro quadrante, sem a origem e os eixos coordenados.

Definição 3.2.1. Se r > 0, definimos seguinte região

IDQ(r) := {(ε1, ε2) ∈ R2 : ε1, ε2 > 0 , ‖ (ε1, ε2) ‖< r} .

É fácil ver que uma interseção finita de regiões “IDQ”, é outra região
similar com o menor dos raios r considerados, isto é

n⋂
i=1

IDQ(ri) = IDQ(r) ,

onde r = min{ri , i = 1, ..., n}.

Consideremos agora ε como um par ordenado ε = (ε1, ε2), cuja expressão
em coordenadas polares no plano é ε1 = r cos θ e ε2 = r sen θ, e assim ||ε|| = r.

Definição 3.2.2. Seja f função real de ε. Diremos que f é ordem de rp,
f = O(rp) quando r → 0, se ∃K > 0, a > 0 tais que |f(ε)| ≤ Krp, para
r < a.

Sempre usaremos r bem próximo de zero, pelo que omitiremos daqui para
frente a parte r → 0 na definição acima.
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Observação 3.2.3. 1. Se p′ < p e f = O(rp), então f = O(rp
′
).

Com efeito, sem perda de generalidade, podemos tomar 0 < r < 1,
então rp < rp

′
, e |f(ε)| ≤ Krp < Krp

′
, logo f = O(rp

′
).

2. Diremos que f não é ordem de rp, f 6= O(rp), quando ∀K > 0 e ∀a > 0,
∃ε = (ε1, ε2), com ||ε|| < a e |f(ε)| ≥ Krp.

Proposição 3.2.4. Suponha que f(ε) = g(ε) + h(ε), onde g = O(rp) e
h = O(rs), com s ≥ p, então f = O(rp).

Demonstração. Como g = O(rp), então ∃a1, K1 > 0 tal que |g(ε)| ≤ K1r
p,para

r < a1. Também h = O(rs),então ∃a2, K2 > 0 tal que |h(ε)| ≤ K2r
s, para

r < a2.

Seja r < min{a1, a2}, então

|f(ε)| ≤ |g(ε)|+ |h(ε)| < rp(K1 +K2r
s−p) .

Como rs−p ≤ 1, se 0 < r < 1, considerando a = min{a1, a2 } e K = K1 +K2,
então

|f(ε)| ≤ rp(K1 +K2r
s−p) < rp(K1 +K2) = rpK .

Portanto f = O(rp).

Estabelecemos agora a noção de uniformidade da propriedade ordem de
rp.

Definição 3.2.5. Seja y ∈ X ⊂ Rn um parâmetro do qual dependa uma
função f(ε1, ε2, y). Diremos que f = O(rp) uniformemente em y se existem
constantes K > 0 e a > 0, independentes de y, tais que ∀y ∈ X e ||(ε1, ε2)|| <
a, se tem

|f(ε1, ε2, y)| < Krp .

3.3 Região de interesse e pontos de equiĺıbrio.

Nesta seção denotaremos a região na qual determinaremos os pontos de
equiĺıbrio e onde se dará a dinâmica da equação do replicador para as três
estratégias ALLD, QTFT e G, fazendo uso da matriz de pagamento A des-
crita em (3.3).

No plano (x1, x2) sejam E1 = (1, 0), E2 = (0, 1), E3 = (0, 0). Seja B a
região triangular fechada com vértices E1, E2, E3.
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Lembremos que, conforme a Proposição 1.4.1, o simplexo S3, definido na
Seção 1.2, é a região onde nos interessa estudar a dinâmica. Observemos que
B é a projeção do simplexo S3 no plano (x1, x2), de forma que existe uma
correspondência biuńıvoca entre S3 e B.

Denotamos os lados de B, correspondentes às faces 1-dimensionais do
simplexo S3:

L1 = {(0, x2) ∈ R2 : x2 ∈ [0, 1]} .

L2 = {(x1, 0) ∈ R2 : x1 ∈ [0, 1]} .

L3 = {(x1, 1− x1) ∈ R2 : x1 ∈ [0, 1]} .

Considere ainda as retas onde os fitnesses são iguais dois a dois:

nij = {(x1, x2) ∈ R2 : fi(x1, x2, 1− x1 − x2) = fj(x1, x2, 1− x1 − x2)}

com i, j = 1, 2, 3 e i 6= j, (ver Figura 3.1).

Figura 3.1: Região B.
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Denotamos como Pijk o ponto de interseçao da reta nij com a reta suporte
do lado Lk, caso exista essa interseção.

Passamos a estabelecer quais são os posśıveis pontos de equiĺıbrio no jogo
do Dilema do Prisioneiro infinitamente repetido com as estratégias ALLD,
Q−TFT e G, considerando a dinâmica do replicador, na região estabelecida.

Primeiramente é importante ressaltar que nesta seção faremos distinção
expĺıcita ao escrever pontos de equiĺıbrio e equiĺıbrios de Nash, considerando
os primeiros como soluções estacionárias das equações do replicador (1.11) e
os últimos como estratégias que são equiĺıbrios de Nash (1.2.5).

Definição 3.3.1. Um ponto de equiĺıbrio se diz biologicamente relevante se
é um ponto de equiĺıbrio que se encontra no simplexo S3, ou neste caso, no
triângulo B.

Observação 3.3.2. 1. Observe que os pontos E1, E2, E3 são sempre pon-
tos de equiĺıbrio biologicamente relevantes do sistema de equações dife-
renciais dado pelas equações do replicador (1.11).

De fato, observe que em E1 temos que x2 = x3 = 0. Como φ =∑3
i=1 fixi logo φ = f1, e ẋ1 = (f1 − φ)x1 = 0. Também como em E1

temos x2 = x3 = 0 então ẋ2 = (f2 − φ)x2 = 0 e ẋ3 = (f3 − φ)x3 = 0 e
assim E1 é ponto de equiĺıbrio biologicamente relevante.Analogamente
E2 e E3 são sempre pontos de equiĺıbrio biologicamente relevantes.

2. Os pontos P123, P132 e P231, em que as aptidões de dois dos tipos são
iguais e o terceiro tipo está ausente são todos pontos de equiĺıbrio.

De fato, em P123 temos x3 = 0 por definição, logo ẋ3 = 0. Como
f1 = f2 em P123, então também vale φ = f1 = f2, de modo que ẋ1 = 0
e ẋ2 = 0. Analogamente para P231 e P132.

3. Caso exista a interseção Q das três retas n12, n13 e n23, esta será um
ponto de equiĺıbrio.

Observe que P123, P231, P132 e Q são sempre pontos de equiĺıbrio, desde
que existam. No entanto, com exceção de E1, E2 e E3, que são fixos
e biologicamente relevantes, todos os outros equiĺıbrios podem não ser
biologicamente relevantes. O ponto P123 será biologicamente relevante
caso esteja em L3, isto é,se P123 = n12 ∩ L3, P132 caso esteja em L2,
P231 caso esteja em L1 e Q caso esteja no interior da região B.
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4. Assim, os únicos pontos de equiĺıbrio posśıveis (caso existam) do sis-
tema de equações diferenciais dada pela equação do replicador (1.11)
para n = 3 são:

• E1: ponto de equiĺıbrio onde toda a população pertence à estratégia
QTFT .

• E2: ponto de equiĺıbrio onde toda a população pertence à estratégia
ALLD.

• E3: ponto de equiĺıbrio onde toda a população pertence à estratégia
G.

• P123: É o ponto de equiĺıbrio onde coexistem as estratégias ALLD
e QTFT em ausência de G.

• P231: É o ponto de equiĺıbrio onde coexistem as estratégias G e
ALLD em ausência de QTFT .

• P132: É o ponto de equiĺıbrio onde coexistem as estratégias G e
QTFT em ausência de ALLD.

• Q: É o ponto de equiĺıbrio onde coexistem as três estratégias
ALLD, G e QTFT .

A seguir mostraremos como calcular as coordenadas de um ponto Pijk.

Observação 3.3.3. Podemos calcular as coordenadas xi e xj do ponto Pijk
considerando fi = fj, com xk = 0 e xi + xj = 1, onde

fi = ai1x1 + ai2x2 + ai3x3 ,

e
fj = aj1x1 + aj2x2 + aj3x3 .

Por exemplo, calculamos a coordenada x1 do ponto P133 considerando
f1 = f3 fazendo x2 = 0 e x3 = 1− x1:

f1 = a11x1 + a13x3 = a11x1 + a12(1− x1) ,

e
f3 = a31x1 + a33x3 = a31x1 + a32(1− x1) .

Igualando as expressões acima para f1 e f3 em termos de x1 e resolvendo
uma equação de 1◦ grau, obtemos x1(P133) = a32−a12

a32−a12+a11−a31 . Utilizando os
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valores dos aij em (3.3) e simplificando

x1(P133) =

∗︷ ︸︸ ︷
(q − ε2)(P − S)

(q − ε2)(P − S) + a31(q)− F
(
ε1
ε2

) .

Nosso objetivo é provar a existência e a relevância biológica dos pontos de
equiĺıbrio para a equação do replicador. Veremos que ao variar q em (0, 1] os
pontos de equiĺıbrio podem entrar ou sair da região biológica B. Lembrando
a definição do parâmetro G1 dada em (3.7), o estudo da existência dos pontos
de equiĺıbrio, por razões que serão entendidas em breve, será separado nos
seguintes três casos:

• G1 < 0.

• G1 = 0.

• G1 > 0.

Para terminar esta seção descreveremos de maneira informal o que acon-
tece na região B no nosso caso, ou seja, no jogo do Dilema do Prisioneiro
infinitamente repetido com as estratégias ALLD, QTFT e G, sob a dinâmica
do replicador, em uma série de afirmações que serão provadas na seguinte
seção 3.4.

Com este propósito serão definidos parâmetros qgreen, qblue, qred e qblack que
nos permitirão estudar a existência dos pontos de equiĺıbrio biologicamente
relevantes na região B nos casos G1 < 0, G1 > 0 e G1 = 0.

Afirmação 3.3.4. 1. No caso G1 < 0:

(a) Para valores pequenos de q temos que os pontos de equiĺıbrio P123

no lado L3 e P231 no lado L1 são biologicamente relevantes, mas o
ponto de equiĺıbrio P132 e o ponto de equiĺıbrio Q de coexistência
das três estratégias ainda não são biologicamente relevantes, si-
tuação que muda conforme aumentamos o valor de q. Ver figura
(??) com q = 0.3.

(b) Ao aumentar o valor de q, chegamos a um valor que denotamos
por qgreen. Quando q = qgreen, a reta n13, que em nossas figuras
é sempre de cor verde, passa pela origem. Quando q > qgreen o
ponto de equiĺıbrio P132 torna-se biologicamente relevante.
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Assim, a partir de qgreen haverá um intervalo de valores de q
em que existirão os pontos de equiĺıbrio biologicamente relevantes
P123, P132 e P231. Isto é, temos um ponto de equiĺıbrio em cada
lado da região B, mas ainda não aparece o ponto de equiĺıbrio bio-
logicamente relevante no interior da região B. No entanto, esta
situação muda conforme aumenta o valor de q. Ver figura (??)
com q = 0.43.

(c) Ao aumentar mais o valor de q, chegamos a um valor que deno-
tamos por qblue, para o qual a reta n23, sempre representada em
azul em nossas figuras, passa pela origem. Para q > qblue o ponto
de equiĺıbrio P231 deixa de ser biologicamente relevante.

Nesta altura de valor de q, mantemos os pontos de equiĺıbrio biolo-
gicamente relevantes P123 no lado L1, P132 no lado L3, mas o ponto
de equiĺıbrio P231 deixa de ser biologicamente relevante e ainda
não se torna biologicamente relevante o ponto de equiĺıbrio Q de
coexistência das três estratégias. Ver figura (??) com q = 0.51.

(d) Aumentando ainda mais o valor de q, chegamos a um valor de
denotamos por qred, em que a reta n12, sempre representada em
vermelho em nossas figuras, passa pela origem do plano (x1, x2),
e assim as três retas n13 (verde), n23 (azul) e n12 (vermelha) in-
terceptam os lados L2 e L3 da região B, mas não o lado L1.

Para um intervalo de valores de q começando em qred, mantemos
os mesmos pontos de equiĺıbrio biologicamente relevantes que ti-
nhamos no intervalo (qblue, qred), isto é, P123 no lado L3 e P132 no
lado L2, mas o ponto de equiĺıbrio de coexistência ainda não é bi-
ologicamente relevante, situação que muda conforme aumentamos
o valor de q. Ver figura (??) com q = 0.525.

(e) Se aumentamos o valor de q começando em qred, chegamos a de-
finir o valor qblack, a partir do qual o ponto de equiĺıbrio de coe-
xistência das três estratégias Q se torna biologicamente relevante,
isto é, a interseção das três retas n13, n23 e n12 pertence ao in-
terior da região B. É importante observar nenhum dos pontos
de equiĺıbrio biologicamente relevantes que existiam no intervalo
anterior (qblue, qred) é perdido no intervalo (qred, qblack).

Temos neste caso que os parâmetros qgreen, qblue, qred e qblack, têm
a seguinte ordem estabelecida

qgreen < qblue < qred < qblack .

Ver figura (??) com q = 0.57.
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(f) Observemos que o ponto de equiĺıbrio de coexistência biologica-
mente relevante Q “aparece”quando q = qblack no lado L2 da região
B, e não desaparece mais até q = 1. É portanto qblack que define
o valor de q no qual a coexistência biologicamente relevante das
três estratégias aparece na fronteira da região B.

É importante notar que para valores grandes de q temos os pontos
de equiĺıbrio biologicamente relevantes P123 no lado L3, P132 no
lado L2 e Q no interior da região B e que esta situação se mantém
para qualquer valor de q a partir de qblack, isto é ∀q ∈ (qblack, 1].
Ver figura (??) com q = 1.

2. No caso G1 > 0:

(a) Os parâmetros qgreen,qblue, qred e qblack definidos no caso G1 < 0
aparecem em uma ordem diferente: qblack < qred < qblue < qgreen.
Esta ordem afeta a aparição dos pontos de equiĺıbrios da dinâmica
em questão, como explicamos no que segue.

(b) Para valores pequenos de q temos o ponto de equiĺıbrio biologica-
mente relevante P123 no lado L3 da região B e o ponto de equiĺıbrio
biologicamente relevante P231 no lado L1, mas nenhum ponto de
equiĺıbrio biologicamente relevante no lado L2 e nem no interior
da região B. Esta situação é semelhante à que t́ınhamos no caso
G1 < 0 para q < qgreen, mas esta situação muda conforme aumen-
tamos o valor de q. Ver figura (??) com q = 0.5.

(c) Ao aumentar um pouco o valor de q chegamos primeiro ao valor
definido por qblack, em que o ponto de equiĺıbrio de coexistência
das três estrategias Q aparece sobre o lado L1, entra no interior
da região B, e não desaparece mais até q = 1. Este valor qblack é
único.

Neste momento os pontos de equiĺıbrio P123 em L3, P231 em L1 e Q
no interior de B são biologicamente relevantes, mas esta situação
muda conforme aumentamos o valor de q. Ver figura (??) com
q = 0.648.

(d) Aumentando mais o valor de q, chegamos a qred em que a reta n12

passa pela origem do plano (x1, x2). Neste momento, mantemos
os pontos de equiĺıbrio biologicamente relevantes P123 no lado L3 e
P231 no lado L1 da região B, e o ponto de equiĺıbrio de coexistência
Q, mas o ponto de equiĺıbrio P132 ainda não é biologicamente re-
levante, situação que muda conforme aumentamos o valor de q.
Ver figura (??) com q = 0.65.
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(e) Ao aumentar ainda mais o valor de q, chegamos ao valor qblue e
assim a reta n23 passa pela origem do plano (x1, x2), e assim o
ponto de equiĺıbrio P231 deixa de ser biologicamente relevante.

Nesta altura de valores de q, temos os pontos de equiĺıbrio bio-
logicamente relevantes P123 no lado L3, de coexistência das três
estratégias Q no interior da região B, mas o ponto de equiĺıbrio
P231 deixa de ser biologicamente relevante e o ponto de equiĺıbrio
P132 ainda não é biologicamente relevante, situação que muda con-
forme aumentamos o valor de q. Ver figura (??) com q = 0.665.

(f) Finalmente para valores grandes de q, chegamos ao parâmetro
qgreen em que a reta n13 passa pela origem do plano (x1, x2), e
a partir deste valor de q o ponto de equiĺıbrio P132 se torna biolo-
gicamente relevante. Ver figura (??) com q = 0.74.

Nesta altura de valores de q temos os pontos de equiĺıbrio biologi-
camente relevantes P123 no lado L3, o ponto de equiĺıbrio P132 no
lado L2 e o ponto de coexistência das três estratégias Q no inte-
rior da região B. Esta situação se mantém inalterada conforme o
valor de q aumenta até 1. Ver figura (??) com q = 1.

Observemos que neste caso o ponto de equiĺıbrio biologicamente
relevante de coexistência Q “aparece”para valores “pequenos”de q
sobre o lado L1.

Também é importante notar que para valores grandes de q temos
os pontos de equiĺıbrio biologicamente relevantes P123 no lado L3,
P132 no lado L2 e Q no interior da região B e que esta situação
se mantém para qualquer valor de q a partir de qgreen, isto é ∀q ∈
(qgreen, 1]. Esta é uma situação semelhante à que tinhamos no
caso G1 < 0 para valores “grandes”de q.

3. No caso G1 = 0:

(a) Os parâmetros definidos no caso G1 = 0 coincidem, isto é q =
qblack = qred = qblue = qgreen e esta ordem afeta a aparição dos
pontos de equiĺıbrios da dinâmica em questão, como explicamos
em seguida.

(b) Para valores pequenos de q, isto é q < qgreen, temos que os únicos
pontos de equiĺıbrio biologicamente relevantes são P123 no lado L3

e P231 no lado L1, mas nenhum ponto de equiĺıbrio biologicamente
relevante no lado L3 e nem no interior da região B. Ver figura
(??) com q = 0.2.

37



(c) Para o valor q = qgreen, temos que o único ponto de equiĺıbrio
biologicamente relevante é o P123 no lado L3. Nenhum outro ponto
de equiĺıbrio é biologicamente relevante, mas é importante notar
que neste caso os outros pontos de equiĺıbrio coincidem sobre o
vértice E2 da região B. Ver figura (??) com q = 0.33.

(d) Para valores grandes de q, isto é q > qgreen temos os pontos de
equiĺıbrio biologicamente relevantes P123 no lado L3, P132 no lado
L2 e o ponto de coexistência das três estratégias Q no interior da
região B, mas o ponto de equiĺıbrio P231 deixa de ser biologica-
mente relevante. Ver figura (??) com q = 0.4. Esta situação se
mantém inalterada conforme o valor de q aumenta até q = 1. Ver
figura (??) com q = 1.

Observemos este caso é o limite dos dois casos anteriores G1 < 0
e G1 > 0, portanto mantém o comportamento do caso G1 < 0 para
valores pequenos de q, e o do caso G1 > 0 para valores grandes de
q.

O que apresentaremos nas seguintes seções deste caṕıtulo são as ferra-
mentas que provam as afirmações que acabamos de fazer.

3.4 Alguns resultados úteis

A seguir apresentaremos algumas propriedades sobre o sinal de funções em
regiões IDQ (veja Definição 3.2.1), que serão de grande utilidade no decorrer
do nosso trabalho.

Proposição 3.4.1. Seja f(x, y) função de duas variáveis, cont́ınua em (0, 0)
com f(0, 0) > 0. Então existe δ > 0 tal que f(x, y) > 0 se (x, y) ∈ IDQ(δ).

Demonstração. Observemos que f é uma função cont́ınua com f(0, 0) > 0,
então existe um δ > 0, tal que se ||(x, y)|| < δ então f(x, y) > 0, como o
disco de raio δ contém IDQ(δ), a Proposição está demonstrada.

Proposição 3.4.2. Seja f(x, y) uma função real diferenciável no (0, 0) de-
finida em um aberto que contém (0, 0) e tal que f(0, 0) = 0.

Se
∂f

∂x
(0, 0) = a > 0 e

∂f

∂y
(0, 0) = b > 0, então temos que existe δ > 0 tal

que f(x, y) > 0 quando (x, y) ∈ IDQ(δ).
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Demonstração. Se f é diferenciável em (0, 0), podemos escrever f como

f(x, y) = f(0, 0) +
∂f

∂x
(0, 0)x+

∂f

∂y
(0, 0)y +R(x, y)

= 0 + ax+ by +R(x, y) ,

onde lim(x,y)→(0,0)
R(x, y)

‖ (x, y) ‖
= 0, o que significa que dado ε > 0 ∃ δ > 0 tal

que se ‖ (x, y) ‖< δ então | R(x, y)

‖ (x, y) ‖
| < ε. Logo |R(x, y)| < ε ‖ (x, y) ‖.

Como a, b > 0, então 0 < c ≡ min{a, b}. Observe que ax+by ≥ c(x+y) ≥
c ‖ (x, y) ‖ quando x, y ≥ 0. Então

f(x, y) = ax+ by +R(x, y) ≥ c(x+ y)− ε ‖ (x, y) ‖
≥ c ‖ (x, y) ‖ −ε ‖ (x, y) ‖
= (c− ε) ‖ (x, y) ‖ .

Logo, tomando ε =
c

2
,∃ δ > 0 tal que f(x, y) > 0 quando (x, y) ∈ IDQ(δ).

De agora em adiante, diremos que uma propriedade P vale se ε1, ε2 são
“suficientemente pequenos”se existir δ > 0, tal que a propriedade P vale se
(ε1, ε2) ∈ IDQ(δ).

Fazendo uso dos resultados anteriores sobre regiões IDQ(δ), vejamos al-
gumas propriedades da função F definida em (3.4):

Proposição 3.4.3. • F (0) = R,

• limx→∞ F (x) = P , e

• Se P <
S + T

2
< R então F é função decrescente em [0,+∞).

Demonstração. As duas primeiras partes seguem direto da definição, e como

F ′
(
ε1
ε2

)
=
−(S + T − 2P )

ε1
ε2
− (2R− S − T )

(1 +
ε1
ε2

)3
, a última afirmativa segue.

Os dois seguintes Lemas mostram o comportamento assintótico quando

r → 0 das funções F

(
ε1
ε2

)
e a13(q).
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Lema 3.4.4. Existem constantes positivas K1, K2, K3 e K4, tais que se ε1, ε2
são suficientemente pequenos, então se satisfazem as seguintes desigualdades:

1.

K1

r
≤
F

(
ε1
ε2

)
− P

ε2
≤ K2

r
. (3.11)

2.

K3

r
≤
R− F

(
ε1
ε2

)
ε1

≤ K4

r
. (3.12)

onde ε1 = r cos θ e ε2 = rsen θ.

Demonstração. 1. Usando coordenadas polares

F

(
ε1
ε2

)
=

Pε21 + (S + T )ε1ε2 +Rε22
(ε1 + ε2)2

=
P cos2 θ + (S + T )sen θ cos θ +Rsen 2θ

(cos θ + sen θ)2
.

Logo

F

(
ε1
ε2

)
− P =

(R− P )sen 2θ + (S + T − 2P )sen θ cos θ

(cos θ + sen θ)2

F

(
ε1
ε2

)
− P

ε2
=

(R− P )sen 2θ + (S + T − 2P )sen θ cos θ

rsen θ(cos θ + sen θ)2

=
1

r

∗︷ ︸︸ ︷
(
(R− P )sen θ + (S + T − 2P ) cos θ

(cos θ + sen θ)2
) .

A expressão (∗) é uma função cont́ınua definida no compacto [0,
π

2
],

portanto atinge seu máximo e mı́nimo no compacto. O resultado segue
se tomamos o máximo como K2 e o mı́nimo como K1, onde ambos K1

e K2 resultam positivos pelas relações entre os parâmetros T , R, P e
S.

2.

R− F
(
ε1
ε2

)
= R− [

P cos2 θ + (S + T )sen θ cos θ +Rsen 2θ

(sen θ + cos θ)2

=
(2R− S − T )sen θ cos θ + (R− P ) cos2 θ

(sen θ + cos θ)2
.
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Logo

R− F
(
ε1
ε2

)
ε1

=
1

r cos θ

∗︷ ︸︸ ︷
(
(2R− S − T )sen θ + (R− P ) cos θ

(sen θ + cos θ)2
) .

Pelo argumento dado acima,o resultado 3.12 segue se tomarmos o máximo
da expressão (∗) como K4 e o mı́nimo como K3, com ambos positivos
pelas relações entre os parâmetros T , R, T e S.

Lema 3.4.5. Existe uma constante positiva K, independente de q, tal que
se (ε1, ε2) for suficientemente pequeno e q ∈ [(ε1 + ε2)1/2, 1], então

0 < a31(q)− F
(
ε1
ε2

)
< K

ε1
||(ε1, ε2)||

. (3.13)

Demonstração. Seja x = q + (1 − q)(ε1 + ε2) = (1 − ε1 − ε2)q + (ε1 + ε2), a
fórmula (3.6) pode ser reescrita como

a31(q) =
G1ε

2
1

1− ε1 − ε2
1

x2
− ε1

1− ε1 − ε2
2R− S − T − [(T − P )ε1 + (R− S)ε2]

x

+
R(1− ε2)− Tε1

1− ε1 − ε2
.

Primeiro observe que se q ∈ [(ε1 + ε2)1/2, 1], então podemos escrever q =
(ε1 + ε2)p com p ∈ [0, 1

2
]. Também temos que cos θ + sen θ =

√
2 cos(θ − π

4
)

e portanto 1 ≤ cos θ + sen θ ≤
√

2, se θ ∈ [0, 1
2
]. Logo, se r for pequeno o

suficiente temos que:

x = (1− ε1 − ε2)q + (ε1 + ε2)

= (1− ε1 − ε2)(ε1 + ε2)p + ε1 + ε2

= [1− r(cos θ + sen θ)]rp(cos θ + sen θ)p + r(cos θ + sen θ)

≥ [1− r
√

2]rp + r .

Então
x

rp
≥ (1− r

√
2) + r1−p >

1

2
desde que r seja suficientemente próximo

de zero. Temos então que:

a31(q)− F
(
ε1
ε2

)
= R− F

(
ε1
ε2

)
︸ ︷︷ ︸

(1)

+
(R− T )ε1
1− ε1 − ε2︸ ︷︷ ︸

(2)

− ε1
1− ε1 − ε2

2R− S − T − [(T − P )ε1 + (R− S)ε2]

x︸ ︷︷ ︸
(3)

+
G1ε

2
1

(1− ε1 − ε2)x2︸ ︷︷ ︸
(4)

.
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Observemos que

• (1): Do resultado (3.12) temos que ∃K4 > 0 tal que

R− F
(
ε1
ε2

)
ε1

≤ K4

r
.

• (2): Como 1 ≤ cos θ+sen θ ≤
√

2, então
1

1− r
√

2
≥ 1

1− r(cos θ + sen θ)
,

então

(R− T )ε1
1− ε1 − ε2

=
(R− T )r cos θ

1− r(cos θ + sen θ)

≤ (R− T )r cos θ

1− r
√

2
.

• (3): Sabemos que, desde que r seja suficientemente próximo de zero,
rp

x
< 2, logo

0 <
ε1

1− ε1 − ε2
2R− S − T − [(T − P )ε1 + (R− S)ε2]

x

<
ε1

1− ε1 − ε2
2R− S − T

x

=
r cos θ

1− r(cos θ + sen θ)

2R− S − T
x

=
r1−p cos θ

1− r(cos θ + sen θ)
(rp)

2R− S − T
x

<
2r1−p cos θ(2R− S − T )

1− r
√

2
.

• (4): Temos que
rp

x
< 2, logo

x2

r2p
>

1

4
, e assim∣∣∣∣ G1ε

2
1

(1− ε1 − ε2)x2

∣∣∣∣ =
|G1|r2 cos2 θ

1− r(cos θ + sen θ)

1

x2

<
|G1| cos2 θr2

(1− r
√

2)x2

<
4|G1| cos2 θr2−2p

1− r
√

2
.
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Se r for pequeno o suficiente, temos que 1− r
√

2 >
1

2
e assim:

a31(q)− F
(
ε1
ε2

)
<

K4r cos θ

r
+ (R− T )r cos θ + 2r1−p cos θ(2R− S − T ) + 4|G1| cos2 θr

< cos θ[K4 + (R− T )r + 2r1/2 + 8|G1| cos2 θr]︸ ︷︷ ︸
<K4+(R−T )+2+8|G1|=K

≤ r cos θK

r

a31(q)− F
(
ε1
ε2

)
< K

ε1
||(ε1, ε2)||

.

Também podemos estabelecer uma relação entre a função F

(
ε1
ε2

)
e a

expressão [P + ε2(T − P )], a qual mostra que, na ausência da estratégia 3 a
estratégia 1 é um equiĺıbrio de Nash estrito ∀q ∈ (0, 1], desde que os QTFT
sejam suficiente próximos dos TFT .

Proposição 3.4.6. Se ε1, ε2 são suficientemente pequenos, então

F

(
ε1
ε2

)
− P − ε2(T − P ) > 0 .

Demonstração. Podemos reescrever

F

(
ε1
ε2

)
−P−ε2(T−P ) =

ε2[

∗︷ ︸︸ ︷
(R− P )ε2 + (S + T − 2P )ε1 − (T − P )(ε1 + ε2)2]

(ε1 + ε2)2
.

Se consideramos a expressão (∗) como uma função de duas variáveis ε1, ε2,
temos que suas derivadas parciais no ponto (0, 0) são respectivamente (S +
T − 2P ) e (R − P ) que são positivas considerando as desigualdades (3.2) e
(1.4) que definem o Dilema do Prisioneiro.

Aplicando a Proposição 3.4.2 à função (∗), temos que ∃δ > 0 tal que

(ε1, ε2) ∈ IDQ(δ) implica F

(
ε1
ε2

)
− P − ε2(T − P ) > 0.

Agora mostraremos relações importantes sobre as entradas a13 e a31, como
funções de q:
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Proposição 3.4.7. 1. a13(q) > a31(q) ∀q ∈ (0, 1],

2. a13(q)− a31(q) é função crescente de q em [0, 1], e

3. ∃ δ > 0 tal que se (ε1, ε2) ∈ IDQ(δ) então

• d

dq
a31 > 0 ∀q ∈ (0, 1],

e

• d

dq
a13 > 0 ∀q ∈ (0, 1].

Demonstração. 1. Temos que

a13(q)− a31(q) =
ε1(T − S)q

q + (1− q)(ε1 + ε2)
> 0 .

2. Do item anterior temos que

d

dq
(a13 − a31) =

ε1(ε1 + ε2)(T − S)

[q + (1− q)(ε1 + ε2)]2
> 0 .

3. Agora, após cálculos longos obtemos

d

dq
a31 =

ε1
[q + (1− q)(ε1 + ε2)]3

{C̃ + qD̃} ,

onde

C = (S+T−2P )ε1+(2R−S−T )ε2−(T−P )ε21−(R+T−S−P )ε1ε2−(R−S)ε22 ,

e

D = 2R− S − T − (2R− P − S)ε1 + (−3R + 2S + T )ε2

+ (T − P )ε21 + (R + T − S − P )ε1ε2 + (R− S)ε22 .

Considerando a expressão C + qD como função de duas variáveis (ε1, ε2),
temos que essa função aplicada no (0, 0) resulta q(2R− S − T ), que é maior
que zero da desigualdade (3.2), e assim, aplicando a Proposição 3.4.1, temos

que existe δ > 0, tal que se (ε1, ε2) ∈ IDQ(δ), então
d

dq
a31 > 0 para q ∈ (0, 1].

E como
d

dq
(a13 − a31) > 0, então também temos que

d

dq
a13 > 0 para q ∈

(0, 1].
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O seguinte corolário afirma que o crescimento da entrada a13(q) da matriz
de pagamento 3.3 vista como função de q, não e somente positivo como mostra
a Proposição 3.4.7, mas é inicialmente “muito grande”, e para valores grandes
de q “muito pequeno”, este comportamento é o mesmo na entrada a31.

Corolário 3.4.8. Se ε1, ε2 são suficientemente pequenos, então ∀q ∈ (0, 1)
tal que q > max{ε1, ε2}, valem

• limq→0
d

dq
a13|q=0 = +∞ e

d

dq
a31|q=0 → +∞.

• limq→0
d

dq
a13|q=1 = 0 e

d

dq
a31|q=1 → 0.

• d2

dq2
a13 < 0 e

d2

dq2
a31 < 0.

Demonstração. De maneira similar que em 3, após cálculos tediosos, obtemos

d

dq
a13 =

ε1
[q + (1− q)(ε1 + ε2)]3

{C + qD} .

onde

C = (S+T−2P )ε1+(2R−S−T )ε2−(S−P )ε21−(R+S−T−P )ε1ε2−(R−T )ε22 ,

e

D = 2R− S − T − (2R− P − T )ε1 + (−3R + 2T + S)ε2

+ (S − P )ε21 + (R + S − T − P )ε1ε2 + (R− T )ε22 .

1. Mostraremos que limq→0
d

dq
a13|q=0 =∞:

d

dq
a13|q=0 =

ε1
(ε1 + ε2)3

{(S + T − 2P )ε1 + (2R− S − T )ε2 − (S − P )ε21

−(R + S − T − P )ε1ε2 − (R− T )ε22} .

Assim, passando a coordenadas polares temos

d

dq
a13|q=0 =

(S + T − 2P ) cos2 θ

r(cos θ + sen θ)3
+

(2R− S − T )sen θ cos θ

r(cos θ + sen θ)3

− (S − P ) cos3 θ

(cos θ + sen θ)3
− (R + S − T − P ) cos2 θsen θ

(cos θ + sen θ)3
− (R− T ) cos θsen 2θ

(cos θ + sen θ)3

=
1

(cos θ + sen θ)3
[
(S + T − 2P ) cos2 θ

r
+

(2R− S − T )sen θ cos θ

r

+(P − S) cos3 θ + (T −R + P − S) cos2 θsen θ + (T −R) cos θsen 2θ]
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onde a última expressão tende ao infinito quando r tende a zero. De
maneira análoga obtemos o resultado para a31(q).

2. Mostraremos que lim1→0
d

dq
a13(1) = 0. De fato:

d

dq
a13(1) = ε1{(S + T − 2P )ε1 + (2R− S − T )ε2 − (S − P )ε21

−(R + S − T − P )ε1ε2 − (R− T )ε22 + 2R− S − T − (2R− P − T )ε1

+(−3R + 2T + S)ε2 + (S − P )ε21 + (R + S − T − P )ε1ε2 + (R− T )ε22} .

E passando novamente a coordenadas polares, com (ε1, ε2) ∈ IDQ(δ),

temos que limq→0
d

dq
a13(1) = 0 se r → 0. De maneira análoga obtemos

o resultado para a31(q).

3. Derivando novamente temos que

d2

dq2
a13 =

ε1
[q + (1− q)(ε1 + ε2)]4

{D[ε1+ε2−2(1−ε1−ε2)q]−3C(1−ε1−ε2)}

Se consideramos ε1, ε2 suficientemente pequenos, temos que C,D > 0,

e assim
d2

dq2
a13 < 0. De maneira análoga obtemos o mesmo resultado

para a31(q).

No seguinte corolário mostramos que certas equações em q têm raiz única
no intervalo (0, 1), como consequência de serem a13 e a31 funções crescentes
em q.

Corolário 3.4.9. Se ε1, ε2 são suficientemente pequenos e a ∈ (F

(
ε1
ε2

)
, R+

(T − R)ε1), a equação a13(q) = a possui uma única raiz em q no intervalo
(0, 1).

Analogamente, se ε1, ε2 são suficientemente pequenos e b ∈ (F

(
ε1
ε2

)
, R +

(R− S)ε1), a equação a31(q) = b possui uma única raiz q ∈ (0, 1).

Demonstração. O resultado é imediato do fato de que as funções a13(q) e
a31(q) são crescentes em q ∈ (0, 1], como consequência da Proposição 3.4.7, e

(a13(0), a13(1)) = (F

(
ε1
ε2

)
, R + (T −R)ε1) ,
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e

(a31(0), a31(1)) = (F

(
ε1
ε2

)
, R− (R− S)ε1) .

Nos dois seguintes resultados vamos estabelecer a ordem dos pontos P133,
P233 e P123 , isto é, da interseção das retas n13, n23 e n12 com o lado L3 da
região B. Observemos que esta ordem é independente do sinal de G1, e tal
resultado será utilizado nos três casos G1 < 0, G1 > 0 e G1 = 0.

Proposição 3.4.10. Existe δ > 0 tal que para todo (ε1, ε2) ∈ IDQ(δ), o
ponto de equiĺıbrio P123 existe e permanece fixo em L3 (pois é independente
de q).

Demonstração. Temos que

x1(P123) =
1

1 +

F

(
ε1
ε2

)
− P − ε2(T − P )

ε2(P − S)

,

onde da Proposição 3.4.6, temos que F

(
ε1
ε2

)
−P − ε2(T −P ) > 0. Também

temos que ε2(P − S) > 0, logo x1(P123) ∈ (0, 1), e como ele não depende de
q, o ponto de equiĺıbrio P123 ∈ L3 ∀q ∈ (0, 1] é fixo.

A Proposição 3.4.10 mostra que o ponto de equiĺıbrio P123 é biologica-
mente relevante ∀q ∈ (0, 1], sempre que (ε1, ε2) ∈ IDQ(δ), para algum δ > 0.
No Teoremaque apresentamos a seguir estabelecemos a ordem no lado L3 dos
pontos P123, P233 e P133, que será de suma importância na hora de estabele-
cer quando o ponto de equiĺıbrio de coexistência das três estratégias se torna
biologicamente relevante.

Teorema 3.4.11 (Ordem no lado L3). Existe δ > 0 tal que se (ε1, ε2) ∈
IDQ(δ) e q ∈ [(ε1 + ε2)1/2, 1], então x1(P133) > x1(P233) > x1(P123).

Demonstração. Para facilitar a comparação, escreveremos x1(Pij3) =
1

1 + c̃ij
com

c̃13 =

a31(q)− F
(
ε1
ε2

)
q(P − S)

> 0 ,
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c̃23 =
a31(q)− P − ε2(T − P )

q(P − S)
>

F

(
ε1
ε2

)
− P − ε2(T − P )

q(P − S)
> 0 ,

da Proposição 3.4.6, e

c̃12 =

F

(
ε1
ε2

)
− P + ε2(P − T )

ε2(P − S)
> 0 ,

da Proposição 3.4.6. Assim temos

x1(P133) =
1

1 + c̃13

,

x1(P233) =
1

1 + c̃23

,

x1(P123) =
1

1 + c̃12

.

Mostraremos que 0 < c̃13 < c̃23 < c̃12. Com efeito, como a31(q) é

função crescente e a13(0) = F

(
ε1
ε2

)
, então c̃13. Se mantemos fixa a razão

ε1
ε2

enquanto ε = (ε1, ε2) é suficientemente pequeno, obtemos F

(
ε1
ε2

)
>

P + ε2(T − P ), o que prova que c̃13 < c̃23 para algúm ε suficientemente

pequeno e q > 0. Também podemos ver que se q > (ε1 + ε2)
1
2 ,

c̃23 <
R− (R− S)ε1 − P − ε2(T − P )

(ε1 + ε2)
1
2 (P − S)

que cresce r−
1
2 quando r tende para zero. Por outro lado, da Proposição 3.4.3

podemos ver que c̃12 cresce quando r−1. Concluimos então que c̃23 < c̃12 para
valores de ε suficientemente pequenos.

É importante ressaltar que a Proposição 3.4.10 e o Teorema 3.4.11 inde-
pendem do sinal do parâmetro G1 (3.7). Daqui em adiante o sinal de G1

afeta os resultados, e faremos o estudo separadamente para cada caso.

Começaremos com o estudo de equações que darão lugar à definição dos
parâmetros qgreen, qblue, qred e qblack, introduzidos informalmente na Afirmação
3.3.4. Primeiramente vamos estudar uma equação cuja variável é q, e cujas
raizes dependem do sinal de G1:
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a13(q) = R . (3.14)

nesta equação estudaremos sua raiz única no intervalo q ∈ (0, 1], conforme o
Corolário 3.4.9.

Denotando
x = q + (ε2 + ε2)(1− q) , (3.15)

na fórmula da função a13(q), dada em (3.5), podemos escrever a equação
a13(x) = R como

(R− S)x2−[2R− S − T + (T −R)(ε1 + ε2) +G1ε1︸ ︷︷ ︸
b

]x+G1ε1 = 0 . (3.16)

Observemos que ∃δ > 0, tal que se (ε1, ε2) ∈ IDQ(δ), então b < 0.
Estudemos as raizes desta equação de segundo grau:

• Se G1 = 0, a equação resulta

(R− S)x2 − [2R− S − T + (T −R)(ε1 + ε2)]x = 0 ,

e as soluções são x = 0 e x =
2R− S − T + (T −R)(ε1 + ε2)

R− S
> 0.

Se x = 0, então q =
x− (ε1 + ε2)

1− (ε1 + ε2)
=
−(ε1 + ε2)

1− (ε1 + ε2)
< 0, que fica fora do

nosso interesse, pois queremos q ∈ (0, 1].

Portanto, a raiz no intervalo (0, 1] é

x =
2R− S − T + (T −R)(ε1 + ε2)

R− S
> 0 ,

que corresponde a

q = 1− T −R
R− S

. (3.17)

• Se G1 6= 0, observemos que as duas raizes de (3.16) são x± = −b±
√

∆
2(R−S)

e

temos que x+ = 1− T−R
R−S +O(r) e x− = O(r). Como q =

x− (ε1 + ε2)

1− (ε1 + ε2)
=
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x+O(r) e 0 < 1−T−R
R−S < 1, então para (ε1, ε2) ∈ IDQ(δ) a raiz relevante

de (3.16) é sempre x+.

Após cálculos cuidadosos podemos escrever a raiz em (0, 1] da equação
(3.14) como

q = 1− T −R
R− S

− (T −R)G1

(R− S)(2R− S − T )
ε1 +O(r2) . (3.18)

Finalmente, para terminar esta seção vamos apresentar resultados que
definem e relacionam os parâmetros qgreen, qblue, qred e qblack com as coorde-
nadas dos pontos Pijk, estabelecendo quando os pontos de equiĺıbrio P231 e
P132 se tornam biologicamente relevantes. Estes resultados serão de grande
utilidade no decorrer do estudo da dinâmica do replicador para o Dilema do
Prisioneiro com as estratégias do nosso interesse ALLD, QTFT e G.

Começamos introduzindo o parâmetro qgreen:

Proposição 3.4.12. Seja qgreen a raiz em (0, 1) da equação (3.14). Se ε1, ε2
são suficientemente pequenos então valem:

1. Se q = qgreen, então x2(P131) = 0.

2. Se q ∈ [ε2, qgreen), então x2(P131) é função decrescente de q.

3. Se q ∈ [ε2, qgreen), então x2(P131) ∈ (0, 1].

4. Se q ∈ (qgreen, 1], então x2(P131) < 0.

Demonstração. 1. De cálculos simples temos que

x2(P131) =
R− a13

(q − ε2)(P − S) +R− a13

, (3.19)

o que prova a afirmativa 1.

2. Temos que x2(P
′
131(q) =

−(P − S)[( d
dq
a13)(q − ε2) +R− a13]

[(q − ε2)(P − S) +R− a13]2
.

Lembremos que a13 é crescente, o que prova que
da13

dq
> 0 e R−a13 > 0

se q < qgreen.

3. Basta observar que x2(P131) = 1 quando q = ε2, x2(P131) = 0 quando

q = qgreen e
d

dq
x2(P131) < 0 para q ∈ [ε2, qgreen).
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4. Primeiramente o numerador de (3.19) é negativo para q ∈ (qgreen, 1).
Basta então verificar que o denominador da mesma fórmula será posi-
tivo. Isto é verdade, pois (3.18) garante que (q − ε2)(P − S) > 0 para
q ∈ (qgreen, 1) e não tende à zero quando (ε1, ε2) tende à (0, 0).

Por outro lado, para q ∈ (qgreen, 1) temos que R − a13(q) < 0 mas é
O(r) por 3.8. Desta forma, o denominador na fórmula 3.19 é positivo
para todo q > qgreen, com ε1, ε2 suficientemente pequenos.

Proposição 3.4.13. Seja qgreen definido na Proposição (3.18) e ε1, ε2 são
suficientemente pequeno, então valem:

1. Se q = qgreen, então x1(P132) = 0.

2. Existe q
′
green ∈ (0, qgreen), tal que se q < q

′
green então x1(P132) > 1

3. Se q ∈ [q
′
green, qgreen), então x1(P132) < 0.

4. Se q ∈ (qgreen, 1], então x1(P132) ∈ (0, 1).

Demonstração. Temos que x1(P132) =
R− a13

F ( ε1
ε2

) +R− a13 − a31

. Da definição

de qgreen a afirmativa 1 segue de maneira obvia.

Para provar os seguintes items observemos que também podemos expres-

sar x1(P132) =
1

1 + c13(q)
, onde c13 =

F ( ε1
ε2

)− a31

R− a13

é função diferenciável de

q exceto em qgreen, onde não está definida. Observe ainda que c13(0) = 0 e
que limq→qgreen− c13(q) = −∞.

Como d
dq
c13 =

d
dq
a31 (R− a13) + d

dq
a13(F ( ε1

ε2
)− a31)

(R− a13)2
< 0 para q < qgreen,

então existe um único valor de q em (0, qgreen) tal que c13(q) = −1. Este
valor é definido como qgreen.

Observemos que as sugestões dadas no item anterior provam as afirmati-
vas 2 e 3.

Para mostrarmos 4, basta notar que se q ∈ (qgreen, 1) tem-se c13(q) >
0, pois o denominador é negativo neste intervalo, enquanto o numerador é
sempre negativo por causa de (3.10) e da Proposição 3.4.7.
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Observe que o parâmetro qgreen define o valor de q a partir do qual o
ponto de equiĺıbrio P132 se torna biologicamente relevante. Gráficamente
qgreen é o valor de q para o qual a reta n13 passa pela origem.

Introduzimos agora o parâmetro qblue:

Proposição 3.4.14. Deja qblue definido por

qblue =
R− P
T − P

. (3.20)

Então temos que

1. x2(P231) ∈ (0, 1] se q ∈ [0, qblue).

2. x2(P231) = 0 se q = qblue.

3. x2(P231) /∈ (0, 1) se q ∈ (qblue, 1].

Demonstração. Temos que x2(P231) =
1

1 + b23

, onde b23 =
q(P − S)

R− P − q(T − P )
.

Observemos que b23 < 0 se q > qblue, de onde seguem trivialmente todas as
afirmativas.

Observemos que a Proposição anterior 3.20, mostra que o parâmetro qblue
define o valor de q a partir do qual o ponto de equiĺıbrio P231 deixa de ser
biologicamente relevante. Graficamente, qblue é o valor de q para o qual
a reta n23 passa pela origem.

Em seguida mostramos um Lema que será utilizado na definição do parâmetro
qred e mais adiante também.

Lema 3.4.15. A função µ definida por

µ(q) = a13(q)− P − q(T − P ) . (3.21)

possui única raiz em q ∈ (0, 1).

Demonstração. Observemos que µ′(q) =
d

dq
a13− (T −P ), de onde µ′(0) > 0

e µ′(1) < 0, logo µ possui pelo menos um ponto cŕıtico em (0, 1).

Também temos que µ′′(q) =
d2

dq2
a13 < 0 , ∀q ∈ [0, 1]. Logo µ′ é decrescente

em [0, 1] e o ponto cŕıtico de µ tem que ser único e será ponto de máximo.
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Seja q esse ponto de máximo.

Como µ(0) = F

(
ε1
ε2

)
− P > 0 então µ(q) > 0. E como

µ(1) = R− T − (T −R)ε1 < 0 ,

se ε1 é suficientemente pequeno, então µ tem pelo menos uma raiz em (q, 1).
Como µ(q) = 0 e µ′′(q) < 0, então µ′(q) < 0 em (q, 1). Consequentemente, a
raiz de µ em (q, 1) é única.
Por outro lado, µ′(q) > 0 em [0, q) e µ(0) > 0 implicam que µ não tem raiz
em [0, q). Em resumo, µ possui raiz única em (0, 1) e essa raiz está em (q, 1).

No Lema 3.4.15 vimos que µ admite um único ponto cŕıtico q̄ ∈ (0, 1).
A seguir faremos uma estimativa de como q̄ depende de (ε1, ε2) quando ε1, ε2
são próximos de zero.

Lema 3.4.16. A solução da equação µ′(q̄) = 0 é dada por

q̄ = [
(2R− S − T ) cos θ

T − P
]1/2r1/2 +O(r3/2) .

Demonstração. A equação µ′(q̄) = 0 é equivalente à

a
′

13(q̄) = T − P . (3.22)

Mas

a
′

13(q) =
d

dx
a13(1−ε1−ε2) =

ε1[2R− S − T + (T −R)(ε1 + ε2) +G1ε1]

x2
−2G1ε

2
1

x3
.

Portanto, reescrevendo a equação (3.22) em termos da variável x = q + (1−
q)(ε1 + ε2) dada em (3.15), resulta:

T − P =
ε1[2R− S − T + (T −R)(ε1 + ε2) +G1ε1]

x2
− 2G1ε

2
1

x3
. (3.23)

Se r = ||(ε1, ε2)||, com ε1 = r cos θ e ε2 = rsen θ, e supomos que a solução
de (3.23) é x = O(rp) para algúm 0 < p < 1, então o termo dominante do
lado direito é aquele que contém 1

x2
. Para (ε1, ε2) pequenos temos então

T − P ≈ ε1(2R− S − T )

x2
=
r cos θ(2R− S − T )

(T − P )x2
.

Logo

x ≈ [
(2R− S − T ) cos θ

T − P
]1/2r1/2 .
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É conveniente reescalar x definindo

X = r−1/2x . (3.24)

Assim (3.23) torna-se

X2 =
cos θ(2R− S − T )

T − P
,

com solução

X0 = [
(2R− S − T ) cos θ

T − P
]1/2 , X0 6= 0 .

Logo

X2 = X2
0 +

(T −R)(ε1 + ε2) +G1ε1
T − P

− 2r1/2G1 cos2 θ(1− ε1ε2)

(T − P )X
. (3.25)

Se definimos F (X, ε) como a função do lado direito da equação (3.25) com
ε = (ε1, ε2), temos F (X0, 0) = X2

0 , e então G(X, ε) ≡ X2 − F (X, ε) é tal
que G(X0, 0) = 0. Também temos que ∂

∂X
G(X0, 0) = 2X0 − ∂

∂X
F (X0, 0) =

2X0 6= 0.

Pelo Teorema da função impĺıcita, a equação G(X, ε) = 0 define em al-
guma vizinhança de ε = (0, 0) uma função diferenciável X(ε) com X(0) =

X0 +5X(0).ε+ E(ε), com limr→0+
E(ε)
r

= 0.

Logo voltando à variável x = r1/2X, temos que a solução da equação
(3.23) é

x = [
(2R− S − T ) cos θ

T − P
]1/2r1/2 +O(r3/2) .

Finalmente lembrando que q = x−ε1−ε2
1−ε1−ε2 temos que

q̄ = [
(2R− S − T ) cos θ

T − P
]1/2r1/2 +O(r3/2) .

Na seguinte Proposição introduzimos o parâmetro qred.

Proposição 3.4.17. Existem qred e q
′

red ∈ (0, 1), tais que

1. Se q ∈ (0, qred), então x2(P121) ∈ (0, 1).

2. Se q = qred, então x2(P121) = 0.
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3. Se q > qred, então x2(P121) /∈ [0, 1].

Demonstração. Temos que

x2(P121) =
(1− q)P + qT − a13

q(T − P )− (a13 − P )− ε2(P − S)

Definimos qred como a raiz em (0, 1) da equação µ(q) = 0 cujas existência e
unicidade estão garantidos no Lema 3.4.15. Do estudo da função µ(q) reali-
zado na prova do Lema 3.4.15 decorre que a equação µ(q) − ε2(P − S) = 0
também possui raiz única em (qred, 1) se ε1 e ε2 forem suficientemente pe-
quenos. Definimos q′red como sendo essa raiz. Das propriedades da função
µ provadas no Lema 3.4.15 decorrem facilmente as afirmativas desta Pro-
posição.

Observemos que o parâmetro qred é o valor de q para o qual a reta n12

passa pela origem. Vamos obter uma estimativa para qred, definido como a
raiz em (0, 1) de µ(q) = 0, que é equivalente à

a13(q) = P + q(T − P ) . (3.26)

A equação (3.26) em função da variável x dada em (3.15) e tomando ε1 =
ε2 = 0, resulta R = P + x(T − P ), isto é, a equação tem como ráız x = qblue
se ε1 = ε2 = 0. Denotaremos esta solução por x0.
Então

x = x0 +
ε1(R− S)

(T − P )(1− ε1 − ε2)
+

ε1 + ε2
1− ε1 − ε2

− ε1[2R− S − T + (T −R)(ε1 + ε2) +G1ε1]

(1− ε1 − ε2)(T − P )
1

x

+
G1ε

2
1

(T − P )(1− ε1 − ε2)
1

x2
.

De maneira análoga ao feito no Lema 3.4.16 obtemos

qred = qblue +O(r) .

3.5 Estudo da região B e seus pontos de equiĺıbrio

no caso G1 < 0.

Estudamos primeiro o caso G1 < 0 por ser este o caso mais conhecido, pois
os parâmetros utilizados no torneio de Axelrod são tais que G1 < 0.

Considerando os parâmetros definidos anteriormente qgreen, qblue e qred,
provamos em seguida que a ordem entre eles no caso G1 < 0 é a seguinte:
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0 < qgreen < qblue < qred < 1 . (3.27)

A seguir mostraremos a desigualdade qgreen < qblue:
Observemos que, da definição de G1, dada na expressão (3.7), e após alguns
cálculos, temos que(

1− T −R
R− S

)
− R− P
T − P

=
G1(T −R)

(R− S)(T − P )
.

o que implica que, se G1 < 0, então

1− T −R
R− S

<
R− P
T − P

.

Da expressão (3.18) podemos escrever

qgreen = 1− T −R
R− S

+O(r)

portanto 0 < qgreen, e como qblue é dada pela expressão (3.20), então 0 <
qgreen < qblue se ε1 e ε2 são pequenos o suficiente.

qblue < qred:
Primeiro observemos que o mı́nimo valor de µ(q), definida em (3.21), com
q ∈ [0, qgreen], não tende à zero quando ε1 e ε2 tendem à zero. Consideremos
a função γ(q) = (1− q)P + qT . Temos que γ

′
(q) > 0, γ(0) = P e γ(1) = T .

Como temos que qgreen < qblue e a13(q) é função crescente, então a13(qblue) >
a13(qgreen) = R = γ(qblue). Portanto a função γ(q) − a13(q) é negativa em
q = qblue, enquanto a mesma função é positiva em q = 1. Mas no ema 3.4.15
mostramos que µ(q) = γ(q)−a13(q) possui raiz única em (0, 1], que e qred < 1.
Logo 1 > qred > qblue.

Com isto feito, apresentamos o estudo da ordem dos pontos de interseção
das retas n12, n23 e n13 com os lados L1 e L2, o qual junto com a ordem estabe-
lecida no lado L3 feito no Teorema3.4.11, nos permitirá definir um parâmetro
denominado qblack e mostrar que o ponto de equiĺıbrio de coexistência das três
estratégias se torna biologicamente relevante para q > qblack.

Em primeiro lugar vamos estabelecer a ordem dos pontos P131, P231 e
P121, isto é, da interseção das retas n13, n23 e n12 com o lado L1 da região B.

Teorema 3.5.1 (Ordem no lado L1). Se G1 < 0 e q ∈ [(ε1 + ε2)1/2, qgreen],
temos que

x2(P121) > x2(P231) > x2(P131) .
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Demonstração. Temos as seguintes expressões:

x2(P121) =
1

1 + b12(q)
,

x2(P231) =
1

1 + b23(q)
,

x2(P131) =
1

1 + b13(q)
.

onde

b12(q) =
ε2(P − S)

a13(q)− P − q(T − P )
,

b23(q) =
q(P − S)

R− P − q(T − P )
,

b13(q) =
(q − ε2)(P − S)

R− a13(q)
.

Para provar a desigualdade do enunciado é suficiente provar que se q ∈ [(ε1 +
ε2)1/2, qgreen] então

0 < b12(q) < b23(q) < b13(q) .

A seguir provaremos a desigualdade b13(q) > b23(q) se q ∈ [(ε1+ε2)1/2, qgreen]:
Temos que

b13(q)−b23(q) =
P − S

(R− a13(q))(R− P − q(T − P ))
{qµ(q)−ε2[R−P−q(T−P )]} .

Do estudo da função µ(q) feito no Lema 3.4.15 temos que µ(q) tem uma
raiz única entre 0 e 1. Usando a definição da função µ(q) dada em (3.21),
podemos calcular µ(qgreen):

µ(qgreen) = R− qgreenT − (1− qgreen)P

= [R− qblueT − (1− qblue)P ] + (qblue − qgreen)T − (qblue − qgreen)P

= (qblue − qgreen)(T − P ) .

Agora observemos que se q ∈ [0, qgreen], então µ(q) ≥ min{µ(0), µ(qgreen)},

pois µ(q) possui um único ponto cŕıtico. Então µ(q) ≥ min{F
(
ε1
ε2

)
−

P , (qblue − qgreen)(T − P )}, mas do Lema 3.11 F

(
ε1
ε2

)
− P não tende a

zero quando ε1, ε2 tendem a zero. Assim µ(q) não tende a zero quando ε1 e
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ε2 tendem a zero, para q ∈ [0, qgreen].

Logo se q ∈ [(ε1 + ε2)1/2, qgreen] temos que qµ(q) > qC, com C constante
positiva independente de ε1, ε2, logo é imediato que b13− b23 > 0 se tomamos
ε1, ε2 suficientemente pequenos.
Passamos a provar a desigualdade 0 < b12(q) < b23(q) se q ∈ [(ε1+ε2)1/2, qgreen]:
O fato que 0 < b12(q) vem do fato de que o numerador em sua expressão é cla-
ramente positivo e o denominador da mesma também o é, pois qgreen < qred
se G1 < 0. Agora, observemos que

b23(q)− b12(q) = (P − S)[
q

R− P − q(T − P )
− ε2
µ(q)

] .

Temos que se q ∈ [(ε1 + ε2)1/2, qgreen], então qµ(q) > C com C constante
positiva independente de ε1, ε2. Assim ε2

µ(q)
< ε2

C
tende à zero se ε2 tende à

zero.

Por outro lado,
d

dq
(

q

R− P − q(T − P )
) =

R− P
[R− P − q(T − P )]2

> 0, por-

tanto

min
q∈[(ε1+ε2)1/2,qgreen]

{ q

R− P − q(T − P )
} =

(ε1 + ε2)1/2

R− P − (ε1 + ε2)1/2(T − P )
> C1r

1/2 ,

com C1 constante positiva. Logo b23(q) − b12(q) > 0 se ε1, ε2 são suficiente-
mente pequenos.

Devemos observar que na prova do Teoremaanterior fizemos uso do fato
qblue−qgreen > 0, o que acontece somente quando G1 < 0, ou seja, ao contrário
do Teorema3.4.11, este resultado depende do sinal de G1 e só é válido no caso
atual.

Agora passamos a mostrar que a ordem dos pontos P132 e P122 em um
dos extremos do intervalo [qred, 1] é contrária à ordem no outro extremo.
Portanto, para algum q ∈ (qred, 1) o ponto de interseção das retas n12, n13 e
n23 aparecerá sobre o lado L2 na região biologicamente relevante.

Teorema 3.5.2. Se G1 < 0, ∃qblack ∈ (qred, 1], tal que ∀q ∈ (qblack, 1] te-
mos que o ponto de equiĺıbrio de coexistência das três estratégias se torna
biologicamente relevante. Além disso temos

0 < qgreen < qblue < qred < qblack < 1 . (3.28)
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Demonstração. Mostraremos que se q = qred, então x1(P122) < x1(P132), e se
q = 1, então x1(P132) < x1(P122). Com efeito, temos que

x1(P122) =
1

1 + c12(q)
,

x1(P132) =
1

1 + c13(q)
,

onde

c12(q) =

−F
(
ε1
ε2

)
+ P + ε2(T − P )

a13(q)− (1− q)P − qT
,

c13(q) =

F

(
ε1
ε2

)
− a31(q)

R− a13(q)
,

Provaremos as afirmações do Teoremapor partes:

• x1(P132) > x1(P122), se q = qred:
Da Proposição 3.4.17, temos que x1(P122) = 0, se q = qred; além disso,
do item 4 da Proposição 3.4.13 x1(P132) > 0 em q = qred, pois qred >
qgreen quando G1 < 0.

• 0 < c12 < c13, se q = 1. De fato, usando a desigualdade (3.11), temos
que em q = 1

c12 =

F

(
ε1
ε2

)
− P − ε2(T − P )

(T −R)(1− ε1)

≤
ε2
r
K2 − ε2(T − P )

(T −R)(1− ε1)

=
sen θK2 − ε2(T − P )

(T −R)(1− ε1)

= O(1) .

Que c12 é positivo em q = 1 segue da Proposição 3.4.6.
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Usando a desigualdade (3.12) temos que em q = 1

c13 =

F

(
ε1
ε2

)
− a31(1)

R− a13(1)

=

F

(
ε1
ε2

)
− [R− (R− S)ε1]

R− [R + (T −R)ε1]

=

R− F
(
ε1
ε2

)
− (R− S)ε1

(T −R)ε1

≥

K3ε1
r
− (R− S)ε1

(T −R)ε1
,

onde a última expressão tende a infinito quando (ε1, ε2)→ (0, 0). Por-
tanto, se (ε1, ε2) são pequenos o suficiente temos que c13(1) > c12(1) >
0. Assim, x1(P132) < x1(P122).

Definindo qblack como a menor raiz para q ∈ (qred, 1) da equação x1(P132) =
x1(P122) e juntando-a à desigualdade (3.27) já provada, obtemos (3.28).

Finalmente, para terminar esta série de resultados que mostram o compor-
tamento dos parâmetros qgreen, qblue, qred e qblack mostraremos o crescimento
da função x1(P122) − x1(P132), que nos garante que a equação x1(P132) =
x1(P122) possui raiz única qblack e que para q ∈ (qblack, 1) o ponto de equiĺıbrio
Q permanece no interior de B.

Proposição 3.5.3. Se q ∈ [qred, 1] então a função x1(P122) − x1(P132) é
crescente.

Demonstração. Em primeiro lugar vamos calcular
d

dq
x1(P132):

d

dq
x1(P132) =

d

dq

(
R− a13(q)

F ( ε1
ε2

) +R− (a13(q) + a31(q))

)

=

d
dq
a13[a31 − F ( ε1

ε2
)] + (R− a13) d

dq
a31

[F ( ε1
ε2

) +R− (a13 + a31)]2
.
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O numerador na expressão para a derivada de x1(P132) é O(r) se q ∈
(qred, 1), por causa do Corolário 3.4.8. O denominador vale, a menos de

correções O(r), (a31(q) − F
(
ε1
ε2

)
)2, portanto não tende a zero quando ε1 e

ε2 tendem a 0. Desta forma, temos que a derivada de x1(P132) é O(r).

Por outro lado calculemos
d

dq
x1(P122):

d

dq
x1(P122) =

d

dq
(

a13(q)− (1− q)P − qT
a13(q)− F ( ε1

ε2
)− (T − P )(q − ε2)

)

=
[ d
dq
a13 − (T − P )][P − F ( ε1

ε2
) + ε2(T − P )

[a13(q)− q(T − P )− F ( ε1
ε2

) + ε2(T − P )]2
.

Na expressão para a derivada de x1(P122) temos que tanto numerador
quanto denominador são positivos se q ∈ (qred, 1) , sendo que o numerador
é limitado inferiormente e não tende a 0 se ε1 e ε2 tendem a 0 e o deno-
minador é limitado superiormente. Essa derivada é então maior que uma
constante positiva que não tende a 0 quando ε1 e ε2 tendem a 0. Portanto a
derivada da diferença x1(P122) − x1(P132) é positiva se q ∈ (qred, 1) e ε1 e ε2
são suficientemente pequenos.

Observemos que nesta última Proposição mostra também que no inter-
valo de valores q ∈ (qred, qblack) nenhum ponto de equiĺıbrio se torna ou deixa
de ser biologicamente relevante.

Finalmente podemos provar agora as afirmações feitas em (3.3.4) para o
caso G1 < 0:

• Em geral a Proposição 3.4.10 é válida para todo q ∈ (0, 1] e é inde-
pendente do sinal de G1, portanto o ponto de equiĺıbrio P123 é sempre
biologicamente relevante.
Considerando a desigualdade dos parâmetros qgreen < qblue < qred <
qblack provada no começo desta seção com a desigualdade (3.27) junto
com o Teorema3.5.2, temos que para q ∈ ((ε1 + ε2)1/2, qgreen) valem os
items 2 e 3 da Proposição 3.4.13 e os items 1 e 2 da Proposição 3.4.14
o que prova que o ponto de equiĺıbrio P231 é biologicamente relevante
neste intervalo mas o ponto de equiĺıbrio P132 não é biologicamente re-
levante.
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Os Teoremas 3.4.11 e 3.5.1 mostram que o ponto de equiĺıbrio de co-
existência Q ainda não é biologicamente relevante. Assim provamos o
item (1a) da Afirmação 3.3.4.

• O ponto de equiĺıbrio P123 é biologicamente relevante pela Proposição
3.4.10.
Considerando a desigualdade (3.28) temos que para q ∈ (qgreen, qblue)
valem os items 1 e 2 da Proposição 3.4.14, o item 4 da Proposição
3.4.13, e o item 4 da Proposição 3.4.12, o que prova que os pontos de
equiĺıbrio P231 e P132 são biologicamente relevantes.
As observações acima, junto com o Teorema3.4.11 mostra que o ponto
de equiĺıbrio de coexistência Q não é biologicamente relevante. Assim
provamos o item (1b) da Afirmação 3.3.4.

• O ponto de equiĺıbrio P123 é biologicamente relevante pela Proposição
3.4.10.
Considerando a desigualdade (3.28) temos que para q ∈ (qblue, qred) vale
o item 4 da Proposição 3.4.13, o item 4 da Proposição 3.4.12 e o item
3 da Proposição 3.4.14, o que prova que o ponto de equiĺıbrio P132 é
biologicamente relevante mas o ponto de equiĺıbrio P231 deixa de ser
biologicamente relevante.
As observações acima junto com o Teorema 3.4.11 mostram que o ponto
de equiĺıbrio de coexistência Q não e biologicamente relevante. Assim
provamos o item (1c) da Afirmação 3.3.4.

• O ponto de equiĺıbrio P123 é biologicamente relevante pela Proposição
3.4.10.
Considerando a desigualdade (3.28) temos que para q ∈ (qred, qblack)
vale o item 4 da Proposição 3.4.13, item 4 da Proposição 3.4.12 e o
item 3 da Proposição 3.4.14, o que prova que o ponto de equiĺıbrio P132

é biologicamente relevante.
As Proposições 3.4.17 e 3.5.3, junto com o Teorema 3.4.11, mostram
que o ponto de equiĺıbrio de coexistência Q ainda não é biologicamente
relevante. Assim provamos o item (1d) da Afirmação 3.3.4.

• O ponto de equiĺıbrio P123 é biologicamente relevante pela Proposição
3.4.10.
Considerando a desigualdade (3.28) temos que para q ∈ (qblack, 1] vale
o item 4 da Proposição 3.4.13, o item 4 da Proposição 3.4.12 e o item
3 da Proposição 3.4.14, o que prova que o ponto de equiĺıbrio P132 é
biologicamente relevante.
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A Proposição 3.4.17, junto com os Teoremas 3.5.2 e ordememL3 mos-
tram que o ponto de equiĺıbrio de coexistência Q se torna biologica-
mente relevante. Assim provamos o item 1e da Afirmação 3.3.4.

• Considerando resultado 3.5.2 junto com os teoremas 3.4.11 e a Pro-
posição 3.5.3 provamos o item 1f da Afirmação 3.3.4.

Assim, no caso G1 < 0, temos que os pontos de equiĺıbrio se tornam e
deixam de ser biologicamente relevantes, segundo os valores de q ∈ (0, 1],
como se especifica no seguinte teorema, o qual acaba de ser provado:

Teorema 3.5.4. Se G1 < 0, além dos pontos de equiĺıbrio E1, E2 e E3 que
são sempre biologicamente relevantes, temos os seguintes pontos de equiĺıbrio
biologicamente relevantes:

• Se q ∈ ((ε1 + ε2)1/2, qgreen), temos os pontos de equiĺıbrio P123 e P231.

• Se q ∈ (qgreen, qblue), temos os pontos de equiĺıbrio P123, P231 e P132.

• Se q ∈ (qblue, qred), temos os pontos de equiĺıbrio P123, P132.

• Se q ∈ (qred, qblack), temos os pontos de equiĺıbrio P123, P132.

• Se q ∈ (qblack, 1], temos os pontos de equiĺıbrio P123, P132 e o ponto de
equiĺıbrio interior de coexistência Q.

3.6 Estudo da região B e seus pontos de equiĺıbrio

no caso G1 > 0.

Considerando os parâmetros qgreen, qblue e qred, provamos a continuação que
a ordem entre eles neste caso G1 > 0 é a seguinte:

0 < qred < qblue < qgreen < 1 . (3.29)

Com efeito:

• qblue < qgreen:
De maneira análoga ao caso G1 < 0 feito na seção anterior 3.5, temos
que (

1− T −R
R− S

)
− R− P
T − P

=
G1(T −R)

(R− S)(T − P )
.
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o que implica que, se G1 > 0, então

1− T −R
R− S

>
R− P
T − P

,

e da expressão (3.18) podemos escrever qgreen = 1 − T −R
R− S

+ O(r)

com qgreen < 1, e da expressão (3.20) temos que qblue =
R− P
T − P

, então

1 > qgreen > qblue se ε1 e ε2 forem suficientemente pequenos.

• qred < qblue:
Consideremos novamente a função γ(q) = (1− q)P + qT a qual é cres-
cente para todo q ∈ (0, 1) com γ(0) = P e γ(1) = T .

Temos que a equação γ(q) = R é equivalente à P − qP + qT = R,

cuja raiz é q =
R− P
T − P

= qblue. Por outro lado a equação γ(q) = a13 é

equivalente à (1−q)P+qT = a13, cuja raiz é qred, da Proposição 3.4.15.

Como qgreen > qblue e a13(q) é função crescente, então γ(qblue) = R =
a13(qgreen) > a13(qblue). Mas no Lema 3.4.15, temos que γ(q) − a13(q)
possui raiz única em (0, 1], a qual é qred > 0, logo qblue > qred > 0.

Com isto feito, apresentamos o estudo da ordem dos pontos de interseção
n12, n23 e n13 com os lados L1 e L2, o qual junto com a ordem estabelecida
no lado L3 feito no Teorema3.4.11, nos permitirá definir o parâmetro qblack e
mostrar quando o ponto de equiĺıbrio de coexistência das três estratégias se
torna biologicamente relevante.

Vamos a estabelecer a ordem dos pontos de P131, P231 e P121 , isto é, da
interseção das retas n13, n23 e n12 com o lado L2 da região B para q > qgreen.

Teorema 3.6.1. Se G1 > 0, com q ∈ (qgreen, 1], temos que

x1(P132) < x1(P232) < x1(P122) .

Demonstração. A prova é análoga à feita no Teorema3.5.1.

Agora passamos a mostrar que a ordem dos pontos de P131 e P121 em um
dos extremos do intervalo ((ε1 + ε2)1/2, qred) é contrária à ordem no outro
extremo. Portanto, para algum q ∈ ((ε1 + ε2)1/2, qred) o ponto de interseção
das retas n12, n13 e n23 aparecerá sobre o lado L1 na região biologicamente
relevante.
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Teorema 3.6.2. Se G1 > 0, ∃ qblack ∈ ((ε1 + ε2)1/2, qred), tal que ∀ q ∈
(qblack, 1] temos que o ponto de equiĺıbrio de coexistência das três estratégias
se torna biologicamente relevante.

Temos também que vale a ordem seguinte dos parâmetros

0 < qgreen < qblue < qred < qblack < 1 . (3.30)

Demonstração. Mostraremos que se q = (ε1+ε2)1/2 então x2(P121) > x2(P131),
e se q = qred então x2(P121) < x2(P131).

• x2(P121) < x2(P131), se q = qred:

Temos que x2(P121) = 0 e como qred < qgreen, então R > a13(qred), logo
R− a13

(q − ε2)(P − S) +R− a13

> 0. portanto x2(P121) < x2(P131).

• x2(P131) < x2(P121), se q = (ε1 + ε2)1/2:

Mostraremos que b13(q) − b12(q) > 0 se q = (ε1 + ε2)1/2. Com efeito,
temos que

b13(q)− b12(q)

=
[a13(q)− P − q(T − P )]q(P − S)− ε2(P − S)(R− P − q(T − P ))

(R− a13(q))(a13(q)− P − q(T − P )))

=
(P − S)[qα(q)− ε2(R− P − q(T − P ))]

(R− a13(q))α(q)
.

Do Lema 3.4.15 temos que se q = (ε1 + ε2)1/2, então α(q) não tende à
zero quando ε1, ε2 tendem à zero. Logo é imediato que b13(q)−b12(q) > 0
em q = (ε1 + ε2)1/2 se tomamos ε1, ε2 suficientemente pequenos.

Logo, pelo Teoremado valor intermédio, temos que ∃ qblack ∈ ((ε1+ε2)1/2, q3),
tal que x2(P121) = x2(P231) = x2(P131) e x1(P121) = x1(P231) = x1(P131) = 0.

Logo para q ∈ [(ε1 + ε2)1/2, qblack) temos que x2(P121) < x2(P231) <
x2(P131), e esta ordem se inverte quando q > qblack.

Novamente, de maneira análoga ao feito no caso G1 < 0, definindo qblack
como a menor raiz para q ∈ ((ε1 + ε2)1/2, 1] da equação x2(P121) = x2(P131)
e juntando à desigualdade (3.29) já provada, obtemos (3.30).
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Proposição 3.6.3. Se q ∈ ((ε1 + ε2)1/2, qgreen] então a função x2(P121) −
x2(P131) é crescente.

Demonstração. A prova com detalhes foi feita em artigo publicado posteri-
ormente ao desenvolvimento deste trabalho. Ver [16].

Considerando este último resultado junto com os Teoremas 3.4.11 e 3.6.1,
temos que a equação x1(P132 = x1(P122) possui raiz única qblack e que para
q ∈ (qblack, 1] o ponto de equiĺıbrio Q permanece no interior de B.

Observemos que o último resultado também nos garante que no intervalo
q ∈ (qblack, qred) nenhum ponto de equiĺıbrio se torna ou deixa de ser biologi-
camente relevante.

É de extrema importância ressaltar que neste caso, o ponto de equiĺıbrio
de coexistência aparece no lado L2 para valores relativamente “pequenos”de
q, enquanto no caso G1 < 0 este ponto aparece no lado L1 para valores rela-
tivamente “grandes”de q.

Podemos provar agora as afirmações feitas em (3.3.4) para o caso G1 > 0:

• A ordem dos parâmetros (3.30) foi provada no argumento feito no
começo da seção 3.6 junto com o Teorema3.6.2, o qual prova o item
(2a).

• Em geral a Proposição 3.4.10 é válida para todo q ∈ (0, 1] e é inde-
pendente do sinal de G1, portanto o ponto de equiĺıbrio P123 é sempre
biologicamente relevante.
Considerando a desigualdade dos parâmetros qblack < qred < qblue <
qgreen provada no item anterior, temos que para q ∈ ((ε1 + ε2)1/2, qblack),
valem os items 2 e 3 da Proposição 3.4.13 e os items 1 e 2 da Proposição
3.4.14, o que prova que o ponto de equiĺıbrio P231 é biologicamente re-
levante neste intervalo mas o ponto de equiĺıbrio P132 não é biologica-
mente relevante.
O Teorema3.4.11 e a Proposição 3.6.2 mostram que o ponto de equiĺıbrio
de coexistência Q ainda não é biologicamente relevante. Assim prova-
mos o item (2b) da Afirmação 3.3.4.

• O ponto de equiĺıbrio P123 é biologicamente relevante, pela Proposição
3.4.10.
Considerando a desigualdade (3.30) temos que para q ∈ (qblack, qred) va-
lem os items 2 e 3 da Proposição 3.4.13 e os items 1 e 2 da Proposição
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3.4.14, o que prova que o ponto de equiĺıbrio P231 é biologicamente re-
levante mas o ponto P132 ainda não é biologicamente relevante.
O anterior junto com o Teorema3.4.11, a Proposição 3.6.2 e a Pro-
posição 3.6.3 mostra que o ponto de equiĺıbrio de coexistência Q é
biologicamente relevante. Assim provamos o item (2c) da Afirmação
3.3.4.

• O ponto de equiĺıbrio P123 é biologicamente relevante pela Proposição
3.4.10.
Considerando a desigualdade (3.30) temos que para q ∈ (qred, qblue)
valem os items 2 e 3 da Proposição 3.4.13 e os items 1 e 2 da Proposição
3.4.14, o que mostra que o ponto de equiĺıbrio P231 é biologicamente
relevante, mas o ponto P132 ainda não é biologicamente relevante.
As observações acima junto com o Teorema3.4.11 e as Proposições 3.6.2,
3.4.17 e 3.6.3 mostram que o ponto de equiĺıbrio de coexistência Q é
biologicamente relevante. Assim provamos o item (2d) da Afirmação
3.3.4.

• O ponto de equiĺıbrio P123 é biologicamente relevante pela Proposição
3.4.10.
Considerando a desigualdade (3.30) temos que para q ∈ (qblue, qgreen)
valem os items 2 e 3 da Proposição 3.4.13, o item 3 da Proposição 3.4.14
e a Proposição qred o que prova que o ponto de equiĺıbrio P231 deixa de
ser biologicamente relevante.
As observações anteriores junto com o Teorema3.4.11 e as Proposições
3.4.17, 3.6.2 e 3.6.3, mostram que o ponto de equiĺıbrio de coexistência
Q é biologicamente relevante. Assim provamos o item (2e) da Afirmação
3.3.4.

• O ponto de equiĺıbrio P123 é biologicamente relevante pela Proposição
3.4.10.
Considerando a desigualdade (3.30) temos que para q ∈ (qgreen, 1] vale
o item 4 da Proposição 3.4.13, o item 4 da Proposição 3.4.12 e o item
3 da Proposição 3.4.14, o que prova que o ponto de equiĺıbrio P132 se
torna biologicamente relevante.
As observações acima junto com as Teoremas 3.6.1 e 3.4.11 e as Pro-
posições 3.4.17 e 3.6.3 mostram que o ponto de equiĺıbrio de coe-
xistência Q é biologicamente relevante. Assim provamos o item 2f da
Afirmação 3.3.4.

Assim, no caso G1 > 0, temos que os pontos de equiĺıbrio aparecem e
desaparecem, segundo os valores de q ∈ (0, 1], como se especifica no seguinte
teorema:

67



Teorema 3.6.4. Se G1 > 0, além dos pontos de equiĺıbrio E1, E2 e E3 que
são sempre biologicamente relevantes, temos os seguintes pontos de equiĺıbrio
biologicamente relevantes:

• Se q ∈ ((ε1, ε2)1/2, qblack) temos os pontos P123 e P231.

• Se q ∈ (qblack, qred), temos os pontos P123, P231 e o ponto de equiĺıbrio
de coexistência Q.

• Se q ∈ (qred, qblue), temos os pontos P123, P231 e Q.

• Se q ∈ (qblue, qgreen), temos os pontos P123 e Q.

• Se q ∈ (qgreen, 1], temos os pontos P123, Q e P132.

3.7 Estudo da região B e seus pontos de equiĺıbrio

no caso G1 = 0.

Considerando os parâmetros qgreen, qblue e qred, provaremos a seguir que a
ordem entre eles no G1 = 0 é a seguinte:

0 < qred = qblue = qgreen < 1 . (3.31)

Com efeito:

• qblue = qgreen:

Da definição de G1, veja (3.7), e após alguns cálculos, temos que

(1− T −R
R− S

)− R− P
T − P

=
G1(T −R)

(R− S)(T − P )
,

o que implica que, se G1 = 0, então qgreen = qblue.

• qred = qblue:

Consideremos novamente a função γ(q) = (1− q)P + qT a qual é cres-
cente para todo q ∈ (0, 1) e γ(0) = P e γ(1) = T .

Temos que qgreen = qblue, logo a13(qgreen) = a13(qblue), mas γ(qblue) =
R = a13(qgreen) = a13(qblue), logo γ(qblue)− a13(qblue) = 0, mas no Lema
3.4.15, temos que µ(q) = γ(q)− a13(q) possui raiz única em (0, 1] dada
por qred. Portanto qred = qblue = qgreen.
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Observe que o fato de que q = qgreen = qblue = qred, implica que para esse
valor de q temos que

x1(P123) = x1(P232) = x1(P132) = 0 = x2(P123) = x2(P231) = x2(P132)

isto é, qgreen = qblue = qred é o valor de q para o qual as retas n12, n23 e n13se
interseptam e portanto os fitnesses das três estratégias são iguais.

Assim podemos definir a ordem dos parâmetros

q = qblack = qred = qblue = qgreen , (3.32)

onde qblack é o valor de q a partir do qual aparece o ponto de equiĺıbrio de
coexistência das três estratégias e isto prova o item 3a da Afirmação 3.3.4.

Neste caso temos que vale o Teorema3.5.1 para todo q ∈ [(ε1+ε2)1/2, qgreen),
e vale o Teorema3.6.1 para todo q ∈ (qgreen, 1]. Isto é, para q < qgreen a or-
dem dos pontos biológicamente relevantes é igual a do caso G1 < 0, e para
q ∈ (qgreen, 1] a ordem se inverte.

Como no G1 = 0 temos que também vale a Proposição 3.4.10 e o Teo-
rema3.4.11, logo a ordem dos pontos no lado L3 é a mesma dos casos G1 < 0
e G1 > 0.

É de extrema importância ressaltar que neste caso, o ponto de equiĺıbrio
de coexistência aparece na origem do plano (x1, x2), assim a ordem no lado
L1 para valores menores que qblack é o mesmo que no caso G1 < 0, e a or-
dem no lado L2 para valores maiores que qblack é o mesmo que no caso G1 > 0.

Acabamos de provar então as afirmações feitas em 3.3.4 para o caso G1 =
0:

• A ordem dos parâmetros (3.32) foi provada no argumento feito no
começo desta seção.

• Em geral a Proposição 3.4.10 é válida para todo q ∈ (0, 1] e é inde-
pendente do sinal de G1, portanto o ponto de equiĺıbrio P123 é sempre
biologicamente relevante.
Considerando a igualdade (3.32), temos que para q ∈ ((ε1+ε2)1/2, qgreen),
temos que vale o item 3 da Proposição 3.4.12, os items 2 e 3 da Pro-
posição 3.4.13, o item 1 da Proposição 3.4.14 e o item 1 da Proposição
3.4.17, o que prova que o ponto de equiĺıbrio P231 é biologicamente re-
levante, mas o ponto de equiĺıbrio P132 não é biologicamente relevante.
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O Teorema3.4.11, a Proposição 3.5.1 e a Proposição 3.5.3, mostram
que o ponto de equiĺıbrio de coexistência Q ainda não é biologicamente
relevante. O que prova o item (3b) da Afirmação 3.3.4.

• Considerando a igualdade (3.32), temos que para q = qgreen, vale a
Proposição 3.4.10, o item 1 da Proposição 3.4.12, o item 1 da Proposição
3.4.13, o item 2 da Proposição 3.4.14 e o item 2 da Proposição 3.4.17,
o que mostra que o único ponto de equiĺıbrio biologicamente relevante
para este valor de q é o P123. Os pontos de equiĺıbrio P231 e P132 não
são biologicamente relevantes e se encontram no vértice E2 da região
B.
O Teorema3.4.11, a Proposição 3.5.1 e o Teorema3.6.1, mostram que
o ponto de equiĺıbrio de coexistência não é biologicamente relevante, o
que prova o item (3c) da Afirmação 3.3.4.

• Considerando a igualdade (3.32), a Proposição 3.4.10, o item 4 da
Proposição 3.4.12, o item 4 da Proposição 3.4.13, o item 3 da Pro-
posição 3.4.14, o item 3 da Proposição 3.4.17, mostramos que o ponto
de equiĺıbrio P132 se torna biologicamente relevante.
O Teorema3.4.11 e a Proposição 3.6.1, a Proposição 3.5.3 e 3.6.3 mos-
tram que o ponto de equiĺıbrio de coexistência Q se torna biologica-
mente relevante, o que prova o item (3d) da Afirmação 3.3.4.

Assim, no caso G1 = 0, temos que os pontos de equiĺıbrio aparecem e
desaparecem, segundo os valores de q ∈ (0, 1], como se especifica no seguinte
teorema:

Teorema 3.7.1. Se G1 = 0, além dos pontos de equiĺıbrio E1, E2 e E3 que
são sempre biologicamente relevantes, temos os seguintes pontos de equiĺıbrio
biologicamente relevantes:

• Se q ∈ (0, qblack), temos os pontos de equiĺıbrio P123 e P231.

• Se q ∈ (qblack, 1], temos os pontos de equiĺıbrio P123, P132 e o ponto de
equiĺıbrio de coexistência interior Q.
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Caṕıtulo 4

Dinâmica do DPIR para as
estratégias ALLD, G e QTFT

Neste caṕıtulo classificaremos os retratos de fase do jogo do Dilema do Pri-
sioneiro infinitamente repetido, onde cada indiv́ıduo pode escolher uma das
três estratégias QTFT , ALLD e G, e cada um dos pontos da região B re-
presenta populações com diferentes frequências de cada uma das estratégias.

Hofbauer (1981) [8] e Zeeman [23] estudaram os retratos de fase que resul-
tam de jogos evolutivos com três estratégias com a dinâmica da equação do
replicador (1.11). Uma das conclusões foi que unicamente ocorrem situações
“simples”, ou seja, nó atrator, nó repulsor, sela, centro, etc. Um resultado
importante de Hofbauer [8] é que a equação do replicador com três estratégias
não admite órbitas periódicas isoladas, e portanto não admite ciclos limite.

A classificação dos diagramas de fase que resultam de jogos evolutivos
com três estratégias com a dinâmica da equação do replicador (1.11) foi feita
por Zeeman em 1980 [23] e estendida por Bomze [2], [3].

A classificação é feita de acordo com o número, localização (no interior ou
na fronteira do simplexo) e as propiedades de estabilidade dos pontos fixos
da dinâmica do replicador. Existem então 47 diagramas de fase da equação
(1.11) com três estratégias, representados nas Figuras 4.1 e 4.2.
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Na seção 3.3, estabelecemos os pontos de equiĺıbrio biologicamente re-
levantes para o nosso caso. Provamos então que os vértices da região B
são sempre pontos de equiĺıbrio biologicamente relevantes, e os pontos de
equiĺıbrio P123, P231, P132 e Q são biologicamente relevantes dependendo dos
valores de q e do caso G1 < 0, G1 > 0 e G1 = 0.

Para começar o estudo da dinâmica e a classificação dos retratos de fase
do DPIR no nosso caso, faremos um análise da estabilidade dos vértices da
região B.

Para que a estratégia G = S(1, q), com q ∈ (0, 1], seja resistente à invasão
de ALLD, é necessário que no jogo restrito às estratégias G e ALLD, na
ausência de QTFT , G seja equiĺıbrio de Nash estrito. Isto é, considerando
a matriz de pagamento A (3.3), deveŕıamos ter a33 > a23, o que equivale à
R− P
T − P

> q. Com isto provamos a seguinte Proposição:

Proposição 4.0.2. Se q < qblue, G resiste à invasão de ALLD em ausência
de QTFT .

Por outro lado, para que a estratégia G = S(1, q), com q ∈ (0, 1], seja
resistente à invasão de QTFT , é necessário que G seja equiĺıbrio de Nash
estrito em ausência de ALLD. Isto é, considerando a matriz de pagamento
A (3.3), deveŕıamos ter que a33 > a13, isto é R > a13. Com isto provamos a
seguinte Proposição:

Proposição 4.0.3. Se q < qgreen, G resiste à invasão de QTFT em ausência
de ALLD.

Em [12] e [13] a estratégia GTFT é definida de maneira pouco rigorosa

como a estratégia reativa S(1, q) com q = min{1 − T −R
R− S

,
R− P
T − P

}. Tal

definição estaria correta caso fosse posśıvel definir o DPIR para a estratégia
TFT, o que não acontece e nos obrigou a introduzir os parâmetros ε1 e ε2

e a estratégia QTFT. Observe que por (3.18) 1 − T −R
R− S

só coincide com

ggreen a menos de correções O(r) se G1 6= 0. Por outro lado, as duas últimas
proposições mostram que a resistência de G à invasão porQTFT e por ALLD
estão ligadas à relação de ordem entre q, qgreen e qblue. A maneira correta de
levar em conta tudo isto é definir GTFT como a seguir. Os demais resultados
a partir daqui mostrarão que tal definição é acertada.

Definição 4.0.4. Definimos a estratégia GTFT como a estratégia reativa
S(p, q), onde p = 1 e q = min{qgreen, qblue}.
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Figura 4.1: Classes de equivalência 0-29 dos retratos de fase da equação do
replicador 1.11. Figura extráıda de [2].
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Figura 4.2: Classes de equivalência 30-46 dos retratos de fase da equação
do replicador 1.11. Figura extráıda de [2]. As fontes estão representadas
por pontos abertos(◦), os poços por pontos fechados (•), os centros por pon-
tos cruzados (⊗) e as selas por setas entrando e saindo que representam as
variedades estáveis e instáveis.
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Finalmente, observemos que para que ALLD seja resistente à invasão por
G em ausência de QTFT é necessário que a22 > a12, e para que seja resistente
à invasão por QTFT em ausência de G é necessário que a22 > a32, isto é

a22 = P > P (1− ε2) = a12 ,

e
a22 = P > P − q(P − S) = a32 .

Com isto provamos que:

Proposição 4.0.5. Para todos os valores de ε1, ε2 e q em (0, 1), a es-
tratégia ALLD é um equiĺıbrio de Nash estrito. Consequentemente o ponto
de equiĺıbrio E2 é sempre assintóticamente estável.

Na dinâmica do replicador trocar a matriz de pagamento A por −A é
equivalente a trocar o tempo t por −t, como se pode ver facilmente das
equações (1.11). Consequentemente, a troca de A por −A significa uma re-
versão da orientação de cada órbita.

Na classificação de Bomze, Figuras 4.1 e 4.2, deve-se subentender que a
vários dos diagramas presentes corresponde um outro diagrama não colocado
na figura obtido pela reversão das órbitas. Introduzimos então a notação xR
para indicar o diagrama x com reversão das órbitas.

Agora passamos a descrever a dinâmica das órbitas das soluções da equação
do replicador (1.11) com as estratégias QTFT , ALLD e G, na região B, con-
siderando os casos em que os pontos de equiĺıbrio P123, P231, P132 e Q são
biologicamente relevantes, dividindo este estudo segundo o sinal de G1, como
foi feito no caṕıtulo anterior.

4.1 Dinâmica no caso G1 < 0

Faremos a descrição dos retratos de fase considerando os subintervalos de
(0, 1] obtidos da desigualdade (3.28).

I.1 q ∈ ((ε1 + ε2)1/2, qgreen):

Por um lado, se tomamos ε1, ε2 suficientemente pequenos, do Teo-
rema3.5.4, temos que existem unicamente dois pontos de equiĺıbrio
biologicamente relevantes P123 ∈ L3 e P231 ∈ L1 e não existe ponto
de equiĺıbrio de coexistência Q biologicamente relevante.
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Figura 4.3: Dinâmica na fronteira de B no caso G1 < 0, para q ∈ ((ε1 +
ε2)1/2, qgreen).

Dos diversos resultados que temos, a dinâmica de B está indicada na
Figura 4.3.

Os únicos diagramas de Bomze compat́ıveis e que não tenham ponto
de equiĺıbrio no interior da região B são 37R e 38R.

Para poder definir qual dessas classes é o que representa este caso,
observemos que da Proposição 3.4.11, temos que no lado L3 de B é
dividida nas regiões da Figura 4.4:

Em particular, em uma vizinhança do ponto de equiĺıbrio P123, para
q ∈ [ε2, 1], tem-se que f3 é o menor fitness dos três obtidos. Portanto
f3 < φ, e ẋ3 < 0 numa vizinhança de P123. Isto mostra que o diagrama
37R é eliminado, pois requer que se tenha ẋ3 > 0 na vizinhança de P123,
e assim, o retrato de fase neste caso pertence a classe de equivalência
38R.

I.2 q ∈ (qgreen, qblue):

Por um lado, se tomamos ε1, ε2 suficientemente pequenos e o Teo-
rema3.5.4, temos que neste intervalo os pontos de equiĺıbrio P123 ∈ L3 e
P231 ∈ L1 são biologicamente relevantes, o ponto de equiĺıbrio P132 ∈ L2

se torna biologicamente relevante e o ponto de equiĺıbrio de coexistência
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Figura 4.4:

Q não é biologicamente relevante.

Logo, a dinâmica na fronteira de B é dada pela Figura (4.5), a qual
podemos identificar sem ambiguidade com o diagrama de Bomze 34R.

É importante observar que somente neste caso aparecem todos os pon-
tos de equiĺıbrio posśıveis na fronteira de B.
Também é importante ressaltar o fato que, neste caso, a estratégia G
com q = qgreen vem a ser a estratégia denominada GTFT Generous Tit
for Tat, isto é GTFT = S(1, qgreen).

I.3 q ∈ (qblue, qblack):

Por um lado, se consideramos ε1, ε2 suficientemente pequenos, do Teo-
rema3.5.4 temos que neste intervalo os pontos de equiĺıbrio P132 ∈ L2 e
P123 ∈ L3 são biologicamente relevantes, o ponto de equiĺıbrio de coe-
xistência das três estratégias Q não é biologicamente relevante, o ponto
de equiĺıbrio P231 ∈ L1 deixa de ser biologicamente relevante.

Logo, a dinâmica na fronteira de B é dada pela Figura 4.6, a qual
podemos identificar sem ambiguidade com o diagrama de Bomze 36.

I.4 q ∈ (qblack, 1]:
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Figura 4.5: Dinâmica na fronteira de B no caso G1 < 0, para q ∈
(qgreen, qblue).

Figura 4.6: Dinâmica na fronteira de B no caso G1 < 0, para q ∈ (qblue, qblack).
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Por um lado, se consideramos ε1, ε2 suficientemente pequenos, do Teo-
rema3.5.4 temos que para q ∈ (qblack, 1] os pontos de equiĺıbrio P132 ∈
L2, P123 ∈ L3 são biologicamente relevantes e o ponto de equiĺıbrio de
coexistência Q se torna biologicamente relevante.

Logo, a dinâmica na fronteira de B é dada pela Figura (4.7), a qual
podemos identificar com os diagramas de Bomze 11, 12, 12R e 13, dos
quais eliminamos o diagrama 11 pelo argumento sobre a vizinhança de
P123 utilizado em I.1 do caso 4.7.

Figura 4.7: Dinâmica na fronteira de B no caso G1 < 0, para q ∈ (qblack, 1].

Os posśıveis retratos de fase neste caso são 12, 12R e 13e ainda não
temos um argumento para poder descartar dois deles.

É importante observar que somente para q ∈ (qblack, 1] o ponto de
equiĺıbrio de coexistência Q resulta biologicamente relevante, o que
representa a coexistência das três estratégias.

4.2 Dinâmica no caso G1 > 0

Faremos a descrição dos retratos de fase considerando os subintervalos de
(0, 1] obtidos da desigualdade (3.30).

II.1 q ∈ ((ε1 + ε2)1/2, qblack):
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Por um lado, se consideramos ε1, ε2 suficientemente pequenos, do Teo-
rema3.6.4, temos que os pontos de equiĺıbrio P123 ∈ L3 e P231 ∈ L1 são
biologicamente relevantes e o ponto de equiĺıbrio de coexistência Q não
é biologicamente relevante.

Estamos então na mesma situação que em I.1 do caso 4.1 e, portanto,
com essa informação à respeito da fronteira da região B, temos que o
retrato de fase neste caso pertence à classe de equivalência 38R.

II.2 q ∈ (qblack, qblue):

Por um lado se consideramos ε1, ε2 suficientemente pequenos, do Te-
orema3.6.4 temos que para q ∈ (qblack, qblue) os pontos de equiĺıbrio
P123 ∈ L3 e P231 ∈ L1 são biologicamente relevantes e o ponto de
equiĺıbrio de coexistência Q se torna biologicamente relevante.

Logo, a dinâmica na fronteira de B é dada pela Figura 4.8, a qual
podemos identificar identificar com as classes de equivalência de Bomze
9R e 10R, dos quais podemos eliminar o diagrama 10R pelo argumento
sobre a vizinhança de P123 utilizado em I.1 do caso 4.1.

Figura 4.8: Dinâmica na fronteira de B no caso G1 > 0, para q ∈ (qblack, qblue).

É importante ressaltar o fato que o ponto de equiĺıbrio interior Q
é biologicamente relevante, mas instável neste intervalo de valores.
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Também observemos que a estratégia G com q = qgreen vem a ser a
estratégia denominada GTFT Generous Tit for Tat, isto é, neste caso
GTFT = S(1, qgreen).

II.3 q ∈ (qblue, qgreen):

Por um lado, se consideramos ε1, ε2 suficientemente pequenos, do Te-
orema3.6.4 temos que para q ∈ (qblue, qgreen) os pontos de equiĺıbrio
P123 ∈ L3 e o de coexistência Q são biologicamente relevantes, mas o
ponto de equiĺıbrio P231 ∈ L1 deixa de ser biologicamente relevante.
Logo, a dinâmica na fronteira de B é dada pela Figura (4.9), a qual
podemos identificar sem ambiguidade com o diagrama de Bomze 15R.

Figura 4.9: Dinâmica na fronteira de B no caso G1 > 0, para q ∈
(qblue, qgreen).

II.4 q ∈ (qgreen, 1]:

Por um lado, se consideramos ε1, ε2 suficientemente pequenos, do Teo-
rema3.6.4 temos que para q ∈ (qgreen, 1] os pontos de equiĺıbrio P132 ∈
L2, P123 ∈ L3 e o ponto de equiĺıbrio de coexistência Q são biologi-
camente relevantes. Estamos então na mesma situação que em I.1 do
caso 4.1 e, portanto, com essa informação à respeito da fronteira da
região B, temos que os possiveis retratos de fase neste caso são 12, 12R
e 13, e ainda não temos um argumento para poder descartar dois deles.
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4.3 Dinâmica no caso G1 = 0

Faremos a descrição dos retratos de fase considerando os subintervalos de
(0, 1] obtidos da desigualdade (3.32).

III.1 q ∈ (0, qgreen):

Se consideramos ε1, ε2 suficientemente pequenos e o Teorema3.7.1, te-
mos que os pontos de equiĺıbrio P123 ∈ L3 e P231 ∈ L1 são biologica-
mente relevantes e o ponto de equiĺıbrio de coexistência Q não é biolo-
gicamente relevante. Estamos então na mesma situação que o caso 4.1
e, portanto, com essa informação à respeito da fronteira da região B,
temos que o retrato de fase neste caso pertence à classe de equivalência
38R.

É importante ressaltar o fato que, neste caso, a estratégia G com q =
qgreen vem a ser a estratégia denominada GTFT Generous Tit for Tat,
isto é GTFT = S(1, qgreen).

III.2 q = qgreen:

Se consideramos ε1, ε2 suficientemente pequenos, do Teorema3.7.1, te-
mos que unicamente o ponto de equiĺıbrio P123 ∈ L3 é biologicamente
relevante e o ponto de equiĺıbrio de coexistência Q não é biologicamente
relevante. Logo, a dinâmica na fronteira de B é dada pela Figura 4.10,
a qual podemos identificar com duas classes de equivalência 41R e 45,
de onde eliminamos o diagrama 41R pelo argumento sobre a vizinhança
de P123 no caso 4.1. Assim a dinâmica neste caso corresponde à classe
45.

III.3 q ∈ (qgreen, 1]:

se consideramos ε1, ε2 suficientemente pequenos, do Teorema3.7.1 temos
que neste intervalo os pontos de equiĺıbrio P123 ∈ L3 e P132 ∈ L2 são
biologicamente relevantes, o ponto de equiĺıbrio de coexistência Q se
torna biologicamente relevante e o ponto de equiĺıbrio P231 ∈ L1 deixa
de ser biologicamente relevante. Estamos então na mesma situação que
no caso 4.1 e, portanto, com essa informação à respeito da fronteira da
região B, temos que os posśıveis retratos de fase neste caso são 12, 12R
e 13, mas ainda não temos um argumento para poder descartar dois
deles.
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Figura 4.10: Dinâmica na fronteira de B no caso G1 = 0, para q = qgreen.

É importante observar que o mesmo valor de q = qgreen é quem define
a estratégia GTFT , e ao mesmo tempo é o mı́nimo valor para o qual
temos a coexistência biologicamente estável das três estratégias.
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Caṕıtulo 5

Conclusões

No último caṕıtulo resumimos nos três casos G1 < 0, G1 = 0 e G1 > 0,
a dinâmica do DPIR com as estratégias ALLD, QTFT e G, fazendo variar
q ∈ (0, 1]. Como a estratégia ALLD é um equiĺıbrio de Nash estrito, então em
qualquer caso, independente do valor do parâmetro G1 ou da generosidade q
da estratégia G, haverá uma região em torno do ponto de equiĺıbrio E2 em que
todas as órbitas da dinâmica do replicador são atráıdas para o ponto E2. Não
obstante, em muitos, mas não todos, os casos estudados haverá também uma
região Γ de área positiva tal que o conjunto ω-limite das órbitas iniciadas
em Γ é constitúıdo por pontos onde exista alguma proporção positiva de
indiv́ıduos da estratégia G.

Diremos então que o DPIR com as estratégias ALLD, QTFT e G prevê
evolução fraca da cooperação quando existe alguma região Γ de área positiva
no triângulo B tal que a órbita da dinâmica do replicador que começa em
qualquer condição inicial (x1(0), x2(0)) ∈ Γ possui conjunto ω-limite em que
a fração x3 de indiv́ıduos do tipo G é positiva.

Falaremos em evolução parcial da cooperação quando os pontos do con-
junto ω-limite das órbitas em Γ possuem x2 = 0. Neste caso, para as órbitas
começando em Γ os traidores ALLD acabam extintos.

Finalmente, diremos que houve evolução total da cooperação quando o
conjunto ω-limite das órbitas em Γ é o ponto de equiĺıbrio E3. Neste caso,
para as órbitas começando em Γ tanto os traidores ALLD, quanto os in-
div́ıduos Q− TFT acabam extintos.

É importante observar as diferenças, com relação à evolução da coo-
peração, nos três casos estudados:

1. G1 < 0:

Seguindo os intervalos definidos na Seção 4.1, podemos observar que
para q ≤ qgreen temos evolução da cooperação total.
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Para qgreen < q < qblack obtemos evolução parcial da cooperação, pois
todas as órbitas em uma região convergem para o ponto de equiĺıbrio
biologicamente relevante P132, no qual os indiv́ıduos ALLD estão au-
sentes e os Q− TFT coexistem com os G.

Finalmente, para valores “grandes”de q, isto é q > qblack, não temos
argumentos exatos para afirmar se houve evolução da cooperação, pois
nos encontramos entre três retratos de fase posśıveis, onde um deles
(12) propõe o ponto de equiĺıbrio interior Q como atrator, o outro
(12R) como repulsor, e o último (13) como um centro.

Uma maneira de decidir qual destes é o correto seria calcular os auto-
valores da dinâmica linearizada em torno desse equiĺıbrio. Embora não
saibamos ainda fazê-lo de maneira rigorosa, calcular numericamente es-
tes autovalores para valores particulares dos parâmetros T , R, P e S,
assim como ε1 e ε2, é bastante simples.

Tomemos por exemplo os valores de Axelrod [1] T = 5, R = 3, P = 1
e S = 0, também ε1 = 0.1 e ε2 = 0.05 e um valor grande q = 0.8. As
coordenadas do ponto de equiĺıbrio de coexistência das três estratégias
são Q ≈ (0.33731 , 0.33488 , 0.32782), mostrando que este é biologica-
mente relevante. Os autovalores da dinâmica linearizada em torno de
Q são complexos com parte real negativa −0.0149434± 0.214314 i. Po-
demos inferir, pelo Teoremade Hartman-Grobman [?], que o ponto de
equiĺıbrio interior é atrator e que o diagrama correspondente é o 12.

Conjecturamos que no caso G1 < 0 e q > qblack o diagrama de Bomze
associado seja sempre o 12 e que, portanto, nesse caso haverá evolução
fraca da cooperação, pois, com exceção de uma órbita que flui de E3

para P123 as órbitas que não convergem para o ponto E2 convergiriam
para o ponto Q, onde existe uma fração positiva de indiv́ıduos do tipo
G coexistindo com indiv́ıduos ALLD e Q− TFT .

2. G1 > 0:

Neste caso, como nos casos anteriores, para valores “pequenos”de q,
isto é q ≤ qblue, obtemos a evolução da cooperação total.

Para qblue < q < qgreen, temos que o ponto interior Q é biologicamente
relevante, mas instável. Neste caso não temos evolução da cooperação.

Finalmente, para valores “grandes”de q, isto é q > qgreen, não temos
argumentos exatos para afirmar a evolução da cooperação, pois no-
vamente nos encontramos entre três retratos de fase posśıveis, onde
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um deles (12) propõe o ponto de equiĺıbrio interior Q como atrator, o
outro (12 com reversão) como repulsor, e o último (13) como um centro.

Da mesma forma como fizemos no caso G1 < 0, q > qblack, podemos cal-
cular numericamente os autovalores da dinâmica linearizada em torno
a Q para uma escolha particular de parâmetros.

Consideramos os parâmetros T = 5, R = 4, P = 2 e S = 0, que
satisfazem as desigualdades G1 > 0, 1.4 e 3.2. Também considera-
mos ε1 = 0.1 e ε2 = 0.05, e um valor grande q = 0.8. Encon-
tramos para o ponto de equiĺıbrio de coexistência coordenadas Q ≈
(0.27979 , 0.23703 , 0.48318), indicando que este é biologicamente rele-
vante. Os autovalores da dinâmica linearizada são 0.0170314±0.1343 i.
Do Teorema de Hartman-Grobman, podemos inferir que o ponto de
equiĺıbrio interior é repulsor e o diagrama de Bomze correspondente é
o 12R.

Conjecturamos que no caso G1 > 0 e q > qgreen o diagrama de Bomze
associado seja sempre o 12R e que, portanto, nesse caso não haverá
evolução da cooperação, pois, com exceção de uma órbita que flui de
Q para P123 todas as demais órbitas convergem para o ponto E2.

3. G1 = 0:

Neste caso, como nos casos anteriores, temos que para valores “peque-
nos”de q, isto é q ≤ qgreen, chegamos à evolução da cooperação total.

Para q > qgreen nos encontramos entre três retratos de fase posśıveis,
onde um deles (12) propõe o ponto de equiĺıbrio interiorQ como atrator,
o outro (12R) como repulsor, e o último (13) como um centro.

Tomamos os parâmetros T = 4, R = 3, P = 2 e S = 1, que satisfazem
G1 = 0 e as desigualdades (1.4) e (3.2). Também consideramos ε1 = 0.1
e ε2 = 0.05, e um valor grande de q = 0.8. Com estes valores, o ponto
de equiĺıbrio interior é

Q ≈ (0.70784 , 0.17419 , 0.11797)

e os autovalores numericamente calculados da dinâmica linearizada em
torno de Q foram 7.46597 × (10)−11 ± 0.15855 i, compat́ıveis com a
possibilidade de que a parte real seja exatamente nula. Conjecturamos
que o diagrama correto nesse caso é o 13, em que há uma região de
condições iniciais que levam a órbitas fechadas em torno de Q.
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Conjecturamos que no caso G1 = 0 e q > qgreen o diagrama de Bomze
associado seja sempre o 13 e que, portanto, nesse caso haverá evolução
fraca da cooperação, pois nas órbitas fechadas em torno ao ponto Q a
fração de indiv́ıduos de tipo G é positiva.

Resumindo, nos três casos provamos que haverá evolução total da coo-
peração para valores pequenos de q. Para valores grandes de q tivemos que
recorrer a conjecturas, mas parece que haverá somente evolução fraca da co-
operação e somente se G1 ≤ 0. Se G1 > 0 e q > qgreen parece que não há
evolução da cooperação.
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